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Resumo

Este trabalho propoe que a resolugao e interpretacao geométrica de Equagoes Dio-
fantinas Lineares podem ser inseridas nos Ensinos Fundamental e Médio como nova ferra-
menta didatica para atrair a atencao do discente, respeitando seus graus de conhecimen-
tos cumulativamente adquiridos, além de fornecer ao leitor elementos para a introducgao
de Equagoes Diofantinas Lineares na aplicacao da Geometria, adicionando conhecimentos
algébricos e aritméticos necessarios ao entendimento do assunto. Sua contextualizagao en-
volve a situagao hipotética de localizar uma aeronave no Espaco Aéreo Brasileiro, quando
essa se aproxima para pouso em determinado aeroporto, com a utilizacao do GPS. E a
resolucao de Equagoes Diofantinas Lineares também sugere o desenvolvimento e aplicagao

de contetidos que, por ventura, tornam-se enfadonhos e abstratos.

Palavras-chave: Aeronave; Elipsoide; Ensino; Equagoes Diofantinas Linea-
res; Espaco Aéreo Brasileiro; Geometria; GPS; Matematica; Sistema de Coor-

denadas.



Abstract

This paper proposes that the geometric resolution and interpretation of Linear Di-
ophantine Equations can be inserted in Elementary and Middle School as a new didactic
tool to attract the attention of the student, respecting their cumulatively acquired de-
grees of knowledge, and provide the reader with elements for the introduction of Linear
Diophantine Equations in the application of Geometry, adding algebraic and arithmetic
knowledge required to understand the subject. Its contextualization involves the hypothe-
tical situation of locating an aircraft in the Brazilian Airspace, when it is approaching for
landing at a certain airport, using GPS. And the resolution of Linear Diophantine Equa-
tions also suggests the development and application of contents that, by chance, become

boring and abstract.

Keywords: Aircraft; Ellipsoid; Teaching; Linear Diophantine Equations;
Brazilian Air Space; Geometry; GPS; Mathematics; Coordinate System.
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Introducao

Percebe-se que hoje nao se deve aplicar a Matemaética sem conexao com a realidade
dos alunos, pois eles ficam desmotivados. Principalmente no que diz respeito ao ramo da

Geometria. Um fato que D’Ambrésio [1| sustenta ao afirmar que

... hd algo errado com a Matemadtica que estamos ensinando. O contetdo
que tentamos passar adiante através dos sistemas escolares € obsoleto,
desinteressante e inatil.

Em nosso cotidiano, é necessario localizar e movimentar objetos e pessoas no es-
paco, baseados em diferentes referenciais. Assim, é primordial introduzir a Geometria nas
séries iniciais do Ensino Fundamental pois, durante muito tempo, seu ensino foi segre-
gado. Talvez pelo fato dos professores nao possuirem conhecimento e pratica necessarios

para seu desenvolvimento.

Atualmente, a valorizagao da Geometria esta em foco nos curriculos escolares.
Fazer com que o aluno perceba que essa atividade matematica representa um desafio é
uma das principais propostas dos PCNs e, para que isso ocorra com eficacia, as situacoes
de aprendizagem devem ser direcionadas na construcao de significados, elaboragao de
estratégias, observacao, experimentagao, manipulacao, voltadas para o cotidiano do aluno,
desenvolvendo neles a intuicao, visao espacial, indugao, deducao, construgao e utilizagao

de instrumentos com a finalidade de resolver e interpretar problemas.

A educagao matematica pode ser entendida como um estudo geral do individuo
inserido na sociedade, baseada numa reflexao da medida em que a Matemética pode
concorrer para que o homem e a sociedade satisfacam seus caminhos e promovam o de-
senvolvimento intelectual do cidadao, permitindo a construcao de um ser consciente e
participativo do processo de edificacao de um mundo melhor e coerente com a real neces-

sidade da humanidade.

A composicao do curriculo escolar destaca uma parte da formacao béasica mate-
mética que depende de uma definicao prévia dos objetivos da educagao matematica nos
diversos graus de ensino. A Matematica esta presente na sociedade construida pelo ho-

mem e o curriculo de Matemética precisa ser adequado & maioria dos alunos para sua



vivéncia e integracao na sociedade. Definir contetdos, didaticas de ensino e ferramen-
tas educacionais requer estudos razoéveis. Sendo assim nao serd apenas a inclusao de
novas ferramentas no ensino da Matemética que produzirda uma aprendizagem significa-
tiva nessa disciplina. E necessario vincular, dentro do curriculo, objetivos, contetidos e
métodos para atingir a meta que se quer alcangar com a participacao consciente e ativa
do professor no processo educacional que abrange uma revisao dos seus objetivos e de
sua postura educacional, procurando adotar melhores praticas de ensino, coerentes com
as tendéncias da atualidade. Como consequéncia, tem-se uma pratica cotidiana escolar
positiva que promove um ambiente interativo e participativo de aprendizado, buscando
o desenvolvimento, a compreensao e a adequacao as realidades objetivando a formagao
de individuos autoconfiantes e autéonomos, capazes de interpretar criticamente dados da

realidade e assimilar valores neles embutidos.

Fazendo uma anélise critica do ensino da Geometria e da inclusao de novas ferra-
mentas no ensino da Matemaética, como a aplicacao pratica das Equacoes Diofantinas em
sala de aula, surge o seguinte questionamento: Como a resolucao de Equacoes Diofan-
tinas Lineares pode contribuir para a aprendizagem da matematica escolar no ramo da

Geometria?.

Assim, este trabalho tem o objetivo de mostrar e propor como a resolu¢ao de Equa-
¢oes Diofantinas Lineares pode contribuir na aquisicao do conhecimento matematico nas
escolas, através da resolucao de situacgoes-problema para alunos dos Ensinos Fundamental
e Médio, respeitando seus graus de conhecimentos cumulativamente adquiridos, que en-
volve a localizagao de uma aeronave no espaco, hipoteticamente, na sua aproximagao para
pouso em determinado aeroporto, com a utilizagdo do GPS (Sistema de Posigao Global -
Global Positioning System). Assim, garantir beneficios para o desenvolvimento integral
do aluno, na construcao do conhecimento, respeitando o tempo e espaco de cada um, tor-
nando a Matematica mais prazerosa, desafiante, 1til e interessante. Além disso, fornecer
ao leitor elementos para a introducao de Equagoes Diofantinas Lineares na aplicacao da
Geometria, além dos conhecimentos algébricos, aritméticos e geométricos necessarios para

o entendimento deste assunto.

O termo hipoteticamente empregado neste trabalho refere-se ao fato de adequar a
situacao real para uma situagao dita ideal, ou seja, sem fatores externos e também internos
que afetam a velocidade de voo da aeronave, assim como os fatores fisicos, climéaticos, de
carga e de lotagdo. Assim, a aeronave sera tratada como um ponto, devido & altitude no
momento da aproximacao para pouso, e seu trajeto estara contido em uma reta que passa

pela aeronave e o ponto onde esta toca a pista de pouso.



Alguns aspectos relacionados a natureza do conhecimento matemaético precisam

ser levados em conta para que os objetivos propostos por este trabalho sejam almejados:

e Fazer com que o aluno observe caracteristicas quantitativas e qualitativas da reali-
dade em diferentes aspectos, mas de maneira integrada, propondo situacoes que leve
o aluno a relacionar os elementos envolvidos e a refletir sobre as ideias ligadas a essa
situagao, garantindo a construcao de seu conhecimento gradativamente e aprender

COoIm €esse Processo,

e Comunicar-se matematicamente, ou seja, como a linguagem matematica é universal,
significa descrever, representar e apresentar resultados com clareza e corregao e
argumentar sobre deducgoes, estabelecendo relagoes entre o uso da linguagem oral
e escrita, que sao as representacoes mateméaticas. Trata-se de um processo pelo
qual a informacao, pensamentos ou anseios devem ser trocados de maneira clara
e compreensivel, entre ambos os participantes, aluno e professor. Comunicar-se
bem significa muito mais que falar com clareza e usar a linguagem correta. Inclui,
também, assegurar-se de que todos os alunos entendam o que foi dito, assim como
o professor entenda o que os alunos dizem. Se nao houver compreensao do conceito,
a linguagem matematica cria barreiras e filtros na aprendizagem. Enquanto as
barreiras impedem a comunicacao, os filtros modificam a forma como o conhecimento

é recebido;

e Resolver problemas se torna prioridade na aprendizagem matemética, pois propor-
ciona familiarizagao com ideias e conceitos matematicos, condicionando-os ao desen-
volvimento de estratégias e atitudes fundamentais na aprendizagem. Esse processo
torna-se significativo quando os problemas selecionados sao interessantes e desafia-
dores, para agucar o sentido de especular, investigar e explorar, a fim de que o aluno
nunca desista de encontrar uma ou varias solugdes. Assim, desenvolve o interesse,

criatividade e perseveranca na resolucao de problemas;

e Relacionar os diversos assuntos matematicos com as outras areas de conhecimento,

ou seja, fazer uma interligagao com aspectos das ciéncias humanas e naturais.

A Matematica deve ser caracterizada como um fruto da construcao humana que
pode ajudar a compreender as diversas situagoes reais encontradas, diariamente, pelo
aluno. Deste modo, é necessério que haja novas alternativas pedagogicas a fim de melhorar
o ensino da Matematica. A Geometria fornece uma interessante relagao entre a forma

bidimensional e tridimensional, que estéd ao nosso redor, e sua representacao no papel, o



que supostamente aguca o interesse do aluno. Porém, para solidificar essa rela¢ao, o aluno

deve ser incentivado a imaginar, observar, descrever e construir formas.

E perceptivel que os problemas do ensino-aprendizagem da Matematica basica pre-
sentes na atualidade nao estao restritos ao contexto das escolas de Ensinos Fundamental
e Médio. De certa forma, existe uma preocupac¢ao com o ensino da Matematica também
nos cursos universitarios. Nesta situacao, é admissivel imaginar que a educacao deve ter
uma visao mais ampla da matematica e buscar sua verdadeira esséncia, tracando possibi-
lidades de acao pedagogica que visa superar este mito existente entre aluno e Matematica.
Portanto, a insercao de novos contextos mateméticos como ferramentas didaticas auxilia-
res nos curriculos escolares ¢ uma maneira 1til e curiosa para atrair a atenc¢ao do publico

discente.

A motivacao ¢ um dos “temperos” da aprendizagem, entdao, permitir que o aluno
vivencie um ambiente de experimentagao com novos caminhos, torna a Matematica um

componente essencial para construgao do conhecimento e obtencao de resultados.

Uma mudanca na rotina da sala de aula, pode despertar no aluno o interesse e o
prazer em brincar com a Matematica. Para os docentes, a aplicacao de novas ferramentas
para a resolucao de problemas potencializa mais estimulo nas aulas e isso, de certa forma,
facilita o processo de ensino-aprendizagem em Matemética que, por sua vez, torna-se mais

atrativa e util a realidade do aluno.

A abordagem geométrica deste trabalho visa desenvolver no aluno o sentido de loca-
lizar um objeto no espago bem como descrever sua trajetoria e, para isso, apresentaremos
seus trajetos em duas (2D) e trés dimensoes (3D). E a resolu¢ao de Equagoes Diofan-
tinas Lineares facilitara o desenvolvimento e aplicacao de contetidos que, por ventura,
tornam-se enfadonhos e muito abstratos quando se trata da parte aritmética da Matema-
tica como, por exemplo, nimeros primos, algoritmo da divisao de Euclides, critérios de
divisibilidade, M.D.C., vistos em Teoria dos Numeros; coordenadas de um ponto, retas e
suas equagoes, em Geometria Analitica; o manuseio formal de equagoes e interpretagao

de expressoes lineares, em Algebra.

A proposta do objeto de estudo é adequar uma situagao real para uma situagao
ideal, livre de interferéncias externas e internas, e para isso, utilizaremos a visao espacial e
plana para aproximar determinada aeronave para pouso em um aeroporto, com o auxilio
de um GPS, em um dado tempo. A trajetoria adotada liga a aeronave ao ponto de toque
da pista de pouso que podemos visualizar em duas, (z,y), ou trés dimensoées, (x,y, 2),

como mostram as figuras 1 e 2. A figura 1 é uma carta de aproximacgao por instrumento do



Sistema Global de Navegacao por Satélite (GNSS — Global Navigation Satellite System )

do aer6dromo de Salvador-BA.
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A trajetoria que liga a aeronave ao ponto de toque da pista de pouso esté contida
numa reta que pode ser representada por ax+by = c¢. E uma Equagao Diofantina Linear é
representada pela mesma equagao, ax+by = ¢, onde seus coeficientes a, b, e ¢ sao nimeros
inteiros, com a e b primos entre si. O interesse é pelas solugoes inteiras, ou seja, x e y
sao numeros inteiros. Considerando a localizagao da aeronave no espago, para satisfazer
esta situacao-problema, sera estabelecida a altura, zy, em que a aeronave estara naquele

momento.

Com os conhecimentos do algoritmo de Euclides e outros assuntos pertinentes, ao
resolver a Equacao Diofantina Linear, que representa alguma trajetoria de aproximacao
para pouso de uma aeronave por GPS, temos duas solugoes, (xo, %) ¢ (X,Y’), que simbo-
lizam as coordenadas cartesianas da aeronave no espaco e do aeroporto onde esta pousa.
Nesta situacao, as alturas da aeronave e do aeroporto sao dadas em relacao ao plano

equatorial.

Como o GPS utiliza coordenadas geograficas - latitude, longitude e altitude - atra-
vés de mateméticas especificas, transformaremos essas coordenadas fornecidas em coor-
denadas cartesianas, (X,Y, Z). Os valores das coordenadas cartesianas utilizados para a
resolucao dos problemas propostos serao aproximados para nimeros inteiros, com a fina-
lidade de facilitar os calculos. Vale ressaltar que trabalhamos com uma condic¢ao ideal
da representacao real do procedimento de pouso de uma aeronave, através do GPS, pois
esse procedimento é muito mais complexo e envolve varios conceitos matematicos e fisicos.
Contudo, para nosso objeto de estudo é suficiente trabalhar com a condi¢ao ideal, com

dados que representam as informagcoes reais.
Em funcao disso, o trabalho encontra-se subdivido em 8 capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos de Espago Aéreo, sistema de navegacao
aérea e Sistema Global de Navegagao por Satélite (GNSS), bem como os procedimentos
para suas utilizagoes, para que tenhamos nocao da dimensao em que as aeronaves se

encontram trafegando no espago aéreo brasileiro.

No Capitulo 2, para auxiliar no entendimento de como resolver uma Equacao
Diofantina Linear e sua visao geométrica, revisaremos alguns assuntos pertinentes, tais
como: numeros inteiros, niimeros primos, critérios de divisibilidade, m.d.c., algoritmo de
Euclides e estudo da reta. Além destes assuntos, relembraremos os seguintes topicos da

Matematica: nimeros decimais, elipse, esfera e medidas de angulo.

No Capitulo 3, descrevemos detalhadamente como funciona o Sistema de Posic¢ao

Global (GPS) e sua relacdo com a Matematica, enfatizando a utilizagdo de coordena-



das geograficas e cartesianas, bem como a transformacao de coordenadas. As aeronaves
situam-se em rotas orientadas por GPS que utilizam coordenadas fornecidas por satéli-
tes. O sistema de coordenadas utilizado pelo GPS associa cada ponto P do espago as

coordenadas do sistema cartesiano tridimensional.

No Capitulo 4, apresentamos um historico sobre Diofanto de Alexandria, que deu
origem as Equacoes Diofantinas, bem como alguns fatos importantes que foram bastante

influenciados pelas ideias de Diofanto.

No Capitulo 5, como a motivagao ¢ um dos itens para auxiliar na aprendizagem,
abordamos uma visao simples de como pode ser resolvida uma Equacao Diofantina Linear,
através de um ambiente de experimentacao com exemplos voltados para a realidade do

aluno.

No Capitulo 6, abordamos a teoria das equacoes Diofantinas Lineares embasada
em coroléarios, lemas, teoremas e proposicoes; a resolucao das equacoes pelo Algoritmo
de Euclides; e uma breve visao da teoria geométrica que envolve as equagoes Diofantinas

Lineares.

No Capitulo 7, propomos situagoes-problemas onde, através da resolucao de Equa-
¢oes Diofantinas, uma solu¢cao minimal indica a localizacao da aeronave no espaco em
aproximacao para pouso e a outra, do aeroporto em que certa aeronave pretende pousar,
ver figura 2. E, também, os alunos poderao representar essas trajetérias no plano e no

espaco, com a utilizacao do sistema de coordenadas cartesianas, em papel milimetrado.

No Capitulo 8, faremos as consideragoes finais do trabalho com as respetivas con-

clusoes de forma a contribuir para o desenvolvimento desse segmento da Matematica.

Finalmente, apresentamos as referéncias bibliograficas e os seguintes Apéndices:

A - Principais Aeroportos do Brasil;

B - Pistas dos principais Aeroportos Brasileiros;

C - Dados reais das Latitudes e Longitudes dor Principais Aeroportos Brasileiros;
D - Dados reais das Coordenadas Cartesianas dos Principais Aeroportos Brasileiros;

E - Outras Equacoes Diofantinas Lineares para aplicacao em Atividades Propostas.



1 FEspaco Aéreo Brasileiro

A regiao acima do territério e mar territorial brasileiro pertence ao espago aéreo
da nagao e é de uso exclusivo e soberano do Brasil. Sua utilizagdo é normatizada por
procedimentos especificados em lei com a finalidade de melhorar a capacidade, eficiéncia

e flexibilidade quanto & operacao de aeronaves.

O espago aéreo é limitado e deve satisfazer aos interesses da sociedade. Porém,
esses interesses tém algumas restricoes que sao impostas para garantir a seguranca da
atividade aérea. Um exemplo disso sao os aerédromos empregados nas grandes cidades
que trazem beneficios & populagao, mas as propriedades urbanas a sua volta podem ser
interpretadas como obstaculos, pois limitam a plena utilizagao do sitio aeroportuario bem

como suas atividades aéreas.

O Comando da Aeronéutica, ressalvadas as atribuicoes especificadas em lei, norma-
tiza, norteia, coordenada, controla e fiscaliza as atividades e procedimentos relacionados
ao sistema de controle do espago aéreo que sao:

a) A navegacao aérea;
b) O trafego aéreo;
¢) A infraestrutura aerondutica;
d) A aeronave;
e) A tripulagao;
f) Os servigos, direta ou indiretamente, relacionados ao voo.
E a Agéncia Nacional de Aviagao Civil (ANAC) regulamenta e fiscaliza os requisitos

e critérios para a operagao de aeronaves, assim como homologa, registra e cadastra os

aerodromos existentes no territorio nacional.



E prioridade do Departamento de Controle do Espaco Aéreo (DECEA) estabelecer
politicas de qualidade para formar uma estrutura sélida na base organizacional do espaco
aéreo brasileiro, visando a seguranga aérea nacional e internacional e, principalmente, a
satisfacdo dos clientes que utilizam os servigos de navegagao aérea. Assim, o Sistema
de Protecao ao Voo propoe que o fluxo do trafego aéreo seja regular, seguro e eficiente,

abrangendo as seguintes atividades:

a) Controle de trafego aéreo;

b) Telecomunicagbes aeronauticas e dos auxilios & navegagao aérea;
¢) Meteorologia aeronautica;

d) Cartografia e informagoes aeronauticas;

e) Busca e salvamento;

f) Inspegao em voo;

g) Coordenagao e fiscalizagao do ensino técnico especifico;

h) Supervisao de fabricagao, reparo, manutengao e distribuigdo de equipamentos ter-

restres de auxilio & navegacao aérea.

1.1 Trafego Aéreo

O controle de trafego aéreo (ATC — Air Traffic Control) é uma atividade desen-
volvida em solo por pessoas habilitadas tecnicamente, que sao os controladores, para
acompanhar, monitorar e orientar o percurso de aeronaves no espago aéreo e no solo, ga-
rantindo a segurancga do fluxo de aeronaves. Para que uma aeronave possa ter condi¢oes
seguras de voo, o controlador de trafego aéreo tem de fornecer dados e autorizacao de
voo, respeitando as normas estabelecidas nos Tratados, Convencoes e Atos Internacionais
de que o Brasil seja parte, conforme consta no Codigo Brasileiro de Aeronautica (CBA);
as caracteristicas operacionais de cada aeronave; e as condi¢oes de trafego no momento
presente. Essas autorizagoes levam em conta a rota, altitude, velocidade propostas pelo

operador da aeronave, que deve obedecer as instrucoes determinadas pelo controlador.

Os servigos de trafego aéreo prestados sao:



10

a) Servigo de controle de trafego aéreo, compreendendo o servigo de controle de area
(ACC — Centro de Controle de Area — Area Control Center), o servico de controle de
aproximacao (APP — Controle de Aproximagao — Approach Control) e o servigo de

controle de aerédromo (TWR — Torre de Controle de Aer6dromo — Tower Control);
b) Servigo de informagao de voo; e

¢) Servigo de alerta.
Os objetivos dos servigos de trafego aéreo sao:

a) Prevenir colisbes entre aeronaves;

b) Prevenir colisdes entre acronaves na area de manobras e, entre essas e os obstéculos

nesta area;
c) Acelerar e manter ordenadamente o movimento do trafego aéreo;

d) Assessorar e proporcionar informagoes tuteis para o movimento seguro e eficaz dos

VOOs; €

e) Notificar os 6rgaos pertinentes a respeito das aeronaves que necessitem da ajuda de

busca e salvamento, e auxiliar esses 6érgaos no que for necessario.

Devido ao crescimento do trafego aéreo, houve a necessidade de implantar um sis-
tema denominado Gerenciamento de Trafego Aéreo — Air Traffic Management (ATM),
com a finalidade de unificar os servigos requeridos para a navegacao aérea com seguranca,
eficiéncia e legitimidade das operagOes aéreas, e aumentar a capacidade de gerenciamento
do espaco aéreo para atender aos usuarios do sistema de maneira incondicional e ampla. O
sistema ATM, durante todas as fases do voo, proporciona a integracao de recursos huma-
nos, tecnologias, informagoes, servigos de comunicagao, navegacao e vigilancia, baseados

em terra, no espaco (via satélites) e a bordo das aeronaves.

1.2 Navegagao Aérea — RNAV (Area Navigation)

E a navegacgao que permite a operacao de aeronaves, em qualquer trajetéria de voo
desejada, baseada em procedimentos com referéncia em instrumentos, chamados auxilios
a navegacao aérea. O sistema de navegacao no espago aéreo brasileiro deve oferecer condi-

¢Oes necessarias para que a navegagao seja segura e condizente com os interesses nacionais,



11

equilibrando demanda e capacidade. Essa oferta traz as condi¢oes meteoroldgicas de cada
regiao, densidade de trafego aéreo e utilizacao de sensores do Sistema de Navegacao por
Satélite (GNSS).

Os procedimentos de navegacao aérea, estabelecidos em publicagao aeronautica,
estabelecem uma série de trajetorias de voo, levando em consideracao os obstéculos per-
tencentes ao redor dos aerédromos, que tém a finalidade de assegurar que as operagoes
aéreas visuais e por instrumentos sejam realizadas com presteza, harmonia, seguranca e
fluidez. Essas trajetorias sdo chamadas rotas ATS (Servigo de Trafego Aéreo — Air Traffic
Service) utilizadas pelas aeronaves para canalizar o fluxo de trafego aéreo a partir da

distancia entre pontos significativos.

A utilizacao de RNAV numa determinada &area e a capacidade do usuario para
cumprir as condigoes exigidas devem basear-se nos requisitos de precisao da navegacao e

nas disposicoes sobre os casos de perda temporaria da capacidade RNAV.

Com o crescente desenvolvimento tecnolégico, o sistema de navegagao aérea no
Brasil, aos poucos, estd aderindo & utilizacao dos sensores GNSS em substituicao ao
sistema de navegagao convencional. Esse sistema vem sendo implantado de forma gradual
e depende muito de estudos, experimentos, pesquisas e analise de custo-beneficio para
atendes as necessidades nacionais. Essa tecnologia permite que qualquer pessoa possa se

localizar no planeta com uma extrema precisao.

1.3 Trajetéria de uma aeronave

Antes de entendermos como uma aeronave pousa ou decola de uma pista de deter-
minado aeroporto, vamos definir alguns termos importantes para esclarecer melhor essa

trajetoria.

I- AERODROMO
Segundo o Codigo Brasileiro de Aeronautica (CBA) [2],

O sistema aeroportudrio € constituido pelo conjunto de aerdédromos
brasileiros, com todas as pistas de pouso, pistas de tdwzi, pdtio de
estacionamento de aeronave, terminal de carga aérea, terminal de
passageiros e as respectivas facilidades.

Aerddromo € toda drea destinada a pouso, decolagem e movimen-
tacdo de aeronaves.
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As edificagoes, instalacoes e equipamentos que constituem o aerédromo também
fazem parte de sua definicao. E, quando se trata de helicopteros, essa area é deno-

minada heliporto.

O sistema aeroportuario também compreende as seguintes facilidades: iluminagao
do patio para estacionamento de aeronaves; balizamento em tempo integral; ser-
vigos de contra incéndio, emergéncia médica e salvamento aquético; sistemas de
climatizacao geral, de esteiras para despacho de bagagens, de antincio de mensagens
semiautomaéticas, de som, de informacao de voo, de escadas rolantes e de circuito
fechado de televisao; areas destinadas ao embarque e desembarque; carrinhos para
passageiros; locais de apoio comercial e destinados a prestacao de servigos ptuiblicos;

entre outras, desde que sejam devidamente autorizadas pela autoridade acronautica.

Os aerddromos sao classificados como civis, publico ou privado, e militares. E sao
destinados ao uso de aeronaves civis e militares, desde que respeitadas as determi-
nacoes estabelecidas pela autoridade aeronautica. Todo aerdédromo civil deve ser

cadastrado.

Os aeroportos das principais capitais brasileiras sao denominados de aer6dromos
publicos. Sendo que, aqueles dedicados as aeronaves nacionais ou estrangeiras, com
servigos internacionais regulares ou nao regulares, sao classificados como aeropor-
tos internacionais. Um bom gerenciamento dos servicos de solo de um aerédromo
permite a qualidade dos procedimentos operacionais oferecidos e aumento na capaci-
dade de atender a demanda requisitada pela populagao. No Apéndice A, encontra-se

os principais aeroportos dos estados brasileiros.

II- AERONAVE

O CBA [2]| define acronave como

todo aparelho manobrdvel em wvoo, que possa sustentar-se e
circular no espacgo aéreo, mediante reacoes aerodindmicas, apto a

transportar pessoas ou coisas.
Sao classificadas em militares e civis. As aeronaves militares integram as Forgas
Armadas e as civis podem ser publicas, destinadas ao servigo do Estado, e privadas.
Qualquer aeronave civil ou militar s6 podera voar no espago aéreo brasileiro com

autorizagao do Estado Maior da Aeronautica (EMAER).

Cada aeronave é composta por tripulantes que sao pessoas habilitadas a exercer
uma funcao a bordo. A habilitacao técnica, certificado de capacidade fisica e licenca

de voo concedidos aos tripulantes sao responsabilidade da autoridade aeronautica,
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conforme regulamentacao especifica para esse fim. A bordo de toda aeronave existe
um responsavel pela sua seguranca e operacao, o Piloto-Comandante, que faz parte
da tripulacao. E os voos comandados dentro do espago aéreo brasileiro sao chamados

de domésticos.

Todas as aeronaves que pousam ou decolam de algum aeroporto realizam essas
manobras contra o vento, exceto se for por razoes de seguranga em que a configuracao

da pista ou de trafego aéreo recomende a outra diregao.

ITI- AEROVIA

Aerovia é uma rota ATS,espaco aéreo controlado, em forma de corredor. Pode ser
mao dupla ou mao tnica. A grosso modo, se assemelha a uma rodovia federal (Ex:
BR324).

IV- APROXIMACAO POR INSTRUMENTO

E quando a aeronave se aproxima de seu destino utilizando procedimentos com

referéncia em instrumentos. No caso deste trabalho, o instrumento em uso seré o

GPS.

V- AUTORIZACAO DE CONTROLE DE TRAFEGO

Autorizacao de controle de trafego aéreo é convenientemente abreviada para somente
autorizacao. E a autorizacao dada a uma aeronave, pelo controlador de trafego
aéreo, para que esta se aproxime de seu destino, ou decole de sua origem, com a

finalidade de evitar colisdo entre aeronaves.

VI- PISTA (PRINCIPAL E SECUNDARIA)

Pista é uma area plana retangular definida em um aerédromo que é destinada a
pouso e decolagem de aeronaves. Alguns aeroportos possuem mais de uma pista,
sendo divididas em principal e secundaria. Preferencialmente, é utilizada a pista
principal. No Apéndice B, encontra-se a descri¢ao das pistas principais e secundarias

dos principais aeroportos dos estados brasileiros.

VII- ROTA ATS (Servigo de Trafego Aéreo — Air Traffic Service)

E uma trajetoria utilizada pelas aeronaves para canalizar o fluxo de trafego aéreo a

partir da distancia entre pontos significativos.

Agora, com o conhecimento dos conceitos citados acima, vamos entender de ma-

neira didéatica como funciona a trajetoria de uma aeronave (ANV).
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Suponhamos a seguinte situacao:

“A ANV-D, da Companhia de Transportes Aéreo Delta, sai do Aeroporto Inter-
nactonal Deputado Luis Eduardo Magalhaes, localizado em Salvador-BA, com destino ao
Aeroporto Internacional Governador André Franco Montoro, localizado em Guarulhos-SP.

O wvoo tem duragao de, aproximadamente, 2 horas”.
Descrevendo a trajetoria da ANV-D, temos:

A ANV-D, originalmente, aguarda autoriza¢ao do controlador de trdfego aéreo para
decolagem na pista principal do Aeroporto Internacional Deputado Luis Eduardo Maga-
lhaes. Apds autorizagao concedida, a aeronave decola para uma rota ATS, ingressando
numa aerovia, ou seja, essa primeira rota ATS liga o aerddromo de Salvador de origem a
uma aerovia “K”. Transcorrido o tempo, ainda na aerovia K, o GPS da aeronave localiza
seu destino, Aeroporto Internacional Governador André Franco Montoro, saindo da aero-
via “K” e ingressando em outra rota ATS. Logo, o controlador de trifego aéreo autoriza a
aeronave para pouso na pista principal do aercdromo de Guarulhos. Ou seja, a aeronave
faz aprorimacao por instrumento, utilizando o GPS, e pousa em seu destino, finalizando

SEU PETCUTSO.

Vale salientar que a trajetoria de voo de uma aeronave ¢ muito complexa e envolve
muitos outros conceitos e procedimentos, contudo, esse estudo nao faz parte do objetivo

deste trabalho, apesar de ser bastante interessante.

1.4 Sistema Global de Navegagao por Satélite (GNSS)

GNSS é um sistema global que determina a posicao e o tempo de determinado
corpo. E composto por uma ou mais constelacbes de satélites que fornece capacidade
de navegacao com cobertura global aos usuarios, receptores de bordo e monitores de
integridade, bem como os sistemas de “aumentacao” que estabelecem requisitos para o
desempenho de navegacao adequada a cada tipo de operagao, ou seja, sistemas de apro-
ximagao e pouso de precisao. A quantidade de satélites em cada orbita é calculada em
funcao da altitude, de forma a prover cobertura em toda a superficie terrestre. Atual-
mente, os sistemas de navegacao que estao em pleno funcionamento operacional e com
alcance global sdo o GPS, dos Estados Unidos, e o GLONASS (Globalnaya Navigatsi-
onnaya Sputnikovaya Sistema — Sistema Global de Navegacao por Satélite), da Russia.
Contudo, outros dois sistemas estao sendo desenvolvidos: GALILEO, da Uniao Europeia,

e COMPASS (Common Muon and Proton Apparatus for Structure and Spectroscopy) ou
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Beidou-2, da China.

O percurso tragado pelos sinais do GNSS até um receptor pode ser influenciado
por fontes de erros, sendo que a principal delas é a ionosfera, camada da atmosfera lo-
calizada aproximadamente entre 60 km e 1000 km acima da superficie da Terra. Por ser
composta de cargas elétricas e ionizada constantemente pelos raios ultravioletas vindos
do Sol, a ionosfera afeta a propagacao dos sinais de GPS, atrasando e distorcendo o si-
nal. Consequentemente, ha degradacao da precisao de informagoes fornecidas pelo GPS
na orientagao geogréafica. Contudo, alguns mecanismos sao utilizados para minimizar os
problemas causados pela ionosfera no uso do GPS. Abaixo, as figuras 3 e 4 mostram as

condicoes ideal e real para comunicagao entre satélite e o receptor em terra.

W’rmz ™0 GBS !%Fﬂmz DO GFS

IOMDEFERA

SUPERFICIE DA TERRA SUFERFICIE DA TERRA

Figura 3: Condigao ideal Figura 4: Condigao real
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2 (Conceitos matemdticos que
envolvem as FEquacoes
Diofantinas Lineares e o
principio de funcionamento do

GPS

2.1 Numeros Inteiros

Os ntmeros inteiros sao os nimeros naturais e seus simétricos negativos, incluindo
o zero, representados pelo conjunto Z = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3, ...}, onde a letra Z é
originada da palavra alema Zahl, que significa “ntimero”. Os inteiros negativos sao sempre
acompanhados pelo sinal “—”. Portanto, o conjunto Z contém os nimeros naturais (N ) e

0s numeros negativos.

Assim como no conjunto N , em 7Z estao definidas as operacoes de adi¢cao e mul-
tiplicagao. Ou seja, para todo a,b € Z, as operagoes a + b e a - b sao fechadas. Porém,
as divisoes, as potenciagoes e as radiciagoes entre dois inteiros nem sempre resultam em
inteiro. Assim, dizemos que estas trés operagoes nao estao bem definidas no conjunto 7Z,

ou seja, nao é fechado para estas trés operagoes.
Temos que se a > b, entao a — b > 0, assim, os nameros inteiros sao classificados

e1n:

e Inteiros nao-nulos: todos os nimeros inteiros, com excecao do zero. Sao repre-

sentados por: Z* ={...,—3,-2,—-1,1,2,3, ...}.

e Inteiros nao-negativos: todos os ntmeros inteiros, com exce¢ao dos negativos.

Sao representados por: Z, ={0,1,2,3,4,...}.

e Inteiros nao-positivos: : todos os niimeros inteiros, com excecao dos positivos.

Sao representados por: Z_ = {...,—4,-3,—2,—1,0}.
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e Inteiros positivos: todos os ntmeros inteiros, com excecao dos negativos e do

zero. Sao representados por: Z] = {1,2,3,4,5...}.
e Inteiros negativos: todos os ntmeros inteiros, com excecao dos positivos e do

zero. Sao representados por: Z, = {...,—4,—-3,-2,—1}.

As propriedades basicas do conjunto Z estao descritas abaixo. Para a,b,c € Z,
temos que:
e Associativa da Adigao: a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢
¢ Elemento Neutro da Adigao: a + 0 = a;

e Comutativa da Adigao: a +b = b+ a;

Obs.: Na subtragao, a ordem dos termos pode alterar o resultado, pois, se a # b,

entao a — b # b — a.
e Simétrico ou oposto na Adigao: Seja —a € Z, tal que a+ (—a) = 0. Assim, —a
é o simétrico de a;
Obs.: Os modulos de nimeros simétricos sdo iguais, ou seja, |a| = | — a| = a.
e Associativa da Multiplicagao: a-(b-¢c) = (a-b) - ¢;
e Elemento Neutro da Multiplicagao: a -1 = a;
e Comutativa da Multiplicagao: a-b=1b"a;
e Distributiva da Multiplicacao relativa & Adigao: a-(a+0b) = (a-b) + (a-c¢);
e Integridade da Multiplicacao: a-b=0=a =0 ou b= 0.
Numa divisao com ntimeros inteiros, o resto da divisao nao pode ser negativo. Nas
multiplicagoes e divisoes de dois inteiros é necessario observar os sinais dos dois termos

da operacao para que o resultado seja verdadeiro. Vejam, a seguir, um resumo do jogo

dos sinais “+” e “—", na multiplicagao e divisao de dois ntimeros inteiros.

Sinais iguais (+) | Sinais opostos (—)

A
L
-
L
[

_|_
+) =+ (+) = (=) =—
+ )
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Ainda temos uma relacao de ordem entre os inteiros, que é representada pelo sinal

“<” (menor que), e possui as seguintes propriedades:

e Sea#0,entdao a <0 oua>0;

Sea<beb<c entao a < ¢

Sea<b, entao a+c<b+c;

Sea<bel<c,entaoa-c<b-c

Sea<bec<O0O,entaob-c<a-c.

2.2 Divisibilidade

De acordo com Hefez [3], dados dois ntimeros inteiros a e b, diremos que a divide b,
representado por a|b, quando existir ¢ € Z tal que b = ¢-a . Neste caso, diremos também
que a é um diwisor ou um fator de b ou, ainda, que b é um mailtiplo de a. O nimero
inteiro ¢ é chamado de quociente de b por a e denotado por ¢ = g Note ainda que, se a|b,

entao +al £ b.

Observe que a notagao a|b nao representa nenhuma operagao em 7, nem representa
uma fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ tal que b = ca.
A negacao dessa sentenga é representada por a 1 b, significando que nao existe nenhum

nimero inteiro ¢ tal que b = ca. Portanto, temos que 01 a, se a # 0.
Abaixo temos algumas propriedades da divisibilidade.

Proposicao 2.2.1. Sejam a,b,c € Z. Tem-se que

i) 1|a, ala e al0.
ii) se alb e blc, entao alc.
Demonstragao. i) Decorre das igualdades a = a-1, a = 1-ae 0 = 0-a. Ainda

podemos verificar, nessa proposicao, que todo ntimero inteiro é divisivel por 1 e por

ele mesmo.

ii) alb e blc implica que 3f, g € Z tais que b= f-a e ¢ = g-b. Substituindo o valor de

b da primeira equagao na segunda, obtemos

c=g-b=g-(f-a)=(9-f)-q
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0 que nos mostra que alc.

Proposicao 2.2.2. Se a,b,c,d € Z, entao alb e c|d = a-c|b-d

Demonstracao. alb e c|d, entdao If,g € Z, tais que b = f-a e d = g-c. Portanto,
b-d=(f-g)(a-c),logo, a-clb-d. ]

Em particular, temos que, se alb, entdo a-clb-¢, V ¢ € Z.

Proposigao 2.2.3. Sejam a,b,c € Z, tais que a|(b=+ c). Entdo alb <= alc

Demonstra¢ao. Suponhamos que al(b+ ¢). Logo, 3f € Z tal que b+ c = f - a.

Agora, se alb, temos que Jg € Z tal que b = ¢ - a. Juntando as duas igualdades

acima, temos
g-atc=f-a,

donde segue-se que ¢ = (f — g)a, logo alc.

Por outro lado, se a|(b—c) e a|b, pelo caso anterior, temos que a| — ¢, o que implica

que alc. O

Proposicao 2.2.4. Se a,b,c € Z, tais que alb e alc, entdo al(xb+yc), ¥V x,y € Z
Demonstragao. alb e alc implicam que 3f, g € Z tais que b= f -a e ¢ = g-a. Logo,

zb+yc=z(f-a)+y(g-a) = (xf +yg)a, o que prova o resultado.

Proposicao 2.2.5. Dados a,b € N, temos que alb = a < b

Demonstragao. De fato, se alb, 3¢ € Z tal que b = ¢-a. Como a,b > 0, segue-se que

c € N. Como, 1 < ¢, segue-se que a < ac = b. O

Em particular, se a € N, e a|l, entdao 0 < a < 1 e, portanto, a = 1.

Proposicao 2.2.6. Sejam a,b € Z en € N. Temos que a — b divide a™ — b™.
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Demonstracao. Por inducao, a afirmacgao é verdadeira para n = 1, pois a — b divide
1_ 1
a —b- =a—b.

Suponhamos, agora, que a — bja" — b". Escrevamos
a™™t — " = aa™ — ba™ + ba"™ — bb" = (a — b)a" + b(a™ — b").

Como a — bla — b e, por hipotese, a — bla™ — b", decorre da igualdade acima e da

Proposigao 2.2.4 que a — bla™* — "+, Estabelecendo o resultado Vn € N.

Proposicao 2.2.7. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a + b divide a*** 4?71,

Demonstracao. Por inducao, a afirmagao é verdadeira para n = 0, pois a + b divide

a'+b' =a+b.

Suponhamos, agora, que a + bla** ™! + v?*"*!. Escrevamos

a2(n+1)+1 + b2(n+1)+1 — q2q2nt1 _ p2g2ntl 4 b2 g2ntl 4 p2p2ntl —

((1,2 _ bQ)a2n+1 + b2(a2n+l + b2n+1).

Como a + bla®? — b* = (a + b)(a — b) e, por hipotese, a + bla®" ™! + "1 decorre
das igualdades acima e da Proposicao 2.2.4 que a + b|a?™+D+1 4 p2(+D+1 - Fstabelecendo

o resultado Vn € N. O]

Proposicao 2.2.8. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a + b divide a*" — b*".

Demonstracao. Por inducao, a afirmagao é verdadeira para n = 1, pois claramente a + b
divide a® — b* = (a + b)(a — b).

Suponhamos, agora, que a + b|a®" — b*". Escrevamos
a?(n+1) _ b2(n+1) — a2a2n _ b2a2" + b2a2n _ b2b2n — (CL2 _ b2)a2n 4 b2(a2n o an.

Como a + bla? — b* e, por hipotese, a + bla** — b*", decorre das igualdades acima

e da Proposicio 2.2.4 que a + b|a?™ V) + b2+ Estabelecendo o resultado Vn € N. [
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2.2.1 Divisao Euclidiana

Euclides em sua obra FElementos afirma, sem explicitar, que é sempre possivel
efetuar a divisao de b por a, com resto. Vamos enunciar e demonstrar esse teorema,

contudo, antes enunciaremos uma propriedade importante chamada de Boa Ordem.

Propriedade da Boa Ordem 2.2.1.1. Sejam S um subconjunto de N. Dizemos que

um numero natural a € um menor elemento de S se possui as sequintes propriedades:

(i) a € S;

(i) Yn € S,;a < n.

Se S possui um menor elemento, entao este é inico. De fato, se a e a’ sao menores

elementos de S, entao a < a' e a < a, o que implica que a = d'.

Quando existir, o menor elemento de S € denominado por min S.

Teorema 2.2.1.1 (Divisao Euclidiana). Sejam a e b dois nimeros inteiros com a # 0.

Existem dois inicos nimeros inteiros q e r tais que

b=a-q+r,com0<r<]al (2.1)
Demonstracao. Suponha que b > a e considere, enquanto fizer sentido, os ntimeros b, b —
a,b—2a,...,.b—n-a,..

Pela Propriedade da Boa Ordem, o conjunto S formado pelos elementos acima tem

um menor elemento r = b — ¢ - a. Vamos provar que r < a.

Se alb, entdo r = 0 e nada mais temos a provar. Se, por outro lado, a { b, entao
r # a, portanto basta mostrar que nao pode ocorrer r > a. De fato, se isto ocorresse,
existiria um nimero natural ¢ < r tal que r = ¢+ a. Assim, sendor =c+a=b—¢q-a,

teriamos
c=b—(¢q+1)-a€ S, comc<r,

contradicao como fato de r ser o menor elemento de S.

Portanto, temos que b = a - ¢+ r, com r < a, o que prova a existéncia de q e r.
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Agora, provemos a unicidade. Note que, dados dois elementos distintos de 5, a
diferenca entre o maior e o menor desses elementos, sendo um multiplo de a, é pelo menos
a. Logo,ser=b—a-qer =b—a-q¢, comr <1 < a, teriamos ' —r > a, o que
acarretaria ' > r 4+ a > a. Absurdo! Portanto, r = r’.

Dai, segue-se que b —a-q=0b—a-¢ o que implica que a-q = a - ¢ e, portanto,

/

q9=q.

]

Os inteiros g e r, no teorema acima, sao denominados quociente e resto, respecti-

vamente, da divisao de b por a.

2.2.2 Os Principais Critérios de Divisibilidade

Pela divisao euclidiana, quando o resto da divisao de b por a for 0, dizemos que b
é divisivel por a. Algumas regras sao conhecidas para evitar calculos desnecessérios, se
o intuito for saber se um nimero é ou nao divisivel por outro. E a essas regras simples

dar-se o nome de Critérios de Divisibilidade.

Seja b € Z, tal que b = k,,...kskskiky € um ntimero representado no sistema decimal,

entao

Proposicao 2.2.9. Para que b = k,,...kskaok1ky seja divisivel por 2, é necessdrio e sufici-

ente que ko seja um nimero par.

Proposicao 2.2.10. Para que b = k,...kskokiko seja divisivel por 3 ou por 9, é necessdrio

e suficiente que ky, + ... + ks + ko + k1 + ko seja divisivel por 8 ou por 9, respectivamente.

Proposicao 2.2.11. Para que b = k,...kskok1ky seja divisivel por 4, € necessdrio e sufi-

ciente que kiky seja 00 ou divisivel por 4.

Proposicao 2.2.12. Para que b = k,...kskok1ky seja divisivel por 5, € necessdrio e sufi-

ciente que ko seja 0 ou 5.

Proposicao 2.2.13. Para que b = k,...kskok1ky seja divisivel por 6, é necessdrio e sufi-

ciente que seja divisivel por 2 e por 3, ao mesmo tempo.

Proposicao 2.2.14. Para que b = k,...kskok1ky seja divisivel por 8, € necessdrio e sufi-

ciente que kokiky seja 000 ou divisivel por 8.

Proposicao 2.2.15. Para que b = ky,...kskak1ky seja divisivel por 10, € necessdrio e

suficiente que kg seja 0.
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Proposicao 2.2.16. Para que b = k,...kskok1ky seja divisivel por 11, € necessdrio e
suficiente que a diferenca entre as somas dos valores absolutos dos algarismos de ordem
impar e a dos de ordem par seja divisivel por 11. Ou seja, se (ky + kn—o+ ... + ko + ko) —
(kn—1+ kn_3+ ...+ ks + k1) for divisivel por 11.

2.3 Algoritmo de Euclides

Antes de relembrarmos o Algoritmo de Euclides, fagamos uma pequena revisao em
Maximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum. Esses conceitos encontram-se no

Livro VII dos Elementos de Euclides.

2.3.1 Maximo Divisor Comum

Sejam dois inteiros nao simultaneamente nulos, a e b. Diremos que existe um
divisor comum de a e b, d € Z, tal que d|a e d|b.

Por exemplo, os nimeros +1,+2, 43 e +6 sao os divisores comuns de 12 e 18.

Abaixo, temos a definicao dada por Euclides nos Elementos que constitui um dos

pilares de sua aritmética.

Diremos que d é um mdzimo divisor comum (mdc) de a e b se possuir as seguintes

propriedades:

(i) d & um divisor de a e de b, e

(ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

A condicao (ii) acima pode ser reenunciada como:
(ii’) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entao c|d.

Portanto, se d ¢ um mdc de a e b e ¢ é um divisor comum desses niimeros, entao
lc| divide d e, portanto, ¢ < |¢| < d. Isto nos mostra que o méximo divisor comum de

dois nameros é efetivamente o maior dentre todos os divisores comuns desses nimeros.

O mdc de a e b, quando existe, sera denotado por (a,b). E sua ordem nao depende

da posigao entre a e b, ou seja, (a,b) = (b, a).

Para provar a existéncia do mdc, Euclides utiliza o lema abaixo.
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Lema 2.3.1.0.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b,n € Z. Se existe (a,b—na), entao (a,b)

existe e (a,b) = (a,b — na).

Demonstragao. Seja d = (a,b — na). Como dla e d|(b — na), segue que d divide b =
b — na + na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um divisor

comum de a e b. Logo, ¢ é um divisor comum de a e b — na e, assim, c|d. Isso prova que
d = (a,b). O
Algumas propriedades do mdc sao relevantes para serem citadas.
Sejam a,b € Z. Definimos o conjunto J(a,b) = za + yb; x,y € Z.

Notem que se a e b ndo sao simultaneamente nulos, entao J(a, b) NN # (). De fato,

temos que a®> + 0> =a-a+b-be J(a,b) NN.

Teorema 2.3.1.1. Sejam a,b € Z ambos nao nulos. Se d = minJ(a,b) NN, entao

(i) d é o mdc de a eb; e
(1) J(a,b) =dZ(=1d;l € Z).
Demonstragao. (i) Suponha que ¢ divida a e b, logo ¢ divide todos os niimeros naturais

da forma xa + xb. Portanto, ¢ divide todos os elementos de J(a,b) e, consequentemente,
cld.

Vamos agora mostrar que d divide todos os elementos de J(a,b). Seja z € J(a,b)

e suponha por absurdo que d 1 z. Logo, pela Divisao Euclidiana,

z=dq+r, com0<r<d (2.2)

Como z = xa + yb e d = na + mb, para alguns x,y,n, m € Z, segue-se da equagao
(2.2) que

r=(z—gqn)a+ (y —qgm)be J(a,b) NN.
Absurdo! Pois d = minJ(a,b) "N e r < d. Em particular, d|a e d|b. Portanto, d

éomdcdeacebd.

(ii) Dado que todo elemento de J(a,b) é divisivel por d, temos que J(a,b) C dZ.
por outro lado, Vid = l(na+mb) = (In)a+ (Im)b € J(a,b), assim, dZ C J(a,b). Portanto,
J(a,b) = dZ. O
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Em alguns casos particulares, é facil verificar a existéncia do mdc. Por exemplo, se
a é um namero inteiro ndo nulo, tem-se claramente que (0,a) = |al, (1,a) = 1 e (a,a) = |al.

Mais ainda, Vb € Z, temos que

alb < (a,b) = |a (2.3)

2.3.2 Minimo Miiltiplo Comum

Um ntmero é maltiplo comum de dois ntimeros naturais dados se ele é simultane-
amente multiplo de ambos os nimeros. Sendo que, em qualquer caso, os nimeros ab e 0

sao sempre multiplos comum de a e b.

Diremos que um ntmero natural m é um minimo mailtiplo comum (mmc) dos

nimeros inteiros a e b, ambos nao nulos, se possuir as seguintes propriedades:

(i) m é um multiplo comum de a e b; e

(ii) Se ¢ ¢ um maultiplo comum de a e b, entao m|c.

Por exemplo, 12 ¢ um multiplo comum de 2 e 3, mas nao ¢ um mmc destes niimeros.

O nimero 6 é o mmc de 2 e 3.

Se m e m/ sdo dois minimos multiplos comuns de a e b, entao, do item (ii) da
definigao acima, temos que m|m’ e m/|/m. Como m e m’ sdo ntimeros naturais, temos que
m = m’, o que mostra que o minimo multiplo comum, se existe, é tnico. Por outro lado,
se m ¢ o mmc de a e b e ¢ é um miltiplo comum de a e b, entdo m|c. Portanto, se ¢ é
positivo, temos que m < ¢, mostrando que m é o menor dos miltiplos comuns positivos
de a e b.

O minimo multiplo comum de a e b, se existe, é denotado por [a, b], sendo facil

mostrar que

[—a,b] = [a,—b] = [—a,—b] = [a,}]

Visto as definigdes de maximo divisor comum, (a,b), e minimo miltiplo comum,
[a, b], vamos apresentar a prova construtiva da existéncia do mdc dada por Euclides em seu
livro “Os Elementos” (Livro VII, Proposigao 2), através do método chamado de Algoritmo

de Fuclides.
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Dados a,b € N, podemos supor a < b. Se a = 1 ou a = b, ou ainda a|b, tem-se que
(a,b) = a. Suponhamos, entdo, que 1 < a < b e que a1 b. Logo, pela divisao euclidiana,

podemos escrever
b=aq +ry, com 0 <r; <a.
Temos duas possibilidades:
(a) ri]a e, em tal caso, por 2.3 e pelo Lema 2.3.1,

r1 = (a,r1) = (a,b — qa) = (a,b),
e termina o algoritmo, ou

(b) 71 1a e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por 7, obtendo
a—11Qo + 1o, com 0 < ry < 1y.

Novamente, teremos duas possibilidades: ou ra|ry ou 7o { 11, repetidamente. Con-
tudo, esse procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois terfamos uma sequéncia
de nimeros naturais a > r; > ro > ... que nao possui menor elemento, o que nao é pos-
sivel pela Propriedade da Boa Ordenagao. Logo, para algum n, temos que 7,|r,_1, o que

implica que (a, b) = r,.

Desse modo, podemos sintetizar e praticar o Algoritmo de Euclides como mostra-

remos a seguir.

Inicialmente, efetuamos a divisao b = aq; + r1 e colocamos os nimeros envolvidos

no seguinte diagrama

q1

r

Na sequéncia, continuamos efetuando a divisao a = r1¢qs + 75 € colocamos os nu-

meros envolvidos no diagrama

q1 | g2

1 | T2 0
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Prosseguindo, enquanto possivel, obteremos

q1 | 92 | 493 | -+ | An—1 | qn Gn+1
b la |ri|r| .| Thoo| Tt | Th=(a,b)
ry | re | r3 |y | .| Ty 0

Exemplo 2.3.1. Calculemos o mdc de 360 e 305, para exemplificar o Algoritmo de Eu-

clides:

360 [ 305 |55 13025 |5
55 |30 25|15 |0

Pelo Algoritmo de Euclides, o exemplo acima nos fornece:

5 = 30—-1-25
25 = 55-1-30
30 = 305—5-55
25 = 360 —1-305

Donde se segue que:

5 = 30—-1-25=30—-1-(55—-1-30)=30—-1-55+1-30=2-30—1-55
5 = 2:30—-1-55=2-(305—-5-55)—1-55=2-305—10-55—-1-55=2-305—11-55
5 = 2-305—11-55=2-305—11-(360—1-305) =2-305—11-360+ 11 -305

= 13-305—11- 360

Temos, entao que (360,305) = 5 = 13- 305 — 11 - 360. Ou seja, através do uso
do Algoritmo de Euclides, de tras para frente, conseguimos escrever 5 = (360, 305) como
a diferenca entre um maltiplo de 305 e um miltiplo de 360. Portanto, esse algoritmo

fornece uma maneira préatica de escrever o mdc de dois nimeros como diferenga entre dois
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miultiplos dos niimeros em questao. Essa é uma propriedade geral do mdc que sera de

suma importancia para a resolucao das Equacoes Diofantinas Lineares.

2.4 Numeros Primos

Um namero p € N, tal que p > 1, é chamado de Ntmero Primo se possui apenas
1 e ele mesmo como seus divisores. Assim sendo, dados dois niimeros primos p e ¢ e um

inteiro a qualquer, decorrem da defini¢ao acima o seguinte:

I- Se plq, entao p = q.

Demonstragao. De fato, como pl|q e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢g. Sendo

primo, tem-se que p > 1, o que acarreta p = q. ]
II- Se p 1 a, entdo (p,a) = 1.

Demonstragao. De fato, se (p,a) = d, temos que d|p e d|a. Portanto, d = p ou

d = 1. Mas d # p, pois p { a e, consequentemente, d = 1. O

Um numero n € N é chamado de Niumero Composto se for maior do que 1 e
nao primo. Ou seja, existe um divisor natural n; de n tal que n; # 1 e n; # n. Portanto,

existe um nimero natural n, tal que

n=nmng,coml<n <nel<ny,<n

Por exemplo, 2,3,5,7,11 e 13 sao ntmeros primos, enquanto que 4,6,8,9,10 e 12

sao compostos.

Do ponto de vista da estrutura multiplicativa dos naturais, os ntmeros primos
sao os mais simples e ao mesmo tempo sao suficientes para gerar todos os niimeros na-
turais, logo todos os inteiros, conforme veremos mais adiante no Teorema Fundamental
da Aritmética. Para entender melhor esse Teorema, vamos enunciar algumas proposicoes

importantes.

Dois niimeros inteiros a e b serao ditos primos entre si, ou coprimos, se (a,b) = 1,

ou seja, se o unico divisor comum positivo de ambos ¢é 1.

Proposicao 2.4.1. Dois nimeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se,

existem niumeros inteiros n e m tais que na +mb = 1.
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Demonstrag¢ao. Suponha que a e b sdo primos entre si. Logo, (a,b) = 1. Como, pelo
Teorema 2.3.1.1, temos que existem ntumeros inteiros n e m tais que na+mb = (a,b) = 1,

sendo assim, segue a primeira parte da proposicao, ou seja, a e b sao primos entre si.

Reciprocamente, suponha que existam ntmeros inteiros n e m tais que na+mb = 1.

Se d = (a,b), temos que d|(na + mb), o que mostra que d|1, e, portanto, d = 1. ]

Teorema 2.4.0.1. Sejam a,b,c € Z. Se alb-c e (a,b) = 1, entdo alc.

Demonstragao. Se alb - ¢, entao existe e € Z tal que be = ae. Se (a,b) = 1, entdo, pela

Proposicao 2.4.1, temos que existem m,n € Z tais que
na + mb = 1.
Multiplicando por ¢ ambos os lados da igualdade acima, temos que
¢ = nac + mbe.
Substituindo bc por ae nesta ultima igualdade, temos que
¢ = nac + mae = a(nc + me)

e, portanto, alc. a

A seguir, estabelecemos um resultado fundamental de Euclides (Os Elementos,
Proposigao 30, Livro VII).

Proposigao 2.4.2. Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p|abl|, entio pla ou pl|b.

Demonstra¢ao. Suponhamos que, se plab e p 1 a, entdao plb. Mas, se p { a, temos que

(p,a) = 1, e o resultado segue-se do Teorema 2.4.0.1. O

Teorema 2.4.0.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior
do que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como

um produto de nimeros primos.

Demonstracao. Usaremos o Principio de Inducao. Se n = 2, o resultado é obviamente

verificado.

Suponhamos o resultado vélido para todo niimero natural menor do que n e vamos
provar que vale para n. Se o nimero n é primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos,

entao, que n seja composto. Logo, existem nimeros naturais n; e ny tais que n = nino,
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com 1 <ny <nel < ny <n. Pela hipotese de indugao, temos que existem niimeros
primos py, ..., pr € q1, ..., ¢s tais que n; = p1...p, € ng = qi...qs. Portanto, n = p1...p.q1...qs.
Vamos, agora, provar a unicidade da escrita. Suponha que tenhamos n = p;...p, =

¢1-..qs, onde os p; e os g; sdo nimeros primos. Como p1|qs...¢s, temos que p; = g; para

algum j, que, apds reordenamento de ¢;...qs, podemos supor que seja q;. Portanto,

P2--Pr = G2.-.qs

Como ps...p, < n, a hipétese de inducao acarreta que r = s e os p; e g; sao iguais

aos pares. ]

2.5 Estudo da Reta

A area da Matematica que se dedica ao estudo das formas geométricas é a Geome-
tria Analitica, que relaciona a Geometria a Algebra, quando associa equagoes a conjuntos
de pontos. A seguir, exploraremos as equagoes que representam a reta no plano e no

espago, bem como os elementos associados ao seu estudo.

2.5.1 Equagoes da Reta no Plano

e Equacao Vetorial

Um dos axiomas da geometria euclidiana diz que dois pontos distintos determinam

uma reta. Entao, seja a reta r, abaixo, determinada pelos pontos distintos A e B.

Figura 5: Reta r determinada pelos pontos A e B

Um ponto C' pertence a reta r se, e somente se, os vetores A§ e Ai% sao colineares,
ou seja, se estao em uma mesma direcao, ou ainda, se possuem representantes per-
tencentes a reta r. Como A e B sao distintos, o vetor A§ ¢ nao nulo, entao existe

um escalar h tal que /ﬁ = h/@ Assim, C' € r se, e somente se, C' = A + hz@,

com h € R. Logo, concluimos que qualquer ponto da reta r satisfaz a equacao:
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P=A+hABheR (2.4)

que ¢ denominada Equagao Vetorial da reta r, onde o vetor 1@ é chamado de

vetor direcao da reta r.

Equacgoes Paramétricas

Em um sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais, sejam A = (zg,4) €

1@ = (a,b). A equagao vetorial da reta r, determinada por A e 1@ é:
T (xvy) = (%;ZJO) + h’(a7 b)7 h € R.

Essa equacao equivale ao sistema:

=x9+h-
{x o ¢ , com h € R. (2.5)

y=yo+h-b
As equacoes acima sao chamadas de Equagoes Paramétricas da reta r no plano.

Equacgao Cartesiana

Consideremos a reta r : P = A + h@; h € R. Dizemos que um vetor nao nulo,
i, é perpendicular ou normal & reta r se seu vetor direcao, 1@ , ¢ perpendicular ou
normal ao vetor 4 (4 L zﬁ)

rNGA

Figura 6: Vetor AB perpendicular ou normal ao vetor «

Seja r a reta que passa pelo ponto A = (z9,y0) e é perpendicular ao vetor 4 =
(a,b) # 0. Entdao, P = (x,y) € r se, e somente se, ﬁ L 4. Assim, o produto

interno entre Aﬁ e U ¢ zero. Vejamos a seguir.

(AP,@) = 0
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((x =20,y — %), (a,b)) =0
a(r —xo) + by —yo) =0

ar + by = axy + by

Sendo ¢ = axy + by, a Equagao Cartesiana da reta r no plano é dada por:

riar+by=c (2.6)

2.5.1.1 Distancia entre dois pontos de uma Reta no Plano

Sejam P = (x,y) e Q = (xo,yo) pontos distintos da reta r, calculamos a distancia

entre estes dois pontos por:

d(P,Q) = [PQ| = \/(x — z0)* + (y — %)’
2.5.1.2 Inclinagao de uma Reta no Plano

Na figura 7, os pontos A = (z4,y4) € B = (zp,yp) determinam a reta r no plano

cartesiano, cuja inclinacao é dada pelo angulo a.

Figura 7: Inclinagao da reta r no plano

No triangulo retangulo BMA, temos que

_ Cateto Oposto  BM  yp —ya
~ Cateto Adjacente  AM — xp — x4

tg o

A tangente do angulo de inclinagao também é conhecida como Coeficiente An-

gular (m), ou seja, m = tg .
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2.5.2 Equagoes da Reta no Espaco

e Equacao Vetorial A equacao vetorial da reta r no espaco é a mesma apresentada

na equagao (2.4).
P—A+hAB:heR

e Equacoes Paramétricas

Em um sistema de coordenadas cartesianas tridimensionais, sejam A = (x, Yo, 20)

e ﬁ = (a,b,c). A equagao vetorial da reta r, determinada por A e ﬁ é:
T (xaya Z) = (x07 Yo, ZD) + h(aa ba C)a h € R.

Essa equacao equivale ao sistema:

r=x9+h-a
y=yo+h-b, comheR (2.7)
z=z+h-c

As equagoes acima sao chamadas de Equagoes Paramétricas da reta r no espaco.

e Equacgoes Simétricas

Na equagao (2.7), se a # 0, b # 0 e ¢ # 0, eliminando o parametro h, obtemos as

Equacgoes Simétricas da reta r no espaco:

T — o Y—"%Yo Z— 20
T = =
a b c

2.5.2.1 Distancia entre dois pontos de uma Reta no Espaco

Sejam P = (x,y,z) e Q@ = (x0,%0,20) pontos distintos da reta r, calculamos a

distancia entre estes dois pontos por:

d(P,Q) = |PQ| = /(z —20)* + (y — %0)* + (2 — 2)?

2.6 Aproximacao de nimeros decimais para inteiros

Em algumas situagoes, precisamos obter um valor aproximado de qualquer medida,

embora sejam menos precisos. Para isso, utilizamos o processo de Arredondamento,
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que elimina algarismos de menor significancia. Vamos verificar algumas regras necessarias

para arredondar nimeros decimais.

A ABNT/NBR 5891:2014 [4] ¢ uma norma publicada em 10 de dezembro de 2014

que dispoe sobre as regras de arredondamento da numeragao decimal que veremos a seguir:

1) Quando o algarismo a ser conservado for seguido de algarismo inferior a 5, permanece

o algarismo a ser conservado e retiram-se os posteriores.

Exemplo 2.6.1. 2,333 arredondado com uwma casa decimal, torna-se 2,3. E para

um numero inteiro, 2.

2) Quando o algarismo a ser conservado for seguido de algarismo superior a 5, ou igual
a 5 seguido de no minimo um algarismo diferente de zero, soma-se uma unidade ao

algarismo a ser conservado e retiram-se os posteriores.

Exemplo 2.6.2. 2,666 arredondado com uma casa decimal, torna-se 2,7. E para

um numero inteiro, 3.

3) Quando o algarismo a ser conservado for impar, seguido de 5 e posteriormente de

zeros, soma-se uma unidade ao algarismo a ser conservado e retiram-se os posteriores.

Exemplo 2.6.3. 3,550 arredondado com uma casa decimal, torna-se 3,6. E para

um numero inteiro, 4.

4) Quando o algarismo a ser conservado for par, seguido de 5 e posteriormente de zeros,

permanece o algarismo a ser conservado e retiram-se os posteriores.

Exemplo 2.6.4. 4,250 arredondado com uma casa decimal, torna-se 4,2. E para

um numero inteiro, 4.

2.7 Medida de angulo: Grau, Minuto e Segundo

Os angulos sao medidos em graus (°) e suas subunidades sao os minutos (') e os
segundos (”). A medida de um angulo nem sempre é expressa por um nimero inteiro.
Nesse caso, devemos fazer a conversao entre essas unidades, adotando algumas fungoes do
grau para que a medida seja mais precisa. Dizemos que a medida do angulo é expressa
por um ntmero misto, transformando o grau em minutos e/ou em segundos, e vice-versa.

Assim, temos que:
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1° = 60/
1° = 3600"
1 = 60"

Exemplo 2.7.1. O Aeroporto Internacional Luis Eduardo Magalhaes, localizado em Salvador-

BA, possui as sequintes coordenadas geogrdficas:

Latitude Sul=12,908611°
Longitude Oeste=038° 19" 21”

Transforme a latidude em graus, minutos e sequndos, e a longitude em graus. Arredonde

0s numeros decimais para o inteiro mais prorimo.

Para o célculo da latitude, 12,908611°, temos:

1- Conserve a parte inteira da coordenada que esta em graus: 12°;

2- Multiplique a parte decimal restante por 60:
0,908611 - 60 = 54, 51666

A parte inteira desta multiplicacao corresponde aos minutos: 54';

3- Novamente, multiplique a parte decimal restante por 60:
0,51666 - 60 = 30,9996

O resultado dessa tltima multiplicagao corresponde aos segundos, que pode perma-
necer como um decimal ou ser arredondado. Como foi solicitado no exemplo, vamos

arredondé-lo para 31”.

Logo, a latitude expressa em graus, minutos e segundo é 12° 54" 31”.

Agora, vamos transformar a longitude, 038° 19’ 21”, em graus:

1- Conserve a parte inteira da coordenada que ja esta em graus: 038°;

2- Divida a parte dos minutos por 60, para transforméa-la em graus:

19 + 60 = 0, 316666°
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3- Divida a parte dos segundos por 3600, para transforma-la em graus:

21 = 3600 = 0,005833°
Com todos os resultados em graus acima, some-os:

038° + 0, 316666° + 0,005833° = 038, 322499°

Arredondando esse valor decimal para um inteiro, temos que a longitude é aproximada-

mente 038°.

2.8 Elipse

Fermat, ao estudar a obra Cénicas do astronomo e matematico grego Apoldnio de
Perga (262-190 a.C.), através das propriedades que definem as se¢oes conicas (determina-
das por segdes de um cone quando cortado por planos nao paralelos a sua base), estudos
e anélises, obteve uma equacgao geral do segundo grau com duas variaveis que, escrita na

linguagem atual, é:

Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0 (2.8)

De acordo com os valores dos coeficientes dessa equagao (2.8), podemos obter luga-
res geométricos. No nosso estudo, para o coeficiente A # 0, definiremos geometricamente

uma Elipse.

Definicao 2.8.0.1. Uma Elipse € de focos Fy e Fy é o conjunto dos pontos P do plano
cuja soma das distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a

distincia entre os focos 2c > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(Fy, F») = 2¢,
e = {P ‘ d(P,Fl) +d(P,F2) = 2&}

Considere a figura 8, para definir melhor os elementos de uma elipse:
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Figura 8: Elementos da Elipse

Assim, podemos relacionar seus elementos abaixo:

e Os pontos F e F; sao os focos da elipse;
e A reta [, que contém os focos, é a reta focal;

e Ospontos A; e Ay sdo os vértices da elipse sobre a reta focal, ou seja, intersecoes

da elipse com a reta focal;
Demonstragao. Seja A € e NI. Entao, A ¢ F1F;, pois se A € F| Fy, teriamos
2c = d(Fl, FQ) = d(A, Fl) + d(A, FQ) = 2a

Absurdo! Pois, pela definigao 2.8, 2¢ < 2a.
Seja Ay € eNl— F1F, tal que F esta entre Fy e Ay, e d(Aq, Fy) = d(Ay, Fy). Como

Ay € g, temos:

2a = d(A2, Fl) + d(Al, F1> = d(Ag, Fg) + 2c + d(AQ, FQ) =2 d(Ag, Fg) + 2c =
d(Ag, FQ) =a—cC



38

Logo, o ponto Ay € | — F} Fy, que dista a — ¢ de Fy, tal que Fy esta entre F; e As,

pertence a elipse €.

Analogamente, o ponto A; € | — F1F3, que dista a — ¢ de Fi, tal que F} esta entre

Fy e Ay, pertence a elipse €.

e O segmento A;A; é o eixo focal da elipse e mede 2a;

e O ponto médio do eixo focal é o ponto (', centro da elipse, que também é o ponto

médio do segmento F) Fy;

e A reta l', perpendicular a reta focal (1) e que passa pelo centro, ¢ chamada de reta

nao focal,

e Os pontos B; e B, sao os vértices da elipse sobre a reta nao focal, ou seja,

intersecoes da elipse com a reta nao focal;

Demonstracao. Como [ é a mediatriz do segmento F)F5, temos que
BelNe<=d(B,F)=d(B,F;) =a

Pelo Teorema de Pitagoras, no triangulo Bo,C F, retangulo em C, b = Va2 — ¢2; [

e O segmento BB, ¢ o eixo nao focal da elipse e mede 2b, onde b? = a? — ¢,
. . . ) c
e A excentricidade da elipse é dada por e = —, onde 0 < e < 1;
a
e O namero a é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a distancia

do centro aos vértices sobre a reta nao focal e ¢ é a distancia do centro aos focos.

Em Matematica, uma elipse na forma canénica é um lugar geométrico dado pelas

seguintes equagoes:
Caso 1. Reta focal paralela ao eixo x:

€ (z ;;0)2 + W _l)2y0)2 =1 (2.9)

Caso II. Reta focal paralela ao eixo y:

(z —20)*  (y—w)°
£ : b20 + a2° -1 (2.10)
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2.9 Esfera

Definicao 2.9.0.1. A esfera S de centro C' e raio R > 0 € o conjunto formado por todos

os pontos P do espaco [ cuja distancia ao centro C' € igual a r:
S={Pepld(P,C)= R}

A esfera é o anédlogo tridimensional do circulo. Sendo que,

Definigao 2.9.0.2. O circulo c de centro O e raior > 0 € o conjunto formado por todos

os pontos Q@ do plano 7 cuja distancia ao centro O € igual a r:

c={Q enldQ,0)=r}

A esfera pode ser obtida através do movimento de rotacao de um semicirculo em
torno de seu diametro, e pode ser usada para se referir a superficie esférica ou ao sélido
por ela determinado. A posi¢ao de um ponto P em relagdo a uma esfera S é determinada

por sua distancia ao centro C' dessa esfera. Assim,temos trés posigoes (ver figura 9):

e Interior da Esfera: d(P,C) < R;
e Exterior da Esfera: d(P,C) > R;

e Superficie da Esfera: d(P,C) = R.

Ponto no Ponto na Pouro no

interior da esfera superficie da esfera exterior da esfera

Figura 9: Posicao relativa entre ponto e esfera

Do mesmo modo, podemos determinar a posi¢ao de uma reta ¢ ou um plano 7 em
relagdo a uma esfera S pela distancia do centro C' a esta reta ou plano, ver figura 10. Ou

seja,

e Secante a Esfera (interior da Esfera):
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dCit) < R=tNS={Q,Q'}edlC,n) < R=mNS =g,

onde ¢ é um circulo de raio r;

e Exterior da Esfera:
dCit) > R=tNS=gedlC,m)>R=>mNS =0
e Tangente & Esfera (superficie da esfera):

d(C,t)=R=1tNS={P}edC,n)=R=rnS={P}.

Reta e plano: Reta ¢ plano: Reta e plano:
Secantes a esfera Tangentes a esfera Exteriores a esfera

Figura 10: Posigoes relativas de reta e plano em relagao a esfera

No sistema cartesiano tridimensional, OXY Z, sejam as coordenadas de C' =

(a,b,c) e P = (x,y,z) da esfera S. Temos que,

PeS<+=dPC)=R</(t—a)?+{y—-02+(z—c)?=R

Elevando ao quadrado ambos os membros, obtemos a equagao reduzida da esfera
S no sistema OXY Z:

S:i(z—a)l’+(y—0*+(2—c)?=R? (2.11)

Desenvolvendo os quadrados da equagao (2.11), obtemos a equagao geral da

esfera S:

S:at P+ 22— 2ar —2by —2cz+ (a* + 0P+ — R =0 (2.12)

O conhecimento da esfera desempenha um papel importante na fundamentacao

matematica do funcionamento do GPS. Assim sendo, é importante compreender que se
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quatro superficies esféricas se intersectam e seus centros sao nao coplanares, entao essa
interseccao consiste em um tinico ponto.

Sejam S7, S9, S3 e Sy superficies esféricas de centros Cy, Cs, C3 e (4, respectiva-

mente, tal que S; N Sy N S3N S, # &. Temos que suas equagoes sao:

Sy +yt+ 22 —2ax —2by —2c12+ (A2 + b2+ E —R2) =0
Sy 2% +y° + 2° — 205w — 2byy — 2c02 + (a3 + 03+ 3 — R3) =0
Sg 1 x? +y* + 2* — 2a3x — 2b3y — 2c32 + (a5 + b3+ 3 — R3) =0
Sy:a? +y? 4 2% — 2a4w — 2byy — 24z + (af + 0]+ ¢ — R3) =0

Ao subtrairmos estas equagoes, duas a duas (S; — Sa, S; — Sz, S1 — S4), obtemos
equagoes lineares que determinam um plano, ou seja, S1 NSy = 1, S1NS3 = M e
S1NSy = m3. E como (4, Cy, C3 e C4 sao nao coplanares, podemos afirmar que a
interse¢ao dos planos m; e my € uma reta t; (m; Nm = t1). E a interse¢ao da reta ¢; com

o plano w3, é o ponto P. logo, obtemos o ponto P como intersecao das esferas Sy, So, S3
e 54.
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3 A Matemdtica do Sistema de
Posi¢ao Global (GPS)

Originalmente, o GPS foi um sistema desenvolvido para uso militar, com a fi-
nalidade de encontrar objetos no espaco com base na posicao, tempo e velocidade. O
Departamento de Defesa (DOD) dos Estados Unidos é o responsavel por seu surgimento,
em 1960, e pela constelagao de satélites GPS. Para asseverar a seguranca de sua operacao,
ha uma constante vigilancia desses satélites por parte da DOD, que também estabeleceu,
em 1984, o Sistema Geodésico Terrestre como referéncia para o posicionamento das aero-

naves.

A utilizagdo do GPS em procedimentos Regras de Voo por Instrumento (IFR)
por aeronaves civis foi possivel em decorréncia do acelerado desenvolvimento tecnolégico,
sendo que o DOD tornou operacional o GPS americano, em 1993, e a Administracao
Federal de Aviagao (FAA - Federal Aviation Administration), entidade governamental dos
Estados Unidos, em 1994 declarou a operacionalidade do GPS para algumas operacoes
especificas IFR. No Brasil, os procedimentos IFR incluem operagoes em rota, em terminais
e em procedimentos de aproximacao. Essa tecnologia também permite a localizacao de

outros objetos, inclusive pessoa, com boa precisao.

O GPS é composto por um conjunto de 24 satélites (ver figura 11) que orbitam a
Terra, a uma altitude de 20.200 km, duas vezes ao dia, numa velocidade aproximada de
13.900 km/h, emitindo sinais de radio codificados simultaneamente. O sistema se baseia
na diferenca de tempo entre satélites, estagdo de solo e receptores (ver figura 12), e o
sincronismo entre esses elementos deve ser em bilionésimos de segundo, devido aos sinais
eletromagnéticos emitidos, uma vez que esses sinais deslocam-se na velocidade da luz. Por

isso, sao utilizados relogios altamente sincronizados e precisos.
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Dados para
o satélite

Dados para
\0 usuario

Y Receptor
== . ——17. GPS
~ Estacdo

Gerenciamento

Figura 12: Comunicacao entre satélite, esta-
¢ao de solo e receptor

Figura 11: Constelacao de Satélites

Com toda essa simultaneidade, a posicao de um objeto pode ser encontrada em
relacao aos satélites, minimo de trés, escolhidos pelo receptor que, internamente, realiza os
célculos necessérios. No receptor, a precisdo das informagoes bidimensionais (2D) é dada
por trés satélites e as tridimensionais (3D), por quatro satélites. Ainda pode determinar
a velocidade e direcao do deslocamento de um objeto através do processamento continuo

de sua posicao.

Cada satélite tem a autonomia de transmitir uma lista de posicoes, chamada de
Almanaque, para os receptores e informa onde procuré-los a qualquer instante do dia.
O Almanaque é atualizado constantemente por estacoes fixas em solo que rastreiam os

satélites e mantém a precisao do mesmo.

Geralmente, o tempo de percurso de ondas eletromagnéticas ¢ um método de me-
dida utilizado para posicionamento que tem de ser uniforme, fins dar forma ao movimento
dos satélites. Além disso, essa uniformizacao descreve o movimento relativo e as defor-
macoes da Terra por causa de forgas internas e externas, por isso é empregado o sistema

de Tempo Universal Coordenado (UTC), baseado na rotagao da Terra.

Para entender melhor como as particularidades da Terra influenciam no movi-
mento dos satélites, vamos relembrar suas caracteristicas, incluindo o modelo geométrico

e sistemas de coordenadas utilizados para os estudos de posicionamento através do GPS.
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3.1 Caracteristicas da Terra

Os principais movimentos da Terra sao a rotacao e a translacao em torno de si
e em torno do Sol, respectivamente. A rotacao é o movimento da Terra em torno de si
ou de seu eixo imaginario, no sentido anti-horario, de oeste para leste, responsavel pela
duragao dos dias e das noites e pelo movimento aparente do Sol, ou seja, deslocamento do
sol visto através da superficie terrestre, de leste para oeste. Ja a translacao é o movimento

da Terra em torno do Sol de forma eliptica, responsavel pela duracao do ano.

O eixo imaginario da Terra é uma linha que passa por seu centro e intercepta a
superficie terrestre nos Polos Norte e Sul. A linha do Equador forma um circulo que
divide a Terra em Hemisfério Norte e Hemisfério Sul. Esse circulo esta contido num
plano que é perpendicular ao eixo imaginario e passa por seu centro. Os eixos Paralelos
sao circulos menores que nao passam pelo centro da Terra e seus planos sao paralelos
ao do Equador, enquanto que, os Meridianos sao semicirculos limitados pelos Polos e
perpendiculares ao Equador. Podemos visualizar suas marcacoes na figura 13, que sao

determinadas pela inclinacao da Terra em relacao ao Sol.

OESTE (0) LESTE (L)

Polo Norte
e, — 5 i " /Pﬂmief.cw
-t ™ |’ e [
Hemisfério :]
Norte
Linha do Equador
=
L \ ';: E
Hemisfério | 2
Sul ey %
E =

Polo Sul \ \

Meridianos

Figura 13: Marcagoes da Terra

O estudo cientifico destinado ao mapeamento, a medida e as variagoes temporais
da superficie da Terra, bem como seu campo da gravidade, é chamado de Geodésia.
Ou seja, a Geodésia realiza operacoes geométricas, como medidas angulares e de distan-

cia, e medidas gravimétricas, além de utilizar satélites artificiais para posicionamento, ja
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que a superficie terrestre é irregular, devido as suas variacoes. Contudo, para realizar
essas operagoes é necessario um modelo geométrico que mais se aproxima da superficie
terrestre e, no século XVIII, Isaac Newton (1642 — 1727) mostrou que o Elipsoide
de Revolugao ¢ a figura geométrica ideal para representar, em diferentes sistemas de
coordenadas, um ponto no espago (ver figura 14). Segundo Newton, a Terra é uma esfera
achatada levemente nos polos em decorréncia da forga centrifuga gerada pelo movimento

de rotacao.

meridiano
origem

superficie
meridiano
de Greenwich

fisica

Figura 14: Representacoes fisica e ideal da Terra

Os parametros do Elipsoide de Revolugao ideal foram calculados depois de muitos
estudos nas diversas regioes da Terra. Assim, um ponto situado em qualquer posicao
terrestre pode ser representado em diferentes sistemas geodésicos, respeitando suas preci-
soes, como podemos constatar nos seguintes sistemas:

- Sistema Corrego Alegre: Elipsoide de Hayford.

- Sistema SAD 69 South American Datum, 1969: Elipsoide de Referencia 1967.
- Sistema SIRGAS, 1980: Elipsoide de Referéncia GRS80.

- Sistema SIRGAS, 2000: Elipsoide de Referéncia GRS80.

Entre varios paises sao utilizados mais de 70 tipos de elipsoides para trabalhos
geodésicos. Atualmente, o elipsoide de referéncia mais utilizado ¢ o GRS80 do sistema
SIRGAS, com orientagao global definida pelo Servigo Internacional de Sistemas de Re-
feréncia e Rotagao da Terra (IERS). Vamos entender um pouco mais da geometria do

Elipsoide de Revolugao, proposto por Newton.
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3.2 Elipsoide de Revolucao

O elipsoide de revolucao foi proposto por Newton como figura geométrica da Terra,
e é gerado pela rotagao de uma elipse sobre um de seus eixos. Em Geodésia, o modelo
adotado para representar a Terra ¢ o Elipsoide de Referéncia cujo eixo menor coincide
com o eixo de rotacdo, denominado eixo de revolucao. E definido por dois parametros:

semieixo maior (a) e achatamento (f).

Em Matematica, um elipsoide na forma canénica é uma superficie dada por uma
equacgao de segundo grau do tipo:
2 2 2
oyt oz
St et a1 (3.1)

P
a b2

onde a, b e ¢ sao ntmeros reais positivos, definido pelos pardmetros semieixo maior a e
semieixo menor b. Contudo, no caso do Elipsoide de Referéncia, como o eixo de rotagao
coincide com o eixo Z, sua equagao ¢ dada por

2 2 2

Y _
Qi st 5t5=1 (3.2)

3.2.1 Geometria do Elipsoide

O elipsoide ) é uma superficie simétrica em relacao aos trés planos coordenados
e em relagao a origem. Vamos verificar as interse¢oes do elipsoide () com os planos
r=Fk,y=kez=Fk comk € R, pois esse estudo é relevante para a transformacao de

coordenadas que veremos adiante.

A figura 15 mostra a intersegao do elipsoide ) com o plano x = k, paralelo ao

plano Y'Z, que é um elipsoide de centro C' = (k,0,0), com k € (—a,a).

Fazendo k£ = 0, obtemos uma elipse €1, no plano Y Z, com semieixos maior a, sobre

o eixo OY', e menor b, sobre o eixo OZ (ver figura 16). A equagao desta elipse é:

=1 (3.3)
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Figura 15: Intersecao do plano x = k com o Figura 16: Elipse no plano ¥'Z

elipsoide @)

A figura 17 mostra a interse¢ao do elipsoide () com o plano y = k, paralelo ao

plano X Z, que é um elipsoide de centro C' = (0,k,0), com k € (—a,a).

Fazendo k£ = 0, obtemos uma elipse €5, no plano X7, com semieixos maior a, sobre

o eixo OX, e menor b, sobre o eixo OZ (ver figura 18). A equacao desta elipse é:

Figura 17: Intersecao do plano y = k com o Figura 18: Elipse no plano X7

elipsoide @)

A figura 19 mostra a intersecao do elipsoide ) com o plano z = k, paralelo ao

plano XY, que é uma elipsoide de centro C' = (0,0, k), com k € (—b,b).
Fazendo k£ = 0, obtemos uma elipse €3, no plano XY, com semieixos maior e menor
iguais a a, ou seja, uma circunferéncia (ver figura 20). A equagao desta elipse é:

$2 y2

a2 a?
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que é equivalente a equagao da circunferéncia c:

Figura 19: Intersecao do plano z = k£ com o Figura 20: Elipse no plano XY
elipsoide @)

Como ja foi dito acima, o elipsoide de revolugao é definido através dos parame-
tros semieixo maior (a) e achatamento (f). Veremos, a seguir, algumas equagoes que
relacionam parametros desse elipsoide. Contudo, antes vamos relembrar os principais ele-
mentos da elipse (figura 21), vistos no Capitulo 2 (Subsecao 2.8), e qual o significado de

achatamento.

Fi e Fa: Focos
O: Centro
OA = a: Semieixo maior

OP = b: Semieixo menor

P: um ponto sobre a Elipse

Como F{P + F,P = 2a, entio
FiP=F,P=a

Figura 21: Principais elementos da Elipse

Em cartografia, quando um circulo ou uma esfera sao comprimidos, ao longo de
um didmetro, forma-se uma elipse ou um elipsoide de revolucao, respectivamente. A essa

medida de compressao chamamos de Achatamento. Ver figura 22.



Figura 22: Circulo (r = a) comprimido para uma elipse (semieixos:
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Usualmente, a notagao atribuida ao achatamento é f, dada por f = “T_b, cujo fator

de compressao é g Notemos que o achatamento sera zero quando a = b, ou seja, quando

tivermos um circulo.

Agora, vamos definir pardmetros fundamentais da elipse para entender a geometria

do elipsoide. Sendo assim, na figura 23, consideremos o ponto P, tal que Fo P, = F1 P, =

a; OP, =b; e OﬁFg = «. Temos que:

e

Figura 23: Parametros Fundamentais da Elipse

1. Achatamento Polar (f)

-b
f= ¢ ou f=1—-—
a
2. Primeira Excentricidade (e)
e = % - Y& =7 a?-b?
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Comole—g, entao
=01-2)0+)=0-0)0+2)=r0+0=-1)=/2=1)

Logo,

2 =2f — fPoue=+/2f — f2 (3.9)

3. Segunda Excentricidade (e’)

e

712 2_312
/:ObFl:\/abb :>€/2:ab2b

2 72
a*—b - :
Como e® = entao a? — b? = e2a?. Assim
2 ’ )
a
. a0 2d o2
6 g _— o
b2 b? b)?
(2)

E por 3.8 e 3.9, temos que

, e? 2f — f? ) 2f = f?
S a i @1

4. Excentricidade Angular («)

cos(a) = 2 =1—-f (3.11)
sen(a) = % =e (3.12)
tg(a) = % =¢ (3.13)

5. Excentricidade Linear (FE)

E =ae (3.14)
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De posse dos parametros definidos acima, podemos analisar os sistemas de coor-
denadas utilizados para os estudos de posicionamento através do GPS. Por um ponto
situado na superficie da Terra, é possivel descrever coordenadas em diferentes sistemas de
coordenadas, tais como: topograficas, astronomicas, geodésicas tridimensionais, geodési-
cas ou elipsoidais, cartesianas tridimensionais e planas Universal Transversa de Mercator
(UTM), com suas respectivas precisdes e acuracidades. No nosso estudo, veremos os

sistemas de coordenadas cartesianas tridimensionais e geodésicas.

3.3 Sistemas de Coordenadas Cartesianas e Geodésicas

Os sistemas de coordenadas apresentados a seguir, sao definidos por meio de uni-
dade e orientacao, sao associados ao Elipsoide de Revolucao de forma tridimensional. Sao
ditos globais, pois a origem ¢é o centro de massa da Terra, ou seja, origem geocéntrica ou

origem no geocentro (O).

Antes de detalharmos esses dois sistemas, conheceremos seus elementos a partir da
figura 24. Sendo P um ponto na superficie fisica da Terra, P’ o ponto de intersecao da
reta Normal ao elipsoide com a superficie do elipsoide, P’ o ponto de intersecao da reta

Normal com o plano do Equador, e P”’ o ponto de intersecao da reta Normal com o eixo
0Z.

J\Z

Superficie NORMAL
Rez ,"

& P=(p,2h) ouP=(XYZ)

Figura 24: Detalhes dos Sistemas de Coordenadas Cartesianas e Geodésicas

Onde:

e Normal de P: Reta perpendicular a superficie do elipsoide, que passa por P;
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(X,Y, Z): Coordenadas Cartesianas de P;

(¢, A, h): Coordenadas Geodésicas de P;

¢: Latitude Geodésica de P;

A: Longitude Geodésica de P;
e PP’ = h: Altitude Geodésica de P;

P’'P” = N’: Pequena Normal;

P’P" = N: Grande Normal,

p: Raio de curvatura do Elipsoide.

A grande e pequena normal, N e N’, respectivamente, sao calculadas por:

N = (3.15)

N' = N(1—¢?) (3.16)

Estas formulas (3.15) e (3.16) sdo demonstradas a seguir. Vamos definir os ele-

mentos obtidos através da elipse €, no plano XOZ, mostrados na figura 25. Assim temos,

N = PP" - Grande Normal;

N'" = P"P" - Pequena Normal;

Z =0P";

X — P///Q;

n - Reta Normal;

e @ - Semieixo maior;

b - Semieixo menor;
e ¢ - Latitude Geodésica de P;

e 5 =90°- Angulo que a reta ¢ faz com a superficie da elipse € no ponto P;
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ea =¢+F = 90°+ ¢ - Pelo Teorema do Angulo Externo, que diz que em um
triangulo, a medida de um angulo externo ¢ igual & soma das medidas dos angulos
internos nao-adjacentes a ele, no triangulo retangulo TPP’, temos o angulo externo
a e os angulos internos nao-adjacentes a ele, ¢ e §. O angulo a também pode ser
interpretado como a inclinacao que a reta t, tangente ao ponto P, faz com o eixo
OX no ponto T, dada por tg(90° + ¢). Isso significa a derivada da fungao da elipse

€ no ponto T

Figura 25: Célculo para as Pequena Normal e Grande Normal

A funcao da elipse € é dada por:

X2 7
Tt = 1 (3.17)

Derivando (3.17) em funcao da varidvel X, temos

2X 27 07 _0 oz X

22 07 _ .02 _ Xb 1
29X VX Za (3.18)

Como (3.18) significa a inclina¢do que a reta t faz com o eixo OX, no ponto 7T,

dada por tg(90° + ¢), entao

0z _ XV, Xbigo

0 —_ e =
tg(00"+¢) = 0X Za? "’ a?

(3.19)
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Pela equagao (3.8), temos que

b? 9
S=l-c (3.20)
e
b = a*(1—é?) (3.21)
Substituindo (3.19) em (3.20), temos
Z=X(1-¢e)tgo (3.22)
Substituindo (3.21) e (3.22) em (3.17), temos
X2 X(1 = 2 t 2 2
_+( ( e’) tg @) —1- X2= a (3.23)
a? a?(1l —e?) 1+ (1—e?)tg?p
2 .
Multiplicando (3.23) por cos” ¢ e sendo tg*¢ = sin_¢ , temos
cos? ¢ cos? ¢
2 _ @t _— s d o . atcos’d . (3.24)
sin®¢ cos? ¢ sin® ¢ + cos? ¢ — e2sin” ¢
I+ (1—e?) —;
cos? ¢

Pela relacdo fundamental da trigonometria, sin® ¢ 4 cos? ¢ = 1. Substituindo em
(3.24), temos

X2 _ a’cos’p Y a cos ¢ (3.25)
1—e2sin®¢ 1 —e2sin? ¢ .
No triangulo PQP", da figura 25, temos que
X
N = (3.26)
cos ¢

Assim, substituindo (3.25) em (3.26), temos

a cos ¢

_ 02 4in?
N V1 esmgb.N: a

B cos @ o 1—e? sen?(¢)
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E, para encontrar a pequena normal, N’ utilizamos o triangulo P"OP" onde

Z
N = 2
sin ¢ (3.27)
Substituindo (3.22) em (3.27), temos
sin ¢
X(1—¢€?)-
— e _ 2
N/ — X(l . € )tg¢ :> Nl — . COS¢ N/ — X(l € ) (328)
sin ¢ sin ¢ cos @

Por (3.26), substituindo essa rela¢ao em (3.28), temos que

N’ = N(1—¢?)

Assim, estdo demonstradas as formulas das Pequena Normal (N') e Grande Normal

3.3.1 Sistema de Coordenadas Cartesianas

O Sistema de Coordenadas Cartesianas Tridimensionais, figura 26, que representa

o elipsoide de revolucao ¢é tridimensional e composto por origem e trés eixo coordenados

(X,Y, Z), perpendiculares entre si:

Origem O: origem geocéntrica, pois esta localizada no centro de massa da Terra,
assim, suas coordenadas também sao denominadas geocéntricas, utilizadas pelo GPS

no posicionamento para satélites.

Eixo OX: contido no plano equatorial e positivo na direcao da longitude 0°. In-

tercepta o Meridiano de Greenwich e é referéncia para as medidas de longitude;

Eixo OY: contido no plano equatorial e positivo na direcao da longitude 90°.
Torna o sistema dextrogiro, ou seja, um sistema com rotagao para a direita (sentido

horéario);

Eixo OZ: ¢ padronizado como o eixo de rotacao do elipsoide, pois é paralelo ao

eixo de rotacao da terra e positivo na direcao do Norte;

Plano XY gerado pelo plano equatorial, perpendicular ao eixo OZ;
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e Plano X Z: gerado pelo plano que contém o Meridiano de Greenwich.

&) 2 Eixo de rotagio
[

__— Plano equatornal

Figura 26: Sistema de Coordenadas Cartesianas Tridimensionais

3.3.2 Sistema de Coordenadas Geodésicas ou Elipsoidicas

Um sistema de coordenadas geodésicas ou elipsoidicas tridimensionais é definido
no elipsdide de revolugao e suas coordenadas sao latitude, longitude e altitude geodésicas.
A latitude é o arco de meridiano compreendido entre o Equador e um paralelo (figura 27)
¢ medida de 0° a 90° para Norte ou Sul do Equador. Enquanto que a longitude é o arco
do Equador ou de um paralelo compreendido entre o Meridiano de Greenwich e um outro
meridiano (ver figura 27) e ¢ medida de 0° a 180° a partir do Meridiano de Greenwich

para Leste ou Oeste.

Figura 27: Latitude e Longitude

Esse sistema possui as seguintes caracteristicas (ver figura 24):

e Latitude Geodésica (¢): angulo formado entre a reta Normal ao elipsoide, que



o7

passa pelo ponto P, e sua projecao no plano equatorial. Quando esta sobre o

Equador, mede 0°. No hemisfério Norte (N) tem valor positivo e no Sul (S), negativo;

e Longitude Geodésica (A): angulo formado entre o eixo OX e a proje¢ao da reta
Normal ao elipsoide, que passa pelo ponto P, no plano equatorial. No sentido Leste
(L), seu valor é positivo, assumindo valores de 0° a 180°. E, no sentido Oeste (W),

valores negativos de 0° a —180°;

e Altitude Geodésica (h): distancia medida sobre a reta Normal ao elipsoide, entre
um ponto P na superficie terrestre e um ponto P’, que é a intersecao dessa reta com

a superficie elipsoidal.

3.3.3 Transformacao de Coordenadas

Com o surgimento do GPS, os sistemas de coordenadas vistos anteriormente co-
mecaram a ter bastante relevancia. Assim, as coordenadas fornecidas pelo GPS sao in-
tituladas de Geocéntricas Cartesianas Tridimensionais. Para realizar os calculos
necessarios, com a finalidade de disponibilizar a posicao exata de um objeto no espaco,
é imprescindivel a utilizacao de um receptor de navegacao, o GPS. A partir de célculos
matemaéticos internos, o receptor recebe e decodifica os sinais emitidos pelos satélites e
fornece o sistema de coordenadas, unidade métrica e sistema de referéncia, de acordo com
a configuracao estabelecida pelo usuério, para satisfazer suas necessidades. Assim, formu-
las sao utilizadas para transformar coordenadas cartesianas em coordenadas geodésicas e

vice-versa.

O IBGE possui na sua resolucao n° 23, de 21 de fevereiro de 1989, os calculos
essenciais para transformagao de coordenadas em diferentes sistemas geodésicos de refe-
réncia, com o intuito de determinar a posi¢ao de um objeto no sistema geodésico adotado
no Brasil. Primeiramente, as coordenadas geodésicas (latitude, longitude e altitude) sao
transformadas em coordenadas cartesianas (X, Y, 7). Depois, vem a transformagao das

cartesianas em geodésicas.

3.3.3.1 Transformacao de Coordenadas Geodésicas em Cartesianas

Vejamos o sistema XOY abaixo, figura 28 (a):
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(a)

Figura 28: Transformacao de coordenadas Geodésicas em Cartesianas

Temos que:

p=vVX2+Y?
X = pcos(A) (3.29)
Y = psen(\) (3.30)

Do sistema XOZ, mostrado na figura 28 (b), observamos que:

P=(X.Y,Z)|PP=h |PP' =N |PP"=N
PA=Z | PB=N+h|PP'=N+h|P"B=p
P///B p
Como cos(¢) = PE - Nih entdo p = (N + h)cos(¢). Substituindo o valor

de p nas equagoes 3.29 e 3.30, encontramos as coordenadas X e Y:

X = (N + h) cos(¢) cos(N)

Y = (N + h) cos(¢) sen(\)
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PA
Para encontrar a coordenada Z, utilizamos o sen(¢). Sendo, sen(¢) = Ppr =

A
N"+h

, entao

Z = (N'+ h)sen(¢)
Como a pequena normal (N') é dada pela equagao 3.16, entao:
Z =[N(1—e*) + h)]sen(o)

Portanto, a transformagao de Coordenadas Geodésicas em Cartesianas segue resu-

mida na tabela 1:

X = (N + h) cos(¢) cos(N)

Y = (N + h) cos(¢) sen(\)

Z = [N(1 — €?) + h)] sen(¢)

Tabela 1: Transformagao de Coordenadas Geodésicas em Cartesianas

3.3.3.2 Transformacao de Coordenadas Cartesianas em Geodésicas

Na figura 28 (a), vemos que tg(\) = X’ assim, o calculo da longitude geodésica é

Y
A = arctg (})

Para o calculo da latitude, vamos verificar algumas relagoes trigonométricas dos
triangulos P”"P"0O e PP" B (ver figura 28 (b)). No triangulo P”P"O, temos sen(¢) =

OP///
prpn Como P"P" = N+ h — (N/ + h) = ]\fe27 segue que OP" = Ne? sen(qﬁ). Substi-
tuindo em tg(¢) para o triAngulo PP" B, temos:

dada por:

_ Z40P"  Z+ Née*sen(¢)
p p

tg(¢) (3.31)
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NZ — 2
Como sen(¢) = —N&’ pela a equagao 3.15 (ao ser isolado), substituindo-o na
e

equacao 3.31, concluimos que:

7+ VAN =2
p

tg(¢) =

Por fim, a altitude geodésica é calculada de duas maneiras, considerando a figura
28 (b):

e Pelo cos(¢)

_ P _ P
cos(¢) Nk = N+h= cos(d)
Portanto,
__r o
h = cos(0) N, com ¢ # 90
e Pelo sen(¢)

/ o Z o Z AT/
sen(¢) = N7 = N +h= sen() = h= — N

Substituindo a pequena normal (N’) pela equagao 3.16,

Z [}
h = ——y — N(1—¢€*),com ¢ #0

Logo, a transformagao de Coordenadas Cartesianas em Geodésicas segue resumida

na tabela 2:

A te (2
—= arc —
8\ x

+ VENT—Ea®
p

tg(o) = z

__ P °
h = cos(d) N, com ¢ # 90° ou
h = z — N(1—e?),com ¢ # 0°
~ sen(¢) ’

Tabela 2: Transformagao de Coordenadas Cartesianas em Geodésicas
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3.4 Funcionamento do GPS

Como ja vimos anteriormente, GPS é um sistema de radionavegacao composto por
um conjunto de 24 satélites que orbitam a Terra, duas vezes ao dia, a uma altitude de
20.200 km numa velocidade aproximada de 13.900 km /h, emitindo sinais de radio codifica-
dos simultaneamente. O sistema se baseia na diferenca de tempo entre satélites, estacoes

de gerenciamento em solo e receptores. Vamos entender melhor esse funcionamento.

A determinagao da posicao de um objeto é baseada na trigonometria através do
principio chamado de Trilateragio, o qual veremos mais adiante. E necessario pelo
menos 4 satélites para termos uma localizagao precisa desse objeto. No nosso estudo, o
objeto é uma aeronave (ANV) que possui um receptor de GPS a bordo. Assim, vamos

entender o funcionamento do sistema GPS de um modo bem simples.

Numa situagao ideal, como se estivéssemos no vacuo, a ANV quer saber qual sua
localizacao através de seu receptor GPS. Desse modo, é necessario no minimo que 4
satélites estejam visiveis para a ANV, pois, como eles dao duas voltas na terra por dia,
nem sempre estao visiveis em todos os pontos terrestres. Entao, cada satélite transmite
um sinal de radio com dois codigos, L1 e L2, com informacgoes de sua localizacao baseada
no elipsoide de revolugao (coordenadas geodésicas: latitude, longitude e altitude), a hora
de emissao do sinal e o almanaque atualizado. Por isso, é muito importante que os
relogios do satélite e do receptor estejam perfeitamente sincronizados, pois disso depende
a precisao da localizagado da ANV. Os satélites possuem um relogio atdémico, altamente
preciso. Porém, o relogio do receptor nao é atéomico, pois sua aquisi¢ao é inviavel devido
o alto custo, entao, ele utiliza um reloégio de quartzo comum, menos preciso, que usa a

hora do satélite como padrao, é como se o receptor tivesse também um relégio atéomico.

A medida do tempo de emissao do sinal de cada satélite ao receptor determina a

distancia entre eles, ao aplicar a equagao de distancia estudada na Fisica:
d=vxt

onde d é a distancia que queremos encontrar; v é a velocidade da luz no vacuo
(300.000km/s); e t, o tempo de viagem do sinal de radio (na ordem de 0,06 segundos),
isto é, a diferenca entre os instantes que o sinal partiu do satélite e o que chegou no

receptor.

Como todo esse processo nao esta inserido num contexto ideal, devido as fontes

de erros existentes, a velocidade do sinal de radio emitido pelo satélite sofre atrasos.
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Para minimizar esse problema, seu sinal possui duas frequéncias, L1 (1575,42 MHz) e 1.2
(1227,60 MHz), as quais sao comparadas pelo receptor. Além disso, o receptor recebe
também o almanaque atualizado, pois em sua memoria ja existe um almanaque pré-
definido que s6 pode ser atualizado quando estabelece comunicagao (link) com um satélite
mais proximo. O almanaque é uma tabela que contém informacoes de status de cada
satélite, como: posicionamento individual (coordenadas geograficas) e em relagao aos
outros satélites, codigo individual, operacionalidade, data e hora. Ele informa ao receptor
qual a posicao de um satélite a cada momento, visto que o mesmo estd em constante
movimento. E de suma importancia que os satélites emitam os dados do almanaque
atualizados para que o receptor saiba quais estao disponiveis, garantindo uma melhor

precisao na localizagao da ANV.

As estacoes de gerenciamento em solo atualizam constantemente o almanaque,
rastreando os satélites, a fim de monitorar a posicao, velocidade e altitude de cada um,
bem como detectar as fontes de erros que envolvem todo o sistema GPS e trata-las.
Mesmo com todas as fontes de erros existentes, o GPS possui algoritmos capazes de reduzir
significativamente os erros. Tem também um tipo de receptor GPS que possui um nivel
superior de precisao, o GPS Diferencial (DGPS - Differential GPS)). Seu processamento
de dados permite calcular corregoes posicionais com extrema exatidao. Desse maneira,

apresentamos algumas fontes de erros:

e Caracteristicas da Terra: entre outros aspectos, as camadas atmosféricas, lonos-
fera e Troposfera, sao as que mais causam mudancas na velocidade de propagagao

dos sinais, provocadas pela variagao de densidade da atmosfera, causando atrasos;

e Variagoes nas oOrbitas dos satélites: como a velocidade dos satélites nao é cons-
tante, devido sua oOrbita nao ser circular, a variagao de velocidades de um satélite
pode ocasionar erro na sua posi¢ao, pois sua velocidade é maior préximo da Terra

e menor, quando esta mais afastado;

¢ Reflexao do sinal emitido pelo satélite ao receptor: quando um sinal de radio
encontra obstaculos locais que bloqueiam ou atrapalham sua transmissao, uma parte

dele pode ser refletida;

e Composicao dos componentes do sistema GPS: por mais sofisticados que
sejam, as caracteristicas fisica, mecéanica e eletronica dos receptores e estacoes de

gerenciamento, podem afetar o desempenho do sistema;

e Relb6gio do receptor: como sua precisao ¢ bem inferior a do satélite, o relégio do
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receptor pode falhar ao estabelecer comunicacao com o satélite, no momento exato

da transmissao do mesmo;

e (Geometria dos satélites: como eles estao em constante movimento, hd momentos
em que uns estao mais distantes que outros, o que aumenta a qualidade da referéncia
obtida. Ou o contrério, quando ocorrem aglomeracoes ou alinhamentos entre eles,

provocando queda de precisao das informagoes;

e Almanaque desatualizado: como ja foi visto, a memoria interna de um receptor
GPS ja vem com o almanaque pré-definido. Ao ser ligado, ele tem que realizar uma
varredura em todos os cédigos de cada satélite para que possa encontrar o maior
numero deles numa visibilidade direta, isto €, receber informagoes do almanaque
atualizado. Essa busca pode levar varios minutos, comprometendo o tempo de

resposta dos sinais emitidos pelos satélites;

e Efeito Doppler: ¢ a alteracao no recebimento da frequéncia do sinal pelo receptor,
pois depende do movimento relativo de aproximagao ou afastamento entre o mesmo
e algum satélite.

Existem 5 estagoes de gerenciamento em solo de GPS localizadas no(a):

e Havai: arquipélago norte-americano situado no meio do Oceano Pacifico;

Colorado Springs: nos EUA;

Kwajalein: atol (ilha em forma de anel) de corais localizada na Republica das Ilhas

Marshall a 3200 km a sudoeste do Havai, no Oceano Pacifico;

Ilha de Ascensao: ilha britanica situada ao sul do Oceano Atlantico ; e

Diego Garcia: atol britanico do arquipélago de Chagos situado no Oceano Indico.

3.4.1 Trilateragao

Matematicamente, ou melhor, trigonometricamente, utilizamos quatro satélites
para determinar a posicao exata de um objeto, ou seja, suas coordenadas geodésicas
tridimensionais (latitude, longitude e altitude). Chamemos de A, B, C' e D, os quatro
satélites visiveis ao receptor GPS da ANV-BA, que dista 71,1y, r3 e r4, respectivamente,

de cada um deles. Isto quer dizer que a ANV-BA estd em qualquer ponto das esferas
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imaginarias, J, K, L e M, nas quais os satélites A, B, C' e D sao os centros e os raios sao

as distancias existentes entre a aeronave e cada um dos satélites.
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Figura 29: Satélites: A, B, Ce D

Comecemos pelo satélite A, ele dista 20.000 km da ANV-BA (figura 29 (a)), ou
seja, a aeronave esta na superficie da esfera J, de centro A e raio r; = 20.000 km. No
mesmo instante, ja que ha um grande ntimero de satélites em orbita, o satélite B dista
21.000 km da ANV-BA (figura 29 (b)), assim, ela esta na superficie da esfera K, de centro
B e raio v = 21.000 km. Com a intersecao das esferas J e K, podemos afirmar que a

ANV-BA esta localizada em algum lugar no circulo O comum a essas duas esferas (figura

30 (a)).

(b)

Figura 30: Intersecoes entre as esferas J-K e J-K-L

O terceiro satélite C' dista 22.000 km da ANV-BA (figura 29 (c)), que esta na
superficie da esfera L, de centro C' e raio r3 = 22.000 km. A interse¢ao do satélite C' com
o circulo O resulta em dois pontos, O’ e O”, ou seja, é a intersecao das trés esferas, J, K
e L (figura 30 (b)). Um desses pontos ¢ a ANV-BA, sua correta localizagao necessita da
medida de mais um satélite, desse modo, o quarto satélite D dista 23.000 km da ANV-BA
(figura 29 (d)), que esta na superficie da esfera M, de centro D e raio r,=23.000 km. Agora
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temos a precisa localizagao da aeronave, pois a intersecao das quatro esferas determina

um tnico ponto. No nosso caso, o ponto O é a localizacao no espaco da ANV-BA.

Em sintese, a posicao da ANV-BA foi calculada através da sua distancia com os
quatro satélites A, B, C' e D. Portanto, a trilateragao é um principio matemaético usado
nos sistemas de posicionamento global que, através de dados geograficos inerentes dos

satélites, possibilita localizar um objeto no espaco.

3.4.2 GPS no Espago Aéreo Brasileiro

As operagoes com GPS e os receptores GPS instalados numa aeronave s6 sao
aprovados se estiverem dentro das regras de voo por instrumentos (IFR). Os pilotos devem
assegurar-se de que o GPS a bordo estd homologado e aprovado pelo pais a ser sobrevoado,
antes de utilizd-lo, além de estarem completamente familiarizados com o equipamento.
Caso a aeronave utilize o GPS para voo, por medida de seguranca, a bordo também deve
ter outros equipamentos de navegacao instalados e operacionais, aptos a receber os sinais
de instrumentos auxiliares & navegagao aérea, pois se alguma eventualidade acontecer com
a constelacao GPS, o piloto deve estabelecer procedimentos alternativos que assegure o

prosseguimento do voo até seu destino.

As operagoes no espago aéreo brasileiro que utilizam GPS devem manter os re-
ceptores com a base de dados sempre atualizada, além do almanaque, isso vale também
para os procedimentos de voo em geral, para as areas geograficas onde os sistemas de
navegacao GPS foram aprovados para utilizacao IFR, cartas de aproximagao digitaliza-
das e as listas de coordenadas com registros de informacao de localizacao por latitude e
longitude. Essa base de dados permite que o piloto faca sele¢oes especificas de acordo com
a necessidade da navegacao aérea, mas nao alteragoes dos dados ou qualquer atualizacao
manual. Os dados sao atualizados regularmente, conforme a Regulamentagao e Controle

da Informagao Aeronautica (Aeronautical Information Regulation and Control — AIRAC).

3.5 Sistema Geodésico Brasileiro: SIRGAS 2000

No Brasil, o advento da tecnologia em localizar pontos no espago terrestre por
meio de satélites artificiais possibilitou ao Sistema Geodésico Brasileiro (SGB) maior
cobertura nas suas regioes, principalmente na amazodnica. Assim, em fevereiro de 2005,

o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), autorizou o uso do Sistema de
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Referéncia Geocéntrico para as Américas (SIRGAS), do ano de 2000, como novo sistema
de referéncia geodésico para o SGB, juntamente com os Sistemas Corrego Alegre e SAD
69. Em 25 de fevereiro de 2015, o SIRGAS 2000 passou a ser o tnico sistema oficialmente
aceito no Brasil. E a utilizacao de outros sistemas nao oficiais pode causar imprecisao
dos métodos e técnicas de posicionamento atuais, tornando-se incompativel com diversos

sistemas adotados em outros paises.

A adocao do SIRGAS2000 no Brasil garante a qualidade dos levantamentos GPS,
devido a necessidade de um sistema de referéncia geocéntrico compativel com a precisao
dos métodos e técnicas de posicionamento atuais e com os demais sistemas adotados em

outros paises.

O SIRGAS2000 apresenta as seguintes caracteristicas:

e Tecnologia GNSS;

e Sistema Geodésico de Referéncia: Sistema de Referéncia Terrestre Internacio-

nal (ITRS - International Terrestrial Reference System);

e Figura geomeétrica para a Terra: Elipsoide do Sistema Geodésico de Referéncia
de 1980 (Geodetic Reference System 1980 — GRS80), com semi-eixo maior a =
6.378.137m e achatamento f = 1/298, 257222101,

e Origem: origem geocéntrica, no centro de massa da Terra;
e Orientacgao: polos e meridiano de referéncia consistentes em +0,005”;

e Estacoes de Referéncia: as 21 estagoes da rede continental SIRGAS2000, esta-
belecidas no Brasil, e a estacao SMAR, pertencente a4 Rede Brasileira de Monitora-
mento Continuo do Sistema GPS (RBMC), cujas coordenadas estdo disponiveis no
site do IBGE;

e Epoca de referéncia: 2000;

e Materializagao: estabelecida por meio de todas as estagoes que compoem a Rede

Geodésica Brasileira, implantadas a partir das estagoes de referéncia;

e Velocidades das estagoes: em aplicacOes cientificas, para atualizar as coorde-
nadas de uma estagao da época de referéncia 2000 para outra época e vice-versa,
deve-se utilizar o campo de velocidades disponibilizado para a América do Sul, dis-
poniveis no site do IBGE, devido a variagoes provocadas pelo deslocamento da placa

tectonica da Ameérica do Sul; e
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e Referencial altimétrico: coincide com a superficie equipotencial do campo da
gravidade da Terra que contém o nivel médio do mar definido pelas observagoes
maregraficas tomadas no porto de Imbituba, no litoral de Santa Catarina, de 1949
a 1957.
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4 FEquacoes Diofantinas: Inspiracao
para grandes matemadticos

A Teoria dos Numeros atribui grande importancia as Equagoes Diofantinas, direta
e indiretamente, estudando a estrutura dos conjuntos de solugoes para tais equacoes.
Essas investigagoes pertencem a Geometria Aritmética, Geometria Algébrica, Logica e

Teoria das Aproximacoes Diofantinas.

A palavra Diofantina se refere ao matemaético grego Diofanto de Alexandria,
considerado por muitos como o “Pai da Algebra”. Seu sobrenome se refere a cidade da
Grécia antiga que foi o maior centro de atividade matematica. Pouco se sabe sobre sua
vida. A maioria dos historiadores diz que ele viveu no século III d.c. em meados do ano
250, no periodo helenistico, que se refere ao marco entre o dominio da cultura grega e o
advento da civilizagao romana. Deduz-se que Diofanto faleceu com 84 anos, casou-se aos
26 anos e teve um filho que morreu aos 42 anos. Essas informagoes foram extraidas de
uma epigrama lapidada em seu tumulo em forma de problema enigmatico. O problema

anuncia o seguinte:

“Deus deu a ele um sexto de sua vida na infancia, um duodécimo como adolescente
enquanto cresciam bigodes e, ainda, um sétimo antes de iniciar o casamento. Apds um
quinquénio, chegou um vigoroso filho. Ah! Querida crianca do mestre e sdabio. Depois de
alcancar metade da idade que viveu seu pai, o destino frio o levou. Apds consolar-se por

quatro anos com a ciéncia dos numeros, ele terminou sua vida”.

Para resolver esse enigma, chamemos de x, a idade de Diofanto. Entao,

P T
e um sexto na infancia: 5

um duodécimo na adolescéncia:

e um sétimo antes do casamento:

e quinquénio até o filho: 5
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e metade da idade: g

e quatro anos de consolo: 4

Como a idade de Diofanto é igual & soma dos anos de cada etapa de sua vida,

temos:

xz X T Xz
T o= S+ -+ 45+ +4

6 12 7 2
1o+ Tr + 122 4 420 + 422 + 336
T 84
84x = 14z + Tz + 12z + 420 + 422 + 336
9r = 756
756
T
r = 84anos

Sendo o primeiro a investigar a determinagao de solugoes inteiras para suas equa-
¢oes, Diofanto se contentava em encontrar apenas uma solugao que as satisfizessem, admi-
tindo também solugoes fracionarias. Mesmo com um nivel de dificuldade visivel ao longo
da histéria, apenas no século XX houve a formulagao de teorias gerais para as equagoes
Diofantinas. Além do estudo das equacoes, Diofanto foi um dos primeiros matematicos a
introduzir o uso de simbolos na algebra, inspirando outros matematicos a se dedicarem a
Teoria dos Numeros. Os problemas que ele propos fazem parte da area denominada de

Analise Matematica.

“Aritmética” é um dos trabalhos de Diofanto que possui mais destaque, pois foi
sua obra mais pura, contendo seis livros dos treze escritos por ele. Ela apresenta uma
abordagem analitica da teoria dos niimeros algébricos e a resolucao de varios problemas
que envolvem equagoes do 1° e 2° graus e uma ctbica bem peculiar. Além dos chamados
Problemas Diofantinos, que sao problemas algébricos que possuem menos equagoes
que variaveis desconhecidas e se resumem a achar solugoes inteiras que devem servir para
todas as equacoes, inclusive as indeterminadas, com solugoes curiosas. Numa aborda-
gem geométrica aritmética, essas equagoes definem uma curva algébrica, uma superficie

algébrica ou um objeto mais genérico.

Temos equagoes que possuem particularidades singulares. Algumas nao tém solu-
cao real, como 22 + 3 = 0, mas tém duas solucoes no conjunto dos niimeros complexos,

x = +iy/3. Outras tém infinitas solucdes reais, como z? + y> = 11, mas nenhuma so-
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lucao inteira. E outras, tém infinitas solucoes reais, incluindo ntmeros inteiros, como

3+ 5y = 1.

O ultimo exemplo acima é uma Equacao Diofantina Linear, ou seja, uma equagao
polinomial que permite a duas ou mais variaveis assumirem apenas valores inteiros, prin-
cipalmente nos casos em que o nimero de variaveis é maior que o numero de equagoes. A
equagao Diofantina mais famosa ¢ a equacao de Fermat, 2" 4+ y™ = 2", denominada de O
Ultimo Teorema de Fermat, que nio tem solucoes inteiras para n > 2. E essa afirmacéo

foi provada por Andrew Wiles (Cambridge-Reino Unido, 1953), em 1995.

Abaixo, temos exemplos de equacoes Diofantinas. Para isso, consideremos as va-
ridveis x, y e z, e as constantes, a, b, ¢ e n, todas pertencentes ao conjunto dos nimeros

reais.

e ar + by = ¢ — Equacao Diofantina Linear;
o " 4+ y" = 2" - Paran =2, é o Terno Pitagorico e para n > 2, Equacao de Fermat;

o 12 —ny? =1 - Equacao de Pell;

4 1 1
¢ — = — + — + — — Conjectura de Erdos-Straus, ou seja, para todo n > 1, com n
n x z

natural, existe uma solugao inteira positiva (z,y, z);

e 2" — 7 = 2% — Equacao de Ramanujan-Nagell.

As equacgoes de Fermat, Pell e Ramanujan-Nagell sao chamadas de equagoes Di-
ofantinas nao lineares, que possuem pelo menos um termo de grau superior a 1. Suas
solugoes, quando possiveis, podem ser encontradas através da aritmética modular ou de
nimeros complexos. Hefez [3] denomina a aritmética modular como Aritmética dos

Restos que podemos entender da seguinte maneira:

“Seja m um numero natural. Diremos que dois nimeros inteiros a e b sao con-
gruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sdao iguais. Quando o0s

inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se a =b mod m”.

Podemos também classificar a Equagao de Ramanujan-Nagell como equagao Di-
ofantina exponencial, pois possui variavel no expoente. Esses tipos de equagbes nao
possuem uma teoria especifica para resolucao. Algumas maneiras sao utilizadas para
resolvé-las, sendo uma delas por tentativa e erro. Srinivasa Ramanujan (Erode-India,
1887-1920) conjecturou, em 1913, que essa equagao possuia apenas cinco solugoes inteiras,

contudo nao a provou. Em 1948, Trygve Nagell (Oslo-Noruega, 1895-1988) conseguiu
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provar. A variavel x existe apenas quando n = 3, 4, 5, 7 e 15, assim, x assume os valores

1, 3, 5, 11 e 181, respectivamente.

A Conjectura de Erdos-Straus trata de um tipo de equagao Diofantina represen-
tada por uma soma de fragoes egipcias que, por volta de 1948, Paul Erdés (Budapeste-
Hungria, 1913-1996) e Ernst Gabor Straus (Munique-Alemanha, 1922-1983) afirmaram
que pode ser resolvida em nimeros inteiros positivos para qualquer n > 1. Fragao egipcia
significa uma soma de fragoes unitarias distintas, cujo numerador é 1. Tal denominacao
se deve aos antigos egipcios por representarem qualquer ntimero fracionario através dessa

soma. Vamos verificar o exemplo abaixo:

4 1 1 1
Exemplo 4.0.1. Seja — = — + — + — a equagao que representa a Conjectura de Erdis-
n o x z

Straus, para todo n > 1, com n natural. Encontre uma solug¢ao inteira positiva (x,y, z)

que satisfaca tal equacao.

Vejamos que para n = 6, uma das solugoes inteiras positivas (x,y, z) que satisfaz

a Conjectura de Erdos-Straus é (3,6, 3), pois
SRE =
=3 —

Por ser caracterizadas como dificeis, as equagoes Diofantinas ganharam destaque
numa famosa lista de problemas feita por David Hilbert (Konigsberg-Alemanha, 1862-
1943), em 1900, que propods a demonstracao da solubilidade de equagdes Diofantinas nos
numeros inteiros pelo fato de serem, na maioria dos casos, insoluveis. Essa abordagem
sistemética foi demonstrada em meados do século XX, em 1970, por Yuri Matiyase-
vich (Sao Petersburgo-Russia, 1947), ao desenvolver o trabalho de Martin Davis (Nova
lorque-EUA, 1928), Julia Robinson (St. Louis, Missouri-EUA, 1919-1985) e Hilary
Putnam (Chicago, Illinois-EUA, 1926-2016).

Na classica Grécia antiga, a Matemética era menos sistematica, mais individu-
alista e inteligente quando se falava de resolu¢ao de problemas particulares. Um dos
grandes matematicos de todos os tempos que exemplifica tal situacao é Arquimedes
(Siracusa, Sicilia-Grécia, 287 a.C.-212 a.C.). Tem também Euclides de Alexandria
(Alexandria- Egito, 360 a.C.- 295 a.C.) que realizou grandes contribuigdes para a Mate-
matica, com seu padrao geométrico. Considerado também como importante matematico,
Diofanto publicou e resolveu problemas particulares, mas com uma particularidade: um
estilo algoritmico muito mais antigo dos velhos textos Babilonicos do que das construcoes
geométricas de Arquimedes e Euclides. Como resultado disso, ele comegou a ultrapassar

os limites da geometria.
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Diofanto inspirou outros matemaéticos que deixaram importantes contribuicoes

para a Matematica, tais como:

e Brahmagupta: Bhinmal-India, de 598 a 670;

e Abu Kamil Shuja: Cairo-Egito, de 850 a 930;

e Al-Karaji: Bagda-Iraque, de 953 a 1029;

e Rafael Bombelli: Bolonha-Itélia, de 1526 a 1572;

e Francois Viéte: Fontenay-le-Comte — Franca, de 1540 a 1603;

e John Pell: Southwick-Inglaterra, de 1611 a 1685;

e Carl Gustav Jakob Jacobi: Potsdam-Alemanha, de 1804 a 1851;

e Georg Cantor: Sao Petersburgo-Russia, de 1845 a 1918;

e Thoralf Albert Skolem: Sandsvaer-Noruega, de 1887 a 1963;

e Louis Joel Mordell: Filadélfia-Pensilvania, de 1888 a 1972;

e Alonzo Church: Washington-EUA, de 1903 a 1995;

e Alan Turing: Londres-Reino Unido, de 1912 a 1954.

4.1 O décimo Problema de Hilbert

O entendimento de problemas matematicos muitas vezes é interpretado e resolvido
mecanicamente. Observemos o seguinte problema: “Jim tem metade da idade de sua mae

e, em doze anos, ele terd trés quintos da idade dela. Qual a idade de sua mae agora?”

Para um aluno no comec¢o do ensino fundamental, entender o conceito de “trés
quintos” provavelmente pode ser dificil. Ja para um aluno do ensino médio, resolver o
problema acima se torna mais facil, pois é rotineiro, mesmo que isso leve um tempo.
Organizando o problema acima, chamemos de z a idade de Jim e y, de sua mae. Assim,

temos um sistema com duas equagoes tal que:

{ 20 =y
5(x 4 12) = 3(y + 12)

Resolvendo o sistema, temos x = 24 e y = 48.



73

Quanto mais aprendemos a resolver problemas matematicos, pensa-se em questio-
nar se ha um procedimento mecanico para todos eles. Em relacao as equagoes Diofantinas,
serd que podemos estabelecer um modo sistematico para obter todas as suas solugoes in-
teiras?

Vejamos a equagao x2 + y? — xy = 157, que pode ser reescrita como w =
157. Qualquer solucao (z,y) deve satisfazer z? + y*> < 314. Ao pesquisar todas as
possibilidades, descobre-se que a solugao é (x,y) = (12,13), ou vice-versa. Entretanto,
nem sempre é possivel uma pesquisa de tentativa e erro, que pode tornar-se cansativa,
como mostra a equacao de Pell, 22 — 2y? = 1, um tipo particular de equacao Diofantina

que pode ser resolvida de forma sistemética e admite infinitas solugoes.

Até o final do século XIX, muitas equagoes Diofantinas foram resolvidas, porém
ainda nao tinha sido desenvolvido um método que determinasse todas as suas solucoes
inteiras possiveis, para qualquer quantidade de variaveis na equagao, ou que detalhasse
se uma dada equagao Diofantina tinha raiz ou raizes inteiras, com um numero finito
de operagoes. Essas davidas fizeram com que David Hilbert, em 1900, no II Congresso
Internacional de Matemaéticos, apresentasse uma lista com vinte e trés problemas nao
resolvidos incluindo, o famoso Décimo Problema de Hilbert. Essa lista teve uma

enorme influéncia sobre a Matemaéatica durante o século XX.

O Décimo Problema de Hilbert questiona se existe um algoritmo que determine,
em um numero finito de operagoes, para qualquer equacao Diofantina, com coeficientes

inteiros, a existéncia de solucio inteira. E a resposta a essa questdo é: NAO EXISTE

TAL ALGORITMO.

Embora outros problemas pudessem ser resolvidos através de uma forma siste-
matica, as equagoes Diofantinas lutaram contra essa forma e o poder da investigagao

matematica se tornou imprescindivel para responder ao questionamento de Hilbert.

Em 1936, os estudos de Church e Turing formalizaram a noc¢ao de algoritmos
através de uma “abordagem sistematica”. Naquela época, sem ajuda de computadores,
foi bastante dificil. Trazendo para o presente momento, eles conseguiram admitir que
um programa de computador poderia mostrar “SIM”, afirmando que qualquer equagao

Diofantina possui solucio, ou “NAO”, afirmando que nio hé solucéo.

Nos anos seguintes, muitos matematicos comecaram a duvidar da existéncia de tal
algoritmo, pois nao obtiveram sucesso em suas investigacoes. Em 1961, Martin Davis,
Hillary Putnam e Julia Robinson demonstraram que tal algoritmo nao poderia existir,

utilizando Logica e Teoria dos Numeros. Mas admitiram que certa hipotese poderia
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ser valida, pairando incertezas ainda sobre a veracidade do algoritmo. Entao, em 1970, o
jovem matematico russo Yuri Matiyasevich aprimorou o trabalho de Martin Davis, Hillary
Putnam e Julia Robinson e demonstrou que nao existe um algoritmo que mostre,
em um nimero finito de passos, se determinada equacgao Diofantina possui ou
nao solucao inteira. Mas isso nao impede de achar solugoes reais para certa equacao
Diofantina, ou seja, cada equagao tem sua especificidade, por isso dizemos que essa area

de pesquisa é tao complexa.

4.2 Equacoes Diofantinas Lineares

Uma equacao Diofantina linear é uma equacao do tipo ax + by = ¢, com a, b, ¢
inteiros, (a,b) =1, a # 0 e b # 0. E o tipo mais simples de equacdo Diofantina, com
duas incognitas x e y também inteiros. Como nosso estudo gira em torno das equacoes
Diofantinas lineares, veremos nos Capitulos 5 e 6 com mais detalhes uma visao simples e

outra teodrica desse tipo de equagao.

4.3 Equacoes Diofantinas Nao-lineares

Algumas equagoes Diofantinas sao resolvidas com o auxilio de formulas mais algé-
bricas. Essas equagoes sao chamadas de Equagoes Diofantinas nao-lineares que tém, pelo
menos, um termo de grau superior a 1 ou que uma ou mais incéognitas aparecem como

expoentes. Por exemplo,

590 _ yQ — 3
22 + y* = 2? (Terno Pitagorico)

2? — ny? = 1 (Equacao de Pell)

Artificios sao utilizados para resolver uma equacgao Diofantina nao-linear, incluindo
os numeros complexos. Todavia, casos particulares podem ser resolvidos de maneira
simples, como x? — y? = n, que ¢ igual a (z +y)(z —y) = n. O valor de n determina se a
equacao possui ou nao solucao e, a depender de sua decomposi¢ao em fatores primos, se

pode ou nao ser resolvida rapidamente.
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4.3.1 Ternos Pitagoéricos

Um dos estudos de Diofanto foi a resolucao em niimeros inteiros da equagao pita-
gorica 22 + y? = 2%, chegando a descrever todas as suas solugoes (z,y, z). Este problema
inspirou Fermat que, ao substituir o expoente 2 por niimeros naturais maiores ou igual
a 3, deu origem ao que chamamos de O Ultimo Teorema de Fermat, como veremos

mais adiante.

Um terno pitagérico (z,y,z) ¢ solu¢do da equagao x? + y*> = 22, com z, y e 2

inteiros nao nulos. Se (z,y,z) é um terno pitagorico, entao (kz,ky, kz) também é um
terno pitagorico, para k natural. E um terno pitagérico primitivo ¢ um terno pitagorico
em que (z,y,z) = 1. Euclides demonstrou, em um de seus trés livros Elementos, desti-
nado a Teoria dos Numeros, que existe uma infinidade de ternos pitagoricos primitivos.
Além disso, encontrou uma maneira de determinar todos os ternos pitagoéricos primitivos.

Vejamos o teorema a seguir:

Teorema 4.3.1.1. As solugoes (x,y, 2) da equagdo x? +y? = 2%, com x, y, z inteiros naio

nulos, sao dadas por
(IL‘, Y, Z) = (2uvd) (U2 - UQ)du (U’2 + v2)d) oy (l’, Y, Z) = ((UZ - vz)da 2uvd7 (UQ + UQ)CD

onde d = (x,y), u, v sdo inteiros nao nulos, com u # v, (u,v) = 1, e possuem paridades

distintas.

Demonstragdo. Sejam x,vy, z € Z que satisfagam a equagao z* + y? = 22. Se d = (z,y),
entao d?|z?, consequentemente, d|z. Portanto, existem a, b, c € Z*, com (a,b) = 1, (a,c) =

lLe (bc) =1, tais que (x,y, z) = (da,db, dc). Assim,

P4yt =2 = d Y = (4.1)

Notemos que, dado um inteiro qualquer ¢, temos que t? deixa resto 0 ou 1 na
divisao por 4, quando t for par ou impar, respectivamente. Entao, se fossem a e b impares,
terfamos a® e b? deixando resto 1 na divisao por 4, e dai ¢ = a? + b? deixaria resto 2
quando dividido por 4. Absurdo!. Como a e b sao primos entre si, (a,b) = 1, ndo podem
ser ambos pares. Logo, existem dois casos: a impar e b par ou a par e b impar. Vamos

analisar somente o primeiro caso, pois o segundo é analogo.

Se a for fmpar e b for par, entao ¢ é impar. De a? + b? = 2, temos
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V=c*—a?>=(c—a)(c+a).

Como as paridades de a e ¢ sdo iguais, impares, (¢ — a) e (¢ + a) possuem paridade par,
c—a c+a
Y - 17
2 2

assim (¢ —a, c+a) = 2. Seguindo este raciocinio, podemos dizer que

ou seja, sao primos entre si. Entao, escrevemos

() - () ()

Contudo, se o produto de dois naturais primos entre si é um quadrado, entao

2
c—a c+a . . L "
( 5 ) e ( 5 > devem ser quadrados perfeitos. Logo, existem inteiros positivos

primos entre si, u e v, tais que
c—a=2?ec+a=2u?
daf
(a,b,c) = (u® — v?, 2uv, u?® + v?).

Substituindo os ternos acima na equagao (4.1), concluimos que realmente sao so-

lugoes dessa equacao.
Verificamos ainda que se ¢ tem paridade impar, como ¢ = u? + v?, entdo u e v
possuem paridades distintas. O
Vamos exemplificar a validade do Teorema 4.3.1.1, com a aplicacao a seguir:

Exemplo 4.3.1. Sejam v = 2 e v = 3. Encontre a solu¢io (z,y,z) para a equagio

x2+y2 = 22,

Pelo Teorema 4.3.1.1, temos que a solugao é dada por:

(z,9,2) = Quv,u? — v u? + v?)
ou

(7,9, 2) = (u? — v?, 2uv, u? + v?)
Como u = 2 e v = 3, temos que

(r,y,2) = (2-2-3,2% — 32,22 + 3%) = (12, -5, 13)
ou
(1,y,2) = (22— 32,2-2- 3,22+ 3%) = (-5,12,13)
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Assim temos os ternos (z,y, z) = (12,—-5,13) ou (x,y, z) = (—5,12,13), com z, y,
z inteiros nao nulos. Vamos verificar se realmente esses ternos sao pitagoricos e satisfazem

a equacao r? + y? = 2%

e Para (xz,y,2) = (12, -5,13):

x2+y2 = z
12° + (=5)* = 13°
144425 = 169
169 = 169

e Para (z,y,2) = (—5,12,13):

$2+y2 — 22

(=5)*+12* = 13°
25+ 144 = 169
169 = 169

Logo, podemos concluir que os ternos encontrados acima satisfazem a equagao.

Esse terno é chamado de terno Pitagérico em homenagem ao matemético grego
Pitagoras e seu famoso teorema sobre tridngulos retangulos, o Teorema de Pitagoras.
De fato, um terno pitagorico (x,y, z) determina um triangulo retangulo de catetos z e y

e hipotenusa z, para ntimeros inteiros.

4.3.2 O Ultimo Teorema de Fermat

Algumas afirmacoes matematicas que possuem fundamentacao incerta, ou seja,
que nao sao provadas como verdadeiras sao chamadas de conjecturas. Quando sao de-
monstradas, passam entdo a ser chamadas de teorema. Assim, “O Ultimo Teorema de
Fermat” é um famoso teorema matematico que foi conjecturado pelo matemético francés

Pierre de Fermat, em 1637. E uma generalizacio do Teorema de Pitagoras.

Até a ultima década, o Teorema de Fermat também foi um dos problemas mais

famosos nao resolvidos em matematica. Fermat afirmou que a equacao x™ + ¢y = z" nao
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tem solucoes nos inteiros positivos z, y, z, n, onde n > 3. Essa conjectura permaneceu
sem prova durante trés séculos e meio, até que Andrew Wiles publica uma demonstracao
em 1995.

Pierre de Fermat nasceu em Beaumont-de-Lomagne, Franca, em 17 de agosto de
1601. Morreu em Castres, Franca, em 12 de janeiro de 1665. Apesar de sua afirmacao,
Fermat nao a demonstrou. Ao observar a equacao do Teorema de Pitigoras, 22 +1y? = 22,
substituiu o expoente 2 por 3 e verificou que nao havia solucao. Fez isso também para
expoentes maiores do que 3 e obteve a mesma conclusao: sem solugao. Chegou, entao, a

equacao geral, ™ + y" = 2", paran > 3. E escreveu, em 1637:

“E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma quarta
poténcia ser escrita como a soma de duas quartas poténcias ou, em geral, para qualquer
numero que € uma poténcia maior do que a sequnda, ser escrito como a soma de duas

poténcias com o mesmo expoente”.

O filho mais velho de Fermat, Clément-Samuel, apos alguns anos de sua morte,
descobriu que ele escreveu o teorema nas margens de um exemplar da obra “Aritmética”

de Diofanto, uma préatica costumeira, através da seguinte frase:

“Eu tenho uma demonstracao realmente maravilhosa para esta proposicao, mas esta

margem € demasiado estreita para a conter”.

Porém, a demonstracao nao foi mostrada. Apods cinco anos recolhendo anotagoes
e cartas de seu pai, Clément-Samuel publicou em 1670, em Toulouse, uma nova edi¢ao do

livro Arimética de Diofanto, com as observagoes de Fermat.

Por mais de trés séculos, muitos matemaéticos tentaram solucionar esse teorema
que, mais tarde, foi chamado de “O Ultimo Teorema de Fermat”. Apesar de varios es-
forcos de resolucao sem éxito, importantes ferramentas e técnicas matematicas foram
descobertas. Até recompensa foi oferecida em testamento por Paul Wolfskehl, em 1908.
Este professor alemao da Real Academia de Gottingen decidiu suicidar-se ap6s o término
de um relacionamento e planejou o seu suicidio, com dia e hora marcados. Antes da
hora prevista para sua morte, decidiu passar o tempo em sua biblioteca e comecou a ler
uma tentativa de demonstracao do teorema de Fermat. Descobriu que havia um erro de
logica. Ao se empenhar em corrigir tal erro, a hora de sua morte passou e ele desistiu de
morrer, ficando orgulhoso com seu trabalho, mesmo sem conseguir demonstrar o teorema.
Antes de morrer, em 1908, Paul Wolfskehl deixou em seu testamento uma recompensa
equivalente a, aproximadamente, um milhao de dolares para quem demonstrasse o Ultimo

Teorema de Fermat.
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Com o surgimento dos computadores, milhoes de algarismos, com diferentes va-
lores para x, y, z e n, foram testados na equagao x" + y™ = 2" e nenhuma solugao foi
encontrada. Assim, teoricamente, Fermat tinha razao em sua afirmacao. Contudo, era
necessario prova-la. Entao, em 1993, Andrew Wiles conseguiu demonstrar. Mas, apds
analise constatou-se que havia alguns erros. Passados dois anos, em 1995, Wiles fez as
devidas correcoes e definitivamente demonstrou o Ultimo Teorema de Fermat. Ele utili-
zou conceitos matematicos avancados para essa demonstragao, conceitos que Fermat nao
tinha conhecimento em sua época. Assim, se Fermat realmente tinha uma demonstracao
maravilhosa, ficou em segredo com ele, pois para muitos matematicos que ao longo de trés
séculos tentaram demonstrar seu teorema, isso se tornou dificil de enxergar. Em 1995, o
teorema foi incluido no Guinnes Book como “o mais intrincado problema matemdtico

da historia”.

4.3.3 A Equacgao de Pell

A equacao de Pell foi estudada primeiramente por Brahmagupta, no século VII,
muito antes de Pell nascer. Ele descobriu como encontrar varias solugoes através de um
método de composi¢ao chamado pelos indianos de Samasa. Depois de Brahmagupta, em
1150, Bhaskara II descobriu um método ciclico, um algoritmo chamado de chakravala,
pelos indianos, que produzia uma solugao para a equagao. Outra contribuigao foi feita
por Narayana, que fez comentérios sobre o livro de algebra de Bhaskara II, Bijaganita, e
mostrou novos exemplos utilizando o método ciclico. Porém, os estudos de Brahmagupta,
Bhaskara I e Narayana ficaram desconhecidos até que Fermat despertou o interesse pela
equagao de Pell, em 1657, e desafiou os mateméaticos daquela época a encontrar solugoes

para qualquer exemplo da equacao.

Os matemaéticos que se destacaram nesse desafio foram Frenicle de Bessy, Brounc-
ker e Wallis, que trocaram cartas durante um periodo, e Brouncker acabou descobrindo
o método de fragoes continuas, apresentado por Wallis e aperfeicoado mais tarde por La-
grange. Em 1658, com a ajuda de Pell, Rahn publicou um livro de élgebra que expos toda
a teoria dessa equacao. Ha quem acredite que esse livro foi escrito apenas por Pell. Mesmo
tendo conhecimento do trabalho de Brouncker, Euler homenageou Pell dando seu nome
a equacgao, pois, talvez por confusao, pensou que as principais contribuigoes informadas

por Wallis tinham sido feitas por Pell e nao por Brouncker.

Vejamos, entao, a teoria da equacgao de Pell:

Definicao 4.3.3.1. Seja n um inteiro positivo que nao seja um quadrado. Nesse caso,
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sabemos que a raiz de n € irracional. Chamamos equacao de Pell a equagdo

22 —ny?=1

Na equagao de Pell, x e y devem ser inteiros e n, inteiro positivo. Se n for um
quadrado perfeito, teremos que a equagao admite apenas as solugoes triviais, y = 0,

x = £1. Vamos fazer uma anélise da solugao trivial.

Suponhamos que n = k%, com k # 0, entao temos que
22 —nyt =22 — kP = (v +ky)(z—ky) =1

Assim, teremos

r—ky=1
—rx=1ley=0
r+ky=1

ou

x—ky=—1
—x=—-ley=0
x4+ ky=—1

Logo, o caso que nos interessa é quando n nao é um quadrado perfeito, ou seja,

v/n é um irracional. Caso y/n fosse racional, isso seria um absurdo, pois se \/n = £, com
- 2

mdc(p,q) =1 e q>1, entao n = 2’—2. Como (p,q) = 1, se (p*,¢*) = 1, consequentemente,

> S
n = f]’—Q nao seria inteiro.

As solucoes da equacao de Pell correspondem a pontos inteiros sobre uma hipérbole.
Entao, podemos ter infinitas solugoes inteiras. A respeito dessas solugoes, o seguinte

teorema nos diz que:

Teorema 4.3.3.1 (Solugoes da Equagao de Pell). Seja n um inteiro positivo que nao seja

um quadrado. A equacdo z?

—ny? = 1 admite infinitas solucoes em inteiros positivos ,
y. Ademais, existe uma solu¢io em inteiros positivos x1, yy, onde (x1,y1) € a solugdo
minima, tal que todas as demais solugoes dessa equagao sao da forma (xp + yp/n) =

(x1 + yl\/ﬁ)'f, onde k € um numero natural.
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5 Uma visao stmples para a
resolucao de Equacoes
Diofantinas Lineares

Nessa introducao as equagoes Diofantinas lineares, iremos abordar uma visao bem
simples sobre sua resolugao, de acordo com Mauch e Shi [5]. A resolugao de problemas, en-
volvendo conceitos e métodos matematicos conhecidos, facilita a introdugao das equagoes
Diofantinas lineares e suas solugoes nos ensinos fundamental e médio, o que na Teoria dos
Numeros sao bem conhecidas. Sob a orientacao de um professor e a maneira como sera
abordada a equacao Diofantina linear, neste capitulo, podemos fazer os alunos aprecia-
rem este saber matematico. Além de mostrar como um resultado matematico, em Teoria
dos Numeros, geralmente apresentado para alunos de nivel superior, pode ser aplicado na

resolucao de problemas para estes segmentos do ensino supracitado.

Para esses alunos, um problema de medicao pode demonstrar ligacoes entre sequén-

cia de agoes, operagoes aritméticas e solucao de equagoes Diofantinas lineares. E os exem-

YA NAA

plos abordados aqui apresentam aos alunos os conceitos de “conjunto de solugoes”, “solucao

particular” e “solugao minimal”.

5.1 Conjunto solucao de uma Equacao Diofantina Li-
near

Uma equagao Diofantina linear com duas variaveis x e y tem a forma

ax +by = c (5.1)

onde a, b, e ¢ sao numeros inteiros. O interesse é pelas solugoes inteiras, ou seja,
nameros inteiros = e y que satisfazem a equagao (5.1). E importante que a e b sejam

primos entre si e (u,v), uma solucao inteira desta equagao. Entao, o conjunto completo
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das solucoes inteiras para esta equagao pode ser expresso como

=u-+b
e w’ com w € 7 (5.2)
y=v—aw

Em outras palavras, o conjunto de solugoes inteiras de (5.1) é

S={(u+bw,v—aw)},comw=0,+1,+2, ... (5.3)

Por exemplo, considere a equacao

3r+4y=2,coma=3eb=4 (5.4)
Assim, observamos que (2, —1) é uma solugao inteira, pois:
3(2) +4(—-1) =2

Podemos, entao, usar u = 2 e v = —1. Portanto, o conjunto de solugoes inteiras
de (5.4) é:

S={(2+4w,—1—3w)},comw=0,4+1,£2, ...

Quando um valor inteiro é assumido por w, logo uma solugao inteira de (5.4) é

obtida. Substituindo w = 2, temos:

r=2+4.(2)=10

Fica claro que a solucao (10, —7) realmente satisfaz (5.4), pois 3(10) + 4(=7) = 2.

5.2 Aplicacao das equacgoes Diofantinas lineares na re-
solucao de problemas

Solucionar problemas deveria ser algo simples e de facil compreensao para os alunos
atuais, ja que estamos em um mundo avancado e tecnologicamente pensante. Infelizmente,
essa nao é a realidade de nossos alunos. A depender de como esses problemas sao abor-

dados, podemos inserir novos elementos dos contetidos de matemética no processo da
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resolucao de problemas nos niveis fundamental e médio. Vamos comegar com o seguinte

exemplo:

Exemplo 5.2.1. Joao produz suco de uva concentrado e armazena uma quantidade ili-
mitada desse suco em um grande reservatorio. Um cliente solicita 3 litros de suco de uva
concentrado mas, no momento, ele tem apenas dois recipientes de medicao: um de 4 litros

(A) e outro de 5 litros (B). Como Joao pode medir 3 litros?

A principio, o professor pode incentivar os alunos a construir uma tabela simples

e iniciar uma abordagem de tentativa e erro. Um possivel resultado é dado na Tabela 3.

ACAO QUANTIDADE DE | QUANTIDADE DE

SUCO DE UVA NO | SUCO DE UVA NO

RECIPIENTE DE 4 | RECIPIENTE DE 5

LITROS (A) LITROS (B)

Encher B de suco 0 5
Colocar o suco de B para A até encher A | 4 1
Esvaziar A 0 1
Colocar o suco residual de B em A 1 0
Encher B de suco 1 5
Colocar o suco de B para A até encher A | 4 2
Esvaziar A 0 2
Colocar o suco residual de B em A 2 0
Encher B de suco 2 5
Colocar o suco de B para A até encher A | 4 3
Esvaziar A 0 3

Tabela 3: Sequécia de Agoes do Exemplo 5.2.1

Assim, medimos 3 litros de suco de uva concentrado a partir de recipientes de 4 e
5 litros. Podemos notar que a Tabela 3 mostra apenas uma solugao possivel. Com um
olhar mais critico para o problema proposto, percebemos que existem apenas trés agoes
diferentes envolvidas no processo:
(a) encher um recipiente, ou seja, adicionar contetudo;

(b) transferir suco de um recipiente para outro, ou seja, nao alterar contetudo;

(c) esvaziar recipiente, ou seja, subtrair contetdo.
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Supondo () a quantidade total de suco contido nos recipientes, antes de qualquer
acao tomada o valor de () é igual a zero. E o objetivo desse processo é fazer () = 3.

Durante o procedimento, temos:

e cada agao (a) adiciona 4 ou 5 a @;
e cada agao (b) nao altera o valor de Q; e

e cada agao (c) subtrai 4 ou 5 de Q.

Observemos que em todo momento, durante as acgoes, o valor de () nao ultrapassa
9, que ¢é a soma de 4 e 5. Com isso, o professor pode lembrar aos alunos que as agoes da
Tabela 3 sao, de fato, uma série de operagoes de “+7 e “—": 5—4+5—4+5—-4 = 3. Com
a ressalva de que esta sequéncia nao poder ter mais de 9 litros (4 litros + 5 litros) no total,
em qualquer momento, ou entao ambos os recipientes ficariam excessivamente cheios e,
assim, a medigao nao poderia ser realizada. Portanto, a sequéncia +5+5—4+5—4—4 =3

nao pode ser utilizada neste caso.

O professor pode apontar que a sequéncia +5 —4+5—445 —4 = 3 é equivalente
a equagao
4(-3)+5(3) =3 (5.5)

De fato, para encontrar uma sequéncia adequada de operagoes primeiramente en-

contramos dois ntimeros inteiros x e y tais que

dr 4+ 5y =3 (5.6)

Note que a equagao (5.6) é uma equagao Diofantina linear. Portanto, todas as suas

solugoes sao

(2,y) = (u+ 5w, v — dw),com w = 0,+1, 42, ... (5.7)

onde (u,v) representa uma solu¢do particular de (5.6). Em outras palavras, se
pudermos encontrar uma solu¢ao particular (u,v) desta equagao, entao suas solugoes sao
dadas por (5.7). Assim, as possiveis sequéncias de operagdes, bem como a tabela de a¢oes,

podem ser construidas.
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Neste ponto, o professor pode esquematizar o procedimento de solugao para en-
contrar todas as maneiras possiveis de medir 3 litros a partir de recipientes de 4 e 5 litros.

O procedimento pode ser descrito da seguinte forma:

Passo 1: Defina uma equagao linear Diofantina

4z +5y =3 (58)
Passo 2: Encontre uma solucao inteira particular (u,v) da equagao (5.8).
Passo 3: Expresse todas as solugoes inteiras de (5.8) como mostra o conjunto solugao (5.7).

Passo 4: Para ver um modo particular de medir 3 litros usando os recipientes de 4 e 5 litros,
basta atribuir um valor inteiro para w, e assim obter uma solugao particular (z,y),

COImMO 1OS PasSsos a seguir:

Passo 4.1: Configure uma sequéncia de operagoes aritméticas de acordo com a equagao
4x + by = 3, certificando-se que nunca tera mais de 4 + 5 = 9 litros, no total,

apos qualquer operacao da sequéncia.

Passo 4.2: Estabeleca uma tabela de a¢oes para demonstrar sua solucao particular para o
problema. A acado “(b) transferéncia do contetido de um recipiente para outro”
deve ser inserida de forma adequada para assegurar que, em qualquer tempo

nao tenha mais do que 4 ou 5 litros no recipiente correspondente.

Por exemplo, no equagao (5.5), u = —3 e v = 3 é uma solugao particular. Logo, o
conjunto de todas as solugoes inteiras é
S ={(=3+5w,3 — dw)|w = 0,£1,+2,..} (5.9)

Se w = 0, o resultado (z,y) é a propria solu¢ao particular (—3,3). Se w = 1,
entdo (7,y) = (2, —1). E facil verificar que (2, —1) satisfaz a equacio (5.8). A sequéncia
correspondente de operacoes, respeitando que o total nao pode exceder 9 litros, apos

qualquer operagao da sequéncia, ¢ agora +4 +4 — 5 = 3, que equivale a equagao

4(2) +5(—1) = 3 (5.10)

A Tabela 4 apresenta as agoes para a solucao apresentada em (5.10).



86

AGAO QUANTIDADE DE | QUANTIDADE DE
SUCO DE UVA NO | SUCO DE UVA NO
RECIPIENTE DE 4 | RECIPIENTE DE 5

LITROS (A) LITROS (B)
Encher A de suco 4 0
Colocar o suco de A para B 0 4
Encher A de suco 4 4
Colocar o suco de A para B até encher B | 3 5
Esvaziar B 3 0

Tabela 4: Sequécia de Acoes do 5.10

Observe que apenas cinco agoes sao realizadas conforme mostra a Tabela 4. Muito

menos do que as apresentadas na Tabela 3, que foram onze.

Caso o professor ache que é suficiente essas duas experiéncias, ja pode apresentar

dois questionamentos aos alunos para generalizar a equacao (5.8).

Questao 1: Suponha que tenhamos um recipiente de a litros e um de b litros, com a e b primos
entre si, e queremos medir c¢ litros, com ¢ < a + b. Como podemos encontrar uma

solucdo particular inteira (u,v) para a equagao Diofantina linear ax + by = ¢?

Questao 2: Depois de encontrar uma soluc¢ao particular (u,v), como podemos encontrar a me-
lhor solugdo inteira do conjunto S = {(u + bw,v — aw)|lw = 0,£1,42, ...}, que
chamaremos de solucao minimal, ou seja, que corresponda a sequéncia de operacoes

com um nimero minimo de agoes?

A resposta a Questao 1 pode ser sugerida pelos alunos, com intervencao do pro-
fessor, através de didlogo entre ambas as partes. Uma maneira é observar os restos das

divisoes

c—bn c—an

e , comn=0,%1,£2, ... (5.11)
a b
Uma vez que o resto zero é observado, podemos parar e obter a solugao (u,v). Se
) VT ~ c—bn -
o resto zero é observado na primeira divisao, entao u = e v = n; caso contrario,
a

c—an

b

temosu =nev =
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Para responder a Questao 2, o professor pode mencionar primeiramente que,
exceto para o caso trivial quando ¢ = a + b, os valores de z e y em cada solugao (z,y)
nao podem ser ambos positivos. Ou seja, se x for um ntmero positivo, entdao y vai ser
negativo ou zero. Sem perda de generalidade, vamos supor x > 0 e y < 0. Entao, a
sequéncia de agoes correspondente tera x vezes de agao (a) (enchimento de um recipiente)
e y vezes de acdo (c) (esvaziamento de um recipiente). E importante notar que, se x > b
ey < —a, entdo b vezes de agdo (a) e a vezes de acao (c) sao “desperdigadas”, ja que

a(b) + b(—a) = 0. Portanto, se (z,y) ja é a solu¢do minimal, devemos ter

x| <b (5.12)

e/ou

lyl < a (5.13)

Quando uma solugao (x,y) satisfaz a desigualdade (5.12) ou (5.13), a sequéncia de
agoes correspondente sera sempre iniciada com uma acao (a). E uma agao (b) (transferén-
cia do contetido de um recipiente para outro) sera inserida depois de cada acao (a) ou (c).
A sequéncia sempre termina com uma agao (a) ou (c). Portanto, se uma solugao (z,y)
satisfaz pelo menos uma destas desigualdades, entao a sequéncia de ac¢oes correspondente

conterd 2(|z| + |y|) — 1 acOes.

Os alunos podem verificar que a solugao particular (u,v), obtida a partir do pro-
cesso indicado acima, satisfaz a condigao (5.12) ou (5.13), isto ¢, |u| < b ou |v| < a.
Também é facil ver que existem dois inteiros N e M, com N <0 < M, tal que a solugao
(u+bw, v —aw) satisfaz (5.12) ou (5.13), quando w = N, N +1,...M. Mas quando w < N

ou w > M, nao satisfaz nenhum deles.

Consequentemente, obtemos a resposta da Questao 2. Apo6s obter a solugao
particular (u,v), a partir do procedimento acima, calcule o valor |u + bw|+ |v — aw|, para
w=0,%1,+2, ..., até que (u+ bw,v — aw) nao satisfaca a condi¢ao (5.12) nem a (5.13).

Depois, analise os valores de |u + bw|+|v — aw| e o menor deles produz a solugdo minimal.

Vamos considerar o Exemplo 5.2.2.

Exemplo 5.2.2. Maria produz suco de caju concentrado e armazena uma quantidade
ilimitada desse suco em um grande reservatorio. Um cliente solicita 8 litros de suco de
caju concentrado mas, no momento, ela tem apenas dois recipientes de medi¢ao: um de

3 litros e outro de 10 litros. Como Maria pode medir 3 litros?
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A equacao Diofantina linear que representa o Exemplo 5.2.2 é:

32+ 10y = 8 (5.14)

onde a = 3, b = 10 e ¢ = 8. A Tabela 5 mostra os passos para encontrar uma

solucdo particular (u,v) da equagao (5.14).

¢ — bn | Quociente: | Resto: | . _ g5, | Quociente: | Resto:
n a c—bn c—bn b c—an c —an | (u,v) encontrado?
a a b b
8 8
0 = 2 2 — 0 8 Na
3 10 a0
) 5
1 — -9 = Ni
3 0 10 0 5 ao
18 11 .
-1 3 6 0 10 1 1 Sim: (u,v) = (6, —1)

Tabela 5: Passos para encontrar a solugao particular da equagao (5.14)

n
é zero quando n = —1,

Podemos verificar, na Tabela 5, que o resto de
a
portanto, uma solugao particular é obtida, (u,v) = (6, —1). Note que esta solugao satisfaz

tanto a condi¢ao (5.12) como a (5.13).

A Tabela 6 mostra os passos para encontrar a solu¢do minimal cuja sequéncia de
agoes correspondente contém o niimero minimo de ag¢oes, relembrando que para a equacao

(5.14), temos a = 3 e b = 10.

w (z,y)= |lu + bw| + |v — aw Satisfaz
(u + bw, v — aw) a condigao (5.12) ou (5.13)7
(lz| <bou |yl <a)

0 | (6,—-1) 7 Sim, pois [6] < 10 e |—1] <3

1 (16, —4) 20 Néo, pois |16] > 10 e |—4| > 3 - parar
de aumentar o valor de w

-1 | (—4,2) 6 Sim, pois |—4| < 10 ¢ 2| < 3

-2 | (—14,5) 19 Né&o, pois |—14| > 10 e |5] > 3 - parar

de diminuir o valor de w

Tabela 6: Passos para encontrar a solugao minimal de 5.14
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Neste caso, apenas w = 0 e w = —1 apresentam solugoes que satisfazem a con-
digao (5.12) ou (5.13). Comparando o valor correspondente de |u + bw| + |v — aw|, com
w = —1, vemos que (x,y) = (—4,2) é a melhor solugdo, ou seja, a solugdo minimal.
Assim, certificando-se que nunca tera mais de 3 + 10 = 13 litros, no total, a sequéncia
correspondente desta operacao é +10 — 3 — 3 — 3 + 10 — 3 = 8. Neste caso, havera

2(|x| + |y|) — 1 agoes, ou seja, 9.

Generalizando o que foi visto acima, podemos assumir que dados k recipientes
de aq,as, ..., a; litros de capacidade, com aq, ao, ..., a; primos entre si, podemos medir ¢
litros, com ¢ < ay 4+ as + ... +a,. Utilizando o método apresentado para resolver a equacao
Diofantina linear a1z + asxs + ... + axxr = ¢, podemos obter uma solucao particular
(uy,ug, ..., ux) assim como a férmula para qualquer conjunto solu¢ao. Encontrar a solugao

minimal, neste caso, é uma tarefa mais dificil.

Com base no estudo feito acima, podemos formalizar a resolucao de equagoes
Diofantinas lineares através dos lemas, corolarios e teoremas que veremos no proximo

capitulo.
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6 A teoria das Fquacoes
Diofantinas Lineares - EDL

Nos dois capitulos anteriores, pudemos nos familiarizar com as Equagoes Diofanti-
nas. Vimos um pouco da histéria de sua origem, em homenagem ao matematico Diofanto

de Alexandria, Capitulo 4, e uma visao simples de sua resolucao, no Capitulo 5.

A teoria das Equagoes Diofantinas Lineares ¢ um ramo da Teoria dos Ntmeros que
investiga as solugoes inteiras de equagoes polinomiais com duas incognitas. A resolugao
de problemas aritméticos muitas vezes é solucionada através da resolucao, em nimeros

inteiros, de equacoes Diofantinas lineares,
aX +bY =c

com a,b,c € Z. Contudo, nem sempre é possivel obter solugoes para essas equagoes. Por

exemplo, as equacgoes
2X +4Y =5e2X —-6Y =7

nao tem solucao, pois 2X + 4Y e 2X — 6Y sao inteiros pares, quaisquer que sejam oS
valores inteiros de X e Y, enquanto que 5 e 7 sao inteiros impares. Observem que 2 =
(2,4) =(2,6) e 215 nem 21¢7.

Por isso, para que uma equagao Diofantina Linear tenha solucao, é necessario que

algumas condicoes sejam determinadas, sao elas:

Proposigao 6.0.1. Sejam a,b € Z—{0} ec € Z. A equacao aX +bY = c admite solu¢do

em nimeros inteiros se, e somente se, (a,b)|c.
Demonstragao. Pelo Teorema 2.3.1.1, temos que

J(a,b) = {na+ mb;n,m € Z} = (a,b)Z.
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E claro que a equacdo aX + bY = ¢ possui solucdo se, e somente se, ¢ € J (a,b), o

que é equivalente a ¢ € (a,b)Z, que, por sua vez, é equivalente a (a, b)|c. ]
Se a equagao aX + bY = ¢ possui solugao, entao é equivalente & equagao
alX + b1Y = (1,
onde
a b b c
a; = , = ec = ——
C@h) @b ()
Notemos que (aj,b;) = 1 e, portanto, podemos nos restringir as equagoes que

sempre possuem solugoes do tipo

aX +bY = ¢, com (a,b) = 1.

As solugoes de uma equacao Diofantina linear podem ser determinadas a partir da

uma solucao particular qualquer zg, yy. Vejamos,

Proposicao 6.0.2. Seja xg,yy uma solugio da equagao aX + bY = ¢, onde (a,b) = 1.

Entao, as solugoes x,y € 7 da equa¢ao sao

xr=ux9+tb, y =1y —ta; comt e Z.
Demonstragao. Seja x,y uma solucao de aX + bY = ¢, logo,
axy + by = ax + by = c.

Consequentemente,

a(x — o) = b(yo — y)

Como (a,b) = 1, segue-se que b|(x — xy). Logo
xr —x9=1tb, comt € Z.

Substituindo a expressao de x — ¢ acima na equacgao 6.1, segue-se que

(6.1)
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Yo — Y = ta,

0 que prova que as solugoes sao do tipo exibido.

Por outro lado, x,y, como no enunciado, é solucao, pois

ax + by = a(xo + tb) + b(yo — ta) = axy + by = c.

Da proposicao 6.0.2, podemos concluir que a equacgao Diofantina aX + bY = c,

com (a,b) = 1, admite infinitas solug¢bes em Z.

Proposicao 6.0.3. Seja xq,yo uma solugao da equagao aX —bY = ¢, onde (a,b) = 1.

Entao, as solugoes x,y € 7. da equag¢ao $ao

T =x0+1tb, y =1yo+ta; comt € Z.
Demonstragao. Temos que axg + byy = ax + by = c¢. Logo,
a(z — o) = b(yo — ),

que, de modo totalmente analogo ao que foi demonstrado na Proposi¢ao 6.0.2, implica no

resultado.

[]

Se |al|, |b] e |c| sdo numeros pequenos, uma solugdo pode ser encontrada por ins-
pegao, como ja foi visto no capitulo anterior. Porém, se os ntimeros tiverem valores
absolutos altos, o método de inspegao se torna inviavel, por isso, utilizaremos o algoritmo

de Euclides para encontrar a solucao particular de uma equagao Diofantina linear.

Usando o algoritmo euclidiano, é possivel determinar n, m € Z, tais que

na +mb = 1.

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por ¢, obtemos

¢ = cna + emb.
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Logo, x¢g = cn e yo = cm é uma solucao particular da equacao.
Exemplo 6.0.1. Determine as solucoes da equag¢ao 20X + 12Y = 16.
A equagao tem solugao, pois (20,12) = 4|16. Dividindo ambos os membros da

equagao por 4 = (20, 12), obtemos a equagao equivalente 5X + 3Y = 4. Assim, encontre-

mos uma solugao particular xg, 19 da equacao equivalente, pelo algoritmo euclidiano:

1012
50321
20110

1 = 3-1-2
2 = 5—1-3

Donde se segue que:

1=3-1-2=3-1-(5-1-3)=3-1-5+1-3=3-2-5-1
=5 (-1)+3-2

Multiplicando ambos os membros da equagao 1 =5-(—1) 4+ 3 - 2 por 4, temos

4=5-(—4)+3-8.

Logo, xg = —4 e yy = 8 é a solucao particular da equacao 5X + 3Y = 4 e, consequente-

mente, as solucoes sao

r=—-44+13,y=8—1th, comt € Z.

Em N U {0}, a resolugao de equagoes Diofantinas das formas aX + bY = ¢, com
a, b, c € N, requer uma solu¢ao minimal de modo que =,y € N. A equagao s6 tem solugao

se

Proposicao 6.0.4. ¢ € S(a,b) = {za + yb;x,y € NU{0}} se, e somente se, existem

n,m € NU{0}, com n <b (univocamente determinados) tais que ¢ = na + mb
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Demonstragao. Se ¢ = na + mb, com n,m € NU {0} e n < b, entdo ¢ € S(a,b). Por
outro lado, se ¢ € S(a,b), entdo ¢ = xa + yb com z,y € NU {0}. Pela divisao euclidiana,
x = bg+n, com n < b; logo, substituindo o valor de x desta tltima igualdade na igualdade

anterior, obtemos que ¢ = na + mb, onde n < b, e m = aq + y. O

Assim, para que ¢ € S(a,b), entdo ¢ ndo pode pertencer ao conjunto de lacunas de
S(a,b), denominado como £(a,b) =N S(a,b).

Corolario 1. Temos que
£(a,b) = {na —mb e N;n,m € Nyn < b}
Demonstragao. Isto decorre imediatamente da Proposigao 6.0.4. Logo,
c ¢ £(a,b) ={na—mbe N;n,meN,n<b}

O

Proposigao 6.0.5. Suponha que a equacio aX + bY = ¢, com (a,b) = 1, tenha solugdo
e seja ro = n,Yg = m a solucao minimal. As solugoes x,y da equacao sao dadas pelas

formulas

r=n+tbey=m—ta, t e NU{0},m —ta > 0.

Esse tipo de equagao tem, no méximo, um ntmero finito de solugoes.
Exemplo 6.0.2. Para quais valores de ¢ € N a equagao 12X + 7Y = ¢ tem solugoes em
Nu{0}?

O conjunto de lacunas de S(12,7) é o conjunto

£(12,7) ={n12 —m7eN,n,m e N,n <7}
=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,15,16, 17, 20, 22, 23, 25, 27, 29, 30, 32, 34, 37, 39,
41,44, 46,51, 35,58, 65}

Portanto, a equagao 12X + 7Y = ¢ admite solugdo em N U {0}, se, e somente se,
c¢ £(12,7).

Vejamos, abaixo, dois exemplos com a equagao 12X + 7Y = ¢, para ¢ = 59 e
c = 65.
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Exemplo 6.0.3. Resolva a equacao 12X + 7Y = 59.

De acordo com o Exemplo 6.0.2, 59 ¢ £(12,7), logo, a equacao possui solugoes.

Pelo algoritmo de Euclides, temos

101]2 2
1217152 1
5 [2[1]0
1 = 5-2.2
2 = 7-1-5
5 o= 12-1-7

Donde se segue que:

1 = 5-2.2=5-2-(7—1-5)=5-2.742.5=3-5—-2-7
1 = 3.(12-1-7)—2-7=3-12-3-7-2-7
1 = 3-12-5-7

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =3 -12 — 5 -7 por 59, temos

59 = 12-177—7-295=12(7-25+42) —7-295=7(12-25) +12-2 —7-295
599 = 7-300—-7-295+12-2
59 = 12-247-5

Segue dai que o = 2 e yp = 5. Vamos verificar se essa é a solu¢ao minimal, para

as solugoes da equagao que sao dadas por

r=24+tTey=>5—112
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Determinemos o maior valor de ¢ € N, de modo que z,y € N. Isto ocorre quando
t = 0, confirmando que a solu¢ao minimal é zop =2 e yy = 5.

Portanto, as solugoes da equagao 12X + 7Y = 59 sao

r=2+4+tTey=5—1t12, comt e N.

Vamos verificar, agora, para ¢ = 65.

Exemplo 6.0.4. Resolva a equacgao 12X + 7Y = 65.

De acordo com o Exemplo 6.0.2, 65 € £(12,7), logo, a equagao nao possui solugoes.
Utilizando a resolucao inicial do Exemplo 6.0.3, obtida através do Algoritmo de Euclides,

temos que:

1=3-12-5-7

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =3 -12 — 5 -7 por 65, temos

65 = 12-195—7-325=12(7-27+6) —7-325=7(12-27) +12-6 — 7- 325
65 = 7-324—7-325+12-6

65 = 12.6-7-1

65 = 12-6+7-(—1)

Segue dai que g = 6 e yp = —1. Vamos verificar se essa é a solu¢ao minimal, para as

solucoes da equagao que sao dadas por

r=64+tTey=—1—112

Podemos verificar, claramente, que 3t € N, de modo que y € N. Logo, confirmamos

que a equagao 12X + 7Y = 65 nao possui solugoes em N U {0}.

Uma observagao importante a ser feita é que, na Geometria Analitica, a X +bY = ¢
representa a Equacao Cartesiana de uma reta no plano, vista na Subsegao 2.5.1. Se a
equagao possuir solugao, teremos um nimero infinito de solugoes inteiras, ver figura 31,

que exemplifica graficamente o exemplo 6.0.1. Este grafico foi plotado no Winplot, que
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é um software matematico responsavel por desenhar gréaficos de fun¢oes de uma ou duas
variaveis.

Com base nos conhecimentos adquiridos até o momento, podemos aplicar o co-

aeronaves no espaco, bem como dos aeroportos brasileiros, conhecendo suas coordenadas

nhecimento das equagoes Diofantinas lineares como auxilio ao GPS, na localizacao de

geodésicas tridimensionais: latitude, longitude e altitude.
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7 Atividades Propostas

As quatro atividades apresentadas neste capitulo ilustram situacgoes hipotéticas que
envolvem a utilizacao do GPS por uma aeronave para localizar seu aeroporto de destino,
ao realizar o procedimento de aproximagao para pouso. A equacao Diofantina linear é
utilizada, geometricamente, como a reta suporte que contem as coordenadas cartesianas
(x,y) € Z da aeronave e do aeroporto. Em cada equagao apresentada, a solu¢do minimal
(x0,y0) representa as coordenadas cartesianas (z,y) da aeronave e, para algum ¢ € Z,
dentre todas as solugoes .,y € Z possiveis, determinamos as coordenadas (X,Y) de cada

aeroporto.

Na Subsecao 3.3.2, do Capitulo 3, vimos que a latitude é medida de 0° a 90°
para Norte (positiva) ou Sul (negativa) do Equador, por exemplo: o Aeroporto de
Macapa-AP possui latitude Norte de 00° 03" 03" N e o de Maceio-AL, latitude Sul de
09° 31° 02" S. E a longitude ¢ medida de 0° a 180°, a partir do Meridiano de Greenwich,
para Leste (positiva) ou Oeste (negativa), por exemplo: o Aeroporto de Macapa-AP
possui longitude Oeste de 051° 04" 13" W . O Brasil esta localizado totalmente ao Oeste
do Meridiano de Greenwich e, quase que totalmente, ao Sul do Equador. Dentre os
aeroportos brasileiros, somente os das capitais de Macapa-AP e Boa Vista-RR estdao ao
Norte do Equador. Para facilitar os calculos, vamos utilizar as coordenadas de latitude e

longitude em modulo.

Como nosso estudo é voltado para os niimeros inteiros, todas as medidas decimais
foram aproximadas para inteiros, conforme as regras descritas na Se¢ao 2.6, Capitulo 2.
As coordenadas geodésicas latitude e longitude foram transformadas de grau, minuto e

segundo para grau, visto na Segao 2.7, do capitulo supracitado.

Para a transformagao de coordenadas geodésicas em cartesianas, foram utilizadas
as formulas da tabela 1 da subsecao 3.3.3.1, do Capitulo 3. Como os valores das coor-
denadas cartesianas atingiram até a ordem da unidade de milhao, uma escala de 1 : 300
foi utilizada com unidade de medida em quilémetros, com a finalidade de facilitar os

calculos. Além disso, utilizamos os parametros do Sistema de Referéncia Geocéntrico
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SIRGAS 2000, cujo elipsoide é o GRS80, semieixo maior a = 6.378.137 m e achatamento,
f=1/298,257222101.

Os dados reais das coordenadas geodésicas e cartesianas estao dispostos nos Apén-
dices C e D.

Os aeroportos foram denominados por seus indicadores (ex.: SBSV- Aeroporto
de Salvador), que sao os codigos da Organizagao da Aviagao Civil Internacional (ICAO
ou OACI). E as aeronaves, por ANV seguido de uma letra maitscula do alfabeto (ex.:
ANV-R), relacionados nas tabelas 9 e 8, respectivamente. As coordenadas Z e z, relativas
as alturas do aeroporto e aeronave ao plano equatorial, sao dadas nas atividades quando

necessarias.

As atividades devem ser devidamente aplicadas, conforme os conhecimentos cu-
mulativos adquiridos ao longo dos anos para os ensinos Fundamental e Médio. A tabela
7 mostra os assuntos matematicos que envolvem as atividades propostas organizados por
seu nivel de ensino. O professor orientador deve ter bastante cuidado ao aplicé-las, pois
cada aluno possui caracteristicas proprias que podem influenciar na assimilagao tedrica
e pratica das situacgoes-problemas propostas, as quais envolvem as Equacoes Diofantinas
Lineares. Também vale salientar que os assuntos mateméticos dispostos nesta tabela,

podem mudar de ordem, para se adequar as necessidades escolares.

ANOS DO ENSINO [ ANOS DO ENSINO
FUNDAMENTAL MEDIO

6° |7 |8 |9 |1° 2° 3°

Angulo X | X

Distancia entre pontos X X

Divisibilidade

MDC (Algoritmo de Euclides)

Medida de Comprimento

Medida de Tempo

Nuameros Decimais

| <

Nuameros Inteiros

Nuameros Primos

Plano

nOHZownwn e

Raiz Quadrada

Representacao Grafica no Plano (2D)

sksils

X
Representacao Grafica no Espago (3D) X

o o o I el ] B e e e e e

i ikl

Reta

ikl
>~
>~

X

Seno, Cosseno, Tangente

Tabela 7: Assuntos Matematicos dos ensinos Fundamental e Médio (Anos: 2016-2017)
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As tabelas 8 e 9, mostradas a seguir, contém informacoes que respondem as ques-
toes feitas nas atividades. E, para enriquecer o trabalho, além de solicitar que os alunos
representem as situagoes-problemas graficamente em papel milimetrado, o professor ori-
entador pode ilustrar essas situagoes através do GeoGebra, um software matematico

livre que agrupa Geometria, Algebra e Calculo.

Sugerimos que a aplicacao das atividades seja para equipes com até cinco alunos.
Apobs a exposicao dos conteudos, contextualizacao, exercicios de fixacao e estratégias
julgadas necessarias para a aplicacao das atividades, o professor deve planejar e elaborar
um roteiro com instrugoes claras que contemplem os conhecimentos adquiridos até o ano
de estudo em que os alunos se encontram, facilitando o processo de execugao das tarefas. O
acompanhamento, intervencao e avaliacao do professor, em todas as fases das atividades,
sao de suma importancia para a troca de experiéncias, principalmente no momento da

COITecao.

O trabalho em equipes facilita a aquisicdo de novos conhecimentos e conceitos. E
mais eficiente, otimiza o tempo para desenvolver o trabalho e traz resultados positivos com
a troca de conhecimentos e formacao de ideias entre aluno-professor e aluno-aluno, tudo
com o intuito de alcancar o objetivo de entender a aplicacao de Equacgoes Diofantinas
Lineares. Afinal, cada componente da equipe possui seu valor e contribui para que a

equipe venca as dificuldades e chegue ao sucesso do que foi proposto.

AERONAVE z (km) y (km) z (km)
ANV-A 1 2 9
ANV-B 10 ) 8
ANV-C 5 7 6
ANV-D 14 1 11
ANV-E 5 1 6
ANV-F 15 2 12
ANV-G 3 1 16
ANV-H 15 ) )
ANV-I 6 4 11
ANV-J 17 4 9
ANV-K 1 1 6
ANV-L 15 ) 13
ANV-M ) 4 12
ANV-N 18 2 6
ANV-O 8 0 6
ANV-P 18 2 12
ANV-Q 7 5 10
ANV-R 20 2 7
ANV-S 9 2 7
ANV-T 19 6 9

Tabela 8: Coordenadas Cartesianas das Aeronaves
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Aeroportos Coordenadas Coordenadas
Geodésicas Cartesianas
Indicadores dC)[AC)|h(m)| X (km) | Y (km) | Z (km)
SBAR Aracaju-SE 11 37 7 17 13 4
SBBE Belém-PA 1 48 16 14 16 1
SBBH | Belo Horizonte-MG | 20 44 789 14 14 7
SBBR Brasilia-DF 16 48 1066 14 15 1
SBBV Boa Vista-RR 3 61 84 10 19 1
SBCG | Campo Grande-MS | 20 55 559 12 16 7
SBCT Curitiba-PR 26 49 911 13 15 9
SBCY Cuiaba-MT 16 56 188 11 17 6
SBEG Manaus-AM 3 60 80 11 18 1
SBFL Florianopolis-SC 28 49 5 12 14 10
SBFZ Fortaleza-CE 4 39 25 17 13 1
SGGL | Rio de Janeiro-RJ 23 43 9 14 13 8
SBGO Goiania-GO 17 49 747 13 15 6
SBGR Sao Paulo 23 46 750 13 14 4
SBJP Joao Pessoa-PB 7 35 66 17 12 3
SBMO Maceio-AL 10 36 118 17 12 3
SBMQ Macapa-AP 0 51 17 13 17 0
SBPA Porto Alegre-RS 30 51 3 12 14 11
SBPJ Palmas-TO 10 48 236 14 16 4
SBPV Porto Velho-RO 9 64 88 9 19 3
SBRB Rio Branco-AC 10 68 193 8 19 4
SBRF Recife-PE 8 35 10 17 12 3
SBRJ | Rio de Janeiro-RJ 23 43 3 14 13 3
SBSG Natal-RN 6 35 83 17 12 2
SBSL Sao Luis-MA 3 44 54 15 15 1
SBSP Sao Paulo-SP 24 47 802 13 14 4
SBSV Salvador-BA 13 38 20 16 13 5
SBTE Teresina-PI 5 43 67 16 14 2
SBVT Vitoria-ES 20 40 3 15 13 7

Tabela 9: Indicadores e Coordenadas Geodésicas/Cartesianas dos aeroportos do Brasil
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Atividade 1. O piloto de certa ANV fez seu plano de voo com destino ao aeroporto SBBR
(ver tabela 9) e informou que iria utilizar o GPS para localizar o aeroporto desejado. Ao
se preparar para procedimento de pouso, a uma altura de z = 6 km, nesse momento o
piloto verifica que o GPS localizou seu destino. A ANV e o aeroporto estao contidos
numa reta representada pela equacao Diofantina linear 13X + 4Y = 242, onde a solucao
minimal representa as coordenadas (z,y) da ANV e, para algum t € Z, as coordenadas

(X,Y) de SBBR sao uma das infinitas solugoes dessa equagao.
De acordo com a tabela 8, qual das aeronaves listadas vai pousar no aeroporto de

Brasilia?

A equagao 13X 4+4Y = 242 tem solugao, pois (13,4) = 1|242. Antes de construir o
raciocinio matematico para encontrar a solu¢ao minimal, vamos verificar na tabela 9 se as

coordenadas (X,Y") = (14, 15) do Aeroporto SBBR satisfaz essa equagao, substituindo-as.

13X +4Y =242 = 13-14+4 - 15 = 182 + 60 = 242

Portanto, as coordenadas (X,Y") = (14, 15) satisfazem a equacdo 13X + 4Y = 242.

Pelo algoritmo euclidiano, temos que

4
131411
110

1=13-4-3

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 = 13 — 4 - 3 por 242, temos

13242 —4-726 = 242

A partir daqui, podemos resolver de duas formas:

12- Pela solugao particular

Como 13242 — 4 - 726 = 242, podemos reescrever essa equagcao

13242 + 4 - (—726) = 242
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logo, o = 242 e yo = —726 ¢é a solucao particular da equacao 13X + 4Y = 242 e,

consequentemente, as solucoes sao

r=242+t4, y=—726 —t13, com t € Z.

Para encontrar a solugao minimal, devemos encontrar um valor de t € Z, tal que

x,y € N. Assim, para t = —56, temos

T =242 + t4 = 242 + 4(—56) = 242 — 224 = 18
y = —T726 — 13(=56) = —726 + 728 = 2

Logo, (zo,%0) = (18,2) é a solu¢do minimal.

Pela solugao minimal
Como 13 - 242 — 4 - 726 = 242, podemos reescrever um dos valores da solucao
particular, g = 242 ou yo = —726, como uma Divisdo Euclidiana (ver Teorema

2.2.1), cujo divisor seja b ou a, respectivamente.

Nesse caso, escolhemos yy = —726, logo o divisor ¢ a = 13. Reescrevendo gy, como

uma Divisao Euclidiana, temos que

—726 = —56-13 + 2

Substituindo na equacao 13 - 242 — 4 - 726 = 242, temos

242 = 13-242+4-(—T726)

242 = 13242+ 4(—56 - 13 + 2)

242 = 13-242—13-4-56+4-2=13-242 —13-224 4+ 4.2
242 = 13-18+4-2

Segue dai que xy = 18 e yg = 2. Vamos nos certificar que essa é realmente a solugao

minimal, para as solu¢oes da equagao que sao dadas por

r=184tdey=2—-1tl13;comt € Z.

Determinemos o maior valor de t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando

t = 0, confirmando que a solu¢do minimal é (¢, yo) = (18, 2).
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Com a solugao minimal encontrada, a altura da ANV, dada na questao, e a ané-

lise da tabela 8, podemos dizer que as coordenadas (x,y,z) = (18,2,6) correspondem a
localizagao da ANV-N.

Portanto , a ANV-N vai pousar no Aeroporto SBBR.

Para enriquecer a Atividade 1, o professor pode explorar mais alguns tépicos com

seus alunos:

e Solicitar as equipes que encontrem o valor de t € 7, para que as co-

ordenadas do Aeroporto SBBR, (X,Y) = (14,15), satisfaca a equagdo

13X +4Y = 242.

Como vimos, as solugoes z,y € Z da equagao sao xr =

Substituindo alguns valores de t, temos

18+tdey =2 —tl3.

t r=18+14 y=2-—113

2| r=1841t4=1844(-2)=18—-8=10 | y=2—-1t13=2—13(—2) =2+ 26 = 28
1 lz=184t4=1844(-1)=18—4=14 |y=2—-1t13=2—-13(-1)=2+13=15
0| x=184t4=1844-0=184+0=18 y=2—-1t13=2-13-0=2-0=2
1] 2=184t4=1844-1=1844=22 |y=2—-1t13=2—-13-1=2—-13=-11
2| 2=1841t4=1844-2=1848=26 |y=2—-1t13=2—-13-2=2—-26=—-24

Desse modo, concluimos que, para t = —1, as coordenadas do Aeroporto SBBR,
(X,Y) = (14,15), estao contidas na reta que representa graficamente a equagao

Diofantina linear 13X + 4Y = 242.

Solicitar que as equipes tlustrem graficamente a Atividade 1 nos Planos
Cartesianos: XOY, YOZ e XOZ.

Com a supervisao do professor, as equipes vao construir geometricamente o grafico
que ilustra a situagao-problema apresentada, em papel milimetrado, nos planos
X0Y,YOZ e XOZ.

E importante a analise transmitida por meio de graficos, em diferentes visoes, pois os
alunos conseguem identificar e evidenciar os elementos que compdem as informagoes
solicitadas na atividade proposta. Além disso, a construcao geométrica esta bem

presente, para auxiliar na interpretacao dos dados obtidos de forma objetiva.

e llustrar graficamente a Atividade 1, em 2D e 3D, com o GeoGebra.
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Com o software GeoGebra, o professor mostra aos alunos como construir os graficos

da situagao apresentada em 2D, nos planos XOY, YOZ e XOZ (ver figura 32), e
em 3D, no espago XY Z (ver figura 33).
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Figura 32: Situacao-problema da Atividade 1 representada graficamente em 2D
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Figura 33: Situagao-problema da Atividade 1 representada graficamente em 3D
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Atividade 2. O piloto da ANV-I (ver tabela 8) fez seu plano de voo com destino a
um certo aeroporto, informando a utilizagao de GPS para localizar o aeroporto desejado.
No momento em que se prepara para pouso, em uma altura de z = 11 km, o GPS da
aeronave localiza o aeroporto de destino. A ANV-I e o aeroporto estao contidos numa reta
representada pela equacao Diofantina linear 33X — 21Y = 114, onde a solug¢ao minimal
representa as coordenadas (x,y) da ANV-I e, para algum t € Z, as coordenadas (X,Y)

do aeroporto sao uma das infinitas solugoes dessa equagao.

Sabendo que o aeroporto estd a uma altura Z = 6 km, pela tabela 8, a ANV-I vai

pousar em qual aeroporto brasileiro?

A equagao 33X — 21Y = 114 tem solugao, pois (33,21) = 3|114. Dividindo ambos
os membros da equagao por 3 = (33, 21), obtemos a equagao equivalente 11X — 7Y = 38.
Vamos encontrar a solu¢do minimal para ter certeza de que as coordenadas (x,y) da

ANV-I satisfazem a equagao Diofantina 11X — 7Y = 38.

Pelo algoritmo euclidiano, temos que

1/1]1]3
1|7]4]3/1
4 (3|10
1 = 4-1-3
3 = 7-1-4
4 = 11-1-7

Donde se segue que:

1 = 4-1-3=4-1-(7T-1-4)=441-4—-1-7=2-4-7-1
1 =24-7-1=2-11-1-7)=-7-1=11-2-7-2-7-1
1 = 11-2-7-3
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Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =112 — 7 - 3 por 38, temos

38=11-76-7-114

A partir dessa atividade, vamos trabalhar apenas com a resolucao da solu¢ao mi-

nimal, vista na Atividade 1. Assim,

38°. = 11-76—-7-114=11-(10-7+6) —7-114=11-6+7-110—7-114
38 = 11-6-7-4

Segue dai que xg = 6 e yg = 4. Pela tabela 8, podemos verificar que as coordenadas
(z,y) = (6,4) corresponde a ANV-I. Mas, vamos confirmar que essa é a solu¢do minimal,

para as solucoes da equacao que sao dadas por

r=6+tTey=4+1tll;comt € Z.

Determinemos o maior valor de ¢t € N, de modo que z,y € N. Isto ocorre quando
t = 0, confirmando que a solu¢do minimal (zg,y9) = (6,4) realmente corresponde as
coordenadas da ANV-I.

Como as coordenadas (X,Y’) do aeroporto que queremos encontrar sao uma das
infinitas solugoes da equacao 11X — 7Y = 38, vamos atribuir valores para t € Z, fins
encontrar a resposta da atividade. Sendo as solugoes da equagao dadas por x = 18 +t4 e

y=2—113, com x,y € Z, temos que

t r=06+1t7 y=4+111

2|lr=6+t7T=64+7(—-2)=6—14=-8|y=4+tl1=4+11(-2)=4—-22=—18

1| 2=64+1T=6+7(-1)=6-T=—-1 | y=4+t11=4+11(-1)=4—11=—7

0 r=06+t7T=6+7-0=6+0=6 y=44+1t11=44+11-0=44+0=4

1 T=6+17T=6+7-1=6+7=13 y=44+1t11=44+11-1=4+11=15

2 r=06+t7T=64+7-2=6+14=20 y=44+1t11=44+11-2=4+4+22=126




108

Analisando a tabela 9, vemos que os Aeroportos SBCT e SBGO possuem as coorde-
nadas (X,Y) = (13,15). Contudo, como a questao informou que a altura do aeroporto de

destino é Z = 6 km, podemos concluir que a ANV-I pousou no Aeroporto de Goiania-GO,
SBGO, de coordenadas (X,Y, Z) = (13,15, 6).

Para explorar mais essa Atividade 2 e a depender do ano colegial em que os alunos
estejam, o professor, além do que foi explorado na Atividade 1, pode solicitar que as

equipes calculem a distancia da ANV-I ao Aeroporto SBGO. Vejamos:

e Solicitar que as equipes ilustrem graficamente a Atividade 2 nos Planos
Cartesianos: X0OY, YOZ e XOZ.

Com a supervisao do professor, as equipes vao construir geometricamente o grafico

que ilustra a situagao-problema apresentada, em papel milimetrado, nos planos
X0Y,YOZ e XOZ.

e llustrar graficamente a Atividade 2, em 2D e 3D, com o GeoGebra.

Com o software GeoGebra, o professor mostra aos alunos como construir os graficos

da situagao apresentada em 2D, nos planos XOY, YOZ e XOZ (ver figura 34), e
em 3D, no espago XY Z (ver figura 35).
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Figura 34: Situacao-problema da Atividade 2 representada graficamente em 2D
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Figura 35: Situacao-problema da Atividade 2 representada graficamente em 3D

e Solicitar o cdlculo da distdncia entre a ANV-1 e o SBGO, no espaco

Vamos chamar a distancia entre eles de d. Aplicando os conhecimento de Geometria

Analitica, determinamos esta distancia através da seguinte férmula:
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= 72+ 112+ (=5)?

= V49 + 121+ 25

= V19

= 13,96424

Aproximando o nimero decimal para seu valor inteiro, temos que a distancia no

espago entre a ANV-I e o SBGO é, aproximadamente, 14 km.
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e Solicitar o cdlculo da distdncia entre a ANV-1e o SBGO, no plano XOY

E a distancia entre esses dois pontos, no espaco, projetada no plano XOY', ou seja,
para a situagao hipotética dessa atividade, é a distancia horizontal entre a ANV-I e
o SBGO. Vamos chamar essa distancia no plano de d;. Aplicando os conhecimento

de Geometria Analitica, calculemos essa distancia como:

di = V(X -2+ (Y —y)?
di = (13 —6)24 (15 — 4)2
d = VP12

di = V49 +121

d, = V170

d, = 13,0384

Aproximando o nimero decimal para inteiro, temos que a distancia projetada no
plano XOY entre a ANV-I e o SBGO é, aproximadamente, 13 km.

Atividade 3. Sabemos que, quando hd o procedimento de aproximac¢do para pouso através
do GPS, o piloto da aeronave conseque visualizar qual a localizagao de seu aeroporto de
destino. Com base nesse procedimento, na figura 36, ligue as ANV’s aos seus respectivos
aeroportos de destino. Para isso, resolva as equagoes Diofantinas lineares abairo, em
equipe, sabendo que a solu¢ao minimal de cada equagao representa as coordenadas (z,vy)
de alguma aeronave relacionada na tabela 8 e, para algum t € Z, com —2 <t < 2, alguma
das infinitas solugoes dessa equagao representa as coordenadas (X,Y') de certo aeroporto,

contido na tabela 9.
Obs.: Desprezar as alturas dos aeroportos e aeronaves.

As equagoes Diofantinas Lineares sao:

I- 32X + 6Y = 454 III- 21X +6Y =435 | V- 65X —45Y =150
II- 30X + 12Y =558 | IV- 48X — 20Y =100 | VI- 30X — 14Y = 240
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Figura 36: Aeronaves e Aeroportos da Atividade 3
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Vamos resolver cada equacao, mostrando sua solugao minimal e outras solucoes
para valores de t € Z, tal que —2 < t < 2. Depois, comparamos essas solugoes com as

coordenadas dos aeroportos e aeronaves mostrados na figura 36.

Na figura 36, temos:

(x,y,2)
SBAR | (17,13,4)
SBBV | (10,19,1)
SBCY | (11,17,6)
AEROPORTOS
SBGR | (13,14, 4)
SBPA | (12,14,11)
SBSL | (15,15,1)
ANV-C | (5,7,6)
ANV-D | (14,1,11)
ANV-G | (3,1, 16)
AERONAVES
ANV-J | (17,4,9)
ANV-O | (8,0,6)
ANV-T | (19,6,9)

Tabela 10: Alternativas para a Atividade 3

I- 32X + 6Y = 454 A equagao 32X + 6Y = 454 tem solucao, pois (32,6) = 2|454.
Dividindo ambos os membros da equagao por 2 = (32,6), obtemos a equagao equi-
valente 16X + 3Y = 227. Vamos encontrar as solucoes desejadas. Pelo algoritmo

euclidiano, temos que

16 [ 3|1

1=16-3-5

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 = 16 — 3 - 5 por 227, temos

227 = 16-227—-3-1135=16-227—-3(71-16 —1) =16 -227 - 16-213 — 13- 1
227 = 16-1443-1
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Segue dai que xo = 14 e yo = 1. Vamos verificar se essa é a solu¢ao minimal para

as solugoes da equagao que sao dadas por

r=14+t3ey=1—-116; com t € Z.

Determinemos o maior valor de t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando

t = 0, confirmando que a solugdo minimal (zg,y) = (14, 1).

Agora, vamos atribuir valores para t € Z, com —2 < t < 2 e encontrar a outra

solucao. Sendo as solugoes da equacao dadas por v = 14 +t3 e y = 1 — t16, com

x,y € Z, temos que

t r=14+13 y=1-—116

2| x=14+13=14+43(-2)=14-6=8 |y=1—-t16=1—-16(—2) =1+ 32 =33
dlz=14+t3=1443(-1)=14-3=11 |y=1—-t16=1-16(-1)=1+16 =17
0| z=14+t3=1443-0=14+0=14 y=1—-tl6=1-16-0=1-0=1
1| 2=144+t3=14+3-1=1443=17 |y=1—-t16=1-16-1=1—-16=—15
2| zr=14+t3=1443-2=144+6=20 |y=1—-tl6=1—-16-2=1—-32=-31

Analisando as alternativas na tabela 10, a solugdo minimal (x¢,yo) = (14, 1) corres-
ponde as coordenadas (z,y) da ANV-D. E, para t = —1, (z,y) = (11,17) corres-
ponde as coordenadas (X,Y) do Aeroporto SBCY, em Cuibaba-MT.

II- 30X + 12Y = 558

A equagao 30X +12Y = 558 tem solugao, pois (30, 12) = 6]|558. Dividindo ambos os
membros da equagao por 6 = (30, 1), obtemos a equacao equivalente 5X +2Y = 93.

Vamos encontrar as solugoes desejadas. Pelo algoritmo euclidiano, temos que

1=5-1-2-2

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =5-1— 2 -2 por 93, temos
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93 = 5:93—-2-186=5-93—-2(38-5—-4)=5-93—-5-76+2-4

93 5-17+2-4

Segue dai que xg = 17 e yg = 4. Vamos verificar se essa é a solu¢ao minimal para

as solucoes da equagao que sao dadas por
r=17T4+1t2ey=4—1td;comt € Z.

Determinemos o maior valor de t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando
t = 0, confirmando que a solu¢ado minimal (xg,yo) = (17,4).

Agora, vamos atribuir valores para t € Z, com —2 < t < 2 e encontrar a outra
solucao. Sendo as solugoes da equagao dadas por x = 17+ t2 e y = 4 — t5, com

x,y € Z, temos que

x=17+12 y=4—-15

T=17T+12=17+2(-2)=17—4=13 | y=4—t5=4—5(—2) =4+ 10 =14

e=17T+12=17T+42(-1)=17-2=15| y=4—t5=4—5(—1)=4+5=09

0| 2=174+82=174+2-0=17+0=17 y=4—-1t=4-5-0=4-0=4
1| 2=17T4+2=17+2-1=17+2=19 y=4—-1t=4-5-1=4-5=-1
2| v=1T+t2=17+2-2=17+4=21 y=4—-1t5=4-5-2=4-10= -6

I11-

Analisando as alternativas na tabela 10, a solugao minimal (zg, yo) = (17,4) corres-
ponde as coordenadas (z,y) da ANV-J. E, parat = —2, (x,y) = (13, 14) corresponde
as coordenadas (X,Y’) do Aeroporto SBGR, em Guarulhos-SP.

21X 4+ 6Y =435

A equagao 21X 4 6Y = 435 tem solugao, pois (21,6) = 3|435. Dividindo ambos os
membros da equagdo por 3 = (21, 6), obtemos a equagao equivalente 7.X +2Y = 145.

Vamos encontrar as solugoes desejadas. Pelo algoritmo euclidiano, temos que
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1=7-1-2-3

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =7-1 — 2 -3 por 145, temos

145 = 7-145—-2-435=7-145—-2(63-7T—6)=7-145—-7-126+2-6
145 = 7-194+2-6

Segue dai que zg = 19 e yg = 6. Vamos verificar se essa é a solu¢ao minimal para

as solucoes da equagao que sao dadas por
r=1941t2ey=6—17;comt € Z.

Determinemos o maior valor de t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando
t = 0, confirmando que a solu¢ao minimal (xg,yo) = (17,4).

Agora, vamos atribuir valores para t € Z, com —2 <t < 2, para encontrar a outra
solucao. Sendo as solugoes da equagao dadas por x = 194+ t2 e y = 6 — t7, com

x,y € Z, temos que

z =19 +t2 y=06—17

x=194+12=19+42(-2)=19—-4=15 | y=6—17T=6—T(—2) = 6+ 14 = 20

A1 lx=194+t2=194+2(-1)=19-2=17| y=6—-t7T=6—-7(—-1)=6+7=13
0| 2=19+t2=194+2-0=19+0=19 y=6—-t7T=6-7-0=6—-0=6
1| 2=194+%2=19+2-1=19+2=21 y=6—tr=6—-7-1=6-7= -1
2| 2=19+t2=194+2-2=19+4=23 | y=6—-t7=6—-7-2=6—-14= -8

IV-

Analisando as alternativas na tabela 10, a solugdo minimal (zg, y9) = (19, 6) corres-
ponde as coordenadas (z,y) da ANV-T. E, para t = —1, (z,y) = (17,13) corres-
ponde as coordenadas (X,Y) do Aeroporto SBAR, em Aracaju-SE.

48X — 20Y = 100

A equacgao 48X —20Y = 100 tem solugao, pois (48,20) = 4|100. Dividindo ambos os
membros da equagao por 4 = (48, 20), obtemos a equagao equivalente 12X — 5Y =

25. Vamos encontrar as solugoes desejadas. Pelo algoritmo euclidiano, temos que
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20212
12521
2 110

1 = 7-2-3
2 = 12-2-5

Donde se segue que:

1 = 5-2-2=5-2(12—-2-5)=5+4-5—-2-12
1 = 5-5-12-2

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =5-5 — 12 - 2 por 25, temos

25 = 5:125—-12-10=5(12-11—-7)—12-50=12-55—-12-50—-5-7
25 = 12:5-5-7

Segue dai que o = 5 e yp = 7. Vamos verificar se essa é a solugao minimal para as

solugoes da equagao que sao dadas por

r=5+they=T+112; comt € Z.

Determinemos o maior valor de t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando

t = 0, confirmando que a solu¢ao minimal (xg,yo) = (5, 7).

Agora, vamos atribuir valores para t € Z, com —2 < t < 2 e determinar a outra
solucao. Sendo as solugoes da equacao dadas por x = 5+ th ey = 7+ t12, com

x,y € Z, temos que
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¢ T ="5+15 y="T7+112

2|z =b+th=5+5(-2)=5—10=—5 | y=T+t12=7+12(—2) =7—24 = —17

1| x=54t5=5+5(-1)=5-5=0 | y=T+t12=7+12(-1)=7—-12=—5

0 r=5+1t5=5+5-0=5+0=5 y=7+t12=7+12-0=74+0=7

1 r=5+15=5+5-1=5+5=10 y=7+t12=7+12-1=7+12=19

2 T=5+t5=5+5-2=5+10=15 y=7+112=74+12-2=7+24 =31

Analisando as alternativas na tabela 10, a solugado minimal (zg,yo) = (5,7) corres-
ponde as coordenadas (z,y) da ANV-C. E, parat = 1, (z,y) = (10, 19) corresponde
as coordenadas (X,Y’) do Aeroporto SBBV, em Boa Vista-RR.

V- 65X —45Y = 150

A equagao 65X —45Y = 150 tem solugao, pois (65,45) = 5/150. Dividindo ambos os
membros da equagao por 5 = (65,45), obtemos a equagao equivalente 13X — 9Y =

30. Vamos encontrar as solucoes desejadas. Pelo algoritmo euclidiano, temos que
ESEAE:
13941
+ |1]o]

1 = 9-2-4
4 = 13-1-9

Donde se segue que:

1 = 9-2.4=9-2(13-1-9)=9+9-2—13.2
1 = 9.3-13-2

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =9 -3 — 13 - 2 por 30, temos
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30 = 9:90—-13-60=9(7-13—-1)—13-60=13-63—13-60—9-1
30 = 13-3-9-1

Segue dai que xg = 3 e yo = 1. Vamos verificar se essa é a solu¢ao minimal para as

solugoes da equagao que sao dadas por

r=34+1t9ey=1+113;comt € Z.

Determinemos o maior valor de t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando

t = 0, confirmando que a solu¢ado minimal (xg,yo) = (3,1).

Agora, vamos atribuir valores para t € Z, com —2 < t < 2 e estabelecer a outra
solucao. Sendo as solugoes da equacao dadas por x = 3+t9 ey = 1+ t13, com

x,y € Z, temos que

t r=34+19 y=1+113

2|2 =3+19=3+9(-2)=3—-18=—15 | y=1+t13=1+13(-2) =1—13 = —12

1| 2=3+19=3+9(-1)=3-9=-6 |y=1+t13=1+13(—1)=1—13=—12

0 r=34+19=3+9-0=3+0=3 y=1+¢t13=1+13-0=1+0=1

1 r=3+19=3+9-1=3+9=12 y=1+t13=1+13-1=1+4+13=14

2 r=3+19=3+9-2=3+18=21 y=1+1t13=1+13-2=1426 =27
Analisando as alternativas na tabela 10, a solugdo minimal (zg,y0) = (3, 1) corres-
ponde as coordenadas (x,y) da ANV-G. E, parat = 1, (z,y) = (12, 14) corresponde
as coordenadas (X,Y’) do Aeroporto SBPA, em Porto Alegre-RS.

VI- 30X — 14Y = 240

A equacgao 30X —14Y = 240 tem solugao, pois (30, 14) = 2|240. Dividindo ambos os
membros da equagao por 2 = (30, 14), obtemos a equagao equivalente 15X — 7Y =

120. Vamos encontrar as solugoes desejadas. Pelo algoritmo euclidiano, temos que

15711
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1=15-1-7-2

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 = 15-1 — 7 -2 por 120, temos

120 = 15-120—-7-240=15-120—-7-16-15=15-120—-15-112—-7-0
120 = 15-8-7-0

Segue dai que xg = 8 e yy = 0. Vamos verificar se essa é a solu¢ao minimal para as

solugoes da equagao que sao dadas por

r=8+trey=0+1t15 comt € Z.

Determinemos o maior valor de t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando

t = 0, confirmando que a solu¢ado minimal (xg,yo) = (8,0).

Agora, vamos atribuir valores para t € Z, com —2 <t < 2, para encontrar a outra
solucao. Sendo as solucoes da equacao dadas por x = 8 +t7 e y = 0 + t15, com

x,y € Z, temos que

t T =8+1t7 y=0+t15

2| x=8+417T=8+7(-2)=8—14=—-6|y=0-+¢15=0+15(—2) =0—30 = —30
1| 2=8+t7=8+7(-1)=8-7=1 |y=0+t15=0+15(-1)=0—15=—15
0| 2=8+17=8+7-0=8+0=28 y=0+1t15=04+15-0=0+0=0

1| z2=8+t7T=8+7-1=8+7=15 y=0+t15=0+15-1=0+15=15
2| r=8+4t7T=8+7-2=8+14=22 | y=0+t15=0+15-2=0+30=30

Analisando as alternativas na tabela 10, a solugdo minimal (zg,y9) = (8,0) corres-
ponde as coordenadas (x,y) da ANV-O. E, parat = 1, (z,y) = (15, 15) corresponde
as coordenadas (X,Y’) do Aeroporto SBSL, em Sao Luis-MA.

Fazendo um resumo das respostas que encontramos, temos

ANV-D — SBCY
ANV-J — SBGR
ANV-T — SBAR
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ANV-C — SBBV
ANV-G — SBPA
ANV-O — SBSL

Com isso, apresentamos a resposta da Atividade 3 na figura 37.

Figura 37: Resposta da Atividade 3
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Atividade 4. Apds uma longa viagem, um grupo de amigos retorna para casa. Fles
embarcaram no Aeroporto Internacional de Campo Grande (SBCG). Ao se preparar para
procedimento de pouso, hd uma altura de z = 10 km, nesse momento o piloto verifica que
o GPS localizou seu destino, que possui altura de Z =5 km. A ANV e o aeroporto estio
contidos numa reta representada pela equagao Diofantina linear 32X — 36Y = 44, onde
a solu¢ao minimal representa as coordenadas (x,y) da ANV e, para algum t € Z, com
—2 <t <2, as coordenadas (X,Y") do aeroporto de destino sao uma das infinitas solugoes

dessa equacao.

De acordo com as tabelas 9 e 8, em que aeronave o grupo de amigos estao? E qual

o aeroporto que vao pousar?

A equagao 32X — 36Y = 44 tem solugao, pois (32,36) = 4]|44. Dividindo ambos
os membros da equagao por 4 = (32,36), obtemos a equagao equivalente 8 X — 9Y = 11.

Vamos encontrar as solucoes desejadas. Pelo algoritmo euclidiano, temos que

118
91811
110

1=9-8-1

Multiplicando ambos os membros da equacao 1 =9 — 8 -1 por 11, temos

11 = 9-11-8-11=98-2—-5)—8-11=8-18—-8-11—-9-51
11 = 8:7-9-5

Segue dai que g = 7 e yo = 5. Vamos verificar se essa é a solucao minimal para

as solucoes da equagao que sao dadas por

r=7T+t9ey=5+18; comt € Z.

Determinemos o maior valor de ¢t € N, de modo que x,y € N. Isto ocorre quando

t = 0, confirmando que a solu¢ao minimal (xg,yo) = (7,5).
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Agora, vamos atribuir valores para t € Z, com —2 < t < 2, a fim de encontrar

a outra solucao. Sendo as solugoes da equagao dadas por x =7+ 19 e y = 5 + t8, com

x,y € Z, temos que

t r="7+19 y=0>5+18

2|z =T+19=7+9(-2)=7-18=—11 |y=5+18=5+8(—2)=5— 16 = —11
1| 2=T7T+t9=7+9(-1)=7-9=-2 | y=5+t8=5+8(—-1)=5—8=—3
0 r=7+t9=7+9-0=7+0=7 y=5+18=5+8-0=5+0=5

1 r=T+1t9=74+9-1=7+9=16 y=5+18=5+8-1=5+8=13
2 r=T+t9=T+9-2=7T+18=25 Yy=0+1t8=5+8-2=5+15=121

Assim, para as coordenadas da aeronave temos (z,y,z) = (7,5,10) e as do aero-
porto temos duas opgoes: (X,Y,Z) = (16,13,5), parat = 1; e (X,Y, Z) = (25,21,5),

para t = 2.

Analisando as tabelas 9 e 8, podemos concluir que o grupo de amigos se encontra

na ANV-Q, com pouso no Aeroporto SBSV, em Salvador-BA.

Para explorar mais essa Atividade 4, realgando a importancia do nivel de conhe-

cimento dos alunos, o professor, além do que foi explorado na Atividade 2, pode solicitar

que as equipes calculem o angulo de inclinagao que a reta representada pela equagao Di-

ofantina linear, 32X — 36Y = 44, que contem as coordenadas x e y da aeronave e do

aeroporto, faz com o plano XOY. Vejamos:

e Solicitar que as equipes ilustrem graficamente a Atividade 4 mos Planos

Cartesianos: XOY, YOZ e XOZ.

Com a supervisao do professor, as equipes vao construir geometricamente o grafico

que ilustra a situacao-problema apresentada, em papel milimetrado, nos planos

XO0Y,YOZ e XOZ.

e llustrar graficamente a Atividade 4, em 2D e 3D, com o GeoGebra.

Com o software GeoGebra, o professor mostra aos alunos como construir os graficos

da situagao apresentada em 2D, nos planos XOY, YOZ e XOZ (ver figura 38), e

em 3D, no espago XY Z (ver figura 39).
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Figura 39: Situacao-problema da Atividade 4 representada graficamente em 3D

e Solicitar o cdlculo da distincia entre a ANV-Q e o SBSV, no espaco

Vamos chamar a distancia entre eles de d. Aplicando os conhecimento de Geometria

Analitica, calculemos essa distancia como:
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= VX —aP+ YV -y +(Z-2p
= (16 —7)2 + (13— 5)2 + (5 — 10)2
= 92482+ (—5)2

VB +64+25

= V170

= 13,0384

Qo A o & &
I

Aproximando o nimero decimal para inteiro, temos que a distancia no espago entre

a ANV-Q e o SBSV é, aproximadamente, 13 km.

Solicitar o cdlculo da disténcia entre a ANV-Q e o SBSV, no plano XOY

E a distancia entre esses dois pontos, no espaco, projetada no plano XOY, ou seja,
para a situacao hipotética dessa atividade, é a distancia horizontal entre a ANV-Q
e 0 SBSV. Vamos chamar essa distancia no plano de d;. Aplicando os conhecimento

de Geometria Analitica, calculemos essa distancia como:

Aproximando o namero decimal para inteiro, temos que a distancia projetada no

plano XOY entre a ANV-Q e o SBSV é, aproximadamente, 12 km.

Solicitar o cdlculo do dngulo de inclinag¢ao da reta que contém a ANV-Q
e o SBSV

Vamos representar as distancias, no espago e no plano, entre a ANV-Q e o SBSV,
pelo GeoGebra, para facilitar o célculo e a visualizagao do angulo, conforme mostra

a figura 40:
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Figura 40: Representacao do angulo de inclinacao

Chamemos de « 0 angulo de inclinagao da reta que contém a ANV-Q e o SBSV. Para
calcular o dngulo «, utilizamos a relacao fundamental da trigonometria, tangente

de um angulo. Assim,

Cateto Oposto 5)
=Y T Cateto Adjacente 12 04167

Com uma calculadora cientifica, em maos, o professor orientador auxilia os alunos

a calcular o angulo a:

a = arctg(0,4167) = 22,6215

Aproximando o nimero decimal para o inteiro, temos que o angulo de inclinagao
que a reta 32X —36Y = 44 (que contém a ANV-Q e o SBSV) faz com o plano XOY

é, aproximadamente, 23°.

Caso o professor deseje realizar mais atividades em outras aulas, no Apéndice E,
existem outras Equagoes Diofantinas Lineares que associam algum aeroporto brasileiro
com certa aeronave. A aplicagao dessas equagoes pode trazer muitos pontos positivos no
aprendizado dos alunos, basta interligar os possiveis assuntos vistos nas aulas com sua

resolucao.
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8 Consideracoes Finais

Constatou-se neste trabalho a importancia da resolucao das Equacoes Diofantinas
Lineares, nos Ensinos Fundamental e Médio, com o intuito de contribuir para uma melhor
aprendizagem da Matemaética de forma mais agradavel. Principalmente, ao explorar a

parte geométrica da resolucao do problema por ser visivel através do uso do GPS.

Existem muitos caminhos para ensinar a Matemaética na sala de aula e a inovagao
¢ um desses caminhos, por auxiliar na cristalizacao dos contetidos ja abordados nas aulas
dessa disciplina. E os procedimentos dessas aulas devem estar interligados com as situa-
¢oes problemas para que permitam a ampliacao das habilidades cognitivas dos discentes.
O contato com novos assuntos, no nosso caso as Equagoes Diofantinas Lineares, propor-
cionam mais familiaridade com a Teoria dos Numeros ou Aritmética, tida como dificil.
Isso porque é uma ciéncia pura, envolvida por varios teoremas, que se dedica ao estudo

dos niimeros, principalmente dos inteiros.

Aos professores, é aconselhavel refletir sobre o que se quer realmente alcancar com
a aplicacao das atividades propostas, descritas no Capitulo 7, pois foram trabalhadas
para serem vistas como uma estratégia de ensino para atingir diferentes objetivos, tais
como: a promocao da aprendizagem do aluno. Saber claramente quais concepgoes tedricas
fundamentam sua pratica e, assumir uma postura diferente e inovadora sao compromissos
que o docente deve assumir com o desempenho das competéncias e habilidades de seus
alunos para garantir-lhes uma visao critica e reflexiva. Deste modo, a Matemética deixa
de ser caricaturada como um “bicho de sete cabegas”, aquela que assusta, que da medo, que
tortura. Ou “coisa do outro mundo”; vista como estranha, anormal, desconhecida. Assim,
o papel do docente é de extrema relevancia para que a aplicagao de problemas, ligados
ao cotidiano do aluno, seja uma maneira de intensificar as possibilidades de compreender,

aprender e exercitar contetidos abordados ao longo dos anos de estudos.

Geometricamente, a aplicagao das Equagoes Diofantinas Lineares para auxiliar na
localizagao de um ponto no espago, objeto de estudo deste trabalho, por meio do uso de

GPS e sem usar formulas mecanicamente, valoriza o raciocinio e mostra seus beneficios
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para o desenvolvimento integral do aluno, na construcao do conhecimento, respeitando
o tempo e espaco de cada um. Torna a Matematica mais prazerosa, desafiante, util e
interessante, especialmente com o estudo do comportamento de objetos no plano (2D) e

no espago (3D).

Portanto, nosso anseio é que o professor possa assumir um compromisso didéatico
inovador para que a inser¢cao de novos assuntos nos curriculos escolares seja uma pratica
mais intensa. Para que nao haja separagao de assuntos matematicos abordados nos En-
sinos Fundamental e Médio daqueles do Ensino Superior. As diferentes 6ticas podem ser
mescladas de acordo com o nivel de instrucao do aluno, basta saber como aplicar as es-
tratégias que adequem assuntos do Ensino Superior para a realidade dos alunos de niveis

fundamental e médio.
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APENDICE A - Principais Aeroportos do

Brasil
ESTADO CAPITAL AEROPORTO
Acre Rio Branco Aeroporto Internacional Placido de Castro
Alagoas Maceio Aeroporto Internacional Zumbi do Palmares
Amapé Macapa Aeroporto Internacional Alberto Alcolumbre
Amazonas Manaus Aeroporto Internacional Eduardo Gomes
Bahia Salvador Aeroporto Internacional Luis Eduardo Magalhaes
Ceara Fortaleza Aeroporto Internacional Pinto Martins
Distrito Federal Brasilia Aecroporto Internacional Presidente Juscelino Ku-
bitscheh
Espirito Santo Vitoria Aeroporto Eurico de Aguiar Salles
Goias Goiania Aeroporto Santa Genovena
Maranhao Sao Luis Aeroporto Internacional Marechal Cunha Ma-
chado
Mato Grosso Cuiaba Aeroporto Internacional Marechal Rondon

Mato Grosso do Sul

Campo Grande

Aeroporto Internacional de Campo Grande

Minas Gerais

Belo Horizonte

Aeroporto da Pampulha - Carlos Drummond de

Andrade

Para Belém Aeroporto Internacional de Belém - Val de Cans

Paraiba Joao Pessoa Aeroporto Internacional Presidente Castro Pinto

Parané Curitiba Aeroporto Internacional Afonso Pena

Pernambuco Recife Aeroporto Internacional dos Guararapes Gilberto
Freyre

Piaui Teresina Aeroporto Senador Petronio Portella

Rio de Janeiro

Rio de Janeiro

Aeroporto Internacional Anténio Carlos Jobim -
Galedo

Rio de Janeiro

Rio de Janeiro

Aeroporto Santos Dumont

Rio Grande do Norte

Natal

Aeroporto Internacional Governador Aluizio Alves

Rio Grande do Sul

Porto Alegre

Aeroporto Internacional Salgado Filho

Rondénia Porto Velho Aeroporto Internacional Governador Jorge Tei-
xeira de Oliveira

Roraima Boa Vista Aeroporto Internacional de Boa Vista - Atlas Bra-
sil Cantanhede

Santa Catarina Florianépolis Aeroporto Internacional Hercilio Luz

Sao Paulo Guarulhos Aeroporto Internacional Governador André Franco
Montoro - Guarulhos

Sao Paulo Sao Paulo Aeroporto de Congonhas

Sergipe Aracaju Aeroporto Internacional de Aracaju - Santa Maria

Tocantins Palmas Aeroporto Brigadeiro Lysias Rodrigues




APENDICE B - Pistas dos Principais

Aeroportos Brasileiros
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LOCAL AEROPORTO PISTA PISTA
PRINCI- SECUNDA-
PAL (m) RIA (m)
AC-Rio Branco | Aeroporto Internacional Placido de Castro 2158 x 45 Nao possui
AL-Macei6 Aeroporto Internacional Zumbi do Palmares 2602 x 45 Nao possui
AP-Macapé Aeroporto Internacional Alberto Alcolumbre 2100 x 45 Nao possui
AM-Manaus Aeroporto Internacional Eduardo Gomes 2700 x 45 Nao possui
BA-Salvador Aeroporto Internacional Luis Eduardo Magalhaes 3003 x 45 1518 x 45
CE-Fortaleza Aeroporto Internacional Pinto Martins 2545 x 45 Nao possui
DF-Brasilia Aeroporto Internacional Presidente Juscelino Kubits- | 3300 x 45 3200 x 45
cheh
ES-Vitéria Aeroporto Eurico de Aguiar Salles 1750 x 45 Néo possui
GO-Goiénia Aeroporto Santa Genovena 2500 x 45 Nao possui
MA-Sao Luis Aeroporto Internacional Marechal Cunha Machado 2386 x 45 Nao possui
MT-Cuiabé Aeroporto Internacional Marechal Rondon 2300 x 45 Nao possui
MS-Campo Aeroporto Internacional de Campo Grande 2600 x 45 Nao possui
Grande
MG-Belo Hori- | Aeroporto da Pampulha - Carlos Drummond de An- | 2540 x 45 Nao possui
zonte drade
PA-Belém Aeroporto Internacional de Belém - Val de Cans 2525 x 45 1830 x 45
PB-Jodo Pes- | Aeroporto Internacional Presidente Castro Pinto 2515 x 45 Nao possui
soa
PR-Curitiba Aeroporto Internacional Afonso Pena 2218 x 45 1798 x 45
PE-Recife Aeroporto Internacional dos Guararapes Gilberto | 3007 x 45 Nao possui
Freyre
PI-Teresina Aeroporto Senador Petronio Portella 2200 x 45 Nao possui

Continuagao na préxima pagina.
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LOCAL AEROPORTO PISTA PISTA
PRINCI- SECUNDA-
PAL (m) RIA (m)

RJ-Rio de Ja- | Aeroporto Internacional Antonio Carlos Jobim - Ga- | 4000 x 45 3180 x 47

neiro ledo

RJ-Rio de Ja- | Aeroporto Santos Dumont 1323 x 42 1260 x 30

neiro

RN-Natal Aeroporto Internacional Governador Aluizio Alves 3000 x 60 Nao possui

RS-Porto Ale- | Aeroporto Internacional Salgado Filho 2280 x 45 Nao possui

gre

RO-Porto Aeroporto Internacional Governador Jorge Teixeira de | 2400 x 45 Nao possui

Velho Oliveira

RR-Boa Vista | Aeroporto Internacional de Boa Vista - Atlas Brasil | 2700 x 45 Nao possui

Cantanhede

SC- Aeroporto Internacional Hercilio Luz 2300 x 45 1500 x 45

Florianépolis

SP-Guarulhos | Aeroporto Internacional Governador André Franco | 3700 x 45 3000 x 45

Montoro - Guarulhos

SP-Sao Paulo Aeroporto de Congonhas 1940 x 45 1435 x 45

SE-Aracaju Aeroporto Internacional de Aracaju - Santa Maria 2200 x 45 Nao possui

TO-Palmas Aeroporto Brigadeiro Lysias Rodrigues 2500 x 45 Nao possui




APENDICE C - Dados reais das Latitudes e

Longitudes dos Principais

Aeroportos Brastileiros

AEROPORTO 1) A o (°) | ()
Aracaju-SE 10°59° 07" S | 037° 04" 24" W | 11° | 37°
Belém-PA 01°23 05" S | 048° 28" 44" W | 01° | 48°

Belo Horizonte-MG | 19° 51" 07" S | 043° 57 02" W | 20° | 44°
Boa Vista-RR | 02° 50" 29" N | 060° 41" 32" W | 03° | 61°
Brasilia-DF 15° 52" 16" S | 047° 55 07" W | 16° | 48°
Campo Grande-MS | 20° 28" 10" S | 054° 40" 13" W | 20° | 55°
Cuiaba-MT 15°39° 00" S | 057° 07 03" W | 16° | 56°
Curitiba-PR 25° 31" 54" S | 049° 10° 34" W | 26° | 49°
Florianépolis-SC | 27° 40" 13" S | 048°33 9" W | 28° | 49°
Fortaleza-CE 03° 46" 33" S | 038° 31 56" W | 04° | 39°
Goiania-GO 16° 37 47" S | 049° 13" 36" W | 17° | 49°

Joao Pessoa-PB | 07° 08" 45" S | 034° 56 55" W | 07° | 35°
Macapéa-AP 00°03 03" N | 051° 04" 13" W | 00° | 51°
Macei6-AL 09° 31" 02" S | 035° 47 01" W | 10° | 36°
Manaus-AM 03° 02" 20" S | 060° 02" 46" W | 03° | 60°
Natal-RN 05° 46 08" S | 035° 21" 59" W | 06° | 35°
Palmas-TO 10°17 24" S | 048° 21" 28" W | 10° | 48°

Porto Alegre-RS | 29° 59" 38" S | 051° 10 16" W | 30° | 51°

Porto Velho-RO | 08° 42" 49" S | 063° 54' 10" W | 09° | 64°
Recife-PE 08° 07 35" S | 034° 55 22" W | 08° | 35°

Rio Branco-AC | 09° 52" 08" S | 067° 53" 53" W | 10° | 68°

Rio de Janeiro-RJ | 22° 54’ 36" S | 043° 09 45" W | 23° | 43°

Rio de Janeiro-RJ | 22° 48 36" S | 043° 15 02" W | 23° | 43°

Salvador-BA 12°54" 31" S | 038° 19" 21" W | 13° | 38°
Séo Luis-MA 02°35 13" S | 044° 14" 10" W | 03° | 44°
Séo Paulo 23° 26" 08" S | 046° 28 23" W | 23° | 46°
Sao Paulo-SP 23° 37 34" S | 046° 39' 23" W | 24° | 47°
Teresina-PI 05° 03 38" S | 042° 49" 28" W | 05° | 43°
Vitoria-ES 20° 15 29" S | 040° 17" 11" W | 20° | 40°
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APENDICE D - Dados reais das Coordenadas
Cartesianas dos Principais

Aeroportos Brasileiros

COORDENADAS CARTESIANAS

AEROPORTO

X (m)

Y (m)

Z (m)

Aracaju-SE

4996138,512

3774895,8259

1207380,8402

Belém-PA

4227232,8184

4774471,5576

153115,1945

Belo Horizonte-MG

4319948,8502

4164527,5855

2151936,3269

Boa Vista-RR

3118612,7214

5555535,2812

314090,8026

Brasilia-DF

4112678,7125

4554564,9453

1733041,5388

Campo Grande-MS

3456110,5040

4875874,7013

2215965,9710

Cuiaba-MT

3424374,5072

5099370,6161

1709268,3923

Curitiba-PR

3763351,3248

4356211,2038

2731298,1190

Florianopolis-SC

3739433,8152

4234473,0728

2942359,9706

Fortaleza-CE

4979027,2117

3965070,9354

417250,5758

Goiania-GO

3991999,1895

4629129,5409

1813502,6975

Joao Pessoa-PB

5187900,1010

3625676,7042

788184,2438

Macapa-AP

4008212,0560

4962162,2436

5621,4261

Maceié-AL

5103522,1924

3678557,5983

1047649,7889

Manaus-AM

3180496,4585

5519034,2895

335902,6866

Natal-RN

5175397,8912

3673396,4131

636884,4350

Palmas-TO

4170525,2903

4690409,2708

1131856,0937

Porto Alegre-RS

3463852,3156

4303718,0289

3167447,4029

Porto Velho-RO

2773641,8355

5662402,2371

959899,1620

Recife-PE

5177595,0073

3615001,2033

895649,4169

Rio Branco-AC

2364603,3879

5822749,0230

1085997,2227

Rio de Janeiro

4285755,2328

4019316,6950

2466533,4381

Rio de Janeiro-RJ

4282727,2350

4028865,7681

2456345,8163

Salvador-BA

4877894,0503

3855439,8452

1415459,3357

Sao Luis-MA

4565581,1162

4445435,7306

285982,8871

Sao Paulo-SP

4031111,2999

4243906,1507

2520260,1386

Sao Paulo-SP

4011729,7575

4250657,3043

2539603,5854

Teresina-P1

4660252,8696

4319136,0640

558900,8841

Vitéria-ES

4564874,3496

3869430,9988

2193856,0384
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APENDICE E - Outras Equacées Diofantinas

para aplicacao em Atividades

Propostas

AERONAVE AEROPORTO EDL
ANV-A Rio Branco-AC 102X-42Y=18
ANV-B Porto Velho-RO 42X +3Y =435
ANV-E Manaus-AM 102X-36Y=474
ANV-F Campo Grande-MS | 14X+43Y=216
ANV-H Macapa-AP 2AX+4Y=380
ANV-K Belém-PA 75X-65Y=10
ANV-L Rio de Janeiro-RJ | 32X+4Y=500
ANV-M Belo Horizonte-MG | 30X-27Y =42
ANV-P Vitoria-ES 11X+3Y=204
ANV-R Teresina-PI 15X+5Y=310
ANV-S Natal-RN 10X-8Y="74




