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Resumo

Neste trabalho vamos apresentar parte da matematica aplicada na formatacao de pes-
quisas por amostragem, com foco nas pesquisas eleitorais de intengao de votos, de forma a
elucidar os procedimentos, os limites de alcance e a maneira como devem ser interpretadas.
Vamos abordar os conceitos de margem de erro e nivel de confianca no intuito de torné-los
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1 Introducao

A cada dois anos acontecem eleicoes no Brasil. Durante este processo, diversas empresas
sao contratadas para realizar pesquisas de intencao de votos e a midia é chamada a divulgar
os resultados obtidos.

As pesquisas de intencao de votos costumam ser o ponto alto das campanhas eleitorais.
Tais pesquisas retratam a intencao de votos como se a eleicao fosse naquele dia em que
a pesquisa foi realizada. Além de indicar a provavel performance junto ao eleitorado dos
candidatos, estes ainda usam-nas de forma estratégica em suas campanhas.

Neste trabalho vamos apresentar parte da matematica aplicada na formatacao de pes-
quisas por amostragem, com foco nas pesquisas eleitorais de intencao de votos, de forma a
elucidar os procedimentos, os limites de alcance e a maneira como devem ser interpretadas.
Vamos abordar os conceitos de margem de erro e nivel de confianca no intuito de torné-los
claros para professores de matematica e alunos.

A seguir, na Secao 2 apresentaremos os conceitos basicos de probabilidade. As técnicas
de amostragem simples e estratificada sao abordadas na Secao 3. A forma como os erros
amostrais sao tratados e utilizados na estimacao de tamanhos amostrais é o tema da Secao
4. A Secao 5 apresenta uma analise do discurso que a midia usa para divulgar pesquisas de

intengao de voto e a Segao 6 indica possiveis aplicacoes para a sala de aula.

1.1 Simbolos utilizados no texto

Para melhor entendimento de todos os conceitos que serao mostrados nesse trababalho,
os seguintes simbolos serao utilizados com seus respectivos significados:
€ : erro amostral;

(: parametro populacional que indica o valor médio;

ji: estimativa de p a partir de uma amostra;

o : parametro populacional que indica o desvio padrao;

() : espaco amostral;

w: elemento de €2;

f: fracdo de amostragem;

F: espago de eventos;

n: numero de individuos na amostra da populagao;

N: nimero de individuos de uma determinada populacao;
P: medida de probabilidade;

P(Q): conjunto das partes de €2, i.e., todos os subconjuntos de €.



2 Conceitos Basicos sobre a Teoria de Probabilidade

Os primeiros estudos matematicos sobre probabilidades ou seja, o estudo das chances,
foram feitos pelos italianos Cardano (1501 - 1576) e Galileu Galiei (1564 -1642) e tratavam
de jogos de dados.

Existem na natureza dois tipos de fenomenos: deterministicos e aleatérios. Os fendmenos
deterministicos sao aqueles em que os resultados sao sempre os mesmos, desde que as condig¢oes
para a realizacao e observagao do fenomeno sejam as mesmas. Os fenomenos aleatoérios apre-
sentam resultados que nao sao previsiveis, mesmo havendo um grande ntimero de repetigoes.

O conceito de conjunto é fundamental ao estudo de probabilidades. Para o desenvol-
vimento das préximas sessoes sera suficiente considerar um conjunto como uma colecao de

elementos. O leitor interessado em aprofundar-se no tema pode consultar a referéncia [9].

2.1 Espaco amostral

Definicao 2.1 Espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis para um expe-
rimento. Cada elemento do espago amostral que corresponde a um resultado é denominado

ponto amostral ou amostra.

Observacao: Vale ressaltar que consideraremos aqui apenas experimentos cujos espagos
amostrais sao finitos.

Vejamos o seguinte exemplo de espaco amostral.

Exemplo 2.1 Seja N um numero inteiro positivo e considere uma populagcao com N in-
dividuos. Fize um inteiro positivo n < N. Podemos definir o sequinte experimento: escolher

n indwiduos distintos dessa populagcao. Sabemos que podemos formar (]X) subconjuntos dis-

() = o @

O espaco amostral para este experimento € portanto o conjunto €1 formado por todos os

tintos contendo n elementos, onde

subconjuntos com n individuos:

Q - {{ala ag,y ..., an}7 {a17 as, a4, ..., an-l—l}; ey {aN—n+17 aN7n+27 ceey aN}}

Cada elemento w € ) é chamado de amostra.



2.2 Evento

Definicao 2.2 Fvento é qualquer subconjunto contido no espaco amostral €.

Quando o nimero amostras de um espaco amostral finito €2 é k , o nimero de eventos de
Q é 2% isso porque, considerando um nimero k de amostras de um espaco amostral €2, temos
1= (]8) evento que é o evento impossivel, em que nenhuma amostra é selecionada;k = (’f)
eventos, que sao os eventos que contém apenas uma amostra , até a combinacao (:) =1, um
evento com k amostras.

O somatoério dessas combinagoes é dado por

() () () ()-2

Ou seja, para um conjunto com k elementos, o niimero total de eventos é 2*.

Exemplo 2.2 Considere um experimento em que trés pessoas tenham que votar entre o
candidato A ou B para uma determinada eleicdo. Os oito possiveis resultados que compoem

o espago amostral sao
Q = {<A7A7 A)7 (A7 A7 B)’ (A7 B7A>7 (B7A7A>7 (A7B7 B)? <B7A7 B)7 <B7B7 A)J (B7 BJB)}

Considere os eventos E4 e Eg que representam, respectivamente, A ganhar a elei¢cao e B
ganhar a eleigao.
Logo,
Es={(AAA),(A A B), (A B,A),(B,A A}

Ep={(A B,B),(B,A, B),(B,B,A), (B, B,B)}.

Os dados do préximo exemplo serao retomados diversas vezes ao longo do texto, a medida

que avancarmos na teoria.

Exemplo 2.3 Considere uma eleicao onde 15 pessoas deveriam votar entre os candidatos
A e B, desconsiderando-se a hipotese de votos brancos ou nulos, tal que o resultado seja o

sequinte:

~

Individuo 218141516 7]8|9|10|11]12]| 13| 14| 15

Voto A|A|B|A|A|B|B|B|A|B|B|B|A|B|B

Planilha de votagdo dos eleitores para os candidatos A e B.



Desses individuos sorteia-se 5 aleatoriamente e sem reposicao. O espago amostral €
Q={{1,2,3,4,5};{1,2,3,4,6};...;{11,12,13,14,15}} .

O namero total de amostras ( nimero de elementos de S ) é (155) = 3003. O numero total de

23003 0903

eventos ¢ que €, aproximadamente, 1 eventos.

Podemos elencar alguns eventos especificos.

O evento Ey, que contém as amostras em que ninguém vota em A, possui (g) = 126

elementos; visto que hd 9 individuos que nao votam em A e deseja-se escolher Hpessoas entre
essas 9 .
O evento E1, que contém as amostras em que 1 e apenas 1 individuo vota em A, possui

(Z) (?) = 756 elementos.

O evento E5, que contém as amostras em que 2 e apenas 2 individuos votam em A, possui

(3) (S) = 1260 elementos.

O evento E3, que contém as amostras em que 3 e apenas 3 individuos votam em A, possui

(g) (g) = 720 elementos.

O evento Ey4, que contém as amostras em que 4 e apenas 4 individuos votam em A, possui
(9) (6) = 135 elementos.

1/ \4

O evento Es5, que contém as amostras em que os b individuos votam em A, possui (g) =6

elementos.

2.3 Medida de probabilidade

Definicao 2.3 Seja Q) um espago amostral finito e seja F = P(£2) o espaco de eventos.

Uma medida de probabilidade é uma fungao P sobre F tal que
P:F —[0,1]

satisfazendo os sequintes axiomas:
(1) P(Q) = 1;
(i) Se A e B sao subconjuntos de §2 disjuntos, entdo P(AU B) = P(A) 4+ P(B).

Exemplo 2.4 Retomando o Exemplo 2.3, se cada amostra w € §) tiver a mesma chance de

ser selectonada, entao
1 1
P({w}) = T\ T anna”
(5) 3003



2.4 Variaveis aleatorias

O espaco amostral associado a uma experiéncia é definido como o conjunto de todos
os possiveis resultados da experiéncia. Os elementos desse espago nao sao necessariamente
nimeros, mas é sempre de interesse que se tenha uma representagao numérica. Desta maneira,
associar cada elemento w € ) a um nimero real corresponde a introduzir uma funcao definida
em () e tomando valores do conjunto R dos niimeros reais.

Uma funcao X que mapeia todos os pontos de €2 em R é denominada uma variavel
aleatdria. Portanto,

X:0—R

wi— X(w). (2)

Exemplo 2.5 Continuando o exemplo 2.3, seja X : 0 — R wma funcao que, para cada
w € Q conta o numero de eleitores que votam em A.

Para a amostra wy = {1,2,3,4,6} temos
X({1,2,3,4,6}) = 3,

desta forma, nesta amostra a proporcdao de eleitores que votam em A €
Para a amostra wy = {1,7,10,14,15} temos

[S{[Y)

X({1,7,10,14,15}) = 1,

desta forma, nesta amostra a propor¢ao de eleitores que votam em A é

ot

Para a amostra ws = {2,3,5,7,11} temos

X({2,3,5,7,11}) = 2,

desta forma, nesta amostra a propor¢ao de eleitores que votam em A € %
Vemos pela tabela do Exemplo 2.3 que a proporcao de eleitores que votam em A € %

Assim, para a obtencdao da informacdo sobre a proporcao de eleitores que votam em A,
notamos que a amostra ws € mais representativa do estado da populacao do que as amostras

W1 00U Wy.



Exemplo 2.6 Considere agora os dados dos Exemplos 2.3, 2.4 e 2.5. Em termos de proba-

bilidade, os valores de X se distribuem da sequinte forma:

P([X =0]) = ) _ 126 _ 0,04196

(5) ~ 5003

i.e., a probabilidade de se selecionar uma amostra em que ninguém vote em A € aprorima-
damente 0,04196.

(D) 1266 135

(*?) 3003 3003

P(X =1)) =

= 0,25175,

i.e., a probabilidade de se selecionar uma amostra em que 1 e apenas 1 individuo vote em A

¢ aproximadamente 0,25175.

(G sa15 1260
Flx=2)= (%)~ 3003 3003

5

= 0,41958,

i.e., a probabilidade de se selecionar uma amostra em que 2 e apenas 2 individuos votem em

A € aprozimadamente 0,41958.

() 3620 720

(*") 3003 3003

P(X =3]) =

=0, 23976,

i.€., a probabilidade de se selecionar uma amostra em que 3 e apenas 3 indiwiduos votem em

A € aproximadamente 0,23976.

D) 915 135

(')~ 3003 3003

P([X = 4]) = ( =0, 04495,

i.e., a probabilidade de se selecionar uma amostra em que 4 e apenas 4 indiwviduos votem em

A € aproximadamente 0,04495.

N ) R
P([X =5]) = 5 = 5003 0,00199,

5
i.e., a probabilidade de se selecionar uma amostra em que 0s b individuos votem em A €

aprorimadamente 0, 00199.



P([X])

Grdfico referente a distribuicao de probabilidades da varidavel aleatoria X.

Neste exemplo vemos que é grande a possibilidade de se selecionar uma amostra que
seja “representativa” do estado da populagao, o que no exemplo anterior esta relacionado ao
evento [X = 2|; entretanto, existe a possibilidade de se selecionar outros tipos de amostra
que nao reflitam muito bem o estado da populacao, visto que a probabilidade seleciona-las
nao ¢ nula. Esta é a origem da necessidade de se lidar com margens de erro quando se faz

amostragens estatisticas.

2.4.1 Esperanca matematica

Considere uma variavel aleatéria discreta que assume k valores x1, zo, ..., 1) e seja p(x) a
fungao de probabilidade de X, isto é, p(z;) = P(|X = x;]). Entdo, o valor esperado de X,
também chamado de Esperanca Matematica de X, é dado por

k
E[X] =) wi.p(w:) (3)

i=1

A esperanga matematica pode ser entendida como uma média dos valores x; ponderados

pelos pesos p(z;).

10



Exemplo 2.7 Retomando o Exemplo 2.6, para o cdlculo de E(X) monta-se a tabela 1.

T P([X = x]) | ;. P([X = ;)
0 0,04196 0,0

1 0,25175 0,25175

2 0,41958 0,83916

3 0, 23976 0,71928

4 0, 04496 0, 17984

5 0,0020 0,010
Total | 1 2,0

Tabela de valores esperados para a varidvel aleatéria que conta o numero de votos no candidato A.

O valor da ultima linha e da ultima coluna representa portanto a exrpressao:
E[X] =0P([X =0)+1.P([X = 1)+2.P([X = 2])+3.P([X = 3])+4.P([X = 4])+5.P([X = 5]).

O resultado E[X] = 2 representa o valor esperado do nimero de eleitores numa amostra que
votam em A.

Em outras palavras, numa amostragem aleatoria, obteriamos que em média 2 em cada 5
dos eleitores votam em A, o que corresponde a propor¢ao do eleitorado na populacao de 15

individuos que vota em A.

2.4.2 Variancia e desvio padrao

Seja X uma varidvel aleatéria. A variancia de X é uma medida da dispersao dos valores
da varidvel aleatéria X em torno de E[X]; se os valores tendem a concentrar préximos a
média, a varidncia é pequena, caso os valores tendem a afastar-se da média a variancia é

grande. Definimos a variancia por

Var(X) = E{[X — E(X)I’}. (4)
Dai obtemos
Var(X) = B(X?) — [E(X)]. (5)
Se X assume os valores 1, o, ..., T entao a variancia de X também pode ser escrita por
k
Var(X) = (2 — B[X])*.p(x,). (6)

i=1

11



O desvio padrao de X também é uma medida de dispersao dos valores de X em torno
de E[X].

valor minimo do desvio padrao ¢é 0, indicando que nao ha variabilidade, ou seja, que todos

No entanto, ao contrario da variancia, ele tem a mesma dimensao de E[X]. O

os valores sao iguais a média. Por defini¢ao, o desvio-padrao é dado por

o = VE{[X - E(X)]*}. (7)

Quando X assume os valores x1,xs,..., T, 0 desvio padrao de X também pode ser escrito

por

> (i = LX) plas). ®

Temos entao que

o=+ Var(X).

Exemplo 2.8 Retomando o Fxemplo 2.7, podemos calcular a variancia e o desvio-padrao de

X montando a sequinte tabela:

vi | P(X =a]) | aP(X =) | (z — B[X]) | (2 — E[X])* | (2: — E[X])*P([X = x3])
0 0,04196 0 —-2,0 4,0 0,16784
1 0,25175 0,25175 —-1,0 1,0 0,25175
2 0,41958 0,83916 0,0 0,0 0,0
3 0,23976 0,71928 1,0 1,0 0,23976
4 0, 04496 0,17984 2,0 4,0 0,17984
) 0,00199 0,010 3,0 9,0 0,17910
Total | 1 2 3 19 1,01829
Tabela de cdlculo de varidncia do nimero médio de votos no candidato A na amostra.
Para esse caso, a variancia é Var(X) = 1,01829; que indica a variagio da varidvel

aleatoria em relacdo a média, em uma dimensao superior a média e o desvio padrdo é
o = +/1,01829 = 1,00910 wndicando uma variagcao em torno da média, e que tem a mesma

dimensao que a média.

12



3 Técnicas de amostragem

Quando se deseja tirar determinadas conclusoes sobre um grupo de pessoas, ao invés de
fazer entrevistas com todo o grupo, o que demanda muito tempo e custo, pode-se estudar ape-
nas uma amostra da populacao, fazendo-se inferéncias estatisticas. A amostragem determina
estimativas de um ou mais parametros da populacao total. As referéncias [2, 3, 4] apresen-
tam diversas técnicas de amostragem utilizadas na pratica, além daquelas apresentadas nesta

secao.

3.1 Parametros e estimadores

Suponha que numa populacao de N individuos, a cada individuo se atribua um valor

numérico yi, Yo, - . ., yy. Um parametro de interesse é a média () desse atributo:

1 N
u N;y (9)

Outro parametro de interesse é o desvio padrao desse atributo na populacao, denotado

por o, e dado por

1 N

N1 Z(yi — )2 (10)

Célculo de proporgoes de caracteristicas da populacao, que sao casos especiais da média,
bem como de totais também costumam ser de interesse, por exemplo ao se considerar pes-
quisas eleitorais.

Com a amostragem deseja-se em geral estimar o valor de um ou mais destes parametros
numeéricos representativos da populagao.

O termo estimativa se refere ao cédlculo feito a partir de uma amostra para estimar o
valor de um parametro. Ja o termo estimador se refere a variavel aleatéria que, para cada
amostra no espaco amostral, retorna o valor estimado para o parametro. Nas amostragens
aleatorias simples e estratificada apresentadas a seguir, é possivel considerar a distribuigao de
probabilidade dos estimadores e assim tecer ponderagoes sobre o erro cometido ao se utilizar
a estimativa do parametro ao invés do proprio parametro.

Se a é um parametro populacional e X é um estimador para este parametro, dizemos que

o estimador X é nao tendencioso se

E[X]|=a.

13



Em outras palavras, um método de estimativa é nao tendencioso se o valor médio do estimador
¢é exatamente igual ao valor verdadeiro da populagao (ver Cochran [4]).
Para o que se segue, fixe os valores populacionais yi, ys, . . . , Y, bem como os parametros:

média populacional
|
SN (1

e variancia populacional

Q

DI (12)

Notamos que a expressao (12) pode ser desenvolvida da seguinte forma:

entao,

Z =0’ + Llu (13)

Lema 3.1 O somatdrio dos quadrados dos valores dos elementos da populacdo depende da

variancia populacional e da média populacional pela sequinte expressao:

N
1 N

14



3.2 Amostragem aleatoria simples

A amostragem aleatdria simples, também chamada casual, elementar, randomica, etc., é
equivalente a um sorteio lotérico. Nela, todos os elementos da populacao tém igual probabili-
dade de pertencer a amostra ou, equivalentemente, todas as possiveis amostras tém também
igual probabilidade de serem sorteadas.

Em geral, considera-se a amostragem sem reposicao, assim o numero de amostras dife-

rentes de tamanho n que podem ser retiradas das N unidades é dado pela seguinte férmula

(JZ) - nl(NLin)' (14)

Sendo N o numero de elementos da populacao e n o nimero de elementos da amostra,

combinatoéria

cada elemento da populacao tem probabilidade

(15)

de pertencer a amostra. A essa relagao § denomina-se fragao de amostragem.

Observe que o numerador da fracao de amostragem (N !

n—l) conta o numero amostras em

que um elemento fixado aparece.

Considere o estimador da média u, denominado média amostral e definido por
_ 1 —
k=1

para cada amostra w = {yil,yzg, cen ;yz’n}-

Teorema 3.1 A wvaridvel aleatoria média amostral X é um estimador sem tendéncia de p.

Demonstracao: Por definicao temos que

E[X] =) X(w)P({w}) (17)

weN

Observa-se que
1
PH{w}) = =~ (18)

()

15



Logo

i1 5eees y,-n} k=1
11 N
A a ()

N-1
Cada y;, nessas somas aparece (n_l) vezes, logo

Lema 3.2 O valor esperado de X? pode ser calculado por

sei- - o]

16

(19)



Demonstracgao:

= 1

7 =
_ 1 {
()
_ ! {
n?(5)
_ b
- n(3)

logo,

17



Substituindo a equacao 13 na equacao acima temos que

- N—n N n—1)N
EXT = =5 {U2+m“2}+2w—)1)“2
N-n, N N —n 9
- nNUJrn(N—l)[ N +"_1}’“‘
N-n , N N+nN-NY\ ,
~ nN U+n(N—1)< N )“
- %(1—%)02+u2 (21)

Em uma amostragem aleatéria simples, o estimador variancia amostral S? é dado por

G2 _ Zzzléyf 1— X)Q. (22)

18



Teorema 3.2 O estimador variancia amostral S? é um estimador ndo tendencioso da variancia

populacional
7= S (23)
Demonstragao:
S(w) = nilz[y@—mﬂ?
= = 2y, X (w) + [X ()"}
_ —QXZy% ) +n[X (w)]*}
— XP2n+n[X(w)])*}
= —n[X(w)]"}
pois i, = X(w)
E[$Y = — > S(w)
(”) Wig - ¥in
= Y Y X @)
(”) {Wig s Yin } k=1
1 1 N-1\x, o n Cl(w)]2
- o ) o) B - o 2 e

n 9 n 1 1< i

Substituindo as equacoes 13 e 21 na equagcao acima, temos que:

19



Bls?] = NW%KN o+ N - L L (1 2) ot ]
5 (-5
_ nN—n—N+n 2
S ) 21)
O

Teorema 3.3 A varidncia do estimador X sob amostragem aleatdria simples é dada pela

formula
Var(X) = E[(X —p)?
Var(X) = %(N];n)
Var(®) = Z(1-J) )
Demonstragao:
Var(X) = E[(X - p)?

= E{X?-2E[X|u+p*}

= B(X?)—u (26)

Utilizando a equagao 21, e como f = £, segue o resultado

Var(X) = E(X?-p?)
- La- e (27)

n

20



Temos que as estimativas para os parametros populacionais obedecem a seguinte corres-

pondéncia:
Para yu = E[X] :
R
=12 Y (28)
=1
Para S?:
. 1 n
P=52= i — )% 29
; PR (20)
_ 0‘2
Para Var(X)=—(1—f):
n
— 52
Var(X) = E(l - f). (30)

Exemplo 3.1 Vamos retomar os dados do Exemplo 2.3, estendendo a tabela para ter mais
uma coluna onde associamos o voto no candidato A a 1, e o voto no candidato B a 0. Vamos

verificar como a propor¢ao de votos no candidato A varia sequndo a amostra selecionada.

Individuo | Voto | Valor
1 A 1
2 A 1
3 B 0
4 A 1
5 A 1
6 B 0
7 B 0
8 B 0
9 A 1
10 B 0
11 B 0
12 B 0
13 A 1
14 B 0
15 B 0

Tabela que atribui valor 1 para A e 0 para B.
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Os parametros populacionais sao:
nw=20,4
o? = 10,2571

sendo o desvio padrao o = 0,507.
Para a amostra wy = {1,2,3,4,6} temos as estimativas

=06
s2=0,3
s =0,547.

Para a amostra wy = {1,7,10,14,15} temos as estimativas

=02
s2=0,4
s =0,632.

Para a amostra ws = {2,3,5,7,11} temos as estimativas

=04
s2=0,35
s =0,5916.
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3.3 Amostragem estratificada

A amostragem estratificada é uma técnica que consiste em dividir a populagao, suposta-
mente heterogénea, em subgrupos que chamamos de estratos. Esses subgrupos deverao ser
mais homogéneos que a populacao em relacao a variavel de estudo. As estratificagoes mais
comuns sao por classe social, idade, género, profissao ou qualquer outro atributo que revele os
estratos dentro da populacao. Mas, a amostragem estratificada é um processo recomendavel
quando se utiliza da estratificagao natural de uma cidade em bairros ou distritos, ou de um
pais em estados.

Os N individuos da populagao sao divididos em L subpopulagoes (estratos) de tamanhos

N1, No, ..., Ni que nao se sobrepoem e, juntas, abrangem a totalidade da populagao:
N1—|—N2++NL :N

Em cada estrato h faz-se a amostragem de n; elementos; desta forma cada estrato tem
uma fracdo amostral dada por
fn = ]nv_;; (31)
Notacao utilizada
Seja L o nimero de estratos. Para cada estrato h, anotaremos:
Ny: numero total de unidades no estrato;
ny: numero de unidades da amostra no estrato;

yni: valor obtido para a unidade de ordem i;

Wy = Wh: peso do estrato;
n
fn= Fh: fracao amostral do estrato;
h
N,
_ Zz‘:1 Yhi . A 4 .
fy = =y parametro que mede o valor médio de yp1,Yn2, - - -, Yan,;
h
np )
X, = M estimador do valor médio da amostra;
Ny
Np, o 2
o7 = Zi:ljifym_ 1’uh) : parametro que mede a variancia de fu,;
h
ﬂh L X 2
S2 = 2z (Yni 1 ) . estimador do parametro oy,.
n, — _
O estimador do parametro p quando a amostragem é estratificada é representado por X,
e dado por
I _
_ N X
X, = % (32)

onde X}, € o estimador do valor médio no estrato h.
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O estimador X,; em geral é diferente do estimador X calculado pela equacao

L
% — b= M Xn
n

No estimador X; os estratos recebem seus pesos corretos:

N,
Wh =~

O valor de X coincide com X, apenas se em todos os estratos tivermos

np Nh np n

N U, TN fn=1,

(34)

ou seja, se no estrato h o tamanho da amostra for proporcional ao total de unidades na

amostra n em relagao ao tamanho populacional N. Se este for o caso, a amostragem estra-

tificada é dita com alocagao proporcional: o niimero de elementos sorteados em cada estrato

é proporcional ao numero de elementos existentes no estrato.

Outros tipos de amostragem estratificada sao: a uniforme, em que o tamanho da amostra

em qualquer estrato é fixo; e a alocagao 6tima, em que o tamanho da amostra em cada estrato

¢é definido de forma a minimizar alguma determinada func¢ao-custo.

As principais propriedades da estimativa X estao indicadas nos teoremas seguintes.
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Teorema 3.4 Se, em todos os estratos, o estimador da média amostral Xy, for sem tendéncia,

entdo Xy € um estimador sem tendéncia do valor médio da populacdo fu.

Demonstracao: Tomemos

22:1 NhXh
N

> ey Nagin
= =5 (35)

uma vez que as estimativas sao sem tendéncia nos estratos individuais. Entretanto, o

valor médio da populagao p pode ser dado pela férmula

L N
D he1 D i Yhi

= N
Temos que
Ny,
> = Nupn
i=1
Logo
_ > iy Nagon
H N
Coincidindo com a equagao 35. Portanto o resultado segue. O

Para a amostragem estratificada, a variancia de X é dada pela equacao

>y (Na)*Var(Xa)

Var(Xy) = e
= ) (W) Var(Xy). (36)
onde
V(Xn) = E[(Xn — pn)’] (37)

Teorema 3.5 Se a amostragem aleatoria for estratificada e se em cada estrato se fizer uma

amostragem aleatoria simples, entao a variancia do estimador Xy €

1

L
Var(Xy) = N > NNy — nh Z W,ﬁ— (1= fu) (38)
h=1
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Demonstragao: Uma vez que X}, ¢ um estimador sem tendéncia de py, podemos aplicar o

teorema anterior, além disso temos que

= (72 Nh—nh
Var(X,) = 2h
CLT( h) np Nh

que, substituindo na expressao (47), obtemos

L

_ 1 _

Var(Xg) = mg N2Var(Xy)
h=1

1 o
h=1
2
o
= > WRE(1- f)
Np

Alguns casos particulares dessa equacao sao dados nos corolarios abaixo.

Corolario 3.1 Se as fracoes de amostragem % forem despreziveis em todos os estratos,

entao

- 1 NZo? W2io?
Var(Xy) = 5y —t =) —h-t 39
CLT’( t> N2 np np ( )

Em outras palavras, quando se pode desprezar as correcoes populacionais finitas usa-se a

equacao anterior.

Corolario 3.2 No caso em que a reparticao € proporcional, pode-se substituir ny por seu

nNh
valor

na equacgao (38), desse modo reduzindo o cdlculo da varidncia para

_ N,o? (N —n 1—
Var(Xg) = ﬁﬁ( N ): anWhU;% (40)

Corolario 3.3 Se a amostragem for proporcional e as variancias de todos os estratos tiverem

o mesmo valor o2, obtem-se a equacao simplificada para a varidncia

Var(Xy) = %2 (N]; ”) (41)
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4 Erro amostral

Nesta se¢ao vamos tratar do erro amostral € que é a méxima diferenca que o investigador
admite suportar entre p e X.

Na teoria dos erros, o erro amostral € é considerado uma quantidade desconhecida da
qual se supoe conhecer apenas a distribuicao de probabilidades em funcao da grandeza que
estd sendo mensurada.

O erro total em geral pode ser escrito como uma soma de 7 erros elementares €1, €s, ...,&;
e=¢€e1+er+ ... +¢g;. (42)

Estes erros elementares ¢; podem ter diferentes distribuigoes de probabilidades, como
retangular, triangular, gaussiana, entre outras. Entretanto, quando o erro total € resulta em
uma superposicao de varios erros elementares independentes, a distribuicao de probabilidades
para € tende a se tornar gaussiana.

No caso de pesquisas de intengoes de votos, o tamanho dos erros tolerados é estipulado de
acordo com o tempo restante para a ocorréncia das eleicoes. Observa-se que a magnitude dos

erros diminui a medida em que a data das elei¢oes se aproxima, comumentemente decrescendo

de 5% a 3% e 2%.

4.1 Distribuicao normal

A distribuigao normal constitui a base tedrica de toda inferéncia estatistica, por descrever
muitas distribuicoes de frequéncias de erros de observagoes e mensuragoes, como dito na
subsecao anterior. Também conhecida como distribuicao gaussiana, ela tem aplicagao pratica
na descri¢ao de fendmenos naturais e sociais.

Uma variavel aleatéria X tem distribuicao normal com média p e variancia o2 se sua

funcao densidade de probabilidade for dada por:

fla) = — ¢ [%}

_a 27

(43)

onde —oo <z < oo, m=3,1416..., e = 2, 7182....

O grafico de uma distribuicao normal assemelha-se muito a um sino e seu formato depen-
derd dos parametros p e o.

O grafico a seguir mostra a curva para a densidade de uma variavel aleatéria normal de

média 0 e variancia 1.
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Grdfico da densidade de uma v.a. normal de média 0 e variancia 1. A drea sobreada

equivale a 95% de toda a drea sob a curva.

Uma propriedade 1til é que se X tiver distribuicao normal com média y e variancia o>

)

entao a v.a. Z dada pela transformacao linear

_X—n
N o

Z

(44)

tem distribuicao normal com média 0 e variancia 1.
Assim

P([—a< Z <a])=P(p—ac < X < u+ aol)

O principal teorema aplicado na inferéncia estatistica é o teorema central do limite. Segue

uma versao deste teorema.

Teorema 4.1 Sejam X, Xo, ... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
com E[X,] = p e Var(X,)) = 02, onde 0 < 0% < co. Defina S,, = X1 + -+ + X,,. Entio a

seqiiéncia de varidveis Z, definidas por

Sp —np
ovn

converge em distribuicao para uma varidvel normal com média 0 e variancia 1 quando n —

Z, = (45)

Para demonstracao ver James [9].
Na amostragem estatistica em populagoes finitas, nao é possivel tomar o tamanho da

amostra n tendendo a infinito. Considere entao X, estimador da média amostral, com média p
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[N . 2 3 , .
e variancia %-(1— f). Para uma amostra razoavelmente grande, X tenderd aproximadamente
. . . .~ 7 e N . 2
a convergir para uma distribuicdo normal com média p e variancia %(1 — f).

Neste sentido é possivel definir intervalos de confianca para a estimativa . De fato,

definindo _
_ X
T

podemos considerar que Z tem distribuicao normal com média 0 e variancia 1. Entao

7 (46)

P([—a<Z<a]>:P([u—a%M<X<u+a%m]). (47)

Se escolhermos, em particular, a = 1,96, obtemos

P([M—L%%m—f <X <u+1,96%\/1—f]) — 95%

Assim, se /i é uma estimativa de u, podemos dizer que, com 95% de probabilidade (i.e.

ao nivel de confianga de 95%) u pertence ao intervalo

(/1— 1,96%\/1 — 7, g+1,96%\/1 —f) .

De forma mais geral, se

P([u—a%m<)_(<u+a%\/ﬁ]>zpa,

entao ao nivel de confianca p,, p pertence ao intervalo

i—aT=/T— ], ita=y/T— ). (48)
NG NG
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4.2 Tamanho da amostra

Para determinacao do tamanho da amostra, o pesquisador precisa especificar o erro
amostral toleravel, ou seja, o quanto ele adminte errar na avaliacao dos parametros de
interesse. Por exemplo, na divulgacao de pesquisas eleitorais, ¢ comum encontrarmos no
relatério algo como: a presente pesquisa tolera um erro de 2%. Isso quer dizer que, quando
a pesquisa aponta determinado candidato com 20% de preferéncia do eleitorado, estd afir-
mando, na verdade, que a preferéncia por este candidato é um valor do intervalo de 18% a
22% (ou seja, 20% +2%).Geralmente essas pesquisas sao feitas com um intervalo de confianca
de 95%.

Suponha que o erro amostral seja
e=lp—pl (49)
Como p deve pertencer ao intervalo
o o
L—a—=\/1—f, i+a—+1— 50
(ua\/ﬁ\/ fua\/ﬁ\/ f) (50)
com probabilidade p,, entao
o
— gl ~a—+/1—f. 51
ln—fl~a A (51)

Dai obtemos que

a’o?
N~ (1—f). (52)
Caso f =~ 0, definimos
a’o?
ng = -2 (53)

Mas se quisermos corrigir este valor quando f nao for desprezivel, entao substituindo (53)

em (52) teremos

n:no(l—f):n()(l—%), (54)

donde, explicitando n, obtemos

(55)
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Exemplo 4.1 Deseja-se fazer um levantamento por amostragem de N = 2000 funciondrios
de uma determinada empresa em relacao a melhorias no setor onde se encontram. Tais ca-
racteristicas sao especialmente do tipo percentual, como percentual de pessoas que jd sofreram
acidentes de trabalho, pessoas que obtiveram promocoes por meio de desempenho no trabalho,
entre outras. Qual deverd ser o tamanho minimo de uma amostra aleatoria simples, tal que
se possa admitir com erro amostral que nao ultrapasse 2% (e = 0,02) ?

Para uma primeira aprorimacdo em que a = 1,96 ou seja, 95% de confianca e o = 0,5

temos que
(1,96).(0,5)*
ng=-—————"
(0,02)2
Pode-se considerar que (1,96)% ~ 4 e tendo que (0,5)* = }l entdo,

4.
(0,02)2

=

Ng =

donde temos

- —2500
"0 =10, 02)2

ou seja, 2500 funciondrios. Fazendo a corre¢ao do tamanho N do numero de funciondrios

temos:

(2000).(2500) 500000 o
_ _ ~ 1111 .
2000 + 2500 2750 funciondrios

Ha no total (??(1)[1)) amostras para tal pesquisa com o erro amostral estipulado.

Em pesquisas de inferéncia estatistica os peritos estao interessados em construir uma
familia de conjuntos que contenham o valor do verdadeiro parametro com uma probabilidade
alta especificada. Uma alternativa para apresentar um tunico valor sensato para representar
o parametro que esta sendo estimado é calcular e relatar um intervalo completo de valores
plausiveis, sendo entao essa uma estimativa de intervalo de confianca.

Os niveis de confianca usados com mais frequéncia sao 90%, 95% e 99%. Quanto maior
o nivel de confianca, mais fortemente acredita-se que o valor do parametro que esta sendo
estimado esta dentro do intervalo. No caso do exemplo anterior o tamanho da amostra esta
muito proximo da populagao, o que nao é interessante em uma pesquisa de intengoes de voto.

Vamos, a seguir, ilustrar como calcular o tamanho de uma amostra em uma pesquisa
eleitoral de acordo com um erro esperado informado. Em primeiro lugar os institutos de

pesquisa procuram saber qual é a populacao eleitoral de determinada regiao.
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Por dados obtidos do Tribunal Regional Eleitoral (TRE), temos que atualmente a po-
pulagao votante no estado de Minas Gerais ¢ de N = 15.697.993, ver [14]. Assumindo-se o

erro de 2% determinamos o tamanho da amostra por

1

ooz~ B0

Ng =

A seguir, corrigindo para uma populacao finita, temos que

(15697933) - (2500)
_ _ 24
" 715607933 + 2500 99,60

Portanto, usa-se o valor de n = 2500 eleitores a serem entrevistados.

No ano de 2016 houve elei¢oes para prefeito e foram observadas as pesquisas ao longo
da campanha eleitoral, citadas no préximo tépico, na cidade de Belo Horizonte. Com uma
populagao eleitoral de 1.927.460 eleitores, estima-se que a amostra da populagao seja de 400
pessoas com margem de erro de 5%, de 1110 pessoas com margem de erro de 3% e de 2497

eleitores com margem de erro de 2%.

32



Exemplo 4.2 Considere uma populagcao com N = 100, desejamos a partir dessa, retirar

uma amostra, com e n = 30 e 95% de certeza. Seque uma tabela com os supostos eleitores e

seus votos.

Eleitor | Voto | Eleitor | Voto | Eleitor | Voto | Eleitor | Voto | Eleitor | Voto
1 B 21 A 41 B 61 A 81 B
2 A 22 B 42 A 62 B 82 A
3 A 23 A 43 B 63 A 83 A
4 B 24 A 44 A 64 A 84 A
5 B 25 A 45 B 65 B 85 A
6 B 26 A 46 B 66 B 86 A
7 A 27 B 47 A 67 B 87 B
8 A 28 B 48 A 68 B 88 B
9 B 29 A 49 B 69 A 89 B

10 B 30 B 50 A 70 A 90 A
11 B 31 B 51 B 71 A 91 B
12 A 32 B 52 B 72 B 92 B
13 B 33 A 53 B 73 A 92 B
14 B 34 B 54 A 74 B 94 B
15 B 35 B 55 A 75 A 95 B
16 B 36 B 56 B 76 A 96 B
17 A 37 B 57 B 7 A 97 B
18 B 38 A 58 B 78 B 98 A
19 A 39 A 59 A 79 B 99 B
20 A 40 B 60 A 80 A 100 B

Planilha de votacdo para 100 eleitores nos candidatos A e B.
Observa-se entao, nessa tabela, que o valor ng para se obter uma amostra com 30 eleitores

N N.TLO
- N—|—TLO

NS
~ 100 + ng

¢

n

30
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¢
ng = 42,85

Por meio da expressao 73, podemos obter que

207 (56)

onde a? - 0% = 1 devido ao fato de ser atribuido 95% de confianca e o* = 0, 25.

Para a equacgao ng = — temos entao que
€

1
42,85 = 5 ==¢=0,15
g

ou seja, a margem de erro é de, aprozimadamente 15%.
- . s (1
O numero de amostras que se pode obter com 30 eleitores é (305)).

Os parametros populacionais referentes aos dados da tabela sao:
pu=10,5600; 0% = 0,00196; o = 0, 04422

A waridncia do estimador X é Var(X) = 0,000028.

FEscolhendo-se entao uma amostra wy = {1,3,5,12,14, 16,21, 22,27, 30, 32, 33, 39, 41,
44,50, 56, 68,69, 71, 72,79,83,87,88,89,90,91,99,100}, temos que hd 13 eleitores votando
em A e 17 eleitores votando em B.

Nessa amostra,
[ =0,56667; s>=0,00648 e s = 0, 08047.

O intervalo de confianga para a amostra wy para a = 95% €
(0,54261 < X < 0,59079)

Os walores dos limites do intervalo de confianca indicam que, para a amostra, os votos
em relagdo ao candidato A, estao entre 54,26% e 59,07% aprorimadamente.

Na amostraw, = {1,3,5,7,9,11, 13,15,17,19, 21, 23, 25,27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 42,43,
44, 45,46,47,48,49,50} obtivemos que 15 eleitores votaram em A.

Temos entao que, para a amostra wo :

fi=0,5 s*>=0,00862 e s = 0,09284
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O intervalo de confianga para a amostra wy para a = 95% €
(0,47220 < X < 0,52780)

Os wvalores dos limites do intervalo de confianca indicam que, para a amostra, 0s votos
em relagdo ao candidato A, estao entre 47,22% e 52,78% aprorimadamente.

Na amosta ws = {54,55,56,57,61, 62,63, 64, 65,66,67,68, 69,70,71,72,73,74,75,76, 77,
78,79, 80,87,88,89,96,97,98}, temos que 16 eleitores votaram em A.

Temos entao que, para a amostra ws :
i =0,53; s*=0,00981e s = 0,09904
O intervalo de confianga para a amostra ws para a = 95% €
(0,50365 < X < 0,56295)

Os walores dos limites do intervalo de confianca indicam que, para a amostra, os votos

em relagdo ao candidato A, estao entre 50,36% e 56,29% aprorimadamente.
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5 Analise de procedimentos e divulgacao de pesquisas

de intencao de votos

Analisando as pesquisas referentes as eleigbes do ano de 2014 observam-se divergéncias
entre institutos de pesquisa. Embora os niveis de confianca e margens de erro sejam seme-
lhantes, o nimero de eleitores entrevistados varia entre os institutos de pesquisa, o que supoe
métodos diferentes de amostragem. Observa-se também que alguns institutos consideram
como parametro o ntumero de votos validos e outros, o total de votos.

As pesquisas feitas nos estagios iniciais das campanhas eleitorais apresentam margem de
erro maior, contudo, a medida em que a data da pesquisa se aproxima da data da eleigao,
reduz-se a margem de erro amostral.

Todas as pesquisas eleitorais feitas, embora algumas com numero de entrevistados ou
tempo de realizacdo diferentes, sao registradas pelo Tribunal Superior Eleitoral (TSE). A
péagina do T'SE na internet exibe a numeracao dos protocolos de todas as pesquisas realizadas.

A medida em que as eleicoes se aproximam, a midia mostra a evolucao das intencgoes de
votos, ou seja, se o percentual de votos em relagao aos candidatos aumentou ou diminuiu ao
longo das campanhas eleitorais.

Na analise da campanha eleitoral do ano de 2014 os institutos de pesquisa IBOPE e Data
Folha realizaram pesquisas no inicio da campanha eleitoral em que a margem de erro era de
5%. No més de setembro do mesmo ano as duas empresas de pesquisa fizeram pesquisas com
margem de erro de 3%. Ja no periodo de 1 a 4 de outubro o IBOPE pesquisou a intencao de
voto de 2002 eleitores. No periodo de 3 e 4 de outubro, o instituto Datafolha fez sua pesquisa
com 2325 eleitores.

Outro ponto a se destacar sao os muitos comentarios indevidos sobre margem de erro. A
imprensa e os demais meios de comunicagao usam termos que nao sao adequados ao que esta
sendo mostrado. Uma reportagem de 27/10/2014 do jornal “O Tempo” [10] mostrou uma
comparagao das margens de erros de alguns institutos de pesquisa, dizendo que apenas um
instituto conseguiu calcular com exatidao o resultado das elei¢oes presidenciais de 2014. A
idéia que se pretendeu passar foi a de que os institutos erraram o prognodstico. Porém, como
visto nas secoes anteriores, o resultado de uma pesquisa por amostragem apresenta um valor
provavel dentro de um limite de confianga. O fato da estimativa nao bater com o da elei¢ao
nao significa que o instituto errou, mas sim que a amostra aleatoria extraida para realizar a
pesquisa era pouco representativa do estado da populacao.

Em relacao ao que se informa sobre o nivel de confianca, por exemplo, de 95%, segundo
o IBOPE [10], se 100 amostras forem tiradas da populagdo e se um candidato teve 30% de

intencao de votos, entao, em pelo menos 95 amostras, o indice deste candidato devera variar
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entre 27% e 33% (o erro amostral sendo de 3%), mas em 5 amostras os resultados estarao
fora deste intervalo. Esta é uma explicacao rebuscada, mas equivocada. J& muitos jornais
escrevem, de forma erronea, que se a pesquisa fosse feita 100 vezes, em 95 delas o resultado
seria 0 mesmo. Na verdade o nivel de confianca garante apenas que a probabilidade do

parametro estimado estar dentro do intervalo de confianga é de 95%.
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6

Proposta para aplicacao em sala de aula

Proposta 1

Podemos fazer uma exemplificacao do que acontece em uma pesquisa de intencao de votos

propondo aos alunos uma atividade pratica.

Considere a populacao N do total de alunos de um turno. Desejamos fazer uma pesquisa

a respeito das chapas para o gréemio estudantil. Como demanda muito tempo a pesquisa feita

com todos os alunos do turno, vamos entao fazer uma pesquisa por amostragem.

Pesquise na secretaria escolar o nimero de alunos de cada uma das turmas do turno

da manha.

Calcule o valor n da amostra de alunos que devem ser entrevistados para que a pesquisa
tenha erro de 5%.

Calcule a proporgao de alunos por sala a serem entrevistados e realize uma pesquisa de

acordo com a propor¢ao de alunos por sala.

Calcule as estimativas de proporcao de intencao de votos bem como a estimativa da

variancia.

Construa os graficos referentes ao resultado da pesquisa e divulgue o resultado.

Proposta 2

Pesquisa simulada com auxilio de uma planilha eletronica.

1.

Monte uma tabela de 100 eleitores de uma determinada regiao e disponha aleatoria-

mente as letras A e B para descreverem os candidatos.

Calcule os parametros populacionais de proporg¢ao de votos em A.
Determine o tamanho da amostra para o erro 15%.

Faca uma escolha aleatéria de 5 amostras.

Calcule as estimativas em cada amostra da proporcao de votos em A juntamente com

a estimativa da variancia.

Analise os resultados.
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7 Conclusao

Neste trabalho apresentamos os conceitos principais de probabilidade e de amostragem
necessarios para se entender como ¢ feita e interpretar o resultado de uma pesquisa amostral.
Vimos que o fato da amostra ser selecionada aleatoriamente é crucial para se poder estimar

o erro cometido quando se compara a estimativa com o valor de um parametro populacional.

Quando se analisa casos reais, verifica-se que o discurso utilizado na divulgacao de pesqui-
sas destoa do que é demonstrado matematicamente na teoria. Esperamos que este trabalho
contribua para a elucidagao de conceitos junto a populacao em geral e aprimoramento da
educagao auxiliando professores e alunos. Em especial é importante levar os alunos a te-
rem uma postura critica frente aos resultados de pesquisas, ensinando-os a questionar as

informacoes recebidas.
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