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Resumo

Este trabalho tem por objetivo principal apresentar uma sugestao de como intro-
duzir e contextualizar os conceitos de niimeros complexos, utilizando como motivagoes
audios, videos e software, além de outras atividades complementares sugeridas. Os
audios tratam dos nimeros complexos através de uma histéria livremente inspirada no
livto O Médico e o Monstro, do escritor escocés Robert Louis Stevenson. Os videos
mostram uma maneira divertida e curiosa de olhar para os niimeros complexos contando
um pouco sobre sua historia. O software tem a finalidade de estudar as transformagoes
geométricas no plano (translagao, rotagao, dilatacao e contragao), utilizando os concei-
tos e operagoes de nimeros complexos, propriedades e caracteristicas geométricas. Este
material faz parte da colecao M? - Matemética Multimidia da Universidade Estadual
de Campinas, e serviu como base para organizarmos o nosso trabalho. Outro software
utilizado é o "GeoGebra" que servird de suporte para a realizagdo das solucoes das

demais atividades sugeridas.

Palavras-chave: nimeros complexos, nimeros imaginarios, TICs no ensino, transfor-

macoes geométricas, equacoes algébricas.



Abstract

This work has as main objective to present a suggestion of how to introduce and
contextualize the concepts of complex numbers, using as motivation audios, videos and
software, and other complementary activities suggested. Audios deal with complex
numbers through a story loosely inspired by the book The Doctor and Monster, the
Scottish writer Robert Louis Stevenson. The videos show a fun and funny way to
look at the complex numbers telling a little about their history. The software aims to
study the geometric transformations in the plane (translation, rotation, expansion and
contraction), using the concepts and operations of complex numbers, geometric pro-
perties and characteristics. This material is part of the M3 - Multimedia Mathematics
collection of the State University of Campinas, and served as a basis for organizing our
work. Another software used is "GeoGebra" that will be used to support the solutions

of the other suggested activities.

Keywords: complex numbers, imaginary numbers, ICT in education, geometric trans-

formations, algebraic equations.
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1 Introducao

Ntmeros complexos sao niimeros compostos por dois niimeros reais, a e b, e repre-
sentados costumeiramente na forma a-+bi, em que a e b sao chamados, respectivamente,
de parte real e parte imaginaria do niimero em questao. O simbolo matematico i, por
sua vez, ¢ denominado de unidade ou constante imaginaria. Quando a parte real de
um nimero complexo é nula, este nimero também é chamado de niimero imaginario
ou puramente imaginario. Muitas vezes, nimeros reais sao identificados como ntimeros
complexos de parte imaginaria nula. O conjunto de todos os niimeros complexos é
denotado por C.

De acordo com o material de apoio ao Curriculo do Estado de Sao Paulo, os ntimeros
complexos a principio causam certa estranheza, mas eles podem ser interpretados signi-
ficativamente, bem como as operacoes que realizamos sobre eles. Afinal, a Matematica
que estudamos é como uma linguagem, uma maneira de expressao e compreensao do
mundo, a ser desenvolvida na escola, com a lingua materna, a lingua nossa de cada dia.

Ao apresentarmos o conjunto dos niimeros complexos enfatizamos apenas o emprego
de formulas e nao relacionamos este contetido com nenhuma outra érea do conhecimento
ou até mesmo com outro conteido da Matemaética. Sendo assim, este trabalho foi
elaborado de modo a apresentar uma nova abordagem para a resolucao de questoes
de geometria plana utilizando transformacoes geométricas e nimeros complexos. As
vezes, um tema da Matemaética serve apenas de apoio a outro tema. Este, por sua vez,
possui uma ligagao direta com a pratica. EE ambos, tanto o apoiador quanto o apoiado,
precisam ser estudados.

Para isso, estabeleceremos que existe uma relacao entre as operacoes algébricas
com nimeros complexos e as transformacoes geométricas no plano, apresentando uma
forma de aplicacao concreta dos niimeros complexos.

O objetivo principal deste trabalho é propor uma abordagem metodolégica para
o ensino dos nameros complexos, dando suporte ao professor de Matematica da Edu-
cacao Basica para que trabalhe com os nimeros complexos de maneira diferente em
relacao aos livros didaticos; usando &udios, videos e software como motivacoes para o

desenvolvimento do contetido matematico. Para atingir tal objetivo faz-se necessario:

e Considerar o perfil do aluno atual e sua relagao com o ambiente escolar;

11
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e Eludir dificuldades encontradas por alunos e professores quanto a aprendizagem

no ensino dos nimeros complexos.

No segundo capitulo apresentaremos um pouco sobre a histéria dos niimeros com-
plexos, uma vez que tais historias apresentadas nao sao trabalhadas no ensino médio.
E interessante para os alunos e professores o conhecimento sobre a histéria dos nimeros
ou da matemaética de um modo geral, pois mostra os caminhos e desafios enfrentados
pela humanidade até os dias atuais.

No terceiro capitulo mostraremos as defini¢oes e propriedades basicas relativas aos
ntimeros complexos partindo da Algebra Linear e utilizacdo da teoria das matrizes na
construcao dos nimeros complexos.

No quarto capitulo apresentaremos os audios, videos e o software da colecao M? -
Matematica Multimidia da Universidade Estadual de Campinas. Material disponivel
no site http://m3.ime.unicamp.br/ e que da suporte ao trabalho apresentado nesta
dissertacao.

No quinto capitulo sao apresentadas as sugestoes de atividades para o estudo dos
niimeros complexos e os resultados da pesquisa de campo realizada com os alunos do
ensino médio de uma escola piblica. As atividades sugeridas sao complementares ao
estudo realizado. A pesquisa de campo mostra o avanco dos alunos ao longo do projeto
apresentado no ensino médio e serve como metodologia de ensino para os educadores
da educacao basica que desejarem algo diferenciado envolvendo os niimeros complexos.

Por fim, no tltimo capitulo sao apresentadas algumas consideragoes sobre o trabalho

desenvolvido.



2 Um pouco sobre a historia dos

Niumeros Complexos

Neste Capitulo faremos um estudo historico, de acordo com Garbi (1997), procu-
rando levantar como surgiram os nimeros complexos e quais obstaculos epistemologicos
ligados a esse conceito.

A aceitacao, compreensao e utilizagao dos niimeros complexos ocorreram de modo
lento. Costuma-se dizer que esses niimeros estdo ligados as equacoes de 2° grau, mas
vemos ao decorrer de sua historia, que esses numeros estao ligados a resolucao de
equacoes algébricas, principalmente as equacgoes de 3° grau.

Ao longo da histoéria, resolver equagoes sempre foi um assunto que deslumbrou os
estudiosos da Matematica. Na Babilonia, os antigos matematicos conseguiam resolver
algumas equacoes do 2° grau através de "completamento de quadrados". O desenvolvi-
mento da matematica também teve um importante papel executado pelos povos gregos,
e estes resolviam alguns tipos de equacoes do 2° grau com régua e compasso, mas a con-
quista da Grécia por Roma praticamente acabou com o dominio da Matemética Grega.
Porém, quando a Europa entrou na Idade das Trevas', o desenvolvimento da Matema-
tica ficou nas maos dos arabes e dos hindus. Isso apo6s a ascensao do Cristianismo e
fim do Império Romano.

A Algebra teve um importante progresso com os matematicos hindus. E quando
falamos de equagoes do 2° grau lembramos-nos de Bhaskara, matematico que nasceu
em 1114 na cidade de Vijayapura, na India. Todavia, a formula de Bhaskara nao foi
descoberta por ele, mas sim pelo matematico hindu Sridhara no século XI. Entretanto,
os matematicos da época nao ficavam perturbados quando, com o auxilio da férmula
de Bhaskara, e dependendo da equacdo, o nimero A = b? — 4ac fosse negativo. Eles

diziam, neste caso, que o problema nao tinha solucao.

IEssa expressao se da em referéncia & Idade Média, periodo da histéria da Europa entre os séculos
V e XV. Epoca com pouco desenvolvimento cultural, pois a cultura era controlada pela Igreja Catoélica.

Alguns historiadores afirmavam que nesse periodo ndao ocorreu desenvolvimento cientifico e técnico.

13
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Figura 2.1: Bhaskara

(1114 — 1185)

Fonte: http://www.coladaweb.com/biografias/bhaskara

Foi na Europa, no século XVI, mais precisamente na Italia, com estudiosos interes-
sados pela Matemética, onde foi percebido que os ntimeros reais nao eram suficientes.
Assim, comecou a criacao do conjunto dos nimeros complexos. Isso ocorreu em meio
a disputa entre Cardano e Tartaglia pela resolucao de equacoes do 3° grau.

Segundo Eves (2004), o primeiro matematico que resolveu algebricamente a equacao
cibica 23 +max = n, provavelmente baseando-se em fontes arabes, foi Scipione del Ferro
(1465 — 1526), em Bolonha, por volta de 1515. Del Ferro revelou seu segredo ao seu
pupilo, Antonio Fior, e nao publicou o resultado. Porém, em meados do século XVI,
Niccolo Tartaglia, anunciou ter descoberto uma solugao algébrica para a equacao ctbica

3+ pr = n.

"Achando que se tratava de blefe, Fior desafiou Tartaglia para uma
disputa piuiblica envolvendo a resolugao de equagdes ciibicas. Com
muito empenho Tartaglia conseguiu resolver também, faltando pou-
cos dias para a disputa, a equacdo cubica desprovida do termo qua-
dratico. Como no dia marcado sabia resolver dois tipos de ciibicas, ao
passo que Fior s6 sabia resolver um, Tartaglia triunfou plenamente.
Mais tarde, Girolamo Cardano, um génio inescrupuloso que ensinava
matematica e praticava medicina em Mildo, depois de um juramento
solene de segredo, conseguiu arrancar de Tartaglia a chave da solu-
¢80 cibica. Em 1545, porém quando apareceu em Nuremberg a Ars
Magna de Cardano, um grande tratado em latim de algebra, 14 estava
a solucao de Tartaglia da cabica."(EVES, 2004)

Girolamo Cardano (1501 — 1576) discute em seu livro Ars Magna (A Grande Arte),
publicado em 1545, o problema de encontrar dois ntmeros = e y cuja soma ¢ 10,
x +y = 10 e cujo produto é 40, xy = 40. Este problema gera uma equacao quadratica
22 — 10z + 40 = 0, cujas raizes sao 5 — v/—15 e 5+ /—15. Com isso ele observa que

estes niimeros nao existem.
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Figura 2.2: Girolamo Cardano e Niccolo Fontana Tartaglia

Fonte: http:

//pt.slideshare.net/biancafilgueirasl/histria-e-surgimento-dos-nmeros-complexos

Para Garbi (1997), o problema seguinte foi o que levou os matematicos a descoberta
dos niimeros complexos:

Problema: Considere a equacao z3 — 15z — 4 = 0.
a) Mostre que z = 4 ¢ solucao da equagdo.
b) Divida 23 — 152 — 4 = 0 por = — 4.
¢) Encontre as outras duas solucoes da equacao e verifique que sdo niimeros reais.

d) Aplique a formula de Cardano (Tartaglial) e verifique que a solu¢io fornecida pela

formula é:

r= /24 /—121+ /2 — V=121

Reflitindo sobre o problema parece que ha algo de errado com as solucdes encon-
tradas.

Com isso, comecaram a surgir questionamentos intrigantes que nao podiam ser
deixados de lado. Agora, além da extracao de raizes quadradas de nimeros negativos,
também encontramos extracoes de raizes ctbicas de nimeros de natureza ignorada.
E isso nao ocorria apenas com essa equacao. Podemos demonstrar facilmente que
as equacoes do tipo x3 + px + q = 0 tem as 3 raizes reais se, e somente se, A =
(5" +(3)" <o

Os ntmeros reais eram insuficientes para se abordar as equagoes algébricas e foi
Raphael Bombelli, engenheiro hidraulico nascido em Bolonha, Italia, em 1526, quem
conseguiu desatravancar o empecilho e chegar aos novos numeros. Raphael Bombelli
era um admirador de Ars Magna de Cardano, publicada em 1545, mas achava que seu
estilo de exposicao nao era claro. Decidiu entao, escrever um livro expondo os mesmos
assuntos, mas de tal forma que um principiante pudesse estudé-los sem necessidade de
nenhuma outra referéncia. Em 1572, Bombelli publicou L’ Algebra, obra na qual ele

estuda a resolucao de equagoes de grau nao superior a quatro e na qual considera a



16

equacio x> = 15x + 4. Conforme seu proprio relato no livro L’Algebra parte maggiore
dell’Arithmetica, sua ideia foi supor que os numeros {'/2 ++/—121 + 3/2 —+v/—121

deveriam ser nimeros da forma a + Vb e a - Vb, respectivamente. Ele chegou a

conclusao que a = 2 e b = 1 com algumas contas. Assim, surgiu o primeiro sinal
de que os numeros complexos poderiam de fato serem instrumentos tuteis. Porém, a

resisténcia e o preconceito entre os ilustres da matematica permaneceram.

Figura 2.3: Raphael Bombelli (1526 — 1572)

Fonte: https://alchetron.com/Rafael-Bombelli-1060617-W

Bombelli usava a expressao pit di meno para se referir ao que noés chamamos hoje
como +i e meno di meno para —i. [Ele entao enuncia o que chamava de regras do
produto, que citamos abaixo junto com sua traducao na nossa simbologia.

~.

"Piu via pit di meno fa pit di meno +(+i) = +
Meno via pit di meno fa meno di meno —(+1)
Piu via meno di meno fa meno di meno +(—1)
Meno via meno di meno fa piu di meno —(—1i)
Pit di meno via pit meno fa meno (+4).(+i) = —
Meno di meno via pit di meno fa pin (—4).(+1)

Meno di meno via meno di meno fa meno (—

1998, p.51).

—
i).(—i) = —"(ROSA,

Com o tempo foram sendo descobertas relagoes entre niimeros e formas, mesmo
tendo a Geometria e a Aritmética origens independentes. Os geniais matematicos fran-
ceses Pierre de Fermat e René Descartes idealizaram independentemente na primeira

metade do século XVII o que hoje conhecemos por Geometria Analitica.
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Figura 2.4: Pierre de Fermat (1601 — 1665)

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat

Com o dominio da Geometria Analitica Descartes estudou, entre outras coisas, as
equagoes algébricas. Descartes escreveu a seguinte frase em uma passagem do livro Dis-
curso do Método: "Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas)

de uma equacao sao reais. As vezes elas sao imaginarias".

Figura 2.5: René Descartes (1596 — 1650)

Fonte: http://www.biography.com/people/ren-descartes-37613

Justamente por esse motivo, até os dias atuais, o nimero \/—1 é chamado de
nimero imaginario. Termo este, que se consagrou juntamente com a expressao '"nimero
complexo". Infelizmente, sdo denominacoes um tanto improprias e particulares para

objetos matematicos.

"O termo imaginarios foi utilizado por Descartes em outras situacoes
para traduzir a impossibilidade de uma representacao geométrica para
as equacgoes. Em seu livro, ele também faz referéncias as equacoes
ctbicas e ao método de resolugao de Cardano."(PINTO, 2009, p.41)

Foi o matemaético francés Abraham de Moivre que relacionou os niimeros complexos

com a trigonometria. A formula de De Moivre afirma que:

(cosz ++/—1senx)" = cos(nx) ++/—1sen(nz) Ve e R A Vn e Z.
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Esta formula é importante porque estabelece uma ligacao entre os ntmeros com-

plexos e a trigonometria, pois ¢ que é a unidade imaginéria pode ser colocada no lugar

da v/ —1.

Figura 2.6: Abraham de Moivre (1667 — 1754)

Fonte: https://alchetron.com/Abraham-de-Moivre-1078669-W#-

Usando o Calculo, Leonhard Paul Euler descobriu alguns anos mais tarde, que
e’ = cos(z) + isen(z), (quando x ¢ medido em radianos). Para x = 7, esta expressao
se torna €™ = —1, que relaciona alguns dos mais importantes ntimeros da Matemética:
os numeros irracionais e e 7, o niimero imaginério ¢ e o nmero 1 com o sinal negativo.

O trabalho mais respeitavel e determinante sobre o assunto dos nimeros complexos
foi de Euler. Dentre as inimeras contribuicoes de Euler, foi evidente seu empenho no
progresso da simbologia. Muitas das notacdes que utilizamos hoje foram introduzidas
por ele. Dentre as representacoes sugeridas por Euler destacamos o ¢ substituindo
v/—1. Euler passou a estudar nimeros da forma z = a + bi onde a e b sdo nlimeros
reais e i> = —1. Esses ntimeros sao chamados de ntimeros complexos.

Ja na metade do século XVIII, compreendia-se que os nimeros complexos tinham
uma ligacao intensa com as funcdes trigonométricas e exponenciais. Todavia prosse-

guiam alguns problemas. Para Euler, a +/—2 ainda era um problema.

Figura 2.7: Leonhard Euler (1707 — 1783)

=

Fonte: https://teleskopos.wordpress.com/2013/06/21/1leonhard-euler-longitude-winner/
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Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) foi um dos mais impressionantes homens nos
séculos XVIII e XIX. Em sua tese de doutorado, na Universidade de Helmstadt, escrita
aos vinte anos de idade, deu a primeira demonstracao do Teorema Fundamental da
Algebra. O Teorema Fundamental da Algebra é bastante conhecido e utilizado hé
muito tempo, mas os matematicos tiveram que esperar um jovem brilhante matematico
alemao completar a sua tese de doutorado para observar a primeira demonstracao

inteiramente correta deste fato.

Figura 2.8: Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gauss. jpg

Em matematica, o teorema fundamental da Algebra afirma que qualquer polinoémio
p(z) com coeficientes complexos de uma variavel e de grau n > 1 tem alguma raiz com-
plexa. Em outras palavras, o corpo dos niimeros complexos é algebricamente fechado e,
portanto, tal como com qualquer outro corpo algebricamente fechado, a equagao p(z) =
0 tem n solucoes (ndo necessariamente distintas). A ideia por tras da demonstracgao de
Gauss é a substitui¢ao de z por x + iy, na equagao polinomial geral p(z) = 0. Também
foi Gauss quem propos o termo "ntimeros complexos".

No século XIX, as coisas comecaram a ser postas em ordem. O matematico francés
Jean-Robert Argand, nascido na Suica, foi o primeiro a indicar em 1806 que se poderiam
representar geometricamente os complexos em um plano. Gauss propos a mesma ideia
em 1831 e este plano no qual os complexos sao representados ¢ chamado de plano de

Argand-Gauss.
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Figura 2.9: Jean-Robert Argand (1768 — 1822)

Fonte: http://www.routledgetextbooks.com/textbooks/9780415662802/biographies.php

Com isso, vimos que os niimeros complexos nao surgiram de repente, foi necessario
um estudo sisteméatico por parte de muitos mateméaticos ao longo da historia para
compreenderem a construcao desses nimeros, propriedades, utilidades e formulas que
temos nos dias atuais. E importante conhecermos a historia dos niimeros para sabermos
os motivos que levaram os estudiosos do passado a chegarem nos conceitos que temos
no presente. No proximo capitulo faremos a construgdo dos niimeros complexos através
da Algebra Linear e veremos mais detalhadamente as propriedades e operacdes com

esses niumeros, pois eles possuem muita importancia na Matematica.



3 A Algebra Linear e os Ntimeros

Complexos

Apresentaremos aqui a construcao dos ntmeros complexos utilizando a algebra
linear e a teoria das matrizes (SOARES, 2003).

De acordo com Soares (2003), o adjetivo complexo ¢é infeliz, herdado de épocas nas
quais a abstracao envolvida na compreensao desses nimeros era considerada elevada.
Atualmente sabemos que o conceito de niimero real existe nivel de abstragao equivalente
e, para exemplificar isso, comecamos trabalhando a mais bésica ilustracao que se pode

dar sobre niimeros complexos: a solucao da equagao
X?+1=0ou, o que d4 no mesmo, X? = —1.

No conjunto R esta equacao nao tem solucao e com isso somos obrigados a definir
um "ntimero" i, satisfazendo i? = —1, que soluciona a equacdo. Recorrendo a Algebra
Linear elementar e procurando um ente de natureza geométrica que seja a solugao

procurada podemos olhar para essa equacao sob a forma
X - X=-1

onde X é uma matriz quadrada de ordem 2 com coeficientes reais e I é a matriz

1
identidade I = ( 0).
01

Temos assim uma equacao matricial cuja solucao ¢ dada pela matriz

. (0 -1
1 = 1 0 .
Pois
0 —1) (0 =1\ (004 (=1)-1 0-(=1)+(=1)-0) (=1 0
1 0 1 0) \ 1.0+0-1 1-(-1)+0-0 ) {0 —-1)

21



22

. 0 —1 ) _ cos 90°  —sen 90°
Esta matriz ¢ = , ou ainda, ¢ = corresponde geome-
1 0 sen 90°  cos 90°

tricamente a rotacao de um angulo reto (90" ou gmdianas) no plano R2, no sentido

anti-horario.
0 —1

Podemos ver essa rotagao i = 1 0 como um nimero dentro de um conjunto
que amplia o conjunto R dos reais fazendo o seguinte:
Associando o ntimero real a ou o ntiimero real ¢ a matriz identidade teremos:

()

ou
10 c 0
cl =c
(O 1) (0 c)
. ) a 0
Com isso, podemos perceber que as matrizes da forma ( se comportam exa-
a

tamente da mesma maneira que os nimeros reais em relagao a soma e ao produto, pois

a+c=c+aeac=ca, ou seja,

0 R 09 R 0 O R PR

€

GGG

Podemos com isso dizer que R é isomorfo ao corpo cujos elementos sao as matrizes

do tipo (a 0) onde a € R.
0 a

Vamos agora ampliar o conjunto R considerando as matrizes 2 x 2 da forma

oy oft -6 -6

onde a,b € R. Podemos chamar os "ntimeros" da forma al + 0i = al de reais, os
da forma 0l + bi = bi de imagindrios e os "nimeros" da forma al + bi de nimeros
complezos.

Assim, a partir da soma e do produto das matrizes deste tipo, podemos definir as

operagoes entre nimeros complexos. Com isso, a soma é comutativa e dada por

(al +bi)+ (eI +di) = (Z _ab> + (; _Cd> = (Zi; _fzb:cd)) = (a+c) I+ (b+d)i,
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onde temos como elemento neutro a matriz nula gerada por 0/ 4+ 07 = 00 e como

— b
elemento simétrico a matriz gerada por —(al 4+ bi) = —al — bi = ( Z >
-b —a

O produto das matrizes deste tipo é dado por
a —b c —d\ (ac—bd —(ad—i—bc)) B

b a ‘ d ¢ ad+bc  ac—bd
(ac —bd)I + (ad + be)i,

(al +bi) - (c] +di) = (

10
tendo como elemento identidade a matriz obtida por 1/ + 0i = (0 1). Podemos

observar também que

(al +-bi) - (eI +di) = (Z _ab><2 _cd> - (2 _Cd><z _Clb) = (cI +di)- (al +bi)

e concluir que o produto é comutativo.
E possivel também obter o inverso multiplicativo. Para isso temos que lembrar que

uma matriz quadrada é invertivel se e somente se o seu determinante nao ¢ nulo, e

b
det <“ ) — a2 4 b?
b a

se anula apenas para a = b = 0. Portanto, um nimero complexo dado por al + bi tem

também que

um inverso multiplicativo desde que a # 0 ou b # 0, isto é, al + bi % 0 + 07 e nesse

caso
a b

-1
N a —b 1 a b 2 02 a2 B2
(a]—l—bz)1:<b a) T a2t (—b a)z aj—b az‘t -

a2+b2 a2+b2

a I+ -b .
1.
a?+ b2 a2+ b2

Sabemos que a soma e o produto de matrizes quadradas sao operagoes associativas.

Sendo assim, é valido também a distributividade do produto em relacao a soma. Por-
tanto, podemos concluir que todas essas propriedades sao vilidas para a soma e para o
produto dos nimeros complexos e com isso o conjunto {al + bi : a,b € R} é um corpo,

chamado de corpo dos nimeros complexos e representado por C.

. . } L. a 0
Com isso, vimos que fazer corresponder o niimero a € R a matriz diagonal
a

nao incorporou modificacdo nenhuma no que diz respeito & soma e ao produto. Vendo
de outra maneira, essa identificacdo i = i -7 — -I condiz com o ntimero real -1. Assim,
podemos de modo mais descomplicado eliminar o "I"em al +bi e associar i2 a —1, tendo
em mente sempre as formulas para a soma e para o produto dos niimeros complexos.

Com isso, escrevemos
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C={a+bi:abeR},

mas sabendo que o produto também é comutativo, temos bi = ib e conseguimos escrever

2:

um nimero complexo a+ b como a+b. E como @ —1 somos naturalmente levados

a colocar i = v —1.

"Pois bem, o que fizemos até agora foi resolver a equacio X? — -1
e a partir dai obtivemos o corpo C dos complexos. E se tivéssemos
considerado uma outra equacao polinomial? Teriamos obtido um ou-
tro corpo, talvez mais "complexo"? A resposta € nao e constitui
uma pagina importante da Matematica. Ela foi dada por Carl Fri-
edrich Gauss, matematico alem&o que na sua tese de doutorado em
1799 demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra, segundo o qual
qualquer equacao polinomial sobre o corpo C tem solucao."(SOARES,
2003, p. 4-5)

3.1 O conjunto C

Definicao 3.1. Sequndo (CHURCHILL, 1975), um nimero complexo z pode ser defi-

nido como um par ordenado (x,y) de nimeros reais v ey,

z = (z,y), (3.1)

sujeito as regras e leis de operacao a serem especificadas abaizo.

"Essa defini¢cao é devida ao matemaético irlandés William R. Hamilton
e apareceu em 1837, embora muito anteriormente varios matematicos
ja houvessem trabalhado com ntmeros complexos como pontos no

plano."(SOARES, 2003, p. 5)
O par (z,y) é identificado com o nimero real x quando
(x,0) = = (3.2)

Esta regra nos proporciona caracterizar os nimeros reais como um subconjunto do
conjunto dos nimeros complexos.
Convém-nos dar um nome e um simbolo ao par (0,1). Esse par serd chamado

unidade imagindria e indicada por i:
(0,1) = 1.

Os ntmeros reais x e y sao, respectivamente, a parte real e a parte imagindria de

(x,y), sendo indicados por

Re(z) =z e Im(z) =y.
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Um par do tipo (0,y) é um ntamero imagindrio puro.
Uma outra regra a ser imposta a tais pares é que dois niimeros complexos sao iguais
se, e somente se, as partes real e imagindria de um sao iguais, respectivamente, as do

outro.

(x1,y1) = (w2,y2) se, e somente se, T4 =Ty € Y1 = Ys (3.3)

Em particular, visto que 0 = (0,0), tem-se
z=(z,y) =0 se, e somente se, xt=0ey=0.

Denotando por z; 4+ 29 e 212, a soma e o produto de dois ntimeros complexos
quaisquer z; = (1,41) e 22 = (X2, y) podemos defini-los como os nimeros complexos

dados pelas formulas:

21+ 22 = (21, 91) + (v2,92) = (21 + 22,41 + 1), (3.4)
2129 = (21, 91) (T2, y2) = (2172 — Y1y2, T1Y2 + Tay1). (3.5)
Em especial, temos (z,0) + (0,y) = (z,y) e (0,y) = (y,0)(0,1). Assim, podemos

escrever cada ntimero complexo que nao é real como a soma de um nimero real com

um ntmero imaginario puro:

z=(x,y) =+ yi. (3.6)

2

O produto zz se escreve z?; 22 significa 222, etc. De acordo com a equagao (3.5),

tem-se (0,1)% = (—1,0), isto &,
i? = —1.
Em vista da equacao (3.6), podemos escrever a equagao (3.5) como
(z1 4+ y19) (22 + y2i) = 2172 — Y1y + (T1y2 + Tay1 ).

A ampliac¢ao formal do produto no primeiro membro, realizada como se os binémios
fossem reais, e a substituigao de 7> por —1, dao o mesmo resultado. A equagao (3.5)
justifica esse procedimento formal.

Os pares ordenados (3.1) de nimeros reais que satisfazem as condicoes (3.2) a (3.5)

sao definidos como ntimeros complexos.

3.2 Propriedades Adicionais

Podemos definir varias outras operacoes envolvendo os nimeros complexos. A ope-
racao de subtracao é a inversa da adicao, isto é, se a diferenca z; — zo se denota por

23,
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Z1 — 29 = Z3.
Assim, z3 é o nimero complexo que deve ser somado a z, para encontrar zi:
Zo+ 23 = 21 ou (%o, y2) + (3,y3) = (x1, 1)

Pela equagcao (3.4), temos na adicao:

(T2 + 73,92 + y3) = (71,01)
logo, igualando as partes correspondentes, vemos que:

To+ X3 =21, Y2+ Ys =1

Se resolvermos em relacao a x3 e y3, obtemos a lei da subtragao:
21— 2= (T1 — 22,41 — Y2) = 71 — Ta + (Y1 — Ya2)i

A divisao é a inversa da multiplicacao, assim:

z
adl = Z3 S€ 2923 = 21 (22 7é 0)
22

ou

(a3 — Y2Us, Tays + T3Y2) = (21, Y1).

Igualando as partes correspondentes e resolvendo as duas equagoes consequentes

em relacao a x3 e y3, obtemos a lei da divisao:

21 1T T Y1Y2 | T2Y1 — L1y (22 #0)
—_— 2 .
22 73+ y3 73+ y3

Observamos que esta mesma formula aparece de modo distinto e manipulativo
quando multiplicamos ambos o denominador e numerador no primeiro membro por
Tg — Yol.

A divisao por zero nao é definida.

A partir das formulas para o quociente e para o produto é facil mostrar que
21 1 1 1 1
_:Zl(_>7_:<_) <— (22#0,23%0)
22 Z2 2223 Z2 Z3
Podemos utilizar as leis comutativas para a adi¢ao e para a multiplicagao,
21+ 22 = 29 + 21, 2122 = 2221,

isso em decorréncia da definicao de nimeros complexos e do fato de que os ntimeros

reais satisfazem a tais leis. Exemplo:

z1+22:xl—i—l‘Q—i—(y1—i—yg)i:x2+x1+(y2+y1)i:zQ+zl.
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Também sao satisfeitas pelos nimeros complexos as leis associativas para a adicao
e para a multiplicacao, assim como a lei distributiva da multiplicacao em relagao a

adicao:
21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23,
z1(2223) = (2122) 23,
21(22 + 23) = 2122 + 2123.

Como consequéncias, temos que:

atn_ngm n_(3)(%) g0,
4

23 z3 23 232 23

Devemos destacar também, a decorréncia de outra propriedade: se o produto de

dois niimeros complexos é nulo, entao pelo menos um dos fatores deve ser nulo, isto é,
2129 = 0 implica que z; = 0 ou 2z = 0.
Da definicao do produto decorre que, se z125 = 0, entao
a1 — Yoy1 = 0 e Yoy + x2y1 = 0.

Se, pelo menos, um dos x; e y; nao é nulo, entao o determinante dos seus coeficientes

no sistema homogéneo acima deve ser igual a zero, isto é,
L€22 + y22 =0

e portanto xo = yo = 0. Assim, se z129 = 0, entdao ou z; = 0 ou 2z, = 0, ou ainda,

ZIZZQZO.

3.3 Representacao Geométrica

Podemos representar um nimero complexo z através da associagao entre um par
(x,y) e as coordenadas cartesianas retangulares de um ponto no plano cartesiano. Cada
ntimero complexo corresponde a um tnico ponto. Como exemplo, temos que o niimero
complexo —2+1 é representado pelo ponto (—2,1). A origem representa o ponto z = 0.
Quando usado para exibir os ntmeros complexos z geometricamente, o plano XY se

diz plano complexo C.
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Figura 3.1: Representacao Geométrica de um Niumero Complexo

y
(x, 1)
. | - ,
(=2,1) ° T+ yi
—2 4+ i
14

I

|

|

; T T T

-2 -1 [u] 1 2 T

Fonte: Feito no GeoGebra pelo proprio autor

"A cada namero complexo z corresponde um unico ponto do plano,
o afixo de z, e a cada ponto do plano corresponde um tinico namero
complexo ou plano de Gauss (Carl Friedrich Gauss/1777 — 1855) ou
de Argand-Gauss (Jean Robert Argand/1768 — 1822)."(IEZZI, 1981,
p. 130)

Por outro lado, o nimero z pode ser representado como um segmento orientado
(vetor) da origem ao ponto (x,y), ou como qualquer vetor obtido pela translacao desse
vetor no plano. Assim, o vetor emanando do ponto (2,1) ao ponto (3,3), que tem
a primeira componente igual a 1 e a segunda igual a 2, representa o nimero 1 + 2.
A representacao vetorial e a representacao por pontos, de nimeros complexos, sao,
ambas, muito uteis.

Um ntmero complexo z serd considerado como um ponto z ou como um vetor v.
Devemos notar que o produto z;z, de dois niimeros complexos ¢ um nimero complexo,
vetor no plano dos vetores z; e z,. EKEste produto nao é o produto escalar nem o
produto vetorial, usados no calculo vetorial. Consequentemente, os nimeros complexos
nao podem ser identificados com os vetores do calculo vetorial de dimensao dois. Os
vetores no calculo vetorial, assim como matrizes, sao nimeros complexos de outro tipo;
suas algebras sao diferentes da dlgebra para os nimeros z.

Pela definicao da soma de dois nimeros complexos, z; + 25 corresponde ao ponto
(21 + z2,y1 + y2). Por sua vez, este ponto corresponde ao vetor cujas componentes sao
as coordenadas do ponto. Portando, o nimero complexo z; + zo é representado pela

soma vetorial dos vetores z; e zs.
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Figura 3.2: Soma Vetorial dos vetores z; e 2y

Fonte: Feito no GeoGebra pelo proprio autor

A diferenca z; — 29 € representada pelo vetor, partindo do ponto 2z, ao ponto z;.

Figura 3.3: Diferenca Vetorial dos vetores 21 e 25

y

1 — &2

Fonte: Feito no GeoGebra pelo proprio autor

3.4 Conjugados Complexos

Dado um ntmero complexo z = x + yi, o conjugado de z é o niimero complexo
zZ=x—yi.
Note que Z significa, geometricamente, a reflexdao de z em torno do eixo horizontal.
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Figura 3.4: Conjugado de z

(3

1] .

Fonte: Feito no GeoGebra pelo proprio autor

A conjugacao é importante porque, entre outras informacdes, nos diz que:
2z2= (v +uyi)(x —yi)=2*+y*= \z|2
Além disso é facil verificar:

e r = Re(z) = %(z + Z),

o y=1Im(z) = %(2 —Z) = ;i(ZZ)a

z € real se e somente se z = Z,

21t 2=211t2

® 2129 = Z_1 . Z_Q
Usando a tltima dessas igualdades obtemos
2 - 202
|2122’ = Z1R2Z1%2 = Z1R2Z1 * B2 = Z1R1%22%2 = |Z1‘ |2’2‘ )
ou seja,

|21] = [21] [zl

3.5 Representacao Polar

Sabendo que um nimero complexo pode ser definido por um par ordenado de nt-
meros reais, temos que um nimero qualquer pode ser identificado como um ponto do

plano cartesiano.
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Uma outra identificagdo pode ser obtida através das coordenadas polares (r,0). Se
(z,y) # (0,0) é um ponto do plano entdo a coordenada r desse ponto é a distancia
a origem e a coordenada 6 é o angulo determinado pelo segmento de reta que une
um ponto & origem e o semi-eixo positivo dos x, medido no sentido anti-horario (em
radianos).

As coordenadas cartesianas e polares estao relacionadas por:
r =1rcosf
y =rsent

Figura 3.5: Representacao Polar
£ |

Z

(z,9)

.
Fonte: Feito no GeoGebra pelo préprio autor

Portanto, um nimero nao nulo z = = + iy = (z,y) se escreve
z=rcosf +irsenf = r(cosf +isend),

onde r = /22 + y? = |z|. Esta é a chamada representacao polar ou forma trigonomé-
trica de um namero complexo.

Chamamos, para qualquer valor de 6 no qual a igualdade acima se verifica, de um
argumento de z e usamos a notagdo § = arg(z). O valor de # nao é dnico. Se a
igualdade é verdadeira para um valor de 6, também o é para 6 + 2km, k é um nimero
inteiro arbitrario, mas 6 pode ser determinado de maneira tnica exigindo, por exemplo,

que 0 <0 < 2w ouque —7 <0 <.

"Se 6 é um argumento de z = x + yi entdo x = rcosf + irsenf =
r(cos@ + isend), que é chamada forma trigonométrica ou polar do
complexo z. (Os numeros r e 0 sdo as coordenadas polares do ponto
P(x,y) do plano)."(LIMA, 1998, p.193)

Vamos dar alguns exemplos. Os niimeros da forma yi com y > 0 tém a representacao

polar

yi :y(cos§+isen%).
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J& os da forma x + ix com z < 0 se escrevem
r+ir=—2zx (cos%7r —l—z’sen%ﬂ) = —/2x <\’/—% —i—z\’/—%)
Agora, sejam z e w dois niimeros complexos nao nulos com representagoes polares
z =r(cosf +isen)
w = p(cos ¢ + isen ¢)
Temos que a representacao do produto zw é

zw = r(cosf + isen B)p(cos ¢ + isen ¢) =
rp[(cosf. cos p—sen f. sen ¢) +i(cos b. sen p+sen 6. cos ¢)] = rp[cos(0+ ) +isen(6+¢)]

usando as formulas de adigao para seno e cosseno.

Sabemos que |zw| = |z| |w| e agora podemos concluir, a partir da igualdade acima,
que arg(zw) = arg(z) + arg(w), ou seja, um argumento do produto de dois nimeros
complexos ¢ igual a soma dos argumentos desses nameros.

Fazendo z = w no exemplo acima, obtemos z? = r?[cos(20) + i sen(26)].

Essa igualdade é sugestiva e nos induz a dizer que
2" =r"(cosf +isen )" = r"[cos(nf) + i sen(nd)]

qualquer que seja n € N, uma afirmativa verdadeira, conhecida como formula de De
Moivre. Uma demonstracao imediada desta formula pode ser feita por inducao.
Vimos neste capitulo a construcao de um conjunto que amplia o conjunto R dos
numeros reais, ou seja, o conjunto C dos nimeros complexos. Foi apresentado as diver-
sas operagoes envolvendo esses ntiimeros, suas propriedades fundamentais, conjugado
e tipos de representagoes (algébrica, geométrica e trigonométrica). No proximo capi-
tulo teremos a apresentacao de um material diferenciado para a aplicagao em sala de
aula envolvendo as caracteristicas, conceitos, historia e representacoes de um nimero

complexo.
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Ensino dos Nimeros Complexos

Esse capitulo tem como objetivos: trazer uma proposta de ensino dos Numeros
Complexos através da modelagem mateméatica de problemas, descrevendo os nime-
ros complexos enquanto raizes de polindmios e relacionando-os através do teorema
fundamental da &lgebra; mostrar algumas relagoes dos niimeros complexos com a tri-
gonometria; mostrar a representacao dos ntimeros complexos no plano; e, com o auxilio
de um software, utilizar o conceito e propriedades de ntmeros complexos estudando
as transformacoes de translacao, rotagao, dilatacao e contracao no plano complexo. O
estudo é realizado por meio da anélise do efeito dessas transformacoes em triangulos
e, em especial, sao utilizadas as interpretacoes geométricas das operagoes de nlimeros
complexos.

O material apresentado neste capitulo faz parte da colecao M? - Matematica Mul-
timidia da Universidade Estadual de Campinas e pode ser encontrado no endereco
eletronico http://m3.1ime.unicamp.br/. Este material foi desenvolvido por pessoas
de multiplas profissoes, com dedicacao de tempo e energia distintos, mas todos com
entusiasmo pelas potencialidades para o ensino e aprendizagem da matematica do en-
sino médio. Segundo o site http://m3.ime.unicamp.br/ da propria cole¢ao do M? -
Matematica Multimidia, a proposta nasceu de uma chamada de Edital do MEC e MCT
para o desenvolvimento e producao de recursos educacionais em midias digitais no ano
de 2007 sendo que todos os recursos foram desenvolvidos durante aproximadamente 4
anos.

Os recursos educacionais da colecao abordam praticamente todo contetido de ma-
tematica do ensino médio do Brasil e de forma variada. Cabe ao professor, em acordo
com a coordenagao pedagogica e direcao escolar, escolher os itens que melhor se en-
quadram no seu programa, respeitando as caracteristicas do professor e a realidade dos
seus alunos. Os recursos educacionais utilizados foram: experimento, video, software
e dudio, abordando os temas: anélise de dados e probabilidade, geometria e medidas,
nimeros e fungoes para todas as séries do ensino médio de tal maneira que favorecem
a interacao social ao formar grupos de atividades, mas sempre com a mediacao do

professor em sala de aula.

33
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Todos os recursos educacionais no formato de videos, audios, softwares e expe-
rimentos estao licenciados sob uma licenca Creative Commons - é permitido copiar,
distribuir, exibir, executar a obra e criar obras derivadas, mas nao é permitido o uso

comercial ou relicenciamento sobre uma licenga mais restritiva.

Figura 4.1: Imagem da pégina inicial do site M? - Matematica Multimidia

Recursos educacionais multimidia para 9 ‘.%
Leiiiniiad

a matematica do ensino médio. Mekmida LML

Inicio Recursos educacionais Justificativa pedagdgica HistGrico Colaboradores EE

Encontre 0s recursos certos para sua aula

Procure algum termo (bema, conteids, #ic.)

l

Ou navegue pelas midias
saperimentog, videos, oftwares ou dudios.

ou pelos temas
anilize de dados & probabilidade. geometria ¢ medidas ou nimeros & huagides.

- Vi

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/

4.1 Os Audios: Mundos Imaginarios

Os audios Mundos Imagindrios fazem parte da colecao M? - Matematica Multi-
midia da Universidade Estadual de Campinas, Série Cultura, tendo como contetido os
numeros complexos, duragao de 10 minutos e tem como objetivo principal descrever os
niumeros complexos enquanto raizes de polinémios, relacionando-os através do teorema
fundamental da algebra. Tais dudios tém como autores: Leonardo Barichello, Carolina
Bonturi, Fernando Martins Collaco e Douglas Mendes

De acordo com o Guia do Professor dos dudios Mundos Imagindrios, a série Cultura
foi concebida com o objetivo de proporcionar aos alunos a oportunidade de fazerem
paralelos significativos entre Literatura, Cultura Geral e Matemaética, para que eles,
além de poderem observar resolucoes de problemas de matematica, também se sentis-
sem estimulados a buscar as referéncias literarias e expandirem seus conhecimentos em
diversas areas.

Estes dudios trabalham os niimeros complexos através de uma histéria livremente
inspirada no livro O Médico e o Monstro, do escritor escocés Robert Louis Stevenson.

Na criagao imaginaria dos audios, Morfeu é um garoto que, todas as noites, ao ir
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para a cama, comeca a contar carneirinhos até adormecer. O modo como ele faz essa
contagem nao é muito usual, j& que ele acha interessante acrescentar niimeros como
¢, e, m, entre outros, a sequéncia 1, 2, 3, ..., seguindo a ordem natural dos niimeros.
Por exemplo, o e viria antes do 3 e o 7 logo apds este, pois e = 2,718, enquanto o
m =2 3,14. Mas, ainda mais incomum do que a maneira como ele fazia isso, foi o que

veio acontecer a Morfeu em uma dessas noites de insonia.

4.2 Os Videos

4.2.1 Um Sonho Complexo

O video Um Sonho Complezo faz parte da colecao M? - Mateméatica Multimidia da
Universidade Estadual de Campinas, Série Matematica na Escola. O contetido envolve
a Historia dos niimeros complexos, suas formas e propriedades algébricas, trigonomé-
tricas e geométricas A duragao é de 10 minutos e tem como objetivos: apresentar os
numeros complexos, sua parte real e sua parte imaginaria; mostrar algumas relagoes
dos niimeros complexos com a trigonometria e mostrar a representacao dos ntimeros
complexos no plano.

Segundo o site http://m3.ime.unicamp.br/, a série Matemética na Escola aborda
o conteiido de matematica do ensino médio através de situacgoes, ficcoes e contextu-
alizacoes. Os programas desta série usualmente sao informativos e introdutoérios de
um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor. Os programas sao ricos
em representacoes graficas para dar suporte ao contetido mais matematico e pequenos
documentéarios trazem informagoes interdisciplinares.

Este video faz parte de uma trilogia, sobre nimeros complexos. Este ¢ o primeiro
e os outros dois sao: O sonho Nao Acabou e O Sonho Continua. Os videos mostram
uma maneira divertida e curiosa de olhar para os ntimeros complexos. O primeiro usa
a dualidade do personagem do livio O Médico e o Monstro. O segundo e o terceiro
usam Morfeu, o deus dos sonhos. Todos eles tratam da histéria dos niimeros complexos
e de algumas de suas propriedades. Estes videos tem como autores: Samuel Rocha de
Oliveira, Carolina Bonturi, Angela Annunciato e Otilia W. Paques.

Segue abaixo algumas imagens retiradas do guia do professor encontrado nos Re-

cursos Educacionais do portal da colecao M3 - Matematica Multimidia:
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Figura 4.2: Imagens do video Um sonho complero: Hans e Hydyll

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1187

Figura 4.3: Imagens do video Um sonho complero: Representacao de um niimero

complexo e equacao com raiz quadrada de -1

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1187

Figura 4.4: Imagens do video Um sonho complezo: Utilidade dos nimeros complexos

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1187

4.2.2 0O Sonho Nao Acabou

O video O Sonho Nao Acabou também faz parte da colecao M? - Matemética Mul-

timidia da Universidade Estadual de Campinas, Série Matematica na Escola. Envolve
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os conteudos: Numeros complexos e sua historia; Formula de De Moivre e Adicao e
multiplicacdo de nimeros complexos. A duracao também é de aproximadamente 10
minutos e tém como objetivos: Apresentar uma breve histéria dos niimeros complexos;
apresentar a formula de De Moivre para poténcias inteiras de niimeros complexos e
mostrar as raizes n-ésimas de numeros complexos.

Segue abaixo outras imagens retiradas do guia do professor encontrado nos Recursos

Educacionais do portal da colecao M3 - Mateméatica Multimidia:

Figura 4.5: Imagens do video O sonho nao acabou: Hans, Morfeu e a Formula de De

Moivre

COS X + \'r-l « Séen x

(cos x + -1 . sen x)* = cos(nx) +Y -1 . sen(nx)

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1142

Figura 4.6: Imagens do video O sonho nao acabou: Morfeu

Cirslame Cardane
{asex - 3578)

Midice
Fisies
Asiruloge

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1142

4.2.3 O Sonho Continua

Ja o terceiro video da mesma colegao - O Sonho Continua - envolve os contetdos:
Historia dos niimeros complexos, suas formas e propriedades algébricas, trigonométricas

e geométricas; Formula de Euler e Conjuntos numéricos. Possui duracao semelhante
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aos outros videos e tem como objetivos: Apresentar o nimero complexo, mostrar a
formula trigonométrica de Euler e mostrar os principais conjuntos numeéricos.
Segue abaixo imagens retiradas do guia do professor encontrado nos Recursos Edu-

cacionais do portal da colecdo M3 - Matematica Multimidia:

Figura 4.7: Imagens do video O sonho Continua: Morfeu e os conjuntos numéricos

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1141

Figura 4.8: ITmagens do video O sonho Continua: Férmula de Euler

Leonhard Paul Euler l
(1707 - 1783)

X n o +V-1senx

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1141

4.3 O Software

O software utilizado nesse trabalho é o de Movimentos Complexos, que tem como
autores Claudina Izepe Rodrigues, Leonardo Barichello e Rita Santos Guimaraes. Os
contetidos abordados sdo: transformagoes no plano (translagao, rotacao, dilatagao e
contragao) e nimeros complexos (operagoes e propriedades). Tem como objetivos: es-
tudar o efeito da translacao, rotacao, dilatacao e contracao no plano complexo; aplicar
os conceitos e propriedades dos nimeros complexos; e utilizar as propriedades geomé-

tricas das operacoes de numeros complexos.
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E importante saber que para o software funcionar adequadamente é preciso que
o computador tenha o software GeoGebra instalado. Além disso, é preciso mudar as
configuragoes no Painel de Controle do java, acrescentado na parte de seguranca, no
local Lista de Fxcegcoes de Sites, o site http://m3.ime.unicamp.br/, dando assim

permissao de ser executado apos os prompts de seguranca apropriados.

Figura 4.9: Péagina para iniciar o software Movimentos Complezos
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1239

4.3.1 Movimentos Complexos

Neste software, utilizando o conceito e propriedades dos nimeros complexos, sao
estudadas as transformacoes de translacao, rotacao, dilatacao e contracao no plano
complexo. O estudo é realizado por meio da anélise do efeito dessas transformacoes
em triangulos e, em especial, sao utilizadas as interpretacoes geométricas das operagoes

de nttmeros complexos.
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Figura 4.10: Imagem da pagina para iniciar o software Movimentos Complezos
Movimentos Complexos
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/

- |

As transformacoes geométricas constituem ferramentas importantes em geometria
facilitando a resolucao de varios problemas. O objetivo desse software é o estudo
das transformacoes geométricas de translacao, rotacao, dilatacdao e contracao utili-
zando os conceitos, operagoes, propriedades e interpretacao geométrica das operagoes
de nimeros complexos. Sobretudo, sao exploradas as relacoes entre as operacoes com
numeros complexos e as transformacoes geométricas no plano. Sendo assim, tal soft-
ware constitui uma motivacao para o estudo dos nimeros complexos adequada para o
desenvolvimento no Ensino Médio.

O software Movimentos Compleros é composto por uma atividade e um desafio,
sendo que este ultimo pode gerar novos desafios aleatoriamente enquanto o usuario

desejar.

Figura 4.11: Pagina de introducao as atividades do Software
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/introducao.html

A Atividade 1 envolve todo conteido, enquanto que o desafio explora o conteiudo
apresentado anteriormente com um grau de dificuldade maior, ficando a cargo do pro-

fessor da sala decidir como utiliza-lo com seus alunos.
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Atividade 1 - Os Movimentos

Como ja foi dito anteriormente, o objetivo desta atividade é o estudo das transfor-
macoes de translacao, rotagao, dilatagao e contragao no plano, utilizando os conceitos
e operagoes de nimeros complexos, propriedades e caracteristicas geométricas. Desse
modo, é conveniente que, antes do inicio do software, seja feita com os alunos uma
recordacao desses topicos. Esta atividade é dividida em 6 partes.

A figura 4.12 mostra o Mapa de Atividades, onde o aluno pode escolher em realizar
as questoes da Atividade 1 ou ir diretamente para o Desafio. Nesta tela o aluno também
consegue visualizar e conhecer algumas curiosidades sobre os niimeros complexos e o

plano de Argand-Gauss clicando na seta de cor amarela na parte superior.

Figura 4.12: Mapa de atividades
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Fonte: http://m3.1ime.unicamp.br/media/software/1239/mapa.html

e Parte 1: Apresentacao

Na parte 1 da Atividade 1 é apresentada uma ilustracao com dois tridngulos tendo
como vértices os nimeros complexos A, B, Ce A’ B’, C’, respectivamente. O triangulo
ABC é fixo e o triangulo A’B’C’ é obtido a partir do triangulo ABC e de dois niimeros
complexos Z; e Zy. O aluno pode variar os nimeros complexos Z; e Zs, e o software
automaticamente apresenta na tela o triangulo A’B’C’. E possivel também observar na
tela do software as formas algébricas e trigonométricas dos ntimeros complexos Z; e
Zy.

O objetivo desta parte é a familiarizagao com a ferramenta. Os alunos sao orientados
a calcular os nimeros complexos A’, B’, C’ utilizando o procedimento descrito acima

e comparando com os valores apresentados pela ferramenta.
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Figura 4.13: Cabecalho da pagina da atividade de apresentacao - partel
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_partel.html

Na parte 1 da Atividade 1 teremos 5 questoes para serem respondidas envolvendo
a situacao apresentada. SO é possivel passar para a proxima parte da Atividade 1 se
todas as questoes estiverem corretas.

A 1* questao pede para escrevermos o nimero complexo em sua forma algébrica

correspondente ao vértice C do triangulo ABC.

Figura 4.14: Imagem da questao 1 da atividade de apresentacao
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c
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_partel.html

Na 2% questao devemos posicionar Z; em 2 + i e Zy em 1 + i, respondendo em

seguida qual o valor do niimero complexo correspondente ao vértice B’.
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Figura 4.15: Imagem da questao 2 da atividade de apresentagao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_partel.html

A 3% questao pede para mantermos Z; em 2 + ¢ e movermos Z, para 1 + 2i. Em

seguida, pergunta-nos o valor do niimero complexo correspondente ao vértice B’.

Figura 4.16: Imagem da questao 3 da atividade de apresentagao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_partel.html

Na 4* questao desta parte, devemos posicionar Z; em 1+ 07 e responder o que po-
demos afirmar sobre os dois triangulos: se eles sao congruentes, equilateros, retangulos

ou se tém razao de semelhanca igual a 3.

Figura 4.17: Imagem da questao 4 da atividade de apresentagao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_partel.html
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Ja na 5% questao, ultima desta parte, é necessario apenas posicionarmos Z; em 1+0:
e movermos Z, até que os triangulos se sobreponham. Com isso podemos observar que
os valores de Z; = 14 0t e Zy = 0 + 07 obtidos nas questoes 4 e 5, respectivamente,
fazem com que os triangulos se sobreponham, isto é, A=A’, B=B’ e C=C".

Figura 4.18: Imagem da questao 5 da atividade de apresentacao
Cuestio 5

Foema Algébrica

Z,m1+0i

.': O+0i [}
o | Foemia T gordmeinca

Mantenha 2, em 1=0i & mova Z; até que 0%
1n.'1nq|:|us. ¢ sobreponham,

W Coiric item I =17
=2 @
a
Observe que of valores de I; = 1=0i ¢ Z; = 0=0i obtidos Be-i4s3
nas quesioes 4 @ 5, especrivaments, fazem com que o5 o -
triingulos se sobreponham, isto &, A=A', B=B' ¢ C=C. Y
L]
e Ameg| L, I
ontinuar . LR
8 O 8 B 4 3 2 x-:u + 3 4 5 @ H

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_partel.html
e Parte 2: Rotacao

Na parte 2, o niimero complexo Z, ¢ igual a 0 4+ 0i e Z; pode variar em uma
circunferéncia de centro na origem e raio igual a 1. Assim, o niimero complexo Z; tem
mo6dulo 1 e seu argumento varia. Sendo ¢, o argumento de Z; e Z um niimero complexo
qualquer de modulo r e argumento 6, o produto Z - Z; tem modulo r e argumento 646, .
Assim, o niimero complexo Z - Z; é a rotagao de angulo ¢; do nimero complexo Z. Em
particular, isto ocorre com os pontos do tridngulo ABC. Portanto, o tridngulo A’B’C’
¢ a rotacao de angulo ¢, do triangulo ABC.

Ao variar Z; na circunferéncia podemos observar o triangulo A’B’C’ girando em
volta da origem do plano complexo.
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Figura 4.19: Cabecalho da pagina da atividade de rotagao - parte2
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte2.html

Esta parte apresenta trés questoes (6, 7 e 8). A questdo 6 esta dividida em dois
itens (A e B). O item A da questdo 6 nos pergunta qual é o valor do moédulo de Z;
e no item B é para respondermos (Sim ou Nao) se o valor do médulo de Z; se altera

com Z; na circunferéncia.

Figura 4.20: Imagem da questao 6_(;1__&_L_at_iyi_dac_le_ _d_g_l_"c_)_t_ag_é(_)_ -
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N - 14
W' Gorrigic Bem T
]

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte2.html

A T questdo esta dividia em trés partes (A, B e C). Antes do item A devemos
escolher a posicao de Z; que serd usada para respondermos os itens A, B e C. No item
A devemos responder qual é o argumento de Z;. O item B pede para respondermos
qual ¢ o valor do angulo mostrado entre os pares de retas apresentados, ou seja, angulos
entre as retas suporte dos lados correspondentes. E no item C devemos responder de

quantos graus é a rotacao do triangulo A’B’C’ em relacao ao triangulo ABC.
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Figura 4.21: Imagem da questao 7 da atividade de rotacao

Questio 7 Forma Algébrica 7] g Angulo ml
Z,=067-0.74i
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte2.html

A 8% questao pede para variarmos o valor de Z; e observarmos o que acontece com
os angulos entre os pares de retas suporte e o argumento de Z;. Com isso devemos res-
ponder o que podemos afirmar: se um é o complemento do outro, se um é o suplemento

do outro, se os dois tém o mesmo valor ou se os dois tém valores sempre diferentes.
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Figura 4.22: Imagem da questao 8 da atividade de rotacao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte2.html

e Parte 3: Dilatacao

Na parte 3, o nimero Z; pode variar entre os niimeros reais positivos e diferentes

de 1. Ou seja, a parte imaginaria é igual a zero e a parte real, 1, é positiva e diferente

de 1. O nimero complexo Z; é fixo e igual a 0 + 0.

Figura 4.23: Cabecalho da pagina da atividade de dilatagao - parte3

0

Movimentos Complexos —F Dilatagdo

Viocd viu ma parce anterior as condigBes de Z, « de Z, para

que o tridmgulo AFC fosse apanas uma rqlll;h do triingulo
ABC. Agera vocl vard o que acontece guande I, d um
nipmars real peditive.

InstrugSes
Bl vocd podierd movimentar apenas o ponta £
- A fisfa abaixo da ferramenta poderd ser consoitada

I gualiguer momanto. Eia formece o tamanho dos
o8 COrraspOnIantEs;

Mo a0 erguegs Ot que o trifngule mdvel § obticie
& partiv oo fixe ¢ dos valores de I, € & i seguinte
forraa:

Appe =8anc &) + 5

Faca o que s¢ pede nas questdes seguintes lembrando que o
ponto I, esti novamente fivo na origem.

gm

Mags iomedugie lniog

Forma Algébrica
Z,=2+00

Z,=0+0i

Forma Trigonométrica

Z, = Meos(0®)+i seni0®)]
Z, = IF[cos(07)+i san(0)]

e L e e

Fr
.\3-

Clindormugdes da 2 & I, Pantos
I Mosrear tamanhe dos lados DABeAF
OecarC
DA Ced T

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte3.html
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Esta parte 3 possui apenas uma questao (9). Esta porém estd divida em 4 itens
(A, B, C e D). Antes de respondermos os itens é necessario posicionarmos Z; de forma
que ele seja um ntmero real positivo qualquer e diferente de 1. O item A pede para
preenchermos os espacos correspondes com os tamanhos dos lados AB e A’B’. O item
B para para preenchermos com os tamanhos dos lados BC e B’C’. O item C pede para
preenchermos com os tamanhos dos lados BC e B’C’. Por fim, o item D pergunta qual
foi o fator de dilatacao, isto é, por quanto foi multiplicado o lado do triangulo original
ABC.

Figura 4.24: Tmagem da questdo 9(A e B) da atividade de dilatagao
Questio 9

Posicione Z,; de forma que ele seja um ndmeno real
positivo qualquer, porém diferente de 1.
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte3.html
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Figura 4.25: Imagem da questao 9(C e D) da atividade de dilatacao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte3.html

e Parte 4: Rotagao e Dilatacao

Nesta parte, o aluno pode variar livremente o ntimero complexo Z; e o niimero
complexo Z, permanecera fixo na origem. Espera-se que o aluno perceba que a trans-
formacao sofrida pelo triangulo é a composicao de uma rotacao e de uma dilatagao ou

contragao.
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Figura 4.26: Cabecalho da pagina da atividade de rotagao e dilatacao - parted
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte4.html

A parte 4 também possui apenas uma questao (10) que esta dividida em 4 itens (A,
B, C e D). Agora, antes de respondermos os itens da questao 10, devemos posicionar
7, de forma que a parte real e a parte imaginaria nao sejam nulas e que o médulo de
7, seja diferente de 1. O item A pede para observarmos os tridngulos na ferramenta e
respondermos se houve dilatacao (ou contragiao). Se a resposta foi sim, o item B pede
para dizermos qual foi o fator. Ja o item C pergunta se houve rotac¢do (sim ou no).

Com a responta sim, o item D pede para dizermos qual foi o angulo.
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Figura 4.27: Imagem da questao 10(A e B) da atividade de rotagao e dilatagao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte4.html

Figura 4.28: Tmagem da questao 10(C e D) da atividade de rotacio e dilatacao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte4.html

e Parte 5: Translagao

Nas questoes desta parte, o ntimero complexo Z; é mantido fixo igual a 2407 e 25

pode ser qualquer valor diferente de 0 + 0.
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Figura 4.29: Cabecalho da pagina da atividade de translacao - parteb
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parteb5.html

Nesta parte teremos duas questoes (11 e 12). A questao 11 esta dividida em dois
itens (A e B). Antes de responder os itens é necessario posicionar Z, no plano complexo
de forma que o triangulo A’B’C’ seja inteiramente visivel e que Z, seja diferente de
zero. O item A da questao 11 pergunta se o tridngulo A’B’C’ é o triangulo ABC que
sofreu uma rotagao (Sim ou Nao). J& o item B pergunta se A’'B’C’ é o triangulo ABC
que sofreu uma dilatacao (Sim ou Nao). As duas respostas é Nao. Com isso podemos

observar que a transformacao sofrida foi uma translacao.
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Figura 4.30: Imagem da questao 11 da atividade de translagao
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parteb5.html

A questao de nimero 12 pede apenas para posicionarmos o Z, de modo que um
dos vértices do triangulo amarelo fique posicionado na origem. Com esta questao do
software observamos que o movimento de translacao acontece isolado apenas quando
Z1 é fixo e Z5 € um nimero complexo qualquer. A quantidade transladada em cada
direcao é determinada pela parte real (horizontal) e pela parte imaginaria (vertical) de
Zs.
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Figura 4.31: Imagem da questao 12 da atividade de
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte5.html

e Parte 6: Maos a obra!

Nas questoes desta parte sao apresentados dois triangulos ABC e DEF, sendo que

DEF ¢é obtido a partir de ABC por meio de uma tnica transformacao: ou rotacao, ou

dilata¢ao (ou contragio), ou translagao.

O aluno deve descobrir, inicialmente por meio da visualizacao, qual é a transfor-

macao. A seguir, deve movimentar os pontos Z; e Zy para descobrir seus valores para

que tal transformacao ocorra.

Para realizar as questoes, é preciso ter em mente as conclusoes obtidas nas partes

anteriores, a saber:

- Se o modulo de Z; é igual a 1 e Zy = 0 + 0¢ ocorre uma rotagao em torno da

origem do tridngulo. Além disso, o angulo de rotacao é igual ao argumento de

Zy.

- Se Z; ¢ um nimero real positivo, diferente de 1, e Zo = 0407 ocorre uma dilatagao

(ou contracao) do triangulo.

-Se Zy =14 0i e Zy = a+ bi, com (a,b) # (0,0), ocorre uma translacao do
triangulo. A translacao ocorre na direcao e sentido do vetor correspondente ao

niimero complexo Z,.
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Figura 4.32: Cabecalho da pagina da atividade Maos a obra! - parte6
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b
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Informagées de Z, & Z, Fontos
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[l Reta suparte /B CeEF
Tamanho dos lados A CeDF
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte6.html

A parte 6 desta Atividade 1 é composta por 3 questoes (13, 14 e 15). Cada ques-
tao envolve uma das transformagdes estudadas e apresenta dois itens (A e B). Nos
itens A das questoes 13, 14 e 15 devemos responder qual das opgoes disponiveis (Ro-
tagdo apenas, Translacao apenas, Dilatacdo apenas ou Rotacao e Dilatagao) apresenta
a transformacao que ocorreu no triangulo ABC até se obter DEF. Nos itens B das
questoes 13, 14 e 15 é para determinarmos os valores dos ntimeros complexos Z; e de
Z5 que executam o movimento representado nas questoes. Nas figuras 4.33, 4.34 e 4.35
podemos observar as questoes 13, 14 e 15 desta parte e ver que ocorreram translagao,

dilatacao e rotacao, respectivamente.
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Figura 4.33: Imagem da questao 13 da atividade Maos a obra!

Questdo 13
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte6.html

Figura 4.34: Imagem da questao 14 da atividade Maos a obral
Questio 14

H Qual das opgdes apresenta afs) transfor magio(tes) @T') Farma Algébrica
que ocorreu{ram) no tridingulo ABC até se obter 7. =1 +0i 29
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Tamanho dos lados
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte6.html
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Figura 4.35: Imagem da questao 15 da atividade Maos a obra!

Questio 15
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Agora que vocé terminou todas essas atividades, siga parao Informaces de Z, & Z;
desafic. La vocé devera descobrir os valores de Z, e de Z; Mastrar

Reta suporte
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que causaram as transformagdes apresentadas. A
dificuldade adicionada & que podem acontecer todas ao
mesmo tempa!

Corrigir todas as guesties v Cantinuar

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividadel_parte6.html

Desafio

No desafio sao apresentados dois triangulos ABC e DEF, sendo que DEF é obtido a
partir de ABC por meio de uma transformagao que é uma composicao de algumas das
transformacoes estudadas na atividade 1. O aluno deve descobrir a transformacao que
leva o triangulo ABC no triangulo DEF movimentando os pontos Z; e Z,. Convém
primeiro movimentar o ponto Z;, deixando Z5 na origem, para descobrir a rotagao e
dilatagao (ou contragao) envolvidas, caso existam, e, depois, movimentar o Zs no caso
de ocorrer alguma translacgao.

Depois de encontrar os valores para Z; e Zs, os alunos sao orientados a descrever
as transformagoes envolvidas. Para isso, devem utilizar a forma trigonométrica de Z;
e a forma algébrica de Zs, que aparecem no canto superior esquerdo da ferramenta, e,

também, as interpretagoes geométricas das operacoes de nimeros complexos.
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Figura 4.36: Imagem da pagina inicial do Desafio - partel
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividade2_partel.html

Figura 4.37: Imagem do cabecalho do Desafio - parte2
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Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividade2_partel.html

A figura 4.38 mostra a questao 1 da parte 2 do Desafio, onde devemos escrever os va-
lores na forma algébrica dos nimeros complexos Z; e Z5 encontrados na transformacao

realizada para obter o tridngulo DEF.
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Figura 4.38: Imagem da questao 1 do Desafio - parte2

Cuestio 1

B rosicione os valores de 2, & Z; de forma gue o c
wildngule DEF 46ja o trilinguls ABC alterads pela
wansformagdo de Z, e Z; ¢
Aane = & + &= Aper

il

E—
W' Codvigiv nem
Para gerar um nowve caso, Clique sgui.
Rmerg de res postas Cometas: 1
Continuar

Foama Alpdtrica & T REN

I, =218-128

Ly=-0.54 = 0.5

Foamia Trigonomiédrica

I.: 251" aa 3207+ Sen 330
Ly = 0745w 377+ san{1 377

iBﬂ:ﬂﬂi-J-:-ll.lﬁli tzisd&nrao

2

a3

ol

e

.a

i

-1

-
[ Informagdes de £, @ 2, Fantos
Mastrar f A BeD E
Eﬁellwpnrbe =B CaEF
[ Tamanhe dos lados A CeD,F

[ Miamers complexo

Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/media/software/1239/atividade2_partel.html

O material apresentado neste capitulo serve como forma diversificada e motivadora

para o ensino dos nimeros complexos em relagao aos livros didéaticos tradicionais e

pode auxiliar o professor da educacao béasica na introducdo, motivacao, aplicacao e

aprofundamento de tal contetido com os alunos. Veremos a seguir sugestoes de ativi-

dades complementares para serem solucionadas com o auxilio do software GeoGebra

envolvendo a multiplicacao de um nimero complexo pela unidade imaginaria ¢ e mos-

trando que a diferenca entre dois nimeros complexos A - B, no plano complexo, traduz

em um vetor com origem em B e extremidade em A, além das transformacoes geomé-

tricas de figuras no plano. O proximo capitulo também traz o resultado da aplicacao

de todo este material com os alunos do ensino médio.



5 Sugestoes de Atividades

As atividades a seguir foram desenvolvidas para serem solucionadas com o auxilio
do software GeoGebra (HOHENWARTER, 2001).

De acordo com o site http://petmatematica.weebly.com/, o GeoGebra ¢ um
software de matematica dinamica gratuito, que relaciona geometria, algebra, célculo,
planilhas e graficos. Possibilita a realizacao de construcoes geométricas com a utiliza-
cao de objetos como: pontos, vetores, segmentos, retas, segoes conicas, poligonos, etc.;
os quais podem ser alterados dinamicamente mesmo ap6s a construcao estar finalizada.
Coordenadas, funcoes e equacoes também podem ser inseridas diretamente através do
campo de entrada. Permite também, operar com funcoes e determinar derivadas e
integrais, dentre outros recursos relacionados a fungoes. Desta forma, uma das van-
tagens do software é a possibilidade de visualizar, em um mesmo ambiente virtual, as

caracteristicas algébricas e geométricas de um mesmo objeto.

Figura 5.1: Imagem do software Geogebra
< GeoGebra = B

Arquivo  Editar Exibir C[’,‘_ZI‘L"ES Ferramentas Janela Ajuda Entrar

A LI D QYO ) N2 )

b Jlanela de Algebra o X | ¥ Janela de Visualizagao a

Entrada:

Fonte: Proprio autor
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5.1 Atividade 1: Problema - A ilha do tesouro

Dois piratas decidem enterrar um tesouro em uma ilha. Escolhem, como pontos
de referéncia, uma arvore e duas pedras. Comecando na arvore, medem o nimero
de passos até a primeira pedra. Em seguida, dobram a direita, segundo um angulo
90°, e caminham o mesmo ntmero de passos até alcancar um ponto, onde fazem uma
marca. Voltam & arvore, medem o nimero de passos desde a arvore até a segunda
pedra, dobram & esquerda, segundo um angulo de 90°, e caminham o mesmo nimero
de passos até alcancar um ponto, onde fazem outra marca. Finalmente, enterram o
tesouro exatamente no ponto médio entre as duas marcas.

Anos mais tarde, os dois piratas voltam & ilha e decidem desenterrar o tesouro,
mas, para sua decepcdo, constatam que a arvore nao existe mais (o vento, a chuva e
os predadores a haviam arrancado). Entao um dos piratas decide arriscar. Escolhe ao
acaso um ponto da ilha e diz: Vamos imaginar que a arvore estivesse aqui. Repete
entao os mesmos procedimentos de quando havia enterrado o tesouro: conta os passos
até a primeira pedra, dobra a direita, etc..., e encontra o tesouro.

A pergunta é: esse pirata era sortudo ou um matematico??

Qual a relacao entre o problema e os niimeros complexos? Use o software GeoGebra
e descubra.

Solucao

Para resolver o problema podemos nos basear em dois fatos fundamentais: multi-
plicar um nimero complexo pela unidade imaginaria ¢ equivale a gira-lo de um angulo
reto positivo e, no plano complexo, a diferenca entre dois nimeros complexos A - B
traduz um vetor com origem em B e extremidade em A.

Dados dois complexos A e B eles podem ser identificados como pontos do plano, e
no plano esses pontos podem ser representado por dois vetores.

Podemos usar o Geogebra para ilustrar o problema, onde z; representa uma das
pedras, zo representa a outra pedra e z3 representa a arvore. Desenhamos o vetor u
(com origem em z; e extremidade em z3) e o vetor v (com origem em z; e extremidade
em z3). Logo apds estas construgoes, podemos desenhar um vetor w multiplicando o
vetor u por i digitando na entrada vetor[u*i]. Este vetor porém, tem mesmo modulo,
é perpendicular ao vetor u e tem origem na origem do sistema cartesiano. Usando
o comando de desenhar um Vetor a Partir de um Ponto, conseguimos desenhar o
vetor a que seria uma translacao do vetor w e terd origem no ponto z;, ou seja, o
vetor a seria a rotacao de 90° do vetor u no sentido anti-horario. Do mesmo modo,
desenhamos o vetor b multiplicando o vetor v por —i digitando na entrada vetor|v*-i]
e este também tem mesmo moédulo, é perpendicular ao vetor v e tem origem na origem
do sistema cartesiano. Usando novamente o comando de desenhar um Vetor a Partir

de um Ponto, conseguimos desenhar o vetor ¢ que seria uma translacao do vetor b e

2REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA 47, 2001
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com origem no ponto 2o, sendo este uma rotacao de 90° do vetor v no sentido horario.
Com estas construcoes, o GeoGebra nos fornece os nimeros complexos z4 e z5 que sao
as extremidades dos vetores a e ¢. Por fim, usamos o comando Ponto Médio entre dois
pontos achando assim o ponto A (ponto médio entre zy e z5).

O ponto A é o local onde esta enterrado o tesouro. Se mudarmos no GeoGebra
o ponto z3 de lugar percebemos que nao ha mudanca no local onde estd enterrado o
tesouro. Com isso, concluimos que a posicao da arvore nao importa na localizagao do

tesouro, podendo esta estar em qualquer lugar. Realmente o pirata era um matemético.

Figura 5.2: Ilustracao do problema da ilha do tesouro no GeoGebra
& GeoGebra
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—2.5
@ b=
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y 2]
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@ V= —_2.5 3 2 1 ] 1 2 3 4 5 [ 7 g g 10 11
_ (0.5
®w= [3.5) 11

Entrada:

Fonte: Préprio autor
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Figura 5.3: Ilustracao do problema da ilha do tesouro no com movimentacao da arvore
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Entrada:

Fonte: Préprio autor
Solucao algébrica para o problema
Denotando, no plano de Argand-Gauss, por:

e A - 0 afixo da arvore;

B - o afixo da 1* pedra;

C - o afixo da 2? pedra;

B’ - o afixo da posicao do pirata apos caminhar a partir da 1* pedra;

C’ - o afixo da posicao do pirata apos caminhar a partir da 22 pedra;

T - o afixo do tesouro

Temos assim, com os pontos correspondentes, a formacao dos seguintes vetores:

BA, CA, BB e CC'.
Com isso:
BA=A-B
CA=A-C

E, sabendo que multiplicar um niimero complexo ou um vetor pela unidade imagi-

naria ¢ equivale a gira-lo de um angulo reto positivo, temos:



Atividade 2 64

EE:B’—B:(A—B)-i:Ai—Bz':>B’:Ai—Bi+B
CC=C'"-C=(A-C)-(—=i)=Ci—Ai=C =Ci— Ai+C

Como enterram o tesouro exatamente no ponto médio entre as duas marcas, tere-
mos:
T =

Portanto, podemos concluir que a posicao da arvore nao importa na localizacao do

B'+C' Ai-Bi+B+Ci—Ai+C B+C+(C—B)-i

tesouro.

No modelo feito no software GeoGebra, a 1* pedra(B) localizava-se no afixo do
nimero complexo 2 + i, a 2* pedra(C) no afixo do nimero complexo 10 4+ 3i e o
tesouro(T) foi encontrado no afixo do namero complexo 5 + 6:.

Verificando, vemos que:
B —B)-i
Como T — +C+(C )i

2
2+i+1 + (1  —2—d) -0 12440+ 8i —2
Entio T — 210+ 0+3@+(20+31 Q)i 124 4i+8i 546

Assim, podemos ver que a solucao apresentada no GeoGebra bate com a solucao

algébrica apresentada através de vetores.

(c.q.d.)

Observacao 5.1. As atividades a seguir foram extraidas do Material de Apoio ao
Curriculo do Estado de Sdo Paulo (Cadernos do Professor e do Aluno) da 3* série do

Ensino Médio e adaptadas para serem solucionadas com o software GeoGebra.

5.2 Atividade 2

Considere a regiao do plano complexo indicada na figura 5.4. Cada ponto da regiao
¢ a imagem de um complexo e serd objeto de uma transformagao, indicada nos itens de
a a e. Represente no plano complexo a regiao resultante apos a transformacao descrita

em cada um desses itens. Para a realizacao da atividade utilize o software GeoGebra.
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Figura 5.4: Imagem da atividade 2
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Fonte: Material de Apoio ao Curriculo do Estado de Sdo Paulo/Caderno do

Professor/Matemética/Ensino Médio/3*Série/Volumel

a) A cada ponto da regido sera somado o numero real 5.

b) A cada ponto da regido serd somado o numero imaginario 3i.

¢) A cada ponto da regido sera somado o namero complexo 3 + 4.

d) Cada ponto da regiao sera multiplicado pelo ntimero real 2.

e) Cada ponto da regiao sera multiplicado pelo niimero real 3

Solucao

a) Cada ponto da regiao sera deslocado 5 unidades na dire¢ao do eixo real. A regiao

transformada serd um tridngulo de vértices nas imagens dos complexos: 7 + 2,

11 + 27 e 11 + 61.
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Figura 5.5: Imagem da solugao da atividade 2 - item a
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Fonte: Préprio autor

b) Cada ponto da regiao serd deslocado 3 unidades na dire¢ao do eixo imaginario.
A regido transformada serd um tridngulo de vértices nas imagens dos complexos:
2+ 51,6+ 51 e 6+ 9.

Figura 5.6: Imagem da solucao da atividade 2 - item b
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Fonte: Proprio autor

¢) Cada ponto da regiao sera deslocado 3 unidades na dire¢ao do eixo real, seguido
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de 4 unidades na dire¢ao do eixo imaginario (ou vice-versa). Cada ponto tera um
deslocamento total de valor igual ao moédulo do complexo 3+4i, que é 5. Os vértices

da regiao transformada serao os seguintes: 5+ 67, 9 + 62 e 9 + 10:.

Figura 5.7: Imagem da solugao da atividade 2 - item c

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Segmento
@ a=4
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Tridngulo
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@ pol2=8 4

Fonte: Préprio autor

d) Cada ponto da regiao tera seu modulo multiplicado por 2. Logo, a regido sera
ampliada, tendo cada segmento multiplicado por 2, e sua area multiplicada por 4.
Como as distancias de cada ponto até a origem serao multiplicadas por 2, havera
uma translagao (afastamento da origem) com a ampliagdo. Os novos vértices serao:
4+ 4, 12+ 4i e 12+ 12:. Os argumentos dos pontos da regiao nao serao alterados,

ou seja, nao havera rotacao.

Figura 5.8: Imagem da solu¢ao da atividade 2 - item d

Arquivo Editar Exitir Opgles Feramentas Janela Ajuda

[ A . [ e i) Moo a=2
e LA |24 e pd oS — 'I'

b Janela do Algobea < | » Janela de Visualizagio

® A-242 " .

=12+ 4i

L
,=12+13

£
a
3
1
F-3

®

090000 0
oo
oo
=
-

AN

e -1 4 o boa s
Tridngule
& poli=§ s B
® poiz-32 2 .
o
] 2 - ] ] 0 12 "

Fonte: Préprio autor
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1
e) Cada ponto da regido tera seu modulo multiplicado por 7 Com isso, a regiao serd

reduzida, tendo cada segmento multiplicado por % e sua area dividida por 4. Como
as distancias de cada ponto até a origem serao reduzidas a metade, havera uma
translagdo (aproximacao da origem) com a reducdo. Os novos vértices serdo: 1+ 1,
341 e 34 3i. Os argumentos dos pontos da regido nao serao alterados, ou seja, nao

havera rotacao.

Figura 5.9: Imagem da solugao da atividade 2 - item e

Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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-
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0 00000 0 0000

Fonte: Préprio autor

5.3 Atividade 3

Considere a regiao do plano complexo indicada na figura 5.10 (a figura é a mesma
da atividade anterior). Cada ponto da regido é a imagem de um complexo e sera objeto
de uma transformacao. Represente no plano complexo - usando o software GeoGebra

- a regiao resultante apos a multiplicacao de cada ponto da regiao pelo imaginario <.
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Figura 5.10: Imagem da atividade 2

eixo Imagindrio

2 6 cixo Real

Fonte: Material de Apoio ao Curriculo do Estado de Sdo Paulo/Caderno do
Professor/Matematica/Ensino Médio/3*Série/Volumel

Solugao
Ao multiplicarmos por i todos os pontos da regidao indicada, ela mantera seu tama-

nho, mas sofrerd uma rotacao de 90°, conforme mostra a figura 5.11:

Figura 5.11: Imagem da solucao da atividade 3

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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o
] 5 4 3 2 1 [ 1 2 3 4 H g 7

Fonte: Proprio autor

5.4 Atividade 4

Considere a regiao do plano complexo indicada a seguir. Cada ponto da regiao é a
imagem de um complexo e serd objeto de uma transformacao, indicada nas alternativas.
Represente no plano complexo usando o software GeoGebra a regiao resultante, nas

seguintes situagoes:
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a)
b)
c)
d)

)

Figura 5.12: Imagem da atividade 4

cixo Imagindrio

2‘ ; é eixo Real

Fonte: Material de Apoio ao Curriculo do Estado de Sdo Paulo/Caderno do

Professor/Matemaética/Ensino Médio/3*Série/Volumel

for somado ao nimero real 9;

for somado ao nimero imaginario 9z;
for somado ao niimero complexo 9 + 9i;
for multiplicado pelo ntimero real 2;

for multiplicado pelo ntimero imaginario 2.
Solucao

Ao somar um complexo com um nimero real, a imagem do complexo corresponde
ao deslocamento horizontalmente na direcao do eixo real. Neste caso, a regiao

triangular sera deslocada 9 unidades para a direita.
A regido triangular sera deslocada 9 unidades para cima.

A regiao triangular sera deslocada 9 unidades para a direita, em seguida, 9 unidades
para cima; ou, equivalentemente, para cima de 9 unidades, e depois para a direita
de 9 unidades.

A regiao serd ampliada, cada complexo z terd seu valor absoluto multiplicado por

2. Nao sofreréd rotacao e sua area ficara multiplicada por 4.

A regiao sofrera uma rotacao de 90°, correspondente a multiplicacao por i, e também

serd ampliada de um fator 2, tendo sua area quadruplicada.

As figuras 5.13 e 5.14 a seguir traduzem as transformagoes ocorridas em a, b, ¢, d

e e.
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Figura 5.13: Imagem da solucao da atividade 4 - itens a, b e ¢
e GeoGeba

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Proprio autor

Figura 5.14: Imagem da solucao da atividade 4 - itens d e e
e Gebebn ]

Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
@HIHI E\\Mﬂl\
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Fonte: Préprio autor

5.5 Pesquisa de Campo

As atividades propostas nesta dissertacao de mestrado foram aplicadas para os
alunos das 3%° séries do Ensino Médio da Escola Estadual Professora Fleurides Cavallini
Menechino na cidade de Adamantina-SP. Escola esta onde trabalho como professor

titular de cargo efetivo na disciplina de Matematica. Os alunos aceitaram bem o
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projeto e se dedicaram na realizacao das atividades propostas.

Primeiramente foi feito um questionamento com os alunos para que os mesmos
colocassem em jogo tudo que sabiam e pensavam sobre o conteiddo que irfamos apren-
der. Em seguida, foram apresentados os audios e videos da colecio M3 - Matematica
Multimidia da Unicamp, iniciando assim as discussoes e explanacoes complementa-
res, esclarecendo e organizando as tarefas de modo a garantir a maxima circulacao de
informagoes possiveis sobre os nimeros complexos. Foram usados também os livros
didaticos disponiveis sobre o assunto para conhecerem as operacoes e propriedades dos
ntmeros complexos, assim como o material do Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo
(Caderno do Professor e Caderno do Aluno da 3?* série - Ensino Médio - Volume 1).
Posteriormente, apresentamos o software Movimentos Complexos da colecao M? - Ma-
tematica Multimidia da Unicamp e o analisamos fazendo adendos pertinentes quanto
a discussao das solucoes do mesmo. Por final, foi passado as atividades adicionais com
solucao através do uso do software GeoGebra, sendo necessario uma aula apresentando
o software e suas ferramentas antes da realizacao das atividades propostas. Para en-
cerrar o projeto foi realizado novamente o mesmo questionamento inicial para verificar
se essa metodologia de ensino surtiu efeito.

Vamos apresentar agora os resultados dos questionarios aplicados antes e depois do
trabalho realizado com os alunos da educacao basica.

O questionario diagnostico, aplicado para 49 alunos, distribuidos em trés salas

diferentes, continha as seguintes questoes:

1) Quais conjuntos numéricos vocé conhece?

2) Voceé sabe o que é um nimero imaginario? Justifique.

3) Vocé conhece o conjunto dos ntimeros complexos? Justifique.
4) O que vocé imagina ser um ntmero complexo?

5) E o que deve ser um nimero imaginario?

6) O que é o plano de Argand-Gauss?

7) De acordo com seus conhecimentos, é possivel resolver a /—47
Com tal questionario pude perceber que:

e 79.5% dos alunos conheciam ou ja ouviram falar sobre os conjuntos dos niimeros
naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais. 20,5% nao conheciam ou nao

sabiam responder;

e 91,8% nao sabiam responder o que era um numero imaginario e 8,2% responde-

ram ser um numero que nao era real;
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e Todos os alunos (100%) responderam nao conhecerem o conjunto dos nimeros

complexos;

e 91,8% dos alunos nao sabiam responder sobre o que imaginavam ser um nimero

complexo e 8,2% dos alunos deixaram a questao em branco;

e 69,2% dos alunos nao sabiam responder o que deveria ser um nimero imaginario,
10,2% dos alunos deixaram a questao em branco, 14,4% responderam ser um
nimero que imaginamos e 6,2% responderam ser um nimero que usamos para

resolver uma equacgao;

e 94% dos alunos responderam nao saber o que era o plano de Argand-Gauss e 6%

nao responderam nada;

e 81.6% responderam nao ser possivel resolver a +/—4, 10,2% achavam que era

possivel resolver e 8, 2% deixaram a questao em branco.

O gréfico da figura 5.15 abaixo nos da uma representacao das respostas para o questi-

onario aplicado aos alunos.

Figura 5.15: Imagem do Gréfico - Resultado do questionario diagnostico

Resultado do Questinario - Inicio do Projeto
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Fonte: Proprio autor

O mesmo questionério foi aplicado apo6s a apresentacao dos audios, dos videos, do
software, das discussoes e explanagoes sobre o assunto e realizacao das atividades pro-
postas, ou seja, apos a finalizacao deste projeto envolvendo os contetidos dos ntimeros

complexos. Com isso pude perceber que:

e 90% dos alunos mencionaram os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros, racio-

nais, irracionais, reais e complexos. 10% nao sabiam responder;
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e 5% nao sabiam responder o que era um nimero imaginario e 95% responderam

ser um nimero utilizado para resolver raizes quadradas de nimeros negativos;

e 95% dos alunos responderam conhecerem o conjunto dos nimeros complexos,

formados por nimeros reais e nimeros imaginérios e 5% néo souberam responder;

e 93% dos alunos sabiam responder sobre o que imaginavam ser um nimero com-

plexo e 7% dos alunos deixaram a questao em branco;

e 96% dos alunos sabiam responder o que era um nimero imaginario e 4% dos

alunos deixaram a questao em branco;

e 97% dos alunos responderam o que era o plano de Argand-Gauss (aquele usado
para representar geometricamente um niimero complexo) e 3% nao responderam

nada;

e 96, 5% responderam ser possivel resolver a v/—4, 2,2% achavam nao ser possivel

e 1,3% deixaram a questao em branco.

O grafico da figura 5.16 abaixo nos da uma representagao das respostas realizadas pelos
alunos na aplicacao do questionério de finalizacao do projeto envolvendo os ntimeros

complexos.

Figura 5.16: Imagem do Grafico - Resultado do questionario ap6s o projeto realizado

Resultado do Questionario - Final do Projeto
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Fonte: Préprio autor

Percebemos neste capitulo, que é possivel aplicar os conceitos e contetidos matemé-
ticos do ensino médio de maneira diferenciada, utilizando varios recursos educacionais
para este fim. Na Pesquisa de Campo realizada e mostrada anteriormente vimos como
os alunos avancaram seus conhecimentos e adquiriram as habilidades necessarias en-
volvendo os nimeros complexos. O resultado dos questionarios aplicados e ilustrados
nos graficos relatam bem isso, onde podemos perceber um progresso significativo no

aprendizado dos alunos.



6 Conclusoes

Sabemos que o ensino da Matematica precisa avancar de modo a obter melhorias
no aprendizado de nossos alunos. Porém, esta tarefa nao é facil, exigindo dos alunos e,
principalmente dos professores, muita disposicao e trabalho intenso.

O intuito deste trabalho é mostrar uma maneira dos alunos adquirirem as compe-
téncias e habilidades relacionadas aos ntimeros complexos. Desse modo, espero profun-
damente poder contribuir para o ensino significativo dos niimeros complexos. Foram
apresentados, como motivacoes para tal assunto: &udios, videos, um software e de-
mais atividades envolvendo tais conteidos utilizando o GeoGebra. A partir deles sao
introduzidos os conceitos, propriedades, graficos e transformacgoes.

Pude perceber, durante todo o projeto desenvolvido com os alunos do Ensino Médio,
que eles tinham um brilho diferente nos olhos durante a apresentacao dos audios e dos
videos, e também na realizacao das atividades propostas tanto no site http://m3.ime.
unicamp.br/ quanto no software GeoGebra. Acredito que isso se deve ao fato de serem
materiais diferenciados do normal em relacao a uma sala de aula, principalmente na
disciplina de Matematica.

Os alunos estranharam bastante a histéria apresentada nos audios Mundos Imagi-
ndrios, pois falava muito em dualidade, real e imaginario. Eles nao imaginavam como
isso era possivel em Matematica, que trabalha com resultados concretos e exatos. Com
a apresentagao dos videos, os alunos comegaram a entender o significado de ntimeros
imaginarios e a composi¢ao do conjunto dos niimeros complexos, dando mais sentido
ao conteudo. Os videos motivam os alunos contando a histéria dos niimeros complexos
de uma maneira divertida e curiosa, falando e explicando algumas propriedades dos
ntimeros complexos e suas representacoes algébricas e geométricas através de imagens
e sons que chamaram a atengao dos mesmos.

Com a utilizacao do software Movimentos Complexos pude perceber um pouco de
dificuldade por parte de alguns alunos, pois tal software trabalha com as transformacoes
no plano complexo e é necessario conhecer as propriedades e operacoes envolvendo os
numeros complexos. Contudo, foi muito interessante para os educandos, uma vez que
eles viram a utilidade dos ntimeros complexos para a realizagao das transformagoes
estudadas. Ou seja, os alunos puderam contextualizar o contetido estudado dando

sentido naquilo que aprenderam.
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O sofware GeoGebra, utilizado na realizagao das atividades sugeridas no Capitulo
5, ¢ muito bom. Com ele é possivel trabalhar varios assuntos da Matematica, além dos
ntmeros complexos, principalmente na construgao de graficos de fungoes. Neste traba-
lho, os alunos nao apresentaram dificuldades para solucionar as atividades propostas,
achando o software muito pratico e interessante. E possivel também trabalhar com o
GeoGebra utilizando o proprio celular, pois ja existe o aplicativo GeoGebra para serem
manuseados nos celulares.

Pude perceber através dos resultados dos questionarios diagnosticos (inicial e final)
que houve um aprendizado significativo em relagdo aos ntimeros complexos, pois no
questionario inicial os alunos nao sabiam nada a respeito de tais nimeros e ao final
do projeto conseguiam responder as questoes e fazer as devidas justificativas. Isso foi
muito gratificante, pois o que todo professor deseja é que seus alunos aprendam os
contetidos trabalhados. Em seus depoimentos pessoais, os alunos acharam motivadores
os recursos educacionais apresentados e que tais recursos trouxeram para eles uma
vontade curiosa e diferenciada em aprender sobre o tema.

Acredito que os objetivos propostos neste trabalho foram alcancados e que o ma-
terial &€ muito bom e motivador, pois desperta o interesse por parte dos alunos ja que
trabalha de modo diferenciado. Creio que nao haja necessidade de modificacao para
que o mesmo material seja trabalhado por uma outra turma.

Tenho o anseio de que, partindo de um problema e da necessidade de resolvé-
lo, podemos mostrar a utilidade de aprender os contetidos do Ensino Médio. Assim,
podemos dar sentido no aprendizado dos contetidos, sem utilizar ferramentas decoradas
e prontas, mas construindo com os alunos essas ferramentas.

Esta pesquisa para a dissertacao, assim como todo o curso de mestrado, trouxe-me
uma nova visao de como abordar determinados contelidos matemaéticos, na perspec-
tiva de construir conceitos. Isso tem me levado a nao mais utilizar férmulas prontas
para ensinar determinados assuntos, mas sim, construir tais formulas com os alunos,

interpretando os resultados.
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