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Resumo

Neste trabalho vamos estudar a representacdo de ntimeros reais por outro
meio além da conhecida por decimais, a representagdo em fragdes continuas.
Veremos que elas nos fornecem aproximagoes excelentes para os ntimeros reais
por meio de racionais, e que de fato elas sdo as melhores aproximagdes. No
primeiro capitulo veremos uma defini¢do de fragdes continuas baseada no al-
goritmo de Euclides, e apresentaremos os chamados convergentes. O segundo
capitulo é dedicado as aproximagdes de nimeros reais por meio de racionais;
isso é feito por meio de teoremas relacionados ao tema. Também é apresen-
tado o conceito de fracdo continua periddica e sua relagdo com os chamados
irracionais quadraticos. No terceiro capitulo veremos a equacdo de Pell e sua
relagdo com os convergentes, que fornecem — alguns deles - as solugdes para
a dita equacdo. O quarto capitulo apresenta uma proposta didatica voltada
para alunos do 8° e 9° anos do ensino fundamental, incluindo a teoria bésica e

algumas aplicagdes das fragdes continuas.

Palavras-chave: teoria dos ntimeros, fragdes continuas, equagdes de Pell,

ensino fundamental
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Capitulo 1

FRACOES CONTINUAS

1.1 Introducao

Imaginemos a seguinte situacdo: um aluno deve resolver a seguinte equacgao

de segundo grau:
¥*-5x—-1 = 0 (1.1)

utilizando uma técnica diferente: dividindo ambos os membros da equagdo

por x. Teriamos, entdo, a seguinte igualdade:

1
xX=5+-
X

Utilizando essa mesma igualdade, e substituindo o valor de x, repetidas vezes,

chegariamos a igualdade:

x=5+

Ou seja, a varidvel x aparecerd sempre no desenvolvimento dessa equagao,
sendo impossivel determinar seu valor exato. Porém, ocorre, no segundo mem-

bro dessa equacdo, uma repeticdo de valores, uma sucessao de fragdes



obtidas a partir de interrup¢des feitas em cada passo. Essas fracdes, escritas na

forma usual, nos ddo os seguintes valores:

= 5,1923076..., 5+ ————— =5,1925925...
5+ = 5+

Esses resultados nos fornecem aproximagdes surpreendentemente boas para
araiz positiva da equacdo (1.1). Ele sdo os chamados convergentes, como veremos

mais tarde. De fato, a raiz em questdo é

X= @ — 5,1925824...

Comparando com o dltimo convergente obtido, este nos d4 uma precisdo de 4

casas decimais (5,1925).

Observando essa dinamica, surgem alguns questionamentos: se calcular-
mos 0s proximos convergentes, conseguiremos melhores aproximagdes para x?
Existe alguma outra técnica por meio da qual obtemos outras aproximagdes

mais precisas? A exemplo da representacdo por decimais, como 3= 0,66666...,

aigualdade
5+ V29 1

ot 1
54—

5+ L

1

5+ —

é valida? A teoria das fragdes continuas nos fornece essas e outras respostas



para problemas que envolvam aproximagdes de niimeros racionais por meio

de reais.

1.2 Frac¢ao continua

Uma expressdo da forma

ar + —

é chamada de fragdo continua, ondeay € Zeay, a,,- - - € N*. Por enquanto estamos

preocupados em estudar as chamadas fragdes continuas finitas, ou seja,

) 1

.. + —_

Ay
onde (a,) € uma sequéncia de inteiros positivos, com n > 1. Por enquanto, ndo
estamos interessados nas fra¢des continuas infinitas; isso serd visto no capitulo

2.

91
Exemplo 1.1. Representar o numero 7 em termos de fragdes continuas.

Inicialmente, efetuamos a divisdo indicada, cujo quociente é 3. Entdo rees-
crevemos a fragdo como uma soma entre o quociente e uma fragdo prépria, ou

seja, cujo valor se encontra entre 0 e 1. Assim sendo, temos

%—3_}_&
27 27

Escrevemos a segunda parcela da soma como uma fracdo de numerador 1. Ao

denominador resultante, aplicamos novamente o primeiro passo:

91 1
AR
10



Repetimos o procedimento com a fragdo 10’ € assim sucessivamente, até chegar

a expressdo final:

91 1
A
24—
1+ 1
1

2 _
T3

Observe que, na ultima fracdo obtida, a aparicdo do numerador 1 per-
mite encerrar a operacdo, obtendo assim uma fragdo continua finita. Outra

representacdo para uma fracdo continua é pela notagao [ap; a1, 4y, ...,a,]. Por-
91
tanto, — =[3;2,1,2,3].
7 =1 ]
. 91 .
Observando o desenvolvimento de > podemos estabelecer um algoritmo
para a obtencdo de uma fragdo continua de um ntmero x. Paraisso, utilizaremos

a fungdo piso.

Definicdo 1.2. A fungdo piso associa um niimero real x a sua parte inteira, denotada
por | x], que é o tinico inteiro tal que | x| < x < |x] + 1.

Exemplo 1.3. 11| = 3; I_%J =4,

Podemos definir o algoritmo para obten¢do de uma fragdo continua de um

numero x em dois passos:

1 L. - .
e Escrever x = |x] + —, onde a; é o inverso da fracdo obtida ao calcular
a

x—[x];

e Se a; € N, o algoritmo se encerra. Caso contrdrio, repetimos o primeiro

passo em a1, ou seja, escrevemos x = [x| + %, e assim sucessiva-
lai] + —
a
mente.

Este algoritmo nos fornece uma forma eficiente de se representar uma fragao
continua. Nesse desenvolvimento, comparando com as notagdes vistas ante-
riormente, fica claro que o inteiro | x| corresponde a a, e 0s inteiros positivos
lag], g, ..., la,] correspondem a sequéncia (a3, 4, . . ., 4,). Em algum momento
do desenvolvimento, se |a,, ] = a;,, entdo a,, = a,,, e temos uma fracdo continua fi-

nita. Caso contrério, teremos uma fragao continua infinita. Nesse caso dizemos
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que

x=ag+ 7 = [ag;m, a2, ..., 001, ] (1.2)
a; + 1
a, + 1
.+

a1+ —

n

onde ,
&, =a, + 1
A1 +
ps2 + 7

Se, para algum n, a, = a4, teremos uma fracdo continua periédica. Veremos
a importancia dessas defini¢des no capitulo 2, onde estudaremos as fra¢des

continuas infinitas com mais detalhes.

27 < )
Exemplo 1.4. Desenvolver o1 &M termos de fragoes continuas.

27
Utilizando o algoritmo apresentado acima, b—lJ = (0, entdo

g =0+ i
91 = 91
27
. 91 . o <
Ou seja, a; = > Aplicando o primeiro passo nessa fracdo, chegamos a
27 1
o1 ~ V7 1
3+ —mM—
1
2+
1
1+ 1
2+ =
3

27
Portanto, o1 = [0;3,2,1,2,3].

Os dois ultimos exemplos nos mostram uma propriedade interessante das

fragdes continuas. Dois ntiimeros, quando um é inverso do outro, possuem



representacoes semelhantes, a saber: se

p
E = [ao; ay,az, ... /an]/

com ay > 1, entdo

q
- = [O/ aop,a1,02, .. ~/an]

A representacdo em frag¢des continuas é tinica, com exce¢do feita ao dltimo

91
termo. Tomando como exemplo novamente a fracdo > = [3;2,1,2,3], temos

a4 = 3. Podemos reescrever o tltimo passo da fracdo continua como se segue:

91 1
— =3+
1
27 2+
1+

91
Portanto, > =[3;2,1,2,2,1]. A partir daqui, consideraremos apenas a primeira

notacdo, para ndo gerar confusoes.

27
Exemplo 1.5. Escrever —11 " fragdo continua.

27 1
Tt T
+

27
Portanto, 11 =[-3;1,1,5].

1.3 O algoritmo de Euclides

O algoritmo para obtencdo de uma fragdo continua descrito acima pode ser
encarado como um caso particular do algoritmo de Euclides, usado para de-
terminar o maximo divisor comum (MDC) entre dois niimeros inteiros. Esse
algoritmo consiste em aplicar sucessivamente o algoritmo da divisdo a dois

inteiros, até que se chegue a um resto zero, o que certamente acontecerd, pois é



finito o ntimero de naturais divisores de algum outro ntimero. Sejam a4,b € N.

De acordo com os passos descritos acima, obtemos o seguinte:

a= b.go + 1o, O<ro<b
b= To.q1 + 71, O<ri<r
To = r1.q2 + 12, O<rm<n

(1.3)
-3 = Tp2.qn-1+Tp-1, 0<rp1 <ty

-2 = Yn—1-n

Nas desigualdades que envolvem os restos, admitiu-se que os restos sdo estrita-
mente maiores que zero, ou seja, 0 < 1y < baoinvés de 0 < ry < b. A explicagdo
é simples: se rp = 0, a equacgdo serd a tltima e o algoritmo se encerra. De fato, a
sequéncia (ro, 71,72, + ,n-2, Tu-1), de nameros inteiros positivos, é decrescente.
Portanto, em certo momento um dos restos serd zero, e assim a sequéncia se

encerrara.

A partir das desigualdades em (1.1), dividimos os membros de cada equagao
pelo divisor correspondente a ela, e assim obtemos:

a + To
R 0+ —
p - 1T
b r
— = (h + —
Yo qo
7o [§]
— = 5/2 + =
" "
(1.4)
In-3 -2
= (p1t
-2 -1
Tn-2 = g
= n
Tr—1

, onde vemos que r,,_; é, de fato, o MDC entre a e b.

Observando cada igualdade em (1.2), vemos que, no primeiro membro,



aparece uma fra¢do cujo numerador é maior que o denominadort, e no segundo
membro, temos um numero inteiro e uma fragdo entre 0 e 1. Além disso,
podemos observar que, com exce¢do da primeira, a fragdo propria que aparece
no primeiro membro de cada equacdo é o inverso da fracdo prépria que aparece
no segundo membro da anterior. Diante disso, a primeira equacdo pode ser
reescrita como

a 1
E:q()'f'z.

Repetindo esse procedimento em todas as equagdes, e fazendo as devidas

substitui¢des, obtém-se a igualdade abaixo:

p - T 1

Ou seja, obtemos a representagdo de % em fragdo continua. Comparando
com a notac¢do usada na se¢do anterior, a sequéncia (4o, 41, 92, - - -, 4») corresponde
a sequéncia (ag, a1, 4y, . .. ,a,). Por ser finito, o algoritmo de Euclides prova que
todo nimero racional possui uma representacdo finita em termos de fragdo

continua.

1.4 Convergentes

Em varios momentos, se fard necessdria a interrupc¢do do desenvolvimento
de uma fragdo continua. Como ja visto no inicio do capitulo, ao fazer isso,

encontramos os chamados convergentes, que ndo por acaso possuem esse nome:

n
mente para o ndmero real x que ele representa. Além disso, eles nos forne-

. . N n
veremos mais adiante que a sequencila dos convergentes (p— converge exata-

cem aproximacgdes surpreendentemente boas para o ntimero real em questéo.
Nesta secdo conheceremos os convergentes e suas propriedades aritméticas
mais interessantes. Comecaremos desenvolvendo os convergentes a partir

da interrupgdo dos passos do algoritmo descrito na primeira secdo. Seja

10



x =lag;m,ay,...,4,], e sejam p, € Z e g, € N*, com mdc(p,, q,) = 1, tais que

n 1
Po e L

q = [aO; ai,az, ... /an]/
n

a; +

. —_ Pn - < .
com n € N*. Definimos — como o n-ésimo convergente da fracdo continua de

Un
n N Pn .
x, e |— | como a sequéncia dos convergentes —. Podemos verificar, tomando
n n
Po 4o :
n=0,que — = T ouseja, pop = ap e q, = 1. Paran =1, temos
qo
1 1 aag+1
P g+ — =BT
q1 a1 a1

o que implica p; = mja9 + 1 e q; = a;. Paran = 2, temos

p2 + 1 araag + dg + dp
—_— :ao =
1 aa + 1
q2 4+ — 201
a

ou seja, pp = dalidg + ag + ax € g = dpay + 1.

Usando as igualdades obtidas e substituindo convenientemente, chegamos
as seguintes igualdades:

po=ay e qo=1
pr=mpo+1l e g1 =m

P2=mp1+po € o =1+ o (1.5)

Observando as igualdades obtidas acima, podemos conjecturar uma férmula
Pn
recorrente para obter p, e g,, e, consequentemente, todos os convergentes —.

Yn
Veremos isso nos resultados que provaremos a seguir.

Proposicao 1.6. Dada uma sequéncia de niimeros reais ty, t1,t,, ..., finita ou infita,
tal que t, # 0, para todo k > 1, definimos duas sequéncias, (x,,) e (Yn), definidas

pelas recorréncias xo = to, X1 = tot1 + 1, Xpuo = tpeoXmer +Xme Yo = 1, 11 = t,

11



Ym+2 = tms2Yma1 + Ym, para todo m > 0. Entdo,

1 X
[t0/t1/t2/"'/t7’l]:t0+ :_1’1, VﬂZO

t +

tr +
2 ] 1
o4 —

t

Além disso, x,41Yn — XnYns1 = (=1)", para todon > 0.

Demonstragio. A prova sera por indugdo em n, paran = 0, 1 e 2 ja foi visto
acima. Suponha, agora, que seja vélido para n. Vamos mostrar que a afirmacao
também é vélida para n + 1.

Temos que [to; t1, ..., ty, the1] = [to; ti, to, o B0 + ]. Entao:

n+1

1
(tn + t—)xn_l + X2
[tOI tl/ ceey tnl tn+1] = ad

1
(tn + )yn—l + yn—Z
Ap+1

tn+1tnpn—1 + Xp—1 t tn+1xn—2
tn+ltnqn—l + yn—l + tn+1yn—2

tn+1 (tnpn—l + xn—Z) + Xn—-1
tn+1 (tnyn—l + yn—2) + yn—l

Fne1Xn + Xp-1 _ Xn+1
tn+lyn + yn—l yn+1

Para a segunda afirmagdo, novamente usaremos induc¢do em n. Paran = 0,
temos

X1 — Yox1 = (tito + 11 —tot; =1 = (-1)°
Sendo vélido para n, entdo temos, paran + 1
Xn+2Yn+1l — Xns1lYn+2 = (trs2Xpan + xn)ynﬂ - (tn+2yn+1 + yn)xn+1

= XulYn+1l — Xp+1lYn = _(xn+1yn - xnyn+1)

-D(-D" = (-1)"!

O

Corolario 1.7. As sequéncias (p,) e (qn) sdo definidas, para todo n > 0, pelas re-

12



corréncias

Pn+2 = ne2Pn+1 +Pn € Gui2 = Ani2qn+1 T 4n (16)

onde

po=ap,p1=mao+1 e go=1,q1=m (1.7)

Demonstragio. As sequéncias (p,) e (9.), definidas dessa forma, satisfazem as
igualdades dadas na proposicdo anterior,

p n _ n

— = [ao, 41,42, - .., 44] € Prs1Gn — Prgne = (=1)", ¥n >0
Como pu+1qn — Pngne1 = (—1)", segue que todos os elementos p, e g, sdo primos
entre si. Também podemos observar que g, > 0 para todo n > 0. Diante desses

. n . = P
fatos, podemos concluir que P ¢ um convergente da fragdo continua de x. O
n

Coroldrio 1.8. A diferenca entre dois convergentes consecutivos, denotada por A, é
dada por

I s S (-1)"
qn+l qn %+1Qn
_Prr _ Pn _ Prntfn = Pufen _ (2D
qn+1 qn %+1Qn %+1Qn

O dltimo resultado nos mostra um fato interessante: os convergentes de

Ay

Demonstracdo. A, O

ordem par sdo menores que seus convergentes vizinhos; consequentemente, os
convergentes de ordem impar sdo maiores que seus vizinhos. Além disso, os
convergentes de ordem par formam uma sequéncia crescente e os convergentes
de ordem fmpar formam uma sequéncia decrescente. Outro fato interessante
é que, devido a essas propriedades, o valor exato de uma fra¢do continua esté

localizado entre dois convergentes consecutivos quaisquer.
Teorema 1.9. Temos, para todon € N,

Ap1Pn + Pn-1 -1 = X(n-1
x=— T P Pn e Qpy1 = Pt — Xn-1 (1.8)
an+1£]n + EIn—l an - pn
Demonstragio. O primeiro resultadoseguede (1.2), poisx = [ag;a1,...,85-1, 8n, Aps1].
O segundo é consequéncia direta do primeiro.

O

13



O préximo teorema nos traz a ordem do erro absoluto entre os convergentes

e X.

Teorema 1.10. Temos, paran > 0,

P

D"

qn B (an+1 + ,8n+1)q721

qn—l

n

onde B = =[0;a,, 411, ..

1
(an+1 + z)qgl

.,m]. Em particular,

<

Demonstracdo. Do teorema anterior, temos

Pn
qn

an+1pn + pn—l pn _
an+1qn + (’In—l qn

_(pnqn—l - pn—lqn) _

Pn—lﬂln - ann—l
(an+1qn + %—1)%

(-1

(an—lqn + qn—l)qn
(=D"

(an+1qn + %—1)%
(=D"

(an+1qn + qn—l)qn - (

2 - (an+1 + ﬁn+1)q$1

n

qn—l

n

Opy1 +

D"
Ja

Em particular, temos

‘7n (an+1 + ,3n+l)q$z’
e como |ay41] = a,41 €0 < B, < 1, temos que a,41 < Aps1 + P < A1 + 2.
Portanto,
1 Pn 1
——— <|x——| < >
(ans1 +2)qy Inl  Ans1qy
2 . qn—l
Além disso, como f,+1 = q—, temos
n
EIn—l 1 1
ﬁn+1 = 1 + = anqn_l T qn_2 = qn_z
nQn—l EIn—Z n Tt
qn—] ql’l—l

Desenvolvendo essa fragdo em termos de fragdes continuas, chegamos a f,,+1 =

[OI A, An-1y- -+ /al]‘ O

Anteriormente foi citado que todos os convergentes pares sdo menores que

14



todos os convergentes impares, o que implica que o valor exato de uma fragdo
continua estd sempre localizado entre dois convergentes consecutivos. Outros
fatos interessantes podem ser observados, quando se trata de convergentes e
a diferenca entre eles. Um resultado interessante é que a diferenca entre dois
convergentes consecutivos vai ficando menor a medida em que s converggentes

vdo aumentando. De fato, seja A, e A,;1. Sabemos que

—1)" -1 n+1
A, = ( ) Apyr = L
n+1qn qn+2qn+1
Entao
1
|An| = e |An+1| =
n+1qn Jn+2qn+1

A sequéncia (g,) é (estritamente) crescente, para n > 2 (esse fato segue da
definicdo de convergentes via recorréncias), segue que g, < {u4+2, portanto

Gn19n < Gu+2qn+1. Conclui-se, entdo que

1 1
<
Jn+2qn+1 Jn+19n

Portanto, [A,4+1| < |A,]. O préximo resultado mostra que os convergentes pares
formam uma sequéncia crescente, e que os convergentes impares formam uma
sequéncia decrescente. Além disso, nos d4 uma nova demonstracdo de que os
convergentes impares sdo maiores que todos os convergentes pares.

Proposicao 1.11. Temos, para k > 0,

2k 2k+2 2k 2k+1
P_ < P_+ <x< M < Paie+
ok q2k+2 q2k+3 q2k+1

Demonstragio. Inicialmente, verificamos a primeira parte das desigualdades,

. k k
ou seja, Pk < P22 De fato:
Qok  ok+2
P2k+2 _ @ _ Pak+2q2k — PakYok+2
Q2k+2 2k q2k+292k

(Aok+2P2k41 + P2)Gok — (A2ks2G2k+1 + GorPok

2k+242k

azk+2(P2k+1I12k - szﬂ2k+1) _ (—1)2k512k+2

q2k+292k A2k+242k

15



s . k k
que é positivo para todo k > 0, ou seja, P2 < P2 2

2k q2k+2

Analogamente, para a

ultima parte das desigualdades, temos

Pz Past  (m1)F gy,

Qok+3  2k+1 Q2k+32k+1

2k+3 Dk+1
Pak+ SP+

q2k+3 q2k+1

que é negativo para todo k > 0, ou seja, . Por fim, usamos o fato de

Pn 1" S : .
quex — — = , que é positivo para n par e negativo para n impar.
Qn (an+1 + ,Bn+1)q%
Isso conclui a demonstracéao. O

A partir de agora, mostraremos que toda fragdo continua simples infinita

representa um namero irracional.

Corolario 1.12. Seja a sequéncia de convergentes (?) Entdo limn_m& existe e
n n
@ < Pak+2 << hmp_n << P2k+3 < Pak+1
2k q2k+2 n—00 (J, q2k+3 q2k+1
Demonstragido. Pelo corolério 1.1, temos que
1
8] = [Pt Pl
Qn+1 qn Qn+1qn
. . - pn+1 Pn .
Como (g,) é estritamente crescente, entdo p - 6]_ — Oquandon — 0. Assim
n+1 n
. P . P2+
lim — = lim

n—oo QZk n—oo QZk+1

que implica em

. 2k ) k ) 2k+1
hmp—: hmp—:hmp
n—oo 5]2k n—oo Qk n—oo QZk+1
e portanto
2k 2k+2 . 2k+3 2k+1
p_<p <...<hmp_n<...<P <p
2k q2k+2 n—00 (J, q2k+3 q2k+1

Com base no corolario anterior, podemos fazer a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.13. Sejam ap,a1,as,. .. inteiros positivos, exceto possivelmente ay. Esta
sequeéncia determina uma fragio continua simples e infinita. O valor de [ag,a1,a,, ... ]

16



é definido como

lim [a(]/ a1,az,..., an]

n—oo

A partir dessa definigdo, vamos mostrar que toda fracdo continua simples
e infinita representa um nimero irracional, e que esse nimero é exatamente o
limite da sequéncia de convergentes. Também mostraremos que um nimero
irracional é representado unicamente por uma fracdo continua. Para comecar,

mostraremos o seguinte teorema:
Teorema 1.14. Toda fragdo continua simples infinita representa um niimero irracional.

Demonstragio. Seja p = [ag,a1,4z, - . .]. Entdo, pela definicdo 1.14, temos que
p= lim[ag, a1,a0,...,a,].

Pelo coroléario 1.13,

pn pn+1
—<p< .
qn P Qn+1
Sendo assim,
0<l|p—Prf<|Prt _Pr
qn Qn+1 qn
Sabemos que Znﬂ - ;ﬁ = A. Entdo, podemos reescrever a desigualdade ante-
n+1 n
rior da seguinte forma:
Pn
O<lp——|<
p qn qn+1Qn

Multiplicando essa desigualdade por g,,
1
0<1|pgn—qgu| < —
'Pl] 1 | dn+1

Suponha que p = %, coma € Z eb e N. Entdo,

b
< —.
Qn+1

0< |aqn - bpy,
Quando nn — o, g,41 — 0. Logo, existe um 1y € N tal que b < g,,11, ou seja,
0 < |agy, — bpy,| < 1.
Contradigdo, pois ag,, — bp,, € N. Portanto, p é irracional. O
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Ak

.~ . ., . Pk
Proposicao 1.15. Sejam ay, as, ... ,a, inteiros, com ar > 0 Vk > 1, e sejam (— 0s
k>0
convergentes da fracdo continua [ag, a1, . . .,a,]. Entdo o conjunto de todos os niimeros

reais cuja representagdo em fracoes continuas se iniciam em [ag, a1, . . ., a,] é o intervalo

lag,aq,...,a;) = {P_n} U{lao, a1,...,a,, a],a > 1}

n

n Pnt Pn-

p—,w com n par
— qn qn + qn—l

n T Pn- n .

w,p— com n impar

(’In + %—1 (’In

Alémdisso, a fungido G(1, +00) — I(ag, ay, . .., a,), dadapor G(a) = [ag, a1, ... ,a,, ]
¢ mondtona, crescente para n impar e decrescente para n par.

Demonstracdo. Como

Oputpur _pu (D)

= ot = o 4 T @ g

entdo, por 1.11, temos que G(a) é rcescente para n impar e decrescente para n

. _ P + Pn—l _ Pn
par. Sendo assim, como G(1) = P G(a) = —, temos que
n n-1 n
n n + n—
(P_,w) com n par
G((1,+oo) =4 gl Tn et
pn + pn—l pn .
———,— | com n impar
qn + qn—l qn

Portanto,

Iay,ay,...,a,) = {&} Ulag,a1,...,a,,a],a>1

n

= {p—”} U G((1, +00))
n Pn+ Pn-
p—,w com n par
— qn qn + qn—l
n T Pn- n .
w,p— com n impar
(’In + %—1 (’In

O

Proposicdo 1.16. Existe um tinico niimero irracional o cuja representagio em fracoes

continuas é [ag,a1,a, ... ].
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Demonstragio. Sejam p, e g, definidos tais que (?) seja a sequéncia de conver-

gentes de [ag, a5, ...]. Entdo, por 1.11,

2k 2k+2 2k+3 2k+1
P Pz Poes P2t s,
2k qok+2 q2k+3 q2k+1

Entédo, considere os intervalos fechados

lpzk P2k+1l
I =|—, .
qok  2k+1

Desse modo, podemos afirmar que I+1 C I;. Utilizando intervalos encaixados,

e observando que

Paks1 P2k _ Paceifok — Pkt _ (=1)%* _ 1
Qor+1 Y2k q2kq2k+1 q2kq2k+1 b]szkH/

x| =

existe, entdo, um ntimero real x que pertence a ﬂ Ix. Agora, observe que, como
k20

P2k
[ag,a1,...,a0] = — < x <[ap,a1,...,a0%1]

q2k
.. . P P2+ .
e, pela proposigao anterior, q— e q pertencem ao intervalo Iy C I9ay, a4, ...,ax),
2k 2k+1

podemos afirmar que x € I(ag,a3,...,ax). Sendo assim, sua fracdo continua
comega com [ag,ay,...,a4x), Yk > 0 e, portanto, x = [ag,a;,...]. Como se trata

de uma fracdo continua infinita, temos que x é irracional. O
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Capitulo 2

CONVERGENTES E BOAS
APROXIMACOES

No capitulo anterior vimos que a sequéncia de convergentes de um ntimero
irracional convergem para ele. Neste capitulo, veremos qual é a ordem dessa
aproximagdo, ou seja, vamos analisar como esses convergentes se aproximam
do ntimero irracional. Essa ideia consiste em estabelecer cotas superiores e infe-
riores para o erro da aproximacao entre ele e seus convergentes. Depois disso,
veremos que as aproximacdes dadas para niimeros irracionais por racionais,
quando dadas por seus convergentes, sdo as melhores. Veremos também que

todas as melhores aproximagdes sdo necessariamente dadas por convergentes.

2.1 Aproximacgao por convergentes

Teorema 2.1. Seja x irracional e % convergentes da fragdo continua de x. Entio
n

1
<
6]n%+1

1 ' Pn
qn(EIn + 5]n+1) Gn

Demonstragido. Vamos demonstrar a primeira parte da desigualdade. Do teo-

rema 1.4, temos
1

- (an+1 + ﬁn+1)q%

-2
dn

Fazemos a seguinte afirmagéo:

(an+1 + ﬁn+1)ﬂi < (qn + qn+1)qi/
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que é equivalente a

(ape1 + ﬁn+1)CIn < qn + gn+1-

De fato, essa afirmagdo é verdadeira. Podemos escrever a tltima desigualdade
como

qn(an+l + 5n+l - 1) < qn+1-

De fato, temos
Qn(an+1 + ﬁn+1 - 1) = nlu+1 + Gu-1 — qn,

POiS GuPus1 = gu-1. Temos entdo

qn(an+1 + ,Bn+1 -1) = Qn(anﬂ -1)+ In-1 < Op1qn + Gu-1 = Gn+1

Quanto a segunda parte da desigualdade, basta lembrar que

Ig—nﬁxspwr1 ou Pt stp—"
qn dn+1 dn+1 n
Dai, segue que
Y S e O D
qn Qn+1 Qn 6]n%+1 qnqn+1
que é equivalente a
' Pn 1 1
x——| < < )
In Indn+1 qn

2.2 Boas aproximacoes

Nesta se¢cdo mostraremos que as melhores aproximagdes de um ntimero real
sdo dadas por convergentes de fra¢cdes continuas. Caracterizaremos essas boas
aproximacoes e veremos desigualdades importantes que refinam o erro dessa

aproximacdo. Primeiramente, definiremos abaixo o que é uma boa aproximagdio.

. e~ . ~ . . . a
Definicao 2.2. Uma boa aproximagio para um niimero real x é uma fragdo b b>0,
c

tal que, para todo 7

, 0 <d < b, vale a desigualdade

|dx — ¢| > |bx — al.
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Proposicao 2.3. Vale a sequinte desigualdade:

qnx - pn < qn—lx - pn—l
Demonstragio. Sabemos que
1
qn qn(an+1 + ﬁn+1)
que é equivalente a
1
qnX — Pu| =

Qn(anﬂ + ﬁn+1) .

Analogamente, temos que

v
%—1 (an + ,Bn)

uorX = Pua| =

Para concluir a prova, provaremos o lema a seguir.
1 1

Lema 2.4. < .
qn(an+1 + ﬁn+1) %—1 ((Xn + ﬁn)

~ n—1 .
Demonstragio. Sabemos que 41 = q—. Portanto, podemos reescrever a desi-
n

gualdade acima da seguinte forma:

1 1
<
Qn(an+1 + ,Bn+l) qn—l(an + ﬁn)

Qn—l
nln+1 + Gu-1 > u-10y + p—2 = n + ’
At
pois a, = a, + ——, e como a1 > 1, a prova estéd concluida. O

At

Teorema 2.5. Para todo x e trés convergentes consecutivos dele,

pn—l & pn+1
qn—l ’ qn ’ qn+1 ’

pelo menos um deles satisfaz a desigualdade

o-Bl<—
ql  Bg
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Demonstragio. A prova é por contradigdo. Supondo o teorema falso, entdo, pelo
teorema 1.4 existe x irracional tal que nenhum dos trés convergentes satisfaz a

desigualdade. Ou seja,
On +ﬁn = \/g’ An+1 +:Bﬂ+1 < \/5 € an+2+,8n+2 < ‘/5

Diante disso, temos que a, < 2, parak =n, n+1, n + 2 (a, é a parte inteira de

1 1 .
>—,comkenn+1,a,1 = a2 =1, pois se a, = 2,
ak+ﬁk 3

1
parak =n+1, n+2, terfamos ax + i > 2+ 3 > \/5, absurdo. E g, = 1 também,

ax). Como Py =

pois sendo teriamos

a, =a, + >an+%22+%>\/§,

Ant1

um absurdo. Feito isso, agora vamos escrever as desigualdades acima em

fun¢do de a,+1 e B41. Elas ficam da seguinte forma:

1
Ay =a, + =1+
Ayl An+1
1 1 1
ﬁm—l ay + ,871 1+ ﬁn ﬁn ﬁn+1
1 1 1
Qpy1 = Apy1 + =1+ = Qpy2 =
Apy2 A2 Ayl — 1
Bus = 1 B 1
" Ap+1 + ﬁn+1 ﬁn+1 +1
1 1 1
+ < V5, pir +Bus1 < V5 + <5
Ap1 ﬁn+1 H ﬁ +1 Apy1 — 1 ﬁn+1 +1

Vamos analisd-las. Primeiramente, sabemos que .1 + 41 < \/5. Entdo

1 1
>
An+1 ‘/g - ﬁn+1

Api1 < \/5 - ﬁn+1 =

1 1 1 1 \5
5 > > -
\/_ = Xn+1 ’ IB”+1 = \/5 - ﬁn+1 T ‘Bn+1 ,Bn+1( \/5 - ,Bn+1)

V5-1
2 Sﬁn+1£

V5 +1
2

e portanto f3,..1( V5 - Bui1) =21 =

dfrac V5 +12. Em particular, f,41 > . Por outro lado, . —1 < V5 —
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Bn+1 — 1, portanto

1 1 1 1
V5> + = + = i /
A1 —1 P +1 \/g —Bus1 — 1 Pui1 +1 (\/5 —Pn+1 — D)(Bns1 +1)

V5 -1 V5 +1

ou seja, (V5 = 1 = DB +1) 2 1, elogo —— < fun < —5—, ¢,

V5-1 V5-1

, donde concluimos que 41 = >

€ Q. O

em particular, f,41 <
qn—l

n

, 0 que €

absurdo, pois B,+1 =

1
V542

<

x_E

q

Em particular, o teorema acima prova que a desigualdade

g ~ . . P . .
possui infinitas solugdes racionais —, para todo « irracional.
q

Os proximos dois resultados - os tltimos dessa se¢do - sdo extremamente
importantes, pois amarram toda a teoria de aproximagdes explanada nesse
capitulo. O primeiro estabelece um pardmetro alternativo sobre a eficiéncia
de aproximar um ntimero real por convergentes, e o segundo nos da a ordem
desse erro, e nos informa essa margem de erro para que possamos identificar um
convergente. Esses resultados sdo especialmente importantes, pois respondem
algumas questdes importantes levantadas no inicio desse trabalho. Ja sabemos

que, dado x irracional, podemos encontrar um racional E, com g positivo, tao

préximo de x quanto se queira. A grande motivagdo desse capitulo é otimizar

esse erro de aproximacdo. Veremos agora as respostas a essas perguntas.

n

Teorema 2.6. Paratodop,q € Z,com0 < q < gus1,com0 < q < gpi1€ Z # P_n/ temos

gnX = Pl < |9 = p|
Demonstragdo. Seja Z * Pt Temos que
A1 (R S S | S
g qul 990 Gudu+r 1Gn Gn
. ~ P ~ . Pn pn+1 .
Po1s g1 > 4. Entéao, a nao pertence ao intervalo q—, g . Agora, temos dois
n n+1

casos a analisar:
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P _ Pn

i) Quando = < —, entdo temos
q n

PP, 11
qt qn gl q9n  gqn+1
ii) Quando PP "1 temos
q Jn+1
= Pls @_E‘: |9Pn1 = Pns o 1
q Gn+1 4 q9n+1 qq9n+1
Ou seja, |x — P > pr— Dessa desigualdade, concluimos que
n+1
lgx —pl = > 19X = pul,
qn+1
pois |x — P < L O
qn ann+1
Teorema 2.7. Dados dois convergentes consecutivos de x, pelo menos um deles satisfaz
a desigualdade
'x Pl L
ql 2%

Além disso, qualquer fragdo irredutivel que satisfaca essa desigualdade é um convergente
de x.

Demonstragio. Comegamos escrevendo a seguinte igualdade:

Prs1 Pu =‘x_pn+1 S|P ,
qn+1 qn Qn+1 Qn
que vale para todo n € N, pois P < Pret oy Pt <x < Pr A partir dai,
qn qn+1 An+1 In

suponha que o teorema nao é verdadeiro para dois convergentes consecutivos
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Pn pn+1 .
—e . Sendo assim,

Qn qn+1
pn+1_p_n: 1 _ ‘x_pn+l +&_x
qn+1 % qnqn+1 qn+1 qn
1 1 1

Gnns+1 242, " 27
1 Gatdua
Gt 22,02
2urln 2 Go+ o
(Gne1 — 6]n)2 <0

\%

o que é absurdo, pois g; é estritamente crescente para k > 2. Essa desigualdade
pode ser verdadeira no caso em que n = 0 e go = q; = a; = 1. Entdo, para
concluir a demonstragdo, basta analisar o caso n = 0, que sdo exatamente os

convergentes Po e &:
qo N
P1 apaq + 1
— =X = - = a0+1—x:a0+1—[a0,1,a2,...]
q1 a
1 a 1
< l-—g=1-—5%;
1+— 2
as
satisfazendo o teorema. O

Coroldrio 2.8. Qualquer fragdo irredutivel que satisfaca a desigualdade

¢é um convergente de x.

Demonstragio. Suponha que g satisfaz a desigualdade provada no teorema an-

terior. Entdo, basta provar que % é uma boa aproximacao de x.

P P p p 1
Tome —talque — # =, Q < Peque|Qx—-Pl<|gx—pl =qglx—=| < —.
g talque 5 # o, 0 que |Q U] S

Entdo, utilizando um raciocinio semelhante ao aplicado na demonstragdo da
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primeira parte do teorema,

1 IPg—pQl
qQ 9Q
p_F
q Q
p| |P
< la-—=|+|=z—«a
ql1Q
< — 4L
2q>  29Q
_ 9+Q
- 29Q
q+Q
1 <
29
29 < g+Q
g < Q
absurdo. Portanto, Z é uma boa aproximacao. O

2.3 Frag¢oes Continuas Periddicas

Nessa ultima se¢do, vamos falar um pouco mais sobre fra¢des continuas
periddicas e os irracionais quadraticos. O objetivo principal é relacionar essa
nova classe de irracionais com equagdes polinomiais quadréticas, ou seja, mos-
trar que todo irracional quadrético possui uma representagdo por uma fragdo
continua periddica e também é raiz de um polindmio de 2° grau de coeficientes

inteiros. Para tanto, vamos apresentar as seguintes definigdes:

Definic¢do 2.9. Uma fragio continua [ay,a1,a,,...] é dita periddica quando se tem,
para algum kg € N e algum | > 1, ay = ay4y, para todo k > ky. Nesse caso, | é o periodo

e podemos utilizar a sequinte notagdo: [ap;as, ..., Ak, kg1, Akg+2s - - - » Akg+1-

Exemplo 2.10. V2 =1+ =11,2,2,2,...1=1[1,2]

1

24
Definicao 2.11. Um niimero irracional o é dito quadritico quando ele é raiz de um

2+

polindmio de coeficientes inteiros de grau 2. Sua outra raiz f é o conjugado de a.

Um irracional quadratico pode ser escrito na forma & = m + nVd, onde

m,n € Q ed >1¢éum inteiro livre de quadrados - caso d seja um quadrado

27



perfeito, teriamos m + Vdn € Q. Podemos também utilizar uma outra forma

de representar um irracional quadratico, que sera util mais adiante. Fazendo

p

v
m==en=-,comgq,s >0, temos
5

q

& = g+ dg

ps + Vdgr
qs

ps + dg*r?
qs

pgs’ + \dgir’s?

Fazendo a = pgs?, B = ¢*s* e A = dq*r’s?, entdo A — a? = dg*r’s* — p*q°s* =

g*s*(dg*r* — p?), ou seja, A — @* é um multiplo de B. Diante disso, podemos

reescrever um irracional quadratico como

onde a, B € Z e A > 0 é um inteiro ndo-quadrado, e B|(A — a?).

Para prosseguir com o estudo, faremos a definicdo a seguir baseada no
algoritmo para obtengao de fragdes continuas, exposto em (1.2).

Defini¢do 2.12. Seja & um niimeroreal. Paran = 0,1, 2, ... definimos recursivamente

éozélanzl_gnjeén:an‘i'

1
én+1 ‘
Teorema 2.13. Seja &, definido como em (2.12). Entdo vale a igualdade

_a,+ VA
[

com o, e By inteiros, B, > 0, definidos pelas recorréncias

En

ap=a , Po=p
2
n+1

P

Apy1 = an,Bn —ay ﬁn+1 =

com Bul(A — a2).
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Demonstragio. Vamos provar, por indugdo, que «a, e 3, sempre serdo inteiros.
Para n=0, segue diretamente da definicdo. Suponha que seja valido para n.
Entdo veremos o que acontece para n + 1. Diretamente verifica-se que a1 =

aypn — a, € inteiro. Em f,,,1, basta observarmos que

A-qa,
Bui1 = ,B—nH
_ A+ (anﬁn - an)z
B
_ A-af+ 20,0, — a
B
A-a 2
= ﬁ— + 2a,a, — @,

Pela hip6tese de indugao, 8, |(A—a?). Isso, somado ao fato de que2a,a, —a? Bn € Z
completa a prova de que f3,41 € inteiro. Agora vamos provar que a iguadade
mencionada no teorema é de fato valida. Para tanto, vamos manipular essa

férmula da seguinte maneira:

a, + VA o, + a4

én —ay, =
B B
— \/Z — Ayl
B
Racionalizando o numerador, vem
A—a?
En—y = n (2.1)
ﬁn( \/Z + an+1)
A- 0‘31+1
Como 5, =Pme (VA + @ya1) = Epe1fusr, segue que
n
En—a, = ! =& =a,+—
" " én+1 ! ! £n+1

O

Agora vamos provar o resultado mais importante dessa se¢do, que estabe-
lece uma relagdo enre os irraconais quadraticos e a periodicidade das fra¢des

continuas.
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Teorema 2.14 (Lagrange). Um niimero irracional é quadrdtico se e somente se sua

representagio em fragdes continuas for periddica.

Demonstragio. Dividiremos em duas partes essa demonstracdo. A primeira
serd a parte do “se”. Seja x = [ag,ai,...,411,bo,b1,by], onde by, by,..., by,
denota o periodo de x. Definiremos x' = [by,by,...,bw, bo,b1,..., 0y, ...] =

[bo, b1, ..., by, x']. Sabemos, pelo teorema 1.10, que

! 4q7 ’
/_xpm—1+pm—2

X = ,
7’ ~! !
X1+ o

comp! ., P 9,1 €4, , estdo associados a [bo,b1,...,bu,bo,b1,...,0p,...]

Fazendo algumas contas, chega-se a

2
GnX"" + GuoX’ = puaX’ = pua = 0.

Entdo, temos
ax? +bx’ +c=0,

coma,b,ceZ,a+0ea=qgu1,b=(Gu2— Pmn-1)ec=—puo Portanto, x' é um

irracional quadratico. Entdo, novamente utilizando o teorema 1.10, vem

_ X'pi+pio
- —I
X'qic1 +qi2

onde pi_1, pi-2, gi-1 € gi—» estdo associados a [a¢; a1, . .., ai-1]. Como x” é irracional
quadrético, segue que x também é.

Para a segunda parte do teorema, mostraremos a, e 5,, definidos como
anteriormente, possuem um numero finito de valores. Para isso, seja & =
[ao; a1, a2, . .. Jumirracional quadrético. Podemos escrever também & = [ay; a1, a2,

de acordo com o teorema 2.13. Entdo, temos

(E _ énpn—l + Pn—z
‘ann—l + qn—Z
Isolando &, chegamos a
q (E j ZH)
n— n-2
_En = 2

dn-1 (CE 3 Pn—l)
qn—l
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Tomando o conjugado de &, e sabendo que ele preserva as operagdes bésicas,

e
_én _ Zn—Z - qn—Z
n-1 (5 _ @)

qn—l

2VA

‘A _
. Portanto, { — & = —— # 0. Como ? tende a &
k

escrevemos

a_

Sabemos que & =

quando k é muito grande, segue que, quando n — oo, temos

z_ pn—Z B

('5 %—2) L €=9) _1

(g_@) E-2)
qn—l

-2

qn—Z

&
qn—l

Como g, sempre é positivo para k > 0, concluimos que ¢, > 0. Como &, é

_ (v, — \/Z)

positivoparan>1e¢, = , temos que, paran > N,

B

Em particular, existe um natural N tal que, paran > N, temos > 0.

2VA
B

0=0+0<&,+(=&,) =

2
A-a;

5n+1

resolvendo-a para A, chegamos a igualdade B,B,+1 + a3 = A. Paran > N,

Entdo, paran > N, B, > 0. Agora, tomando a equacdo f,+1 =

e

Bn € Bns1 sd0 positivos, e sendo assim, devemos ter 0 < , < Ae 0 < |a,| < A,
pois caso um dos dois fosse maior do que A terfamos que a primeira parte da ex-
pressdo seria estritamente maior que A, contrariando a equagao. Em particular,

se K é o conjunto finito
K={(jk)eZXZ; -A<j<Ae0<k<A}

entdo, para infinitos n > N, (a,, f,) € K. Pelo principio da casa dos pombos,

existem i,k > N tais que (a;, i) = (ax, fr)- Assumindo que i > k, entdo temos
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Xk = Qg € Pk = Prem, sSendom = j — k. Como ay = [ &k] € akrm = [ Ekrm], temos

_ ot ‘/Z_Oék+m+ \/Z
B Brsm

Isso implica em ax = | &kl = [ Ekvm] = Ak
De acordo com as defini¢des para ajy.1 e fr+1 mostradas no teorema 2.12,

Ek

= £k+m;

podemos escrever

k1 = AxPr + Ak = AewmPram + Ukom = Vkrmst

e
2 2
_ A- ak+1 _ A- ak+m+1 _
ﬁk+1 - ﬁ = ‘B = ,3k+m+1-
k k+m

Dai, podemos dizer que

£k+1 -

M1 + ‘/Z _ Qg1 T ‘/Z

= Ckemel
ﬁk+1 ﬁk+m+1 e

o que implica em a1 = [Eps1] = [Ekrmr1] = Akrms1. Continuando esse processo,
concluimos, por indugdo, que a, = 4,4, para todon = k,k+1,.... Essa é
exatamente a definicdo exposta em 2.9. Portanto, & possui uma representacdo

em fragdo continua periédica. ]

Uma fracgdo continua é dita periddica pura quando é daforma & = [ap; a1, a2, . .., Ax—1].
Um irracional quadrético que possui essa propriedade é chamado de periddico
puro. O préximo teorema, atribuido a Galois, define uma caracterizagdo para

esses numeros.

Teorema 2.15. Seja um irracional quadritico & e seu conjugado &. Entio & é puramente
periddico se e somente se & >1e -1 < & <0,

Demonstragio. Paraaprimeira parte do teorema, assumaque & = [ag;ay, ..., -1,40,a1, - - .

seja periédica puro. Entdo basta provar que & > 1 e -1 < & < 0. Observe que,

depois do ay, todos os elementos sdo positivos em &. Porém, ao também aparece
repetidamente apds sua primeira aparigdo. Portanto, 4y > 1. Como & = gy + o

1
temos que &£ < 1.

Observe que & = [ap; a1, . ..,ak-1,&]. Pelo teorema 1.9, temos

_ épm—l + pm—Z
EGm-t + G2’
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onde p, e g, sdo os convergentes associados a &. Essa igualdade é correspon-
dente a €2qm_1 + &G@m-2 — Pm-1) — Pm— = 0, equagdo que podemos associar a
fungao f(x) = gu-1x> + (-2 — Pm-1)X — Pm—2, ou seja, f(&) = 0. Em particular, &
é uma raiz de f. Como f é uma funcdo quadratica, o conjugado & também é
raiz da fun¢do. Agora, observe que f(-1) = (Pm-1 — Pm-2) + (Gm-1 — Gm—2) > O,
POis Pn < Pn+1, Gn < gn+1 para todo n e p, > 0, pois £ > 1. Observe também que
f(0) = =pu-2 < 0. O teorema do valor intermediario garante que f(x) = 0 para
algum x entre -1 e 0. Como & é a outra raiz de f, segue que -1 < & < 0.

Para a segunda parte do teorema, admita que & é um irracional quadréatico
talque { >1e-1< & < 0. Vamos, entio, provar que & é um periédico puro.
Para isso, vamos mostrar que, se &, é definido como no teorema 2.13, entdo
-1< Z < 0 para todo n. Provaremos isso por indugdo. Para n = 0 é direto, pois

&o = &. Assuma que é verdade para n. Entao temos

En:an"i‘

1
én+1 .
Utilizando os conjugados, temos

— 1 1
=0, + — =

57["—1 571+1

:gn_an<_ans_1/

) 1 . . e .
ou seja, —— > 1. Isso implica em —1 > &,,,1 > 0, como queriamos demonstrar.

n+1
Agora que sabemos que é é perlédlco, mostraremos que se trata de um

periédico puro. Paraisso, por contradigdo, assumaque & = [ap; a1, ..., 4121, - - ., Aixm—1],
onde I > 1. Entdo 4,1 # aj.,m-1; caso contrdrio o periodo se iniciaria em a;_;.

Sendo assim,
oy =ay +ay ] # G +ag o Gim] = &

Da expressao acima, temos que &—1 —&4m-1 = A1-1 +a11m—1 € um inteiro. Tomando

os conjugados, observamos que

Eim1 = Elam—1 = A1-1 + Aem—1 = &1 + Eema

Sabemos que -1 < E1<0e-1<&umq <O0; essa tltima desigualdade pode
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também ser escrita como 0 < —&;,,,—1 < 1. Somando &;_; a ela, temos

0-1<&a+ (—&nm1<1=-1<&q+Epma <1,
pois &-1 — Erem—1 = &i-1 + Epem—1. Mas vimos que &1 + &pm-1 € inteiro, e o inteiro

que se localiza entre -1 e 1 é 0. Nesse caso, &1 = &j4m-1, absurdo, e a prova esté
completa. o
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Capitulo 3

A EQUACAO DE PELL

3.1 Introducao

Uma equagio diofantina é uma equacdo com duas ou mais varidveis, cujos
valores podem ser inteiros ou racionais. Neste capitulo serd estudado um tipo
especifico: a equacdo de Pell. Veremos que podemos encontrar solugées que
sdo minimas, e a partir delas, encontraremos uma infinidade de solugdes. Por
exemplo, a equagdo

-2 =1

tem a solucdo ndo nula (3,2), ou seja, 32~2.22 = 1. Como x2—212 = (x—y V2)(x +

¥V2) = 1, se elevarmos ambos 0s membros ao quadrado teremos
(x—y V2P +y V22 =12 =1

e com uma série de manipulagdes algébricas chegamos a (a>+2b?, 2ab) como uma
outra solugdo, vinculada a solugdo inicial (a, b), e assim podemos encontrar um

numero infinito de solugdes. Vamos formalizar essa teoria a partir da seguinte
Definigao 3.1. Uma equagio de Pell é da forma x* — Ay?, com A € N e VA irracional.

A restricdo a irracionalidade de VA se deve pelo fato de que, quando A é
um quadrado perfeito, suas solucdes sdo simples. De fato, temos que se VA é

inteiro, entdo A = k* e
(07 = k) = (x = ky)(x + ky) = 1.
Como 1 possui apenas 1 e -1 como divisores, resta que (x — ky) = £1 = (x + ky),
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logo ky = 0 e y = 0, donde conclui-se que x = +1. Sendo assim, o caso
realmente interessante é quando A ndo é um quadrado perfeito, sendo entdo
VA irracional. Nosso objetivo é procurar solugdes inteiras para as equagdes
desse tipo. Para efeitos praticos, vamos considerar os pares de solugdes (x, v)
como ntimeros da forma x + VAy. Em outras palavras, trabalharemos com o
conjunto X = {x + \/Zy,‘ x,y € Q}. Além disso, também utilizaremos a seguinte
definicao:
Definicio 3.2. A funcdo norma é uma fungio N : X — @, definida por N(x +y VA) =
x> — Ay?, com (x + y VA) € X.

Essa fungdo estd bem definida, pois os elementos de X possuem uma tnica
representacdo, ou seja, se x + VAy = ¥ + VAy, entdao x = X’ e y = . De fato,
caso contrario, ou seja, sendo y # ', terfamos

x —x

Y-y)VA=( -x)= VA=

um absurdo. A funcdo norma, assim definida, é uma func¢do multiplicativa.
Esse fato serd muito ttil para a demonstragdo dos principais resultados desse

capitulo. Apresentaremos essa propriedade na proposigdo a seguir:

Proposicdo 3.3. A fungdo norma é multiplicativa, ou seja,
N((x + VAy)(¥' + VAY')) = N(x + VAy)N(x' + VAY').
Demonstragio. Temos que
(x+ \/Zy)(x’ + \/Zy) = (xx' + Ayy') + X'y + xy) VA
Entao,

N((x+ VAy) (' + VAY)) = (xx' +Ayy? - ARy +xy')? (3.1)
= 2y2 _szy,z —Ax'2y2+A2y2y'z

(* — Ay (x? - Ay'2)

N(x + \/Zy)N(x’ + \/Zy’)

O

Veremos adiante que toda equagdo de Pell tem solugdo, e que elas sdo

infinitas. Em outras palavras, basta que encontremos uma solucdo x; + VAy;
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- chamada solugdo minima - para encontrarmos todas as outras solugdes, as
quais sdo obtidas calculando as poténcias da solu¢do minima. Inicialmente,
mostraremos que toda equagdo de Pell aceita uma solucdo diferente da trivial,

a partir de dois lemas que serdo provados a seguir.

Lema 3.4. Seja A ndo quadrado perfeito. Entdo existe uma constante M para a qual
|x2 - Ay2| < M possui infinitas solugdes inteiras positivas (x, y)..

Demonstragdo. Primeiramente, sabemos que x>~Ay? = (x+ VAy)(x— VAy). Pelo

teorema de Dirichlet, existem infinitos pares (x, y) positivos que satisfazem a

1
desigualdade |x — VAy| < y Utilizando desigualdade triangular, segue que

‘x+ \/Zy‘<‘x— \/Zy‘+|\/Zy+ \/Zy‘:‘x— VZy'+2\/Zy.

Entdo, temos que

'x+ \/Zy'<§+2\/2y

‘x+ \/Zny— \/Zy|<%+2\/2§2\/2+1,

ou seja,
- Ay <2VA+1

O

No préximo lema, utilizaremos o resultado anterior para provar que a

equacgdo de Pell sempre possui solugéo.

Lema 3.5. Seja A nio quadrado perfeito. A equagio x* — Ay* = 1 admite solugdo nio
trivial inteira.

Demonstragio. De acordo com o Lema 3.4, existem infinitos pares (x,, y,) tais

que [x2 — Ay?| < 2VA + 1. Ou seja, existe algum m tal que x*> — Ay> = m para
infinitos pares(x, y). Como temos um namero limitado de classes residuais

modulo m para as solugdes (x, y), existema, b € Z tais que
X, = a(modm) e y, = b (mod m)

para infinitos n € N. Considere agora os ntimeros distintos & = x; + VAy; e
B = xp + VAyp, com x; = xp = a (mod m) e yi = yp = b (mod m) e seus conjugados
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a’ e p’. Temos que
@B =(x— VAy) (e + VAye) = (e — Ayeyi) + VAQGRYe — X 1)

Entao
Xixpw — Ay = xp — Ay = m = 0(modm)

XY — Xk Y = ab — ab = 0(modm)

e, portanto, a’f = m(u + \/Zv), com u,v € R. Aplicando a fun¢do norma nos
dois lados da igualdade, temos m? = m*(u* — Av?), ou seja,

u? — Av* = 1.

Segue que v # 0. De fato, se v = 0, terfamos u = 1 e af’ = +m. Mul-
tiplicando ambos os lados por «, terifamos = +a, ou seja, xx = xp, absurdo.

Portanto, existe uma solugao néo trivial nos inteiros positivos. O

A equacdo de Pell admite uma solugdo inteira positiva minima, isto é, uma

solucdo (x, y) com x minimo. Chamaremos de solug¢do minima. Note que, se x
2

A
Veremos que a partir dela podemos gerar todas as outras solu¢des de uma

é minimo, temos y = também é minimo, e logo x + y VA é minimo.

equacao de Pell.

Proposi¢do 3.6. Seja a equagio de Pell x* — Ay* = 1 e (x1, y1) uma solugio minima.
Todas as solugdes (x,y) da equagdo de Pell sdo dadas por poténcias da solugido minima,
ou seja,

X+ \/Zy: (x1 + \/Zyl)”, comn=0,1,2,.....

Demonstracio. Seja x; + VAy; e (x,y) uma solucdo positiva para a equacio
de Pell. Entdo, existe n tal que (x; + \/Z]h)” < x+ \/Zy < (x1 + \/Zy)””.
Multiplicando tudo por (x; + VAy;)™", temos

1<(x+ \/Zy)(xl + \/Z]h)_n <x;+ \/Zy1

Como x; + \/Zyl é solugdo minima, a desigualdade acimma resume-se a 1 <
(x + VAy)(x; + VAy;)™". Vamos provar, agora, que isso é igual a 1. Chamamos
< (x+ \/Zy)(xl + \/Zyl)‘” =X+ VAY e, por contradi¢do, supomos que x; +
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VAy; > X + VAY > 1. Multiplicando pelo seu conjugado X — VAY = (x -
\/Zy)(xl + \/Z}h)”, obtemos

(X - VAY)(X + VY) = X2 - AY? = (x + VAy)(x - VAy) = 1.
Temos, entdo,
0<(x+ \/Zyl)‘” <(X+ VAY)'=X- VAY < 1.

Dai, concluimos que 2X = (X + VAY) + (X - VAY) > 1+0 > 0 e 2VAY =
(X + \/ZY) - (X - \/ZY) >1-1 =0, ouseja, (X,Y) é solugdo da equagdo de
Pell menor do que a solu¢do minima, contrariando a minimalidade de (x3, y1).
Portanto, a hip6tese X + VAY > 1 é falsa. Sendo assim,

(1 + \/Zyl)—"(x + \/Zy) =1l=>x+ \/Zy = (x1 + \/Zy)n

O

P,+ VA

Proposicio 3.7. Seja A livre de quadrados e « = VA. Definimos o, = 0

como definido no teorema 2.12. Para todo n > 2, temos

pr = Ag = (-1)""'Qua

an+1pn + pn—l
an+1qn + Qn—l

Demonstragido. Sabemos que VA = . Substituindo a1 como foi

definido, segue que

VA = (P + \/Z)Pn + Pn-1Qni

(Pps1 + \/Z)% + 4u-1Qn+1

VAPt + VA + G0 1Qust) = (Pusa + VAP, +PuaQuin
‘/Z((Pnﬂ% + Qne1qn-1 + ‘/Z%) = Px ‘/Z + Pys1Pn + Pu-1Qn+1
\/Z(Pnﬂqﬂ + Qne1qn-1) + Agn Pn VA + Pyapn + Pn-1Qns1,

donde concluimos que p, = Py41G, + Qus1Gu-1 € Agn = Ppiapn + Pn-1Qn+1. Multi-
plicando a primeira igualdade por p, e a segunda por g,, e subtraindo as duas,

temos

e = Ay = Quia(Pulfn1 — Prafn) = Quar(=1)""
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O

Agora, estamos prontos para mostrar a que as solugdes sdo dadas por alguns
convergentes de \/Z, inclusive a solugdo minima, e que todas as outras solugdes
sdo poténcias da solugdo minima. O préximo teorema completa as solugdes da
equagdo de Pell. Continuaremos usando as defini¢des de P,.1 e Q,+1 como
anteriormente.

Teorema 3.8. Seja | o menor periodo da fracdo continua de VA. A solugdo minima da
equagdo de Pell é dada por

(P21-1,921-1), para l impar.

~1,91-1), para l par;

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que todas as solu¢des da equagdo
de Pell sdo convergentes de VA. Seja (x, y) uma solucio. Entio

e

y

‘ Ay2—x2

y(y VA + x
1

=
y

Y2(VA + %
Yy
<L
2y

X
Portanto, y é um convergente de VA.

Agora, vamos mostrar que, na proposigdo 3.7, Q,+1 = 1 se e somente se

(n + 1) for maltiplo de I. Para isso, observe que em
pa—Aq, = (=1)""'Qun

, mais especificamente o caso em que pfl — Aqfl = 1, temos que Q,+1 = 1, pois,
por defini¢do, Q,+1 ndo é negativo. Sendo assim, n + 1 deve ser multiplo de [.
Temos entdo n + 1 = kl para algum k e assim,

Py — Agur = (121 = (-1)F2
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Em particular, se [ for par, entdo a segunda parte da igualdade é sempre igual a
1, e se | for impar, entdo a segunda parte da igualdade serd igual a 1 apenas se

k for par. Isso completa a prova. ]
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Capitulo 4

PROPOSTA DIDATICA

4.1 Introducao

Como visto, a teoria das fra¢des continuas nos fornece questées muito in-
teressantes e pode ser uma ferramenta para solucionar diversos problemas. A
dindmica de obtencdo das fra¢des continuas, como descrito nos exeplos ini-
ciais desse trabalho, pode ser apresentada aos alunos do ensino basico como
uma forma de mostrar algo novo, fora do contetido curricular bésico, e desper-
tando a curiosidade para temas que ndo sdo vistos com regularidade. Desse
modo, a aplicacdo desses contetdos diferenciados contribui para que o ensino
da matemadtica se torne mais interessante e inspirador, despertando inclusive o

interesse em competigdes olimpicas e estimulando novos talentos.

A proposta aqui apresentada é voltada para alunos do 8° e 9° anos do en-
sino fundamental, referente ao nivel 2 das competi¢des olimpicas, e possui
inspiragdo em algumas questdes de competicdes anteriores, em especial ao pro-
blema 2 da Olimpiada Paulista de Matematica, 2° fase de 2013. Nesses anos do
ensino fundamental, o aluno ja teve contato com os niimeros irracionais, que
sdo comumente definidos como os nliimeros que ndo podem ser escritos por
meio de uma fracdo de ntimeros inteiros. Embora seja a defini¢do correta, ob-
servamos que ainda ha uma dificuldade na assimilagdo desse contetido, talvez
pelo fato de termos poucos exemplos de irracionais nesse estagio - basicamente,
raizes ndo-exatas e o /pi. H4 também exemplos geométricos feitos a partir da
diagonal do quadrado, e a construgao sucessiva das raizes ndo exatas por meio
do Teorema de Pitdgoras, além do @ como sendo a razdo entre o comprimento

e o didmetro da circunferéncia. Tais exemplos podem ser melhor explorados, e
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as fragdes continuas sdo uma ferramenta que possibilita a exploracdo de novos
e interessantes aspectos dos ntimeros irracionais. Por exemplo, mostrar que a
fracao continua [1; 2] representa o radical V2 pode ser interessante no momento
que o aluno possui maior contato com esse tipo de ntimero, pois entrega uma

justificativa mais convincente da sua irracionalidade.

4.2 Metodologia

Apresentaremos alguns problemas que podem ser resolvidos utilizando
fragdes continuas, bem como mostraremos o desenvolvimento de algumas
raizes ndo exatas, além do ntimero de ouro e o . Para a obtencdo dessas

expansOes em fragdes continuas, pode ser utilizada uma calculadora cientitfica,

. . 1
ou a calculadora do préprio telefone celular do aluno, que possui a fungéo —,
X
necessdria para o algoritmo. Para a obtengdo das fragdes continuas, utiliza-se a

seguinte sequéncia:

e a partir do ntimero em sua forma decimal, subtrai-se a sua parte inteira;

- 1 .
e utiliza-se a tecla — para obter o inverso do resultado;
X

e novamente subtrai-se a parte inteira, como no primeiro item, e volta para

o segundo item.

No caso dos niimeros racionais, em algum ponto esse procedimento se encer-
rard, e o resultado final serd zero. Para irracionais, ou obteremos expansodes
infinitas ou serd observada a repeti¢cdo dos valores subtraidos, ou seja, teremos

uma fragdo continua periédica.

Para iniciar, apresentaremos a notac¢do usual de fra¢des continuas

1
[ap,a1,a2,...] = ap +

a; +
a, + —

1

onde ay,a1,a,,... sdo nameros inteiros. Em seguida, falaremos sobre os ra-
cionais, utilizando o exemplo 1.1, do Capitulo 1 deste trabalho. Seguindo a

sequéncia apresentada acima, temos:

° > = 3,370; diminuindo sua parte inteira, chega-se a 0, 370;
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1
apertando a tecla o e obtemos 2, 7;

retira a parte inteira e obtemos 0,7

1 -
e aperta a tecla Z e obtemos 1,428571;

. . 1 —
e retira a parte inteira e apertando 7 obtemos 2, 3.

e repete-se o procedimento e obtemos o inteiro 3, e o algoritmo se encerra.

A cada subtragdo de inteiros, o aluno é orientado a anotar esse ntimero, que
serdo os inteiros ap,ai,ay,.... Desse modo, o aluno estd apto a construir a
representa¢do em fragdo continua

91

— =1[32,1,23
=13 ]

Podem ser utilizados outros racionais como exemplos e motivar o aluno a re-
petir o procedimento, obtendo outras fra¢des continuas, reforcando a finitude

do procedimento quando se trata de nimeros racionais.

4.3 O numero \/E

O ndmero V2 é um dos primeiros irracionais apresentados ao aluno, e ele é
convencido de quee se trata de tal, porém sem muita conviccdo, apenas baseado
no fato de que ele ndo é uma raiz exata. Utilizando o procedimento apresentado
- retira-se a parte inteira e inverte-se o resultado -, o aluno consegue deduzir a

fracdo continua que representa o niimero. Vejamos:

V2 =1,41421356--- = ay = 1

‘/_:1+2,414211356... =m=2
‘/§=1+ 11 =>a =2
2t S 41356,

V2=1+ 11 =>a=2

2+ 1

2t 41356 ..
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Nesse momento, o aluno observa que os inteiros se repetem e os valores
obtidos a partir da inversdo também sdo os mesmos, o que fara ele se perguntar,
ou até afirmar, que esse ntimero se repetird indefinidamente. Para provar isso,

apresenta-se um segundo procedimento, esse mais algébrico. Temos V2 =

1 1 1
1,41421356 = 1+—. Fazendo V2-1 = —, concluimos quex; = = V2+1.
X1 X1 V2 -1

Entdo segue que
1
V2=1+
V2+1

Repetindo o procedimento adotado em \/E, obtemos

1 1
V2=1+ — = 1+ 1
1+1+— 2+—
X1 X1
Substituindo sucessivamente x;, chegamos a
1 _
V2=1+ ——=1[12]
2+ T

2+ —

Como jé verificado anteriormente, mostramos que V2 é um numero irracional.
Nesse momento, podemos introduzir a ideia de aproximagao, interrompendo

esse procedimento e obtendo os convergentes. Por exemplo, interrompendo

1
em a,, obtemos o convergente P2 _ 1+ = —. Estendendo esse raciocinio,
9 P
2
temos 1 17
& =1+ — =
q3 2 " 1 12
2+ 1
2
1 41
o=l 1 29
4 2+
1
2+
2+ E
2
17 41
Verificamos que P = — =1,416666... ¢ P = — =1,413793..., ou seja, ob-
qs3 12 q4 29

temos uma aproximacao até 3 casas decimais para V2. Esse desenvolvimento
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resolve o problema a seguir:

Um fabricante de rel6gios precisa produzir dois tipos de rodas dentadas, de razdo
V2 : 1. E impraticivel que estas rodas tenham mais de 20 dentes. Encontre alqumas
possibilidades para o niimero de dentes que irdo aproximar a razdo desejada.

. : x
Solugdo: Podemos escrever a razdo desejada da seguinte forma: = = V2.

Dai, basta observar os resultados obtidos anteriormente. Temos o convergente

17 : .

? = 15vque melhor atende a condigdo de cada roda ter no maximo 20 dentes.
3

Sendo assim, para uma melhor aproximacdo da razdo dada, terfamos que ter

17 dentes na roda maior e 12 dentes na roda menor.

4.4 O ntmero de ouro

Euclides, no Livro VI de Os Elementos, d4 a seguinte definicdo: “um seg-
mento dereta se diz dividido em média e extrema razao, se a razao entre o menor
e o maior dos segmentos é igual a razdo entre o maior e o segmento todo”. Essa
é a exata defini¢do da razdo durea, ou namero de ouro, cuja representagdo se
da pela letra grega ¢. Embora em Os Elementos esteja definida sobre uma
reta, a razdo durea pode ser extensivel a retangulos e 4reas. Sua representacdo
em fracdes continuas é simples e bela, e pode ser explorada com facilidade.
Tomando o segmento com comprimennto 1, a definicdo pode ser representada
algebricamente pela razéo

Observe que

: 1 : : <
Ouseja, p =1+ 5 Repetindo esse procedimento, obtemos a representacdo em

fragcdes continuas da razao durea:

46



1
Desenvolvendo ¢ = 1 + 5, chegamos a equagdo de 2° grau ¢* — ¢ — 1 = 0,

1+ 5

2

que pode ser resolvida pelos alunos, e encontraremos ¢ = ; como ¢ é

1+ 5

positivo, segue que o niimero de ouro é ¢ = >
Extraindo os convergentes de ¢, utilizando a calculadora e o algoritmo mos-

trado na sec¢édo 4.2, temos

Po_y

qo

1 1
2ot
1

1+ -

1
D=1 11 :g
12 1+

1+1
1
1
D=1 1 zg
13 1+ 1
1+
1+1
1
C=1v 11 :%
4 1+
1
1+
1
1+
1+1
1

Observando os valores que commpdem 0s convergentes, e continuando a
escrever os seguintes, reparamos que eles formam a sequéncia de Fibonacci
(1,1,23,5,8,13,...).
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4.5 Observacgoes e resultados

Para que o trabalho fosse realizado, um conhecimento prévio de fragdes e
suas operagdes bésicas era suficiente para que houvesse algum nivel de apro-
veitamento do trabalho. Dentro de sala, conseguimos evoluir até a obtengdo
da fragdo continua de V2 e o calculo dos convergentes. Nao foi possivel por
em prética a forma algébrica de obtencédo e a parte que fala sobre ¢. Dentro da
escolaridade do ptublico-alvo é esperado que grande parte dos alunos domine
o basico desse assunto. Durante todo o processo, foi observado que o grupo
era bastante heterogéneo: haviam alunos com diversos niveis de aprendizagem.
Desse modo, seria dificil unificar um resultado, entdo foi observado que, dentro
da habilidade individual e do que o aluno ja possuia de conhecimento, houve
um aproveitamento satisfatério. Dentro de cada particularidade, tivemos um

grande ntiimero de alunos que alcangaram o objetivo, a saber:

e 0s alunos que apresentavam pouco ou nenhum conhecimento prévio exi-
gido foi o grupo com mais dificuldades de compreensdo do contetido de
um modo geral. No inicio, onde se exigiam apenas as operag¢des bésicas,
esses alunos reforcaram esse contetdo, inclusive no trabalho com a cal-
culadora. Conforme o grau de dificuldade aumentava, a compreensao foi

menor.

e o grupo de alunos situado entre o conhecimento prévio intermediario -
adigdo e subtracdo eficiente, com certa dificuldade em multiplica¢do e
divisdo de fragdes - apresentou bom desempenho, e ficou claro como se
obtém uma fragdo continua a partir do algoritmo apresentado na calcula-

dora.

e O grupo avancado, aquele que dominava todas as operagdes, compren-
deu todo o procedimento, inclusive procurou mais informacdes sobre o
tema. Com eles, foi aprofundado o momento em que se obtém a fracdo
continua pela forma algébrica e foram citados alguns fatos interessantes
sobre aproximacdo. Também foi possivel falar sobre o nimero ¢ e sua

relacdo com a sequéncia de Fibonacci.

Diante do exposto, pode-se afirmar que o trabalho foi proveitoso, pois cada
aluno, dentro do seu limite, tirou algum proveito do trabalho, com raras
excegdes. Ao menos, foi possivel praticar o conteido de fra¢des, algo que

sempre causa problemas para os alunos, com uma abordagem diferenciada.
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Capitulo 5

CONCLUSAO

A busca por uma educagdo de qualidade, principalmente em matematica,
onde observam-se indices baixos de aprendizagem, passa por apresentar um
curriculo atraente aos alunos, que instigue a curiosidade e priorize a sua criati-
vidade e habilidades. Nesse ambito também devemos identificar aqueles que
procuram cada vez mais conhecimento, por possuirem habilidades diferencia-
das, e que possam seguir o caminho académico ou participando de competi¢des
apenas por prazer. E acredito que esse caminho deva se iniciar ja nos anos inici-
ais do ensino fundamental, apresentando novas possibilidades de aprendizado

e temas que ndo seriam explorados caso seguissemos como curriculo bésico.

A teoria das fragdes continuas, normalmente sé vista no ensino superior, e
ainda assim quando vista, fornece vérias possibilidades de aprendizagem, in-
clusive no ensino bésico, dada a sua estreita relacdo com o algoritmo de Euclides
e a matematica elementar. Abordada de uma forma mais simplificada, torna-se,
assim, uma ferramenta importante no contato do aluno com contetidos mais in-
teressantes da matematica, despertando a curiosidade por novos saberes, dadas
as possibilidades de aplicagdes em diversos temas do ensino bésico. No ensino
médio, outras formas de aplicacdo das fragdes continuas podem ser abordadas,
mas o contato inicial com o publico das séries finais pode ser bastante provei-
toso para que a matemadtica se torne mais atrativa para os alunos, e que os fagam

procurar evoluir cada vez mais e se interessar pelos mais diversos temas.

No ensino fundamental, destacam-se a proximidade com a construcdo dos
ntmeros reais, abordando os ntimeros racionais e irracionais por outro ponto

de vista, apresentando outra forma de representd-los. Outro ponto impor-
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tante é a possibilidade de obter aproximacoes eficientes de raizes nao-exatas, e
também ha que se destacar a possibilidade de intensificar e otimizar o trabalho
com fragdes de um modo geral, j4 que o calculo dos convergentes pode ser
feito de maneira elementar desenvolvendo a fracdo continua; isso, em tltima
instancia, pode se tornar um aliado para sanar deficiéncias fundamentais na

compreennsdo de fragdes e seus significados.
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