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EPIGRAFE

“Quem, na juventude,
nao teve seu entusiasmo
despertado por Euclides,
certamente nao nasceu
para ser cientista’-
Albert Einstein.



RESUMO

Até o inicio do século XIX a Geometria de Euclides reinou absoluta, e, face as varias
contradi¢cdes apresentadas, uma nova geometria foi criada por conceituados matematicos da
época. Por tratar-se de uma geometria contraditéria a entdo existente, foi chamada de
Geometria Nao-Euclidiana. Esta geometria, ao contrario da anterior que analisa o plano, leva
em consideracdo a curvatura da superficie e tem proporcionado ao homem grandes avancos
tecnoldgicos e constante progresso nas pesquisas espaciais. Este estudo partiu das primeiras
teorias sobre as geometrias ndo euclidianas, com problema no quinto postulado dos Elementos
de Euclides, as suas tentativas de demonstra-lo, o surgimento dos modelos de Geometrias Nao
Euclidianas e sua influéncia na fisica e na Teoria da Relatividade de Einstein. Neste contexto,
estudou-se como as ideias ndo euclidianas mudaram a concep¢do de espaco e geometria,
influenciando no surgimento das teorias relativistas. Face ao total desconhecimento da
Geometria Nao-Euclidiana pelos alunos do ensino médio, e até mesmo por seus professores,
este trabalho teve por objetivo central trazer a luz um assunto que € pouco divulgado e levar
ao conhecimento dos professores dos cursos de licenciatura em matematica e interessados em
geometria, as fascinantes Geometrias Nao-Euclidianas, evitando com isso, que alunos do
ensino médio cheguem as universidades alheios a esta nova ciéncia. A partir de pesquisas
bibliograficas, procurou-se mostrar o desenvolvimento histérico das Geometrias Nao
Euclidianas e também que conceitos como espagos curvos somente sdo possiveis considerando
o espaco ndo euclidiano. Os achados obtidos nesta revisdo permitem inferir que os alunos de
ensino médio compreenderiam muito melhor as evolugdes tecnoldgicas uma vez que lhes
fossem oferecidas noc¢des, mesmo que bésicas, de Geometria Nao-Euclidiana.
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INTRODUCAO

Este é o Trabalho de Conclusdo do Curso de mestrado profissional em matematica
(PROFMAT) pelo IMPA, cujo interesse central foi trazer a luz um assunto pouco divulgado e
levar ao conhecimento dos alunos do ensino médio e interessados em geometria, as fascinantes
Geometrias Nao-Euclidianas, criadas no inicio do século XIX e que abriram novas e
abrangentes perspectivas para o desenvolvimento das matemadticas. O desenvolvimento dessa
ciéncia foi propiciado, basicamente, face as controvérsias apresentadas em torno do quinto
postulado de Euclides.

Tendo em vista que as Geometrias Nao-Euclidianas t€m permitido ao homem
grandes avangos tecnoldgicos e constante progresso nas pesquisas espaciais no estudo do
Universo, e que os alunos chegam as Universidades com total desconhecimento dessa nova
ciéncia, este projeto visa a trazer a luz um assunto pouco conhecido junto aos alunos e
professores do ensino médio, bem como aos interessados em geometria.

O adjetivo “Nao-Euclidiana”, dado a essas geometrias, surgiu do fato de estarem
ligadas a principios diferentes dos estabelecidos na obra de Euclides, os quais, por
consequéncia, levam a teoremas que, muitos deles, ndo coincidem com os da Geometria
Euclidiana. Um destes teoremas, por exemplo, afirma que a soma dos angulos internos de um
triangulo perfaz 180°, mas quando este mesmo tridngulo € tragado sobre a superficie de uma
esfera, isto ndo mais acontece, ou seja, a soma dos angulos internos deste tridngulo difere de
180°, sendo esta soma tanto maior, quanto maior for a curvatura da superficie.

Face as controvérsias apresentadas, observou-se que as leis da Geometria Euclidiana
somente eram vdlidas quando analisadas em superficies planas e que uma nova geometria,
com novos teoremas, deveria existir, quando superficies curvas estivessem envolvidas. Esta
nova geometria foi denominada de Geometria Nao-Euclidiana e leva em considera¢do a
curvatura da superficie analisada e desta forma as leis da geometria Euclidiana nao sdo mais

absolutas.



Considerada, até o aparecimento das geometrias ndo-euclidianas, a descri¢do perfeita
e, portanto, inquestiondvel do nosso mundo, a Geometria Euclidiana passou a dividir a sua
posicdo com outras geometrias, também validas. Se para o engenheiro ou o carpinteiro, a
geometria mais adequada € a convencional que aprendemos na escola, para o marinheiro, nas
suas grandes travessias, a mais adequada € a Geometria Nao-Euclidiana, uma vez que a
curvatura de nosso planeta deve ser considerada.

Pelo exposto, o presente trabalho teve por objetivo apresentar um pouco das historias
das geometrias Euclidiana e Nio-Euclidianas, e que estudiosos de geometria, como

professores e alunos, tenham conhecimento desta outra geometria.



CAPITULO I

1. A GEOMETRIA NA HISTORIA

1.1. A Origem da Geometria

O homem, através da observagdo da natureza e de tudo o que estd ao seu redor, criou
conceitos para formas, figuras planas, corpos, volumes, retas e curvas. Da construcdo de casas
com paredes verticais e tetos horizontais surgiu a no¢do de perpendicularidade e paralelismo,
até chegar a descobrir que a distdncia mais curta entre duas cidades € o caminho reto.

Os conceitos de Geometria surgiram nas civilizagdes do antigo Egito e datam de dois
mil anos antes de Cristo, porém foi na Grécia onde adquiriram forma cientifica de um modo
préatico, e alcancaram o seu maximo esplendor em estreita relacdo com a filosofia, de tal
maneira que para entrar na escola filosoéfica de Platdo (428-347 a.C.), era preciso ter
conhecimentos de geometria. Sobressairam Tales de Mileto (séc.VI a.C.), um dos sete sdbios
da Grécia e Pitdgoras (séc.VI a.C), famoso por seu teorema.

Em 333 a.C. foi fundada a cidade de Alexandria, no Egito, pelo Imperador
Alexandre, o Grande. Desde o inicio, Alexandria mostrou que estava destinada a um futuro
promissor. Por volta de 300 a.C. tinha ja 500.000 habitantes." Em um espaco de tempo
incrivelmente curto, devido em grande parte a sua localizacdo privilegiada, num
entroncamento de importantes rotas comerciais, enriqueceu € se tornou o centro mais suntuoso
e cosmopolita do mundo.

Depois da morte de Alexandre, em 323 a.C., seu império foi dividido entre seus
lideres militares, resultando na emergéncia de trés impérios, com governos independentes, mas

unidos pelos lagos da civilizagdo helénica decorrente das conquistas de Alexandre. O Egito

! EVES, Howard. Introdug@o 2 histéria da matemaética. Sdo Paulo: Unicamp, 2004. p.166.
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coube a Ptolomeu que escolheu Alexandria para capital e, para atrair homens de saber a sua
cidade, imediatamente comecou a construir a famosa Universidade de Alexandria.

Esta Universidade era muito bem provida de recursos e seu projeto agraddvel e bem
elaborado continha salas de aula, laboratdrios, jardins, bibliotecas bem aparelhadas e
habitacdes. A grande biblioteca, que por muito tempo foi 0o maior repositério de registros
culturais de todo o mundo e que apds quarenta anos de sua fundagdo ostentava mais de
600.000 rolos de papiro. Por volta de 300 a.C. a universidade abriu suas portas e dai em
diante, por quase um milénio, Alexandria se tornou a metropole intelectual da raca grega.

Para montar uma equipe de intelectuais de alto gabarito na universidade, Ptolomeu
recorreu a Atenas, convidando homens de talento e capacidade para desenvolver os vérios
campos de estudo. Euclides, possivelmente também oriundo de Atenas, foi escolhido para

chefiar o departamento de matemaética.

1.2. Euclides de Alexandria(360 a.C - 295 a.C)

Euclides foi um professor grego e escritor e teve o espaco euclidiano, imutével,
simétrico e geométrico, metdfora do saber na antiguidade cldssica, que se manteve incélume
no pensamento matemdtico medieval e renascentista, pois somente nos tempos modernos
puderam ser construidos modelos de geometrias ndo-euclidianas. Teria sido educado em
Atenas e frequentado a Academia de Platdo, em pleno florescimento da cultura helenistica.

Tornou-se o mais importante autor de matemdtica da Antiguidade greco-romana e
talvez de todos os tempos, com seu monumental “Stoichia” (Os elementos, 300 a.C.), no estilo
livro de texto, uma obra em treze volumes, sendo cinco sobre geometria plana, trés sobre
numeros, um sobre a teoria das propor¢des, um sobre incomensurdveis e os trés ultimos sobre
geometria no espaco.

Escrita em grego, a obra cobria toda a aritmética, a dlgebra e a geometria conhecidas
até entdo no mundo grego, e sistematizava todo o conhecimento geométrico dos antigos e
intercalava os teoremas ja conhecidos entdo com a demonstragdo de muitos outros, que
completavam lacunas e davam coeréncia e encadeamento l6gico ao sistema por ele criado.

Ap6s sua primeira edicdo foi copiado e recopilado intimeras vezes e, versado para o drabe
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(774), tornou-se o mais influente texto cientifico de todos os tempos e um dos com maior

numero de publicac¢des ao longo da histéria.

1.3. A Obra de Euclides

A obra mais famosa de Euclides sdo os Elementos de Geometria (Stoichia), em treze
livros, dos quais nove tratam de geometria plana e sélida e quatro tratam da teoria dos
numeros. Euclides foi também o autor de Data, Divisdes de Superficies, Tratados Sobre
Harmonia, Optica e Os Fendmenos (Celestes), entre outras obras desaparecidas. Embora
alguns conceitos ja fossem conhecidos anteriormente a sua época, o que impossibilita uma
andlise completa da sua originalidade, pode-se considerar o seu trabalho genial. Ao recolher
tudo o que entdo se conhecia, sistematiza os dados da intui¢do, e substitui imagens concretas
por nogdes abstratas, para poder raciocinar sem qualquer apoio intuitivo.’

Os Elementos compdem-se de treze livros, o primeiro dos quais contém os axiomas
distribuidos em dois grupos: postulados e no¢des comuns. Os postulados constituem os
fundamentos especificamente geométricos e fixam a existéncia dos entes fundamentais: ponto,
reta e plano. Nos quatro primeiros livros encontram-se as proposi¢des da geometria plana
elementar. Os dois livros seguintes tratam da teoria das propor¢des e da aplicagdo dessa teoria
as magnitudes geométricas. Os livros VII, VIII e IX tratam da teoria dos nimeros, dos inteiros
positivos, da divisibilidade dos fatores primos, das propor¢des e progressdoes geométricas e
aritméticas. O livro X, que trata dos numeros irracionais € o mais extenso e dificil de todos. Os
trés ultimos livros referem-se a geometria sélida e cobrem grande parte do material, com
exce¢do do que diz respeito a esfera. As defini¢cdes, os teoremas sobre retas e planos no espago

e os teoremas sobre paralelepipedos, se encontram no livro XI. O método de exaustdo

2 Luchetta, Valéria. Euclides e os elementos. Ime, Sdo Paulo, 23 abril 2003. Disponivel em <

http://www.ime.usp.br/~leo/imatica/historia/euclides.html >. Acesso em: 20 maio 2016.

Op.cit.
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desempenha um papel importante na abordagem de volumes do livro XII. No livro XIII se

desenvolvem construgdes visando a inscri¢do dos cinco poliedros regulares numa esfera.*
1.4. Os principais postulados de Euclides

Em geometria, ponto é um elemento bdsico, cuja posi¢do no sistema cartesiano pode ser
determinada pelas suas coordenadas. Os matematicos tém tido dificuldade em definir o ponto,
pois ndo tem tamanho, e € apenas o local onde duas linhas se encontram. De acordo com
Euclides, um ponto ndo tem volume e a linha reta € a distdncia mais curta entre dois pontos.

Postulados sdo proposi¢des geométricas especificas, sendo que postular significa
pedir para aceitar. Abaixo s@o relacionados os cinco postulados de Euclides: >

1 — Fique postulado tragar uma reta a partir de qualquer ponto até outro ponto;

2 — Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta;

3 — E, com todo centro e distancia, descrever um circulo;

4 — E serem iguais entre si todos os angulos retos;

5 — E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontrarem-se no mesmo lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Este 5° é o famoso postulado das paralelas e modernamente é apresentado com as
seguintes palavras: “Por um ponto P exterior a uma reta m, consideradas em um mesmo plano,
existe uma tnica reta paralela a reta m”.® Permaneceu como um desafio para os matematicos
durante dezenas de séculos, até ser parcialmente contestado por Gauss, Riemann,
Lobachewski e Bolyai que criaram uma nova geometria que veio a ser conhecida como

Geometria Ndo-Euclidiana.

*  EVES, Howard. Introdugio 2 histéria da matematica. Sdo Paulo: Unicamp, 2004.p.175

Euclides. Os Elementos. Tradug@o e introdugéo Irineu Bicudo.Ed. Unesp, 2009.p98
Disponivel em <http://www.prof2000.pt/users/miguel/histmat/af 1 8/produto/pdias/trabalho1.htm>.Acesso em
30 setembro 2016.

13



1.5. O quinto postulado de Euclides

Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777), colega de Euler e Lagrange na Academia
das Ciéncias em Berlim, foi o primeiro a publicar a demonstracdo de que = € irracional. Fez
importantes trabalhos sobre a teoria das paralelas, tendo escrito um livro com esse titulo, onde
deduziu muitas propriedades da Geometria Nao Euclidiana, embora nio aceitasse claramente
sua existéncia. Lambert tentou provar o quinto postulado por meio de um argumento indireto’.
Ele considerou um quadrilitero com trés angulos retos (figura 1), agora chamado de
quadrilatero de Lambert (COUTINHO, 2001). Lambert, entdo, sup0s trés hipdteses para o
quarto angulo:

1. Hipétese do angulo reto, o que equivale ao quinto postulado de Euclides;

2. Hipétese do angulo obtuso;

3. Hipétese do angulo agudo.

A primeira hipétese conduz a geometria euclidiana. Lambert rejeitou a hipdtese do
angulo obtuso. Fez isso mostrando que sob essa hip6tese duas perpendiculares 2 mesma reta se
intersectam. Isso na verdade ndo resulta nenhuma contradi¢do. Se a hipétese do angulo obtuso
fosse vélida, entdao as propriedades das figuras seriam como se tracadas sobre uma esfera, ou
seja, curvadas. As linhas retas seriam como circulos maximos. No entanto, como os circulos
maximos se encontram em mais de um ponto, ndo possuem as propriedades das linhas retas, e
isso permite refutar a hipédtese do angulo obtuso. Todavia, também ndo chegou a contradi¢do
ao tentar demonstrar a hipétese do angulo agudo. Assim, Lambert obtém que sendo validas as
hipéteses do angulo obtuso e do angulo agudo, o defeito (excesso ou a falta sobre 180° na
soma de seus angulos na trigonometria esférica) na soma dos dngulos de um tridngulo seria
proporcional a drea deste tridngulo. Essa diferenca € conhecida como diferenca do tridngulo, e
tem um papel muito importante na Geometria Hiperbdlica e seu valor é igual a zero na
Geometria Euclidiana, na qual a soma dos adngulos internos de um tridngulo € 180°. No caso
do quadrildtero com o quarto angulo agudo (terceira hipdtese), Lambert conclui que quanto
mais agudo fosse o dngulo, maior seria o quadrildtero. Essa andlise levou Lambert a descobrir

que a soma dos angulos de um tridngulo poderia ser inferior a dois angulos retos.

7 AMADO, Antonio Tadeu F. Elementos de Matematica 3. Santos: Ed. Universitdria Leopoldianum, 2011
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Para a hipdtese do angulo agudo, Lambert conclui que, se comparada a hipétese do
angulo obtuso, poderia ocorrer o caso de uma ‘“esfera imagindria”. Lambert teria dito “Estou
quase inclinado a concluir que a terceira hipdtese surge com uma superficie esférica

imagindria”.

Figura 1 - Quadrilatero de Lambert

Dy

[

:—1 Q,B

1.6. A criacdo da Geometria Nao- Euclidiana (espacoes curvos)

A Geometria Euclidiana funcionava muito bem em superficies planas o que era de se
esperar. Afinal de contas, a geometria Euclidiana é uma geometria aplicada ao plano. Entdo,
como se podem definir situagdes geométricas sobre uma superficie curva? Na geometria
Euclidiana a soma dos angulos internos de um tridngulo da sempre o valor de 180°. Ao se
tracar o mesmo tridngulo sobre uma superficie curva isso ja ndo é mais verdade. Era preciso
entdo estabelecer uma nova geometria que pudesse resolver essas questdes.

Quando € necessario considerar grandes distdncias sobre a superficie da Terra a
geometria de Euclides também ndo funciona. Para desenvolver uma geometria de espacgos
curvos foi necessdria a colaboracdo de pesquisadores que marcaram a historia da matematica.

. . . 8
Entre esses nomes estavam Gauss, Bolyai, Lobachevski e Riemann.

8 s . . . . ,
Observatorio nacional, Geometria dos espacgos curvos. On br. Disponivel em <

http://www.on.br/site_edu_dist_2006/pdf/modulo3/a_geometria_dos_espacos_curvos.pdf >. Acesso em 20 maio
2016.
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1.7. Johann Gauss (1777 — 1855)

Johann Friederich Carl Gauss nasceu em Brunswick, Alemanha e obteve brilhantismo
em sua carreira. Homem de talento matemaético impressionante, € universalmente considerado
como o maior matematico do século XIX e, ao lado de Arquimedes e Isaac Newton, como um
dos maiores de todos os tempos.

Gauss decidiu-se pela Matematica em 30 de marco de 1796, quando se tornou o
primeiro a construir um poligono regular de dezessete lados somente com o auxilio de régua e
compasso. Doutorou-se em 1798, na Universidade de Helmstadt e sua tese foi a demonstra¢do
do "Teorema fundamental da Algebra", provando que toda equacio polinomial f (x) = 0 tem
pelo menos uma raiz real ou imagindria e para isso baseou-se em consideragdes geométricas.

Deve-se a Gauss a representacdo grafica dos nimeros complexos pensando nas partes
real e imagindria como coordenadas de um plano. Seu livro “Disquisitiones Arithmeticae”
(Pesquisas Aritméticas) € o principal responsavel pelo desenvolvimento e nota¢des da Teoria
dos Nuimeros, nele apresentando a relacdo de congruéncia, que é uma relacio de equivaléncia.
Ainda nesta obra Gauss apresenta a lei da reciprocidade quadratica, demonstrando o teorema,
segundo o qual, todo inteiro positivo pode ser representado de uma s maneira como produto
de primos. ?

Gauss deu contribui¢des notdveis a astronomia, a geodésia e a eletricidade. Em 1801
calculou, mediante um novo procedimento e com poucos dados, a érbita do planetoide Ceres,
recentemente descoberto, € no ano seguinte a do planetoide Palas. Em 1807 se tornou
professor de matemdtica e diretor do observatério astrondmico de Gottingen, posto que
ocupou até sua morte. Em 1821 realizou uma triangula¢do de Hanover, calculou a medida de
um arco meridiano e inventou o heliégrafo. Em 1833, junto com seu colega Wilhelm Weber,

descobriu o telégrafo eletromagnético.

’ EVES, Howard. Introdug@o a histéria da matemadtica. Sdo Paulo: Unicamp, 2004.p.175
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Na Geometria, Gauss verificou a independéncia do postulado das paralelas de Euclides e
foi o primeiro a alcangar conclusdes penetrantes relativas as Geometrias Nao-Euclidianas, mas
como nunca publicou nada sobre essa matéria, a honra da descoberta dessa particular
Geometria coube a outros matematicos. A razao pela qual Gauss manteve em segredo suas
descobertas, foi o fato de que a filosofia de Kant dominava a Alemanha da época e seus
dogmas eram que as ideias da Geometria Euclidiana eram as tnicas possiveis. Gauss sabia que
outras perspectivas de geometria eram possiveis, mas para ndo entrar em conflito com os

filésofos da época resolveu manter-se em siléncio.

1.8. Janos Bolyai (1802 - 1860)

Desde muito cedo, o hungaro Janos dotado de um espirito extremamente observador
revelou capacidades intelectuais superiores. Aos nove anos, quando o pai decidiu mandé-lo
para a escola, ja ele tinha adquirido conhecimentos profundos de assuntos varios com primazia
para as ciéncias exatas. Por exemplo, aos quatro anos podia distinguir certas figuras
geométricas, sabia a funcdo seno, identificava as constelagdes conhecidas. Aos cinco anos
tinha aprendido a ler, praticamente por si proprio e estava bem acima da média na
aprendizagem da lingua e da musica. Aos sete anos comecou a tocar violino e fez tdo bons
progressos que depressa tocava dificeis pegas para concertos.

Farkas Bolyai, pai de Jdnos e professor provinciano de matemadtica, tinha os mais
talentosos dos seus discipulos a ensinar ao seu filho assuntos diversos, mas reservou para si
proprio o ensino da matematica, numa carta escrita a Gauss, manifestou-lhe o desejo de que o
seu filho fosse um matemadtico. Entretanto Jadnos decidiu-se por uma carreira em engenharia
militar na Academia de Engenharia de Viena. Em agosto de 1818, depois de receber ajuda
financeira de algumas pessoas, entrou naquela Academia, no 4° ano, o mais avangado possivel
pelo regulamento. No ano seguinte ja era o 2° melhor aluno na sua classe, tendo as mais
elevadas notas em tudo exceto em desenho e a caligrafia.

Nesse ano o Arquiduque Johann von Hausburg, Comandante-Chefe da Academia e
Superintendente dos Engenheiros, durante uma visita, teve conhecimento do talento

matemadtico de Janos Bolyai, e esmerou-se em enviar uma mensagem para Farkas Bolyai

17



exprimindo o seu reconhecimento e a sua convic¢do de que Janos podia esperar rapido avango
na carreira militar se continuasse a trabalhar diligentemente.

Enquanto permaneceu em Viena, Janos Bolyai revelou interesse especial para certos
campos da Matematica, em particular pelo 5° postulado de Euclides. Alids, o seu interesse
tinha sido despertado pelo seu pai que, desinteressadamente lhe passou os seus espléndidos
conhecimentos e deixou as bases dos feitos maravilhosos descritos no “Tentamen”. Isto foi um
dos méritos incontestdveis de Farkas Bolyai apesar de ndo ter conseguido ver o que o filho
viria a criar: a Geometria Nao- Euclidiana.

Durante os seus anos na Academia Janos aprofundou mais o seu conhecimento sobre o
assunto, a sua ambicdo era aumentada pelo interesse inspirador do seu professor de
matematica, Johan Walter von Eckwehr. O objetivo de Janos Bolyai, posto a si préprio, era
provar o 5° postulado por um caminho indireto, ou seja, que o axioma do paralelismo de
Euclides equivale a assumir que a circunferéncia de raio infinito ¢ uma reta.

Em setembro de 1823, Janos Bolyai foi comissariado para Subtenente, e enviado para a
Fortificacido de Temesvar. Em trés de novembro escrevia, numa carta a seu pai que "descobria
a ideia bésica de um novo sistema geométrico", que "criara um novo, um outro mundo a partir

10
do nada"

. A sua hipdtese apoiava-se numa defini¢do de paralelismo mais geral do que na
Geometria de Euclides, as suas investigagdes foram recordadas num trabalho “Apendix”

(Apéndice ao Tentamen) extremamente estruturado, consistindo em 43 secdes.

1.9. Nicolai Lobachevski (1792 - 1856)

Nicolai Ivanovich Lobachevsky nasceu na Russia e passou a maior parte de sua vida
na Universidade de Kazan, primeiro como aluno, depois como professor de matematica e
finalmente como reitor. Seu primeiro artigo sobre Geometria ndo-Euclidiana foi publicado em
1829 e 1830 no Kazan Bulletin, dois ou trés anos antes de o trabalho de Bolyai aparecer

impresso.

10 Op.cit, p.542
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Essa memoéria mereceu muito pouca atencdo na Russia e, por ter sido escrita em
russo, praticamente nenhuma em outros lugares. Lobachevski deu continuidade a seus
esforcos iniciais com outras exposi¢des. Por exemplo, na expectativa de alcangar um grupo
mais amplo de leitores, ele publicou em 1840, um pequeno livro escrito em alemao intitulado
“Geometrische Untersuchungen Zur Theorie der Parallellinien” (Investigagdes Geométricas
sobre a Teoria das Paralelas), e mais tarde, em 1855, um ano antes de sua morte e algum
tempo depois de ficar cego, uma abordagem final, mais condensada, em francés, com o titulo
de “Pangéométrie” (Pangeometria).

As informacdes sobre novas descobertas disseminaram-se tdo lentamente naqueles
tempos que Gauss com certeza jamais ouvira falar do trabalho de Lobachevski antes do
aparecimento do texto em alemdo citado e nio teve conhecimento de Janos Bolyai antes de
1848. Embora Lobachevski ndo tivesse vivido para ver concedido a seu trabalho um
reconhecimento amplo, hoje a Geometria Nao-Euclidiana desenvolvida por ele costuma ser
chamada de Geometria de Lobachevski.

Esta nova geometria construida por Lobachevski € totalmente fundamentada na
hipétese contrdria a de Euclides, de que "Por um ponto C fora de uma reta AB pode-se tragar

mais de uma reta no plano que nio encontra AB" (figura 2)."!

1 COUTINHO, Lazaro. Convite as geometrias ndo euclidianas. Sdo Paulo: Interciéncia, 2001. p.40
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Figura 2 - Postulado das paralelas de Lobachevski

Parecia ela tdo contraditéria ao senso comum que o préprio Lobachevsky a chamou
de Geometria Imagindria, revolucionando o assunto e mostrando que a Geometria Euclidiana
ndo era a verdade absoluta suposta até entdo, e tornando necessdrio fazer-se uma revisao
completa nos conceitos fundamentais da Matematica.

Em 1838 publicou “Novos Fundamentos da Geometria” em russo. Em 1842 publicou
“Investigacdes geométricas sobre a teoria das paralelas”, em alemio. E finalmente em 1855
lancou seu ultimo livro “Pangeometria” em francés e russo. Em 1842 foi eleito para a
Sociedade Cientifica de Gottingen, porém suas descobertas s6 foram reconhecidas muito
lentamente. Os grandes matemdticos da €poca, como Gauss, tomando conhecimento de sua
nova teoria a elogiavam, mas ndo tinham coragem de publicar comentdrios a respeito, com

medo de serem ridicularizados.

1.10. Georg Riemann (1826 — 1866)

O passo seguinte no desenvolvimento da geometria ndo-Euclidiana foi feito pelo

matematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann. Para obter uma posi¢do de professor
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assistente na Universidade de Gottingen, a mesma onde Gauss era Diretor, Riemann tinha que
fazer uma palestra que serviria como teste. Apresentou alguns tépicos para que fosse escolhido
o seu assunto de palestra. Um desses estava voltado para os fundamentos da geometria e
embora esse assunto fosse o menos preparado por Riemann, Gauss o escolheu querendo saber
como um jovem matemadtico trataria tema tao dificil.

Riemann deu sua palestra sobre esse tema, que mais tarde foi publicada com o titulo
de “Sobre as Hipoéteses subjacentes aos fundamentos da Geometria”, com sucesso absoluto.
Gauss ficou impressionado pela abordagem feita por Riemann para a Geometria ndo-
Euclidiana pelo fato de que ela era bem diferente daquelas apresentadas por seus antecessores.

Aparentemente Riemann ndo sabia nada sobre os trabalhos de Lobachevski e Bolyai
e tinha somente uma vaga ideia do interesse de Gauss pelo assunto. O sucesso de Rieman se
deve ao fato dele ter incorporado em seu estudo duas ideias extremamente férteis: o aparato
matematico de Gauss para descrever a geometria de superficies curvas bidimensionais e seu
préprio novo conceito de variedade multidimensional, ou seja, objetos geométricos com
multiplas dimensdes.

Uma superficie € uma variedade bidimensional e um espaco € uma variedade
tridimensional. Como essa € a tunica diferenca entre elas, todas as ideias e métodos usados
para descrever superficies bidimensionais podem ser agora diretamente aplicados a espacos
curvos tridimensionais. Entre as no¢des usadas a mais importante € aquela de métrica, ou seja,
a forma quadritica para as diferencas entre coordenadas que descreve o comprimento do
intervalo entre dois pontos vizinhos em uma variedade curva.

Esta bem-sucedida integrac@o de ideias permitiu que Riemann avangasse ao construir
tanto casos particulares de espacos ndo-Euclidianos como uma teoria de espacos
arbitrariamente curvos. Em primeiro lugar Riemann descobriu uma geometria esférica que era
oposta a geometria hiperbdlica de Lobachevski. Deste modo ele foi o primeiro a indicar a
possibilidade de existir um espago geométrico finito. A ideia logo se firmou e trouxe a questao
de que o nosso espago fisico era finito. Além disso, Riemann construiu geometrias muito mais
gerais do que a de Euclides e sua matematica foi de grande importancia para a evolugdo dos
estudos sobre eletricidade e magnetismo e para a demonstragdo da Teoria da Relatividade de

Einstein.
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1.11. Necessidade da Geometria Nao-Euclidiana

Que tipo de argumento cientifico poderia ter chamado a aten¢do de matemaéticos tao
ilustres como Nikolai Lobachevski, Janos Bolyai, Carl Gauss e Bernhard Riemann para que
dedicassem parte de suas vidas a estabelecer uma geometria que ia contra o senso comum, a
vida didria? Basicamente o que esses pesquisadores investigavam era o que ocorreria se eles
desprezassem o quinto postulado de Euclides e considerassem exatamente o oposto, ou seja,
que através de um ponto C nio situado sobre uma dada linha reta AB, fosse possivel tragcar nao
uma, mas duas, e consequentemente um nimero infinito de linhas paralelas a AB."?

A tarefa agora passava a ser construir uma geometria baseada nesse novo axioma. A
ideia subjacente a isso era que se o quinto postulado era realmente um teorema, entdo, mais
cedo ou mais tarde, a nova geometria conteria contradi¢des logicas, o que significaria que a
suposi¢do inicial estava errada e o quinto postulado estaria entdo provado.

S6 que, apds construir essa nova geometria oS matemdaticos nao encontraram
contradi¢cdes. Mais ainda, eles descobriram que tinham uma nova e elegante geometria com
vdrias caracteristicas interessantes e unicas. Por exemplo, nessa nova geometria a soma dos
angulos internos de um tridngulo era menor do que 180° e de fato dependia das dimensdes
lineares do tridngulo."

Essa nova geometria era bastante particular. Em uma regido bastante pequena do
espaco essa nova geometria era praticamente euclidiana, mas em grandes regides as duas eram
essencialmente diferentes. Tanto Lobachevski como Gauss ndo se limitaram aos aspectos
matematicos dessa importante descoberta. Eles imediatamente comecaram a pensar como essa
nova geometria poderia estar relacionada com o mundo fisico. Eles queriam saber qual das
duas geometrias, a Euclidiana ou a nao-Euclidiana recém descoberta, descrevia realmente o
espaco, tendo em vista a curvatura do planeta.

Tentando responder a essa questdo Gauss tentou medir a soma dos angulos de um
triangulo formado por trés montanhas. Lobachevski tentou fazer a mesma medida s6 que

usando um tridngulo bem maior formado por duas posi¢cdoes da Terra em sua 6rbita e uma

12 Id, ibid, p.63
13 Id, ibid, p.43
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estrela distante. Infelizmente nenhum dos dois foi bem-sucedido, pois, naquela época, eles nao

dispunham de equipamentos capazes de fornecer a precisao necessdaria para essas medidas.

1.12. As Geometrias Hiperbdlicas e Elipticas

Ao contrario da geometria Euclidiana, as geometrias agora apresentadas sdo definidas
sobre a superficie de uma esfera ou de um hiperboloide (algo parecido com a sela de um
cavalo), sendo convencionado que uma superficie esférica tem uma curvatura positiva,

enquanto que a superficie de um hiperboloide tem curvatura negativa. (Figura 3)

Figura 3 - Retas paralelas nas superficies plana, hiperboloide e esférica.

Em uma superficie com curvatura positiva a soma dos angulos internos de um
triangulo tracado nessa superficie € maior que 180°. No caso de uma superficie com curvatura

negativa a soma desses angulos internos é menor que 180°.'* (Figura 4)

1 Observatério nacional, Geometria dos espacos curvos. On br. Disponivel em

< http://www.on.br/site_edu_dist_2006/pdf/modulo3/a_geometria_dos_espacos_curvos.pdf >. Acesso em 20
maio 2016.
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Figura 4 - Superficies esféricas e hiperboloide

Curvatura Positiva Curvatura Negativa

-

A+B+C>180° A+B+C<180

1.13. A Geometria da Relatividade

O conceito de espac¢o na Fisica

Na fisica, em geral, pode-se qualificar o espaco como continuo, homogéneo, fisico ou
infinito. Em certos campos bem determinados, essa concepcio fisica do espaco é baseada na
Geometria Euclidiana. Por exemplo para fazer o mapa de uma cidade pode-se usar uma
geometria plana, mas para um mapa de um continente, deve-se usar uma geometria esférica.
A ideia de espago aparece muito cedo na filosofia grega. Segundo Aristételes, os pitagdricos
atribuiam aos nimeros uma espécie de espacialidade. O conceito de espacgo foi enriquecido e
tornado mais completo por Galileu e Newton, a medida que o espaco tem de ser instituido
como causa independente do comportamento inercial dos corpos e a partir dai, a lei cldssica do
movimento.

O final do século XIX registrou os maiores avancos com relacdo a teoria do espago, com o
advento das Geometrias Nao-Euclidianas. Um dos fatos importantes para a concretizacio das
novas ideias de espaco € colocado como conceito de infinito em geometria, pela abordagem de

Riemann. O espaco representado por uma superficie esférica € finito.
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A relatividade restrita

A fisica parecia formar um sistema consistente e completo. Mas ja no século XIX,
essa fisica cldssica comegou a apresentar inconsisténcia. A Teoria da Relatividade resolveu
esse problema. Mas qual era essa inconsisténcia? Primeiro os fendmenos eletromagnéticos,
que ocorrem na velocidade da luz, pareciam ndo obedecer a lei da adicdo de velocidade. Outro
ponto é que na mecanica de Newton todos os referenciais inerciais sdo equivalentes. A Teoria
da Relatividade de Albert Einstein € baseada nos seguintes postulados:

As leis da fisica sdo as mesmas para os observadores situados em qualquer referencial
inercial;

A velocidade da luz no vicuo tem sempre o mesmo valor, em todas as dire¢des e em
todos os referenciais inerciais.

Einstein foi o primeiro a compreender que a formula das transformagdes de Galileu
nao podia estar completamente correta e que teria de ser substituida. A Teoria da Relatividade

Restrita é contraria a Geometria Euclidiana, onde o tempo € uma entidade absoluta. E a

chamada dilata¢do do tempo.
Geometria de Minkowski

A percepcdo de que a relatividade espacial poderia ser tratada como uma geometria
do espago-tempo foi desenvolvida por Hermann Minkowski (1864-1909) 15que apresentou
uma formulacido baseada em quadrivetores. Nessa geometria o espago € o tempo sdo entidades
indissocidveis e passam a formar um continuo espago-tempo. De acordo com Einstein, o
mundo dos eventos fisicos na geometria de Minkowski € naturalmente de quatro dimensdes no
sentido de espago temporal, configurando eventos que sdo descritos por quatro nimeros, as

trés coordenadas espaciais e uma coordenada temporal: (X, y, z, t).

15 MINKOWSKI, Geometria e Relatividade, disponivel em
http://www.fc.up.pt/mp/jcsantos/pdf/artigos/minkowski.pdf >. Acesso em 20 maio 2016.
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Einstein publicou o seu artigo sobre Teoria da Relatividade em 1905, mas este
despertou, de inicio, pouco interesse por parte dos fisicos. A Relatividade s6 comecou a ser
conhecida num ambito mais vasto em 1908, quando Minkowski, que fora professor de
Einstein no Instituto Politécnico de Zurique, proferiu a sua famosa palestra “Espaco e Tempo”
em 28 de setembro de 1908, numa conferéncia de cientistas alemies de diversas areas.
Minkowski era professor de Matemadtica na Universidade de Gottingen desde 1902 e também
se dedicou a Teoria da Relatividade.

A primeira vista, o fato de Minkowski ter se dedicado, no fim da sua carreira, a
Teoria da Relatividade parecia ser bastante surpreendente. Afinal a maioria de seus trabalhos
cientificos pulicados antes dessa inflexdo eram sobre Teoria dos Numeros e estes foram
relativos a formas quadréticas e a Geometria dos Numeros, criada por ele. A Geometria dos
Numeros ndo teve relevancia para a Teoria da Relatividade, mas a sua criacdo lhe
proporcionou a capacidade de introduzir conceitos geométricos em dreas onde, até ai, estes
pareciam nao ser aplicdveis. Outro aspecto importante no trabalho de Minkowski reside no uso
de geometria ndo-euclidiana. Tendo declarado numa palestra em 1907 que o Mundo no
Espaco e no Tempo é, em certo sentido, uma variedade nao-euclidiana de dimensao 4. Outros
matemadticos exploraram essa abordagem que, implicitamente, Minkowski estava aplicando

geometria ndo- euclidiana a Fisica.

A Relatividade Geral

A relatividade geral envolve uma abordagem matemadtica bem mais complexa.
A teoria da relatividade de Einstein mudou as bases da fisica alterando conceitos tao
fundamentais com o espaco e tempo. Essa nova fisica s6 € possivel quando se considera uma
geometria ndo-euclidiana. Com a teoria da relatividade geral Einstein resolveu ao mesmo
tempo o problema gravitacional e o de exprimir as leis dos fendmenos naturais mediante
equacdes validas para qualquer sistema de referéncia. Nessa nova teoria a gravitacio deixa de
ser uma forca de agdo instantanea a distancia e se reduz a geometria do Universo. A partir das
geometrias ndo-euclidianas, Einstein combina a métrica de Minkowski com a geometria curva

de Riemann para obter seu espago-tempo curvo.
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A luz sofre atragdo gravitacional, ndo tem massa, mas ainda assim muda de
caminho na presenca do campo gravitacional. Na teoria geral da relatividade, a velocidade da
luz ndo € mais uma constante absoluta, e a trajetoria do raio luminoso ndo é uma reta, mas
uma geodésica. A lei da gravitagdo de Newton € apenas uma aproximacdo, € a nova teoria a
compreende como um caso particular. Nesse contexto deixa de valer a Geometria Euclidiana e
passa a vigorar a Geometria Nao-Euclidiana. A Teoria da Relatividade, restrita e geral, foi

testada desde sua formulacao tedrica e tem se mantido nas suas previsoes.
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CAPITULO I

2.UM MODELO DE GEOMETRIA NAO-EUCLIDIANA - A GEOMETRIA
ESFERICA

2.1. Principais elementos da geometria esférica'®

Para o estudo da Geometria Esférica, que ¢ um modelo de Geometria Nao-Euclidiana,
faz-se necessdria a defini¢do de alguns de seus principais elementos:
a) Superficie esférica (plano esférico): a superficie esférica é o “plano” na geometria esférica.
Isso faz sentido, pois para determinar cada ponto da superficie esférica, sdo necessdrias apenas
duas coordenadas (latitude e longitude, por exemplo). Assim, a superficie esférica tem
dimensao 2 como o plano comum da geometria euclidiana;
b) Reta ou circulo mdximo: na geometria esférica, uma “reta” € um circulo maximo da esfera.
Dessa forma, nessa geometria, uma reta fica também determinada por dois pontos. De fato,
dados dois pontos A e B da superficie esférica o plano euclidiano que contém o centro O da
esfera e os pontos A e B intersecta a esfera segundo um circulo méximo passando por eles. O
arco AB €, nessa geometria um “segmento de reta” e seu comprimento ¢ a menor distancia
entre A e B, da mesma forma que na geometria euclidiana.
Na figura 5 observa-se uma reta que passa nos pontos A e B da superficie esférica de centro O.
No ponto A aparece uma reta euclidiana (verde) que estd contida no plano OAB e € tangente a
esfera no ponto A. Chamaremos essa reta por tap.

Essa reta euclidiana € necessdria para definir angulos na superficie esférica.

16 SILVA, Karolina Barone Ribeiro da. Nocdes de Geometrias Nao Euclidianas
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Figura 5 — Reta ou circulo maximo

¢) Angulo entre retas: dados os pontos A, B e C na superficie esférica, o angulo BAC &, por
defini¢do, o angulo entre as retas euclidianas tap € tac.
Na figura 6 o angulo entre as duas retas verdes é o angulo BAC entre os segmentos AB e AC

da superficie esférica;

Figura 6 — Angulo entre duas retas
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d) Como as retas da geometria esférica sdo circulos maximos da esfera fica claro que nao
existem retas paralelas nessa geometria. De fato, dois circulos méximos possuem sempre 2
pontos em comum.

Assim, na geometria esférica, duas retas distintas possuem sempre dois pontos de intersecao.
e) Distancia entre pontos: a reta € um circulo maximo e o segmento que une pontos A ¢ B é
um arco do circulo maximo, daf a distancia na superficie esférica dos pontos A e B é a menor

porcao do circulo maximo que contém esses pontos;

2.2. Recordando alguns elementos da Geometria Euclidiana

Angulos diedros (figura 7): na Geometria Euclidiana duas retas que se interceptam
determinam quatro angulos planos. E dois planos que se interceptam determinam quatro
angulos diedros, onde pode-se destacar o diedro A-BC-D. Os planos ACB e DCB sao
chamados faces e a linha BC aresta do diedro. E, o angulo plano formado por duas linhas
situadas, cada uma, numa das faces do diedro, EF e GF, perpendiculares a aresta, chama-se

angulo plano do diedro.

Figura 7 - Angulos diedros
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Angulos triedros (figura 8): quando trés planos tém um, e apenas um, ponto comum,
eles determinam oito dngulos triedros. Analisando o angulo triedro O-XYZ), temos: o ponto
comum O € chamado vértice e os planos OXY, OYZ e OZX, faces do triedro. As faces,
consideradas aos pares, formam trés angulos diedros cujas arestas sio OX, OY e OZ. Os
angulos planos X0Y, YOZ e ZOX sio chamados angulos das faces do triedro ou simplesmente

faces.

Figura 8 - Angulo triedro O-XYZ

Vamos voltar agora a Geometria Esférica e estudar os tridangulos esféricos..

2.3. Triangulos esféricos

7z

O estudo dos triangulos esféricos é importante na Geometria Esférica e algumas
relacdes sdo importantes:
Defini¢ao de triangulo esférico (figura 9): Sejam trés pontos distintos A, B e C sobre uma
esfera e ndo pertencentes ao mesmo circulo maximo. A figura formada pelos arcos de circulos
maximos que une esses pontos dois a dois é denominado tridngulo esférico. Os lados BC, AC
e AB do tridngulo esférico s@o arcos de circulos maximos e escritos, respectivamente, por a, b
e ¢, e medidos pelos angulos subentendidos por eles no centro da esfera (podendo ser em graus
ou radianos), sendo definido pelo angulo do setor circular determinado por dois vértices e o

centro da esfera. E, os angulos do tridngulo ABC sdo os angulos esféricos A, B e C, que
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podem ser reescritos como BAC, AEC e ACB. Além disso, os tridngulos esféricos possuem

trés alturas, trés bissetrizes internas e trés medianas. Com a mesma defini¢cdo de tridngulos

planos.

Figura 9 - Tridngulo esférico formada pelos arcos de circulos maximos

2.4. Propriedades dos triangulos esféricos

1* — A soma dos angulos de duas faces quaisquer de um angulo triedro € maior do que
o angulo da terceira face;

2* - A soma dos trés lados (arcos esféricos) de um triangulo esférico € maior que 0° e
menor que 360°, ou seja, 0°<a+b +c<360°;

3* - A drea de um tridngulo esférico é dada pela férmula:

S=R}(A+B+C)—m]=R"-E ,sendo E o excesso esférico que representa o

valor que a soma dos angulos internos do tridngulo esférico excede a 180°;
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4* - A soma dos trés angulos internos de um tridngulo esférico é maior que dois

Angulos retos e menor que seis angulos retos, ou seja, m <= A+ B+ € < 3m;
5* - Dois lados de um tridngulo esférico sdo iguais se, e somente se, os angulos
opostos também sdo iguais: a=b =4 =5 ;

6" - Ao maior lado se opde o maior angulo e vice-versa;
7* - A soma de dois angulos é menor que o terceiro acrescido de 180° e a diferenca €
menor que o suplemento do terceiro:

A+B=C4+180°ed— B <= 180°-C

Demonstragdo das propriedades:

Propriedade 1 (figural0O): Caso os trés angulos das faces sejam iguais, o teorema ¢é

verdadeiro. Considere-se agora um angulo triedro O-XYZ no qual a face ¥O¥ € maior que as
outras duas faces, ¥0Ze X0Z. Sobre OX tome-se um ponto A qualquer; sobre OY um ponto B
e sobre AB um ponto D de modo que A0D = X0Z. Sobre OZ tome-se C de modo que

0C=0D. Unindo-se Ae B aCnoqual AC+CB > AD + DB . Uma vez que os tridngulos AOC

e AOD sido congruentes (caso LAL), AD = AC= AC +CEB = AC + DB e CB = DE. Assim

os lados OD e OB do tridangulo ODB sdo iguais, respectivamente, aos lados OC e OB do
tridngulo OCB, £OFB = DOE. Onde tem-se, A0C + COB = A0D + DOB = A0B.

Propriedade 2 (figura 10): Nas retas do angulo triedro O-XYZ tome-se os pontos A,
B e C. Nota-se que hd trés tridngulos com vértice O e que a soma dos angulos desses

tridngulos é 3.180=540°, isto é,
(A0B + BGC + COA) + (0AB + 0AC) + (OBA + 0BC)+ (OCA + OCB) = 540°,  pela

propriedade 1 segue que: @D
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OAB + DAC = BAC, OBA+ OBC = ABC e OCA+ OCB = ACE , com isso:

AOF + BOCH+ COA+ BAC + ABC + ACE < 540°

ou A0B + BOC + COA < 540° — 180 = 360°

Figura 10 - Propriedades dos tridingulos esféricos

Propriedade 3 (figura 11): De fato, sabe-se que um tridngulo esférico é formado por
trés pontos ligados por arcos de circulos maximos. Se estes arcos forem prolongados, forma-se
outro triangulo esférico que pode ser obtido por uma reflexio do original pelo centro da esfera.

Por simetria os dois triangulos t€m areas iguais.
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Figura 11 -Tridngulo esférico obtido por uma reflexao

Representando-se a drea da esfera como uma soma de diedros convenientemente
escolhidos, em cada vértice do tridngulo, obtemos dois diedros (figura 12).
Representando a drea da esfera como a soma das areas desses diedros obtém-se:

Sesfera = 2544 T 255 T 2500 — 45 ,45¢ (1

Figura 12 - Soma de diedros em uma superficie
esférica
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Nota-se que a area da superficie esférica delimitada pelo diedro € proporcional ao

angulo diedro. Como a drea da esfera é 4mR* = 2.(2m).R?, analogamente, obtém-se que a
superficie de um diedro com angulo @ é 2aR*. Portanto de (1) conclui-se que:

4mR* = 2R*.(2A+ 2B+ 2C) — 45,5, -

Logo Sz =(A+E +C€—m)R%

Propriedade 4: A drea minima de um tridngulo esférico estabelece-se quando esta

area tende a zero. Considerando essa darea como sendo zero, tem-se
Susce =(A+ B+ C—m)R*=0,comR= 0e, portanto, 4 + 5 + € = m.
Logo, para qualquer R = Otemos: A+ B +C =m.

A d4rea miaxima de wum tridngulo esférico tende a uma semi-esfera

(4rea da semi-esfera 2mR?).
Considerando que:
SAE.E=[ﬁ+§+f—ﬂ)ﬂz=2?rR2=)fT+§+f—?r=2?r, ouseja, A+ B + € =3m

As demais propriedades 5, 6 e 7 possuem dedugdes intuitivamente claras e suas

demonstracdes serdo omitidas.

Voltando para o teorema da soma dos angulos internos de um tridngulo esférico na
propriedade 4, pode-se notar que o triangulo PAB (figura 13) tem BC sobre o Equador, AB
sobre 0o Meridiano de Greenhwich e AC sobre o meridiano 90°, P situado no pdélo Norte.
Como os meridianos sdo perpendiculares ao Equador, os angulos B e C sdo retos. Além disso
os meridianos formam um angulo de 90° no pdlo Norte. Esse tridngulo é conhecido como o

trirretangulo e ocupa a oitava parte da esfera. Logo, pode-se concluir que

A+B+CE =90°+ 90°+ 90° = 270°-
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Figura 13 - Triangulo trirretangulo

Quanto ao nimero de angulos retos, os tridngulos esféricos podem ter a seguinte
classificagc@o: retangulo (um angulo reto); birretangulo (dois angulos retos); trirretingulo (os
trés angulos retos).

Quanto aos lados (arcos esféricos): retildtero (um lado medindo 90°); birretilatero
(dois lados medindo 90°); trirretilatero (cada um dos lados medindo 90°).

Observa-se que se um triangulo esférico € trirretangulo, entdo é também trirretildtero
e ocupa exatamente a oitava parte da superficie esférica. Uma das caracteristicas da Geometria
Esférica que mais diferencia da Geometria de Euclides, é o fato de ndo existir a nogdo de
semelhanga, ou seja, ndo podemos num plano esférico, desenhar duas figuras que tenham a
mesma propor¢ao. Neste caso, ndo podemos encontrar um tridngulo esférico que seja maior do
que outro, e que tenha os mesmos angulos. Desta forma, a Geometria Esférica ndo admite a
semelhanca entre tridngulos. Temos apenas congruéncia entre tridngulos. Isto acontece pois a

drea de um triangulo esférico depende apenas da soma dos seus angulos internos. Na esfera
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todos os tridngulos com angulos congruentes t€ém a mesma drea. Logo, sdo congruentes.

Portanto, na Geometria Esférica ndo existem tridngulos com a mesma forma e dreas diferentes.

2.5. Relacdes trigonométricas nos triangulos esféricos'’

Ha vdrias relagdes trigonométricas para tridngulos esféricos, sendo as principais a lei
dos senos (equivalente a lei dos senos da trigonometria plana) e a lei dos cossenos.

Em um tridngulo esférico, um angulo interno € um angulo entre dois segmentos
consecutivos da esfera e, portanto, ja foi definido anteriormente. Assim, senos dos angulos
internos de um triangulo estao definidos.

Os “lados” de um tridngulo esférico s@o arcos de circulo. Dessa forma, podemos falar
também em “senos dos lados de um triangulo”. Nesse contexto, o seno de um lado € o seno do

arco de circulo, ou seja, o seno do angulo central correspondente.

Lei dos senos:

Na figura 14 temos um tridngulo esférico ABC de uma esfera de centro O, sendo que
o angulo A é reto. Por B traca-se uma reta tangente ao arco AB que encontra o prolongamento
do raio OA em A'. Também por B traga-se outra reta tangente que encontra o prolongamento
do raio OC em C', entdo, liga-se A'e C'.

Desde que o raio OB € perpendicular as tangentes BA' e BC', segue-se que o plano
A'BC' € perpendicular a cada plano que passa por OB e, portanto, ao plano AOB. O plano

AOC ¢ perpendicular ao plano AOB, pois A € reto. A reta A'C' é perpendicular ao plano AOB,
pois é a intersecdo dos planos AOC e A'BC'. Logo os angulos A'OC' e BAC' sio retos.

Figura 14 -Triangulo esférico ABC

7 Op.Cit.
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Da geometria plana podemos estabelecer algumas relagdes:

OB OA' OB
= . = cosa=cosb.cosc (D

OoC' 0OC' OA'

AC =AC .OC = sinB =sinb.—

BC' OC' BC' sina

Por analogia,

= sin b=sin a.sin B

sinc = sina.sin C 3)
AB:AB,OB = tanb=cos B.tana “4)
BC' OB BC'

A'C' A'C' OA'
= . = tana=tan B.sinc (5)
A'B OA' A'B

Analogamente,

tanb = tan B.sinc (6)

E também

tanc= tanC.sin b (7

Multiplicando (6) e (7) temos,

2
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. ) 1
tan b.tanc=tan B.tanC.sinc.sinb = tanB.tanC =

cosb.cosc
De (1), tem-se:
cosa = cotB.cot(C (8)
Multiplicando (3) e (4) resulta:
tan c.sin a.sin C = cos B.tan a.sinc
cos B = A0 csinasinC  sinasinc.cosasinC  cosasinC
tan a.sin c sin a.sin c.cosc cosc

Pela formula (1)

cosB = sinC.cosh 9

Multiplicando (5) e (8) resulta:

cos C = cosc.sinB (10)

Teorema dos senos:
Em todo tridngulo esférico, a razdo entre o seno de um lado (arco esférico) e o seno
de seu angulo oposto é a mesma para os trés lados e os respectivos angulos opostos. Assim:
sina _ sinb _ sinc
sinA  sinB  sinC

As figuras 15 e 16 mostram os dois casos de tridngulos esféricos quaisquer a

considerar, onde sdo tragcadas as alturas partindo do vértice C que caem sobre a base ou sobre

seu prolongamento.

Figura 15 - Triangulos esféricos partindo do vértice C
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Figura 16 - Triangulos esféricos partindo do vértice C
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O vértice D dos triangulos € reto e aplicando a férmula (3) para triangulos retangulos

esféricos tem-se:

sinh = sina.sin B

sinh = sinb.sin A

sinh = sina.sinC

sinh = sinc.sin A
Logo:

sina.sin B = sinb.sin A

sina _ sinb

sin A sinB

Tracando a altura a partir do vértice A, de maneira andloga, encontra-se que:

sin a

_sinc

sin A sinC

E devido a (1):

sina _sinb _ sinc

sinA sinB sinC

Lei dos cossenos:

(11)

Em todo tridngulo esférico, o cosseno de um lado (arco esférico) qualquer € igual ao

produto dos cossenos dos dois outros lados, mais o produto dos senos desses mesmos lados e

do cosseno do angulo oposto ao primeiro lado considerado. Dado um triangulo esférico ABC,

traca-se a altura a partir do vértice B e determinam-se sobre a base ou o seu prolongamento,

dois segmentos conforme as figuras 17 e 18.
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Figura 17 -Triangulo esférico

C
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Aplicando a férmula (1) para resolugdo de tridngulos retangulos esféricos no
tridngulo esférico da figura 8, resulta:

cosc = cosh.cos(b—x)ecosa = cosh.coss

cos(b—x) coshcosx+sinb.sinx .
= = = cos b + sin b.tan x
COS X COs X

Pela férmula (5) para resolucdo de tridngulos retdngulos tem-se que:

cosc ) ) sina .
=cosb+sinb.tana.cosC =cosb+sinb. cosC , ou seja,

cos A cosa

cCos C =

cosa.cosb + sinasinb.cosC (12)

Ao tragar-se a altura do tridngulo esférico a partir dos vértices A e C, obtém-se, de
maneira andloga:

epsa = cosh.cosc + sinb.csinc.cog A

cosb = cosacosb + sina.sinb.cosB (13)
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CONCLUSAO

Este trabalho procurou mostrar a evolucdo da Geometria ao longo da histdria,
desde a sua origem no Antigo Egito, através da observagdo da propria natureza, passando pela
Grécia em mais ou menos quinhentos anos antes de Cristo, onde tomou a forma que mantém
até os tempos modernos, gragas, principalmente, a grande obra de Euclides de Alexandria, “Os
Elementos”.

Verificando outras possibilidades para o quinto postulado dos Elementos de
Euclides, foi possivel desenvolver outras geometrias diferentes da Geometria Euclidiana, mas
que funcionavam tdo bem como ela. A existéncia de geometrias, onde a soma dos angulos de
um tridngulo poderia ser maior ou menor que dois angulos retos, implicava em um novo
conceito de espaco. Um espaco que poderia existir apenas como objeto matematico, mas que
também poderia existir fisicamente.

Além dos aspectos histéricos também procurou-se mostrar sua ligacdo com outro
tema, ndo menos abstrato, a Teoria da Relatividade e a sua importincia para o ensino. A
Teoria da Relatividade de FEinstein mudou as bases da Fisica alterando conceitos tao
fundamentais como espago e tempo. Essa nova Fisica s6 € possivel quando se considera uma
Geometria Nao-Euclidiana.

A Geometria Euclidiana, manteve-se absoluta até o século XIX, quando devido a
outras possibilidades para o quinto postulado, foi criada a Geometria Nao-Euclidiana por

conceituados matemadticos e retrata com mais exatidao o espaco em que vivemos.
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