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“Sempre que puder, conte.”

Francis Galton



RESUMO
A presente dissertagdo pretende em um primeiro momento abordar os Principios elementares
de combinatoria, com foco na resolucdo de problemas através da utilizacdo de ferramentas
béasicas de contagem, e em alguns casos construindo-as de modo a mostrar que a resolugédo de
problemas envolvendo combinatoria requer mais de criatividade ao conhecimento de
determinados procedimentos padrdes de resolucao.
O outro ponto a se destacar neste trabalho foi motivado por um problema visto em um
concurso do Instituto Federal do Ceara de 2016 que pedia para determinar o nimero de
quadrados distintos, de lados ndo necessariamente paralelos aos eixos cartesianos, cujos
veértices pertencem ao conjunto {(a,b); a e b inteiros, 1< a < 7; 1 < b < 7}. Um problema de
contagem utilizando o Principio da Adicdo, que sera neste trabalho iniciado de forma bem
simples por pontos em uma reta e a contagem de segmentos, passando pelo problema tal qual
0 do concurso pede, mas com uma quadricula 10 x 10 até sua versdo em trés dimensdes com a
contagem de cubos nele inseridos e com a conjectura para espacgos n-dimensionais.
Além disso, é apresentada uma aplicacéo para esse problema de contagem de quadrados numa
transformacéo destes em um codigo do tipo leitura rapida, denominado pelo autor de Cddigo
QQ (Quadrados em Quadriculas).

Palavras-chave: Principios elementares de combinatéria. Resolucdo de problemas de

quadrados em uma quadricula. Codigos de leitura rapida tipo codigos QR.



ABSTRACT

The present dissertation intends at first to approach the elementary Principles of
combinatorics, giving a focus on problem solving without the direct use of ready-made
formulas, and in some cases constructing them in order to show that problem solving
involving combinatorial requires more of a good idea than of the knowledge of certain

standard procedures of resolution.

The other point to be highlighted in this work was motivated by a problem seen in a contest of
the Federal Institute of Ceara that asked to determine the number of distinct squares, sides not
necessarily parallel to the Cartesian axes, whose vertices belong to the set {(a, b); a and b
integers, 1< a < 7; 1 < b < 7}, a problem of counting using the Addition Principle, which
will be initiated in this work very simply by points in a line and the count of segments, going
through the problem just like the one in the contest but with a grid 10 X 10 until its version in
three dimensions with the counting of cubes inserted in it and with the conjecture for n-

dimensional spaces.

Additionally, an application for this square counting problem is presented in a transformation

of these into a read-through type code called by the author of Code QQ (Square squares).

Keywords: Elementary combinatorial principles. Solving squares problems in a grid. QR

code type quick read codes.
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1 INTRODUCAO

No capitulo 2 sdo dadas algumas defini¢des sobre anélise combinatdria e € escrito um
pouco da histdria sobre esse tema. E uma base tedrica e historica para o principal problema a
ser apresentado nos capitulos a seguir. O capitulo 3 faz-se um passeio nos principios
elementares da contagem como o da bijecdo, o da multiplicacdo e da inclusdo e exclusdo com
defini¢des e alguns exemplos interessantes, buscando resolvé-los sem o uso de férmulas
prontas, e com a técnica da andlise dos dados oferecidos e, assim tornando mais empirica a
resolucdo destes problemas. Essa é a beleza da matematica e da analise combinatdria em
particular. Podemos pensar também, pelo problema apresentado no Principio Aditivo
apresentado no capitulo 4 que as formulas ndo sdo usadas no caso concreto, mas construidas
por eles e que poderdo ser usadas apenas nas variagdes do proprio problema em questdo. O
problema dos quadrados com vértices nos pontos de uma quadricula mostra-se um exercicio
que pode ser reduzido ou expandido e é o que é desenvolvido nesse capitulo.

O capitulo 5, posso dizer que é o principal deste trabalho, disserta sobre uma aplicacdo
do uso das quadriculas planas, iniciando com a histéria dos codigos de barra, a histéria dos
cddigos QR para em seguida desenvolver um cddigo baseado na contagem de quadrados em
uma quadricula como um codigo de leitura rapida denominado de Cédigo QQ (Quadrados em
uma Quadricula). A leitura desse cddigo € incipiente, contudo percebe-se que ele tem a
capacidade de ter seu desenvolvimento ampliado e desenvolvido de forma prética, e com uso
em varios sistemas. Ele possui um sistema de verificacdo de erros com a insercao de digitos
verificadores que analisam se 0s caracteres representados foram corretamente dispostos e
estdo locados em baixo de cada caractere que representam. Ele tem como referéncia a tabela
do cdédigo ASCII, com excecdo dos 31 primeiros caracteres que sdo codigos para itens como o
retorno para o inicio de uma linha (CR - Carriage Return) e o avango de linha (LF - Line
Feed) etc.

A forma do codigo QQ € a de um quadrado que para conseguir esse formato ndao tem
padrdes fixos como o codigo QR, mas sim é baseado na quantidade de caracteres utilizados,
prevalecendo o preenchimento na horizontal e deixando as coordenadas em branco na vertical
com a complementacgéo de pontos acima e abaixo dele num formato predefinido, deixando-o

simétrico em relagdo a sua vertical.



Sua posicéo é verificada por duas linhas em forma de “L” formada por pontos pretos
que fixa o codigo em uma posi¢do Unica. Neste sentido, o codigo QQ tem a aparéncia
préxima de um Caédigo do tipo Data Matrix.

A ideia de desenvolver este codigo ndo é ter a pretensdo de uso comercial, mas
simplesmente mostrar que alguns problemas simples de analise combinatdria podem ser
estendidos para outros correlatos e mais amplos, mostrando que a motivacgéo, a curiosidade e
a intuicdo podem desenvolver situacdes interessantes com problemas simples e com potencial
para tal. 1sso pode ser levado para a sala de aula e desenvolvido outros problemas que possam
ser expandidos ou até o proprio problema do cddigo QQ ser estudado e ampliado com um
formato mais padronizado e talvez incorporado um sistema mais sofisticado de corregéo de

erros, deixando-o entendivel mesmo que com certo dano.



2 ANALISE COMBINATORIA

Figura 1

Serdo apresentadas algumas definicGes sobre Andlise Combinatéria que sao
encontradas na literatura e na internet.

Pela definicdo do google, Analise Combinatdria € um conjunto de procedimentos que
possibilita a construcdo de grupos diferentes formados por um ndmero finito de elementos de
um conjunto sob certas circunstancias. Nesses grupos € possivel realizar a andlise das

possibilidades e combinagdes.

Segundo Hélio e Eduardo, (2014, p. 101)
A Analise Combinatéria (ou, simplesmente, Combinatoria) é o ramo da Matematica
que analisa estruturas e relagdes discretas, nelas procurando determinar métodos de
contagem ou de enumeracao (termos aqui usados no sentido de determinar o nimero

de elementos de um conjunto e de atribuir nimeros naturais a seus elementos).

De acordo com Morgado, Jodo Bosco, Paulo Cesar, e Pedro Fernandez, (1991, p.
01),” A Analise Combinatéria é a parte da Matematica que analisa estruturas e relacoes
discretas.”

Segundo Philippe e Robert (2009, p. 01), “Combinatdria € o estudo de estruturas

finitas construidas de acordo com um conjunto finito de regras.”

Se considerarmos 0s numeros como o inicio do que chamamos de andlise
combinatéria, podemos dizer que os pitagoricos ja faziam estudos sobre esses nimeros. No
entanto, € com o matematico francés Blaise Pascal (1623-1662) e seus contemporaneos
Fermat, Leibniz e Wallis, no seculo XVII, que esse estudo adquire uma configuracdo



cientifica.

Um motivo tdo inusitado quanto os jogos de azar € que acabou levando ao
desenvolvimento da Analise Combinatoria. A necessidade de calcular o nimero de
possibilidades existentes nos jogos gerou o estudo dos meétodos de contagem. Grandes
matematicos se ocuparam com o assunto: o italiano Niccollo Fontana (1500-1557), conhecido
como Tartaglia, e os franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662). A
Analise Combinatdria visa desenvolver métodos que permitam contar - de uma forma indireta
- 0 nimero de elementos de um conjunto, estando esses elementos agrupados sob certas
condigdes.

Muitas técnicas foram criadas para a contagem de nimeros por diversos matematicos
desde a antiguidade. Os livros de Euclides j& mencionavam (1+x)2 em torno de 3000 aC.
Baskara sabia calcular o nimero de permutagdes, de combinacgdes e de arranjos de n objetos.
Abraham De Moivre (1667-1754), Daniel Bernoulli (1700-1782) e Jacques Phillipe Marie
Binet (1786-1856) mostraram como achar diretamente os numeros de Fibonacci sem ser
necessario calcular todos eles, até o que desejamos. Para isso, De Moivre utilizou pela
primeira vez uma técnica extremamente poderosa, a das fun¢des geradoras.

Euler foi um expoente no estudo da contagem. Ele desenvolveu em seu livro cléssico
Introductio in Analysin Infinitorum o problema das parti¢des de um numero inteiro.

A anélise combinatdria é assunto normalmente do ensino médio e principalmente no
segundo ano, e isso causa em alguns professores de matematica um certo desconforto, pois se
percebe que a contagem se faz presente na vida das pessoas desde a infancia, contudo a
abordagem ao assunto é tanto quanto tardia.

Desenvolveremos nessa dissertacdo uma abordagem um pouco diferente do que €
exposto aos alunos do ensino médio. Serdo vistos principios elementares como o da adicéo,
multiplicacdo, bijecdo, inclusdo e exclusdo, e neles procuraremos explorar problemas

interessantes e que podem desenvolver elementos além da prépria contagem.



3 PRINCIPIOS ELEMENTARES DE CONTAGEM

Vamos agora dar um passeio no estudo dos principios basicos da analise combinatoria
e infiltrar-se na verificacdo de alguns problemas que normalmente ndo fazem parte de um
curso de ensino basico, sobretudo, do ensino médio regular, pelo menos com essa
profundidade de estudo. Veremos o Principio da Bije¢do, o Principio da Adicdo e da

Multiplicacédo, além do Principio da inclusdo e excluséo.

3.1 Principio da Bijecao

O inicio da histdria da contagem, praticamente coincide com o inicio da humanidade
quando se era necessario usar de meios primitivos para se contar alguma coisa. Foi necessario
fazer comparac6es com algum parametro de tal modo que se soubesse contabilizar os objetos
em questdo. O que se afirma é que era necessario fazer uma bijecdo entre o que se queria
contar com uma referéncia qualquer. Vamos analisar o conceito de funcdo e de funcéo

bijetora para aplicarmos ao Principio da Bijecdo em Combinatdria.

Uma funcédo é uma tripla ordenada (A,B, f), em que f € AxB ¢é tal que paratodo X
€ A existe um unico y € B tal que (x, y) € f. Em termos formais, as seguintes duas condicdes
devem ser satisfeitas:

() (x,yl)efe(x,y2) ef=>yl=y2.
(i) vx e A;IyeB: (x,y) ef.

Qual é a importancia de fungdes em Combinatoria? As funcbes fazem associagGes
entre dois conjuntos A e B diferentes, e portanto, transformam um problema de contagem em
A em um problema de contagem em B. Dizemos que uma funcéo é bijetora quando é injetora
e sobrejetora. Chamamos uma funcdo bijetora também de bijecdo. Isso quer dizer que o0s
inversos das condigdes (i) e (ii) da definicdo devem ser satisfeitas. Note que isso mostra que a
relagdo inversa ' da funcdo f: A — B, definidapor f' €Bx A, (x,y) efe= (y,x) €f ' é
uma funcéo.

Mas, mais importante ainda, se A e B s&o finitos e existe uma bijecdo de A em B,

entdo |A| = |B|. Isso nos leva ao seguinte principio:



|A| = |B| quando existe uma funcéo inversivel de A em B.

Podemos dizer que bijecdo € um mapeamento um-a-um entre 0s elementos de um
conjunto com os elementos de outro. Sempre que vocé tem tal mapeamento, contar o tamanho
de um dos conjuntos automaticamente lhe da o tamanho do outro conjunto.

Explorar bijecfes nos obriga a ter um repertdrio de conjuntos que sabemos como

contar, para que possamos mapear outros objetos para eles.

VVamos ver um exemplo que aplica diretamente o Principio da Bijec&o:
Exemplo - Uma rua possui um estacionamento em fila com n vagas demarcadas junto ao
meio-fio de um dos lados. n automoveis, numerados de 1 a n, devem ser acomodados,
sucessivamente, pela ordem numérica no estacionamento. Cada carro deve justapor-se a um
carro ja estacionado, ou seja, uma vez estacionado o carro 1 em qualquer uma das vagas, 0S
seguintes se vao colocando imediatamente a frente do carro mais avancado ou atrés do carro

mais recuado. Quantas configuracdes distintas podem ser obtidas desta maneira?

Solucd@o - Poderiamos comecar pensando onde poderia estar o carro de nimero 1 e ai ir
alocando os outros ap06s o estacionamento do primeiro carro. Essa € uma técnica um pouco
ineficaz, pois a posicdo do primeiro carro poderia gerar respostas para o segundo que
dependeria da posicdo deste. Veja que se ele estacionar na primeira vaga ou na ultima.
Teriamos apenas uma opgéo para o carro 2. O segredo &, entdo, ndo se preocupar com onde 0
carro 1 vai estacionar e colocar os outros. Cada carro, depois do primeiro, estaciona na frente
ou atrds da fila. Pronto, fica assim estabelecida uma bijecdo entre as configuracdes e o
conjunto {frente, atras)~'. Por exemplo, fazemos a correspondéncia (atras, frente, frente,
frente, atras, atras, atras, frente, atras) «» (10, 8,7,6,2,1,3,4,5,9)

Note que essa correspondéncia é claramente inversivel: basta observar a posi¢cdo do 2 em
relacdo ao 1, depois observar a posicao do 3 em relacdo ao grupo formado por 1 e 2, e assim
por diante, observando a posi¢ao entre o i € o grupo formadopor 1,2,...,i— 1.

Logo o total pedido é |{frente, atras} ™ '| = 2N,

Vamos a outro exemplo aplicando o Principio da Bijecéo:

Exemplo - Ha n carros, numerados de 1 a n, e uma fileira com n lugares para estacionar,

numerados de 1 a n. Cada carro i tem seu lugar favorito ai; quando vai estacionar, se dirige ao



seu lugar favorito; se ele esta livre estaciona ali, caso contrério, avanga para o primeiro lugar
livre e estaciona; se ndo encontra lugar livre, vai embora e ndo volta mais. Quantas sequéncias

(a1, @z, . . ., ay) existem tais que todos 0s n carros conseguem estacionar?
Solucdo: Vamos listar alguns casos pequenos para entender o que esta acontecendo:

Paran =1, s ha, é claro, uma possibilidade: (1).

Para n = 2, s6 ndo dé certo (2, 2). As outras trés (1, 2), (2, 1) e (1, 1) dao certo.

Vejamos n = 3. As seis permutacdes (1, 2, 3), (1,3, 2),(2,1,3),(2,3,1),3,1,2)e(3,2,1)
obviamente d&o certo. Além disso, note que algum carro deve ter 1 como vaga favorita, sendo
todos os carros passardo direto pela vaga 1 e algum deles ndo vai estacionar. As outras
possibilidades séo (1, 1, 1), (1, 1, 2), (1,2, 1), (2,1, 1), (1,1, 3), (1,3, 1), (3,1, 1), (1, 2, 2),
(2,1, 2), (1, 2, 2), que funcionam, e (1, 3, 3), (3, 1, 3), (3, 3, 1) que ndo funcionam, além das
outras 23 = 8 que ndo contém 1. Note que j& lista todas as 33 = 27 possibilidades. Com isso, 0
total é 16. Trabalhemos agora com n = 4. S&o 4* = 256 possibilidades, entdo ndo vale a pena
listar todos, ou seja, precisamos de alguma estratégia de contagem. Contemos por quantidade
de uns. J& temos 3* = 81 possibilidades que n&o funcionam (as que ndo tem 1). Além disso, é
facil ver que (1, 1, 1, k) funciona. Com isso, temos (1,1,1,1)e (1,1, 1, k)comk=2,3,4¢e
permutagdes, que sdo mais 1 + 4 -+ 3 = 13 possibilidades que funcionam. Os que tém

. s~ . ~ ~ . 4! ~
exatamente dois uns s6 ndo funcionam se sdo (1, 1, 4, 4) ou permutacdes. Mais T 6 que nao

funcionam e (421) +3 +3-6 = 48 que funcionam. Entre os 4 -33 = 108 que s6 tém um 1,

retiramos o0 1 (esse carro com certeza vai conseguir estacionar) e subtraimos 1 de cada outro
namero, e é possivel estacionar se, e somente se, a sequéncia de trés termos é valida. Com
isso, temos 4 16 = 64 possibilidades que funcionam. O total é 13 + 48 + 64 = 125. Vejamos:
se X, € a quantidade pedida, temos X; = 1, X, = 3, X3 = 16 = 42 e x4, = 125 = 53, Parece que X, =
(n+1)”_1, ou seja, a gente deve conseguir uma bijecdo das sequéncias com {1, 2,3,...,n+
1}, Mas ai temos que conseguir uma associacdo entre sequéncias com n termos e
sequéncias com n—1 termos, o que ndo parece ser interessante. Talvez seja mais facil
conseguir uma bijecdo entre (sequéncia, k), 1 <k<n+1e {1,2,3,...,n+1}".

Vamos pensar em {1, 2, 3, ..., n + 1}" primeiro. Considere entdo uma nova vagan + 1, e as
regras continuam as mesmas. Uma ideia que facilita a divisdo por n + 1 é considerar

permutaces ciclicas, ou seja, vamos supor que as vagas estdo em circulo. Desse modo, com



as mesmas regras, todos os carros estacionam (por estarem em circulo, sempre aparece uma
vaga livre!), e sobra uma vaga livre no final. Por simetria, ha (n+1)"

n+l = (n + 1)" configuracdes com i sendo a vaga livre, 1 <i <n + 1. Afirmamos que uma
configuracdo corresponde a uma sequéncia valida se, e somente se, a vaga livre é n + 1.

De fato, se a sequéncia € valida, os carros nunca chegam a precisar da vaga n + 1, e ela nunca
chega a ser usada. Reciprocamente, se a vaga livre é n + 1, nenhum carro listou n+1 como
vaga favorita no novo processo e, mais ainda, n+1 nunca foi usada como vaga livre, ou seja,
nenhum carro passa da vaga n, o que significaria que ele iria embora. Logo

o problema esta terminado (de fato, a bijecdo é feita entre sequéncias validas e ndo validas
e{1,2,3,...,n+1}" sendo que a sequéncia é valida se, e somente se, a vaga que sobra é

n+1.

3.2 Principio da Multiplicacéo

Esse Principio é também conhecido como o Principio Fundamental da Contagem.
O Principio Multiplicativo constitui a ferramenta basica para resolver problemas de contagem
sem que seja necessario enumerar seus elementos. VVamos iniciar com alguns problemas de
Contagem. Trataremos & resolugdo destes exercicios usando de inicio a arvore de
possibilidades e posteriormente vamos usar uma técnica para que evitemos o trabalho de se
construir a arvore das possibilidades, pois 0 mesmo pode ser muito desgastante ao depender
do nimero de possibilidades.

Procuraremos ndo usar formulas prontas e, sim, usaremos mais do raciocinio para

resolver os problemas apresentados.

Vamos a um exemplo simples que se utiliza desse principio:

Exemplo - Um Restaurante prepara 4 pratos quentes (frango, peixe, carne assada e salsichéo),
2 saladas (verde e russa) e 3 sobremesas (sorvete, romeu e julieta, frutas).
De quantas maneiras diferentes um fregués pode se servir consumindo um prato quente, uma

salada e uma sobremesa?



Solucéo: Resolveremos esse problema analisando a arvore que representa os dados
fornecidos, conhecida arvore de possibilidades ou grafo. Veja como representamos

por uma “arvore” o problema do cardapio.

[carDAPIO]
FRANGO PEIXE [CARNE] [SALSICHAO]

]v&éoe, IRUéSAI lveéoel |Ru'ss_A? lveéoel |RpéSA| IVEéDEI RUSSA

\
\ / \ | /
1 / 1 J J |
1 1 J
1 J \ J
\ " \ )
\ 1 f
J J
f \ | J
|

:y ‘7 7‘ '\I 'II ’I‘ |. f ‘7 ’l '\ rl "I
| U I i | IR (B & S RO SRS B Uy | — I'., ) S . L =3 SR R
[F][SOR][RM E [SOR][RH E|an RiJ|[F][SOR][RIJ i{son]'n:.r[ [slon]=n.'.| [[sl:m: RA|[F]

\
\

Figura 2 — Arvore das possibilidades

Temos nesse problema trés niveis de decisao:

d1: escolher um dentre os 4 tipos de pratos quentes;

d2: escolher um dentre os 2 tipos de saladas;

ds: escolher um dentre os 3 tipos de sobremesa;

Usando o principio multiplicativo, concluimos que temos 4-2-3 = 24 maneiras de tomarmos as

trés decisdes, ou seja, 24 opcbes de cardapio.

Outro exemplo usando o principio multiplicativo.

Exemplo - Quantos divisores positivos de 10% sdo multiplos de 10%?

Solucdo: Seja n um divisor de 10%° que é multiplo de 10%. \VVamos comecar com a condigdo
de que n é maltiplo de 10%: devemos ter n = 10% - t, t inteiro positivo. Nossa meta “e agora
contar todos os nimeros t. Além disso, 10%° “e multiplo de n, de modo que 10 = n - k

e=210=10% - t - ket - k=10". Logo t deve ser divisor de 1011. Sendo 10! = 21!
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51, os divisores de 1011 sdo da forma 2* - 5 com 0 <a <11 e 0 < b < 11. Assim,
precisamos contar o numero de ternas (a, b) com0<a<11e0<b <11, ou seja, 0 numero de

elementosde {0, 1,2,...,11} x{0,1,2,...,11}, queé 12 - 12 =144,

Agora um exemplo com coloragao.

Exemplo - Mariana tem tinta guache de 8 cores diferentes e quer pintar 0s quatro
quadradinhos unitarios de um quadrado de lado 2 de modo que casas que tém um lado comum
tenham cores diferentes. De quantas maneiras ela pode fazer isso? Duas coloragfes sé&o iguais

se uma pode ser obtida a partir de outra através de uma rotacéo.

Solucédo: De acordo com o enunciado, as quatro pinturas a seguir devem ser consideradas

iguais:

A|B C|A D|C B|D
cC|D D|B B|A A|C

Entdo o problema é simples: basta tomar o total, 8*, e dividir por 4: 8*/4 = 1024. Certo?

Errado! Imagine se fossem 7 cores; o total seria entdo 7*/4, que ndo é inteiro. Onde esta o
erro? O erro ndo esta na multiplicacdo 84: de fato, queremos contar as quadruplas (A,B,C,D) e
tirar as repeticbes, ja que (A,B,C,D), (C,AB,D), (D,C,BA) e (B,D,AC) devem ser
consideradas iguais. O problema é que nem sempre dividimos por 4. Existem situacGes em

que dividimos por 2 ou nem dividimos (ou seja, ndo héa repeticdes). Veja os exemplos:

B|A Al B Al A

Quando ocorre cada caso? Basta observar os quatro casos e verificar quando ocorre repeticéo.

A|B C|A D|C B|D
C|D D|B B|A A|lC

Os dois primeiros sdo iguais quando A=C, B=A, D =B e C =D, ou seja, quando as quatro cores sdo
iguais. Nesse caso, 0s quatro sdo iguais, e ndo precisamos dividir. De fato, se dois vizinhos s&o iguais
todas as quatro cores sdo iguais. Agora, se 0 primeiro e o terceiro sdo iguais, A=DeB =C. Se A =B,

obtemos o caso anterior, entdo A = B.
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Entdo acontece que sé os dois casos que listamos se repetem menos (uma ou duas vezes). Assim, ha 8
possibilidades que ndo se repetem e 8 « 7 (8 escolhas para A, 7 para B) que representam duas

repeticdes. As demais 8*-8-8 + 7sio repeticbes de quatro vezes. Com isso, o total é

8+7 = 8%—8-8x7

8+—+——=1044
2 4

Observacdo: S6 para ter certeza: se fossem 7 cores, o total seria um inteiro.

7+7*6+74—7—7*6_637
2 4 N

Podemos agora enunciar o Principio Fundamental da Contagem, ou Principio
Multiplicativo, sendo este conceito a ferramenta mais poderosa na resolucdo da maioria dos
problemas de Contagem, além de servir como fundamentagdo de diversos outros conceitos

que serdo apresentados adiante.

Principio Multiplicativo: Se uma decisdo d; pode ser tomada de n maneiras e se, uma vez
tomada a decisdo d; a decisdo d2 puder ser tomada de m maneiras entdo o numero de

maneiras de se tomarem as decisdes d; e d2 sucessivamente é n x m.

E importante neste momento, exibir algumas estratégias (técnicas), baseadas em Morgado, et.
al, Lima, et. al , Santos, et. al e Oliveira, et. al que facilitam a resolucdo de problemas de

Contagem. S&o elas:

Estratégia 1 - Postura
E primordial que vocé tente se colocar no lugar de quem esta executando a acio do
problema, pense sempre que esta de posse das opcOes e ao preencher uma etapa imagine que

uma dessas opc¢oes ja foi utilizada na mesma.

Estratégia 2 - Divisao
Devemos sempre dividir nosso problema em etapas (ou decisdes) mais simples de
serem determinadas as suas possibilidades, para que depois pensemos no conjunto de etapas

como um todo, podendo ter um olhar simultaneo ou sucessivo das decisdes.
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Estratégia 3 - O que diferencia uma decisdo de outra é sem sombra de duvida, o grande
dilema dos problemas de Contagem. Como justificar que um conjunto de decisdes escolhido
por vocé tem de fato o numero correto de decisdes ou podemos ainda subdividir alguma
dessas decisdes em outras ou até agrupar algumas compondo uma Unica ou simplesmente o
seu conjunto de etapas ndo é compativel com o problema. Futuramente veremos o classico
problema da pintura de um mapa. E ai se pergunta: porque o correto é escolher a cor do 10
pais em seguida a cor do 20 pais e assim sucessivamente e ndo escolhermos o pais que tera a
la cor em seguida 0 outro pais que tera a 2a cor e assim sucessivamente? De fato ndo ha uma
receita de bolo para a definicdo das etapas na qual seré dividida o seu problema. Teremos que

observar o que faz sentido.

Estratégia 4 - Quando uma decisao deve ser tomada antes de outra (ndo adiar dificuldades)
Decisdes adiadas por conter alguma dificuldade tornam-se mais complicadas posteriormente,
por isso devem ser resolvidas de imediato. Em outras palavras, as etapas que sofrem mais

influéncia em relacdo as demais devem ser resolvidas prioritariamente.

Estratégia 5 - Métodos de contagem (direto ou indireto)

Em todo problema de contagem, podemos optar por uma das duas técnicas de
resolucéo:
_ direto: Esse método consiste em considerar inicialmente todas as particularidades do
problema chegando assim diretamente a solucdo procurada.
_indireto: Esse método consiste em ignorar uma (ou mais) das restricbes do problema, o que

nos fara contar em demasia. Depois descontaremos o0 que houver sido contado indevidamente.
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3.3 Principio da Incluséo e Excluséo

O Principio da Inclusdo-Exclusdo é uma formula para contar o numero de elementos
que pertencem a unido de varios conjuntos ndao necessariamente disjuntos. Na sua versao mais
simples, ele afirma que

|IAUB| = |A| + |B| - | AnB|

E podemos estender este conceito para trés conjuntos da seguinte forma

IAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|-]ANC|-|BNC|+]ANBNC]|

Aplicacdes

Apresentaremos agora algumas aplicacGes do Principio da Inclusdo e Exclusdo em

problemas interessantes.

Exemplo: Quantos inteiros entre 1 e 1000 séo divisiveis por 3 ou 7?

Solucgéo: Vamos definir os seguintes conjuntos:
|A| = Conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que s&o divisiveis por 3.

|B| = Conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que sdo divisiveis por 7.

Queremos calcular |[AUB|. Temos que

1000

Al =|—=~-]=333
Bl = |=5-1= 142

1000
|}\(WE3|==[—EI—1= 47

ANB ¢ o conjunto dos inteiros entre 1 ¢ 1000 que sdo divisiveis por 3 ou 7, isto €, que sdo
divisiveis por 21. E pelo Principio da Inclusdo-Exclusdo, temos

|JAUB| = |A| + [B| - | ANB| = 333 + 142 -47 = 428.

Vamos generalizar essa ideia.
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Teorema (Principio da Inclusdo e Exclusdo). Sejam A1,A2, ... ,An conjuntos. Entdo o

numero de elementos da unido AU A2 U ...UNaé

n
Ual= > com)ad
1€{1,2,..n} i€l

i=1

Demonstracao: Inducédo sobre n. Sabemos que a formula é verdadeira para n = 2 (de fato, ela se reduz
para as formulas conhecidas paran=2e n = 3).

Agora, suponha que a férmula é verdadeira para n — 1. Entdo

n n-1 n—-1 n—-1
Jal=|Java UAL.HAM_(UAL.)%
i=1 i=1 i=1 ]

=1

n-1
=+l - || Jeinan
i=1

HlA = Y (-pim

1€{1,2,..,n—1}
JE0)

(Nainan

i€l

— z (_1)|I|+1
1€{1,2,...n}

[
i€l

Ai é sO agrupar as somas com 0 mesmo numero de conjuntos, e obtemos o que
desejamos. De fato, as intersecdes que ndo tém An estdo la com o sinal certo, 0 An sozinho
estd 14 com o sinal de + e 0s que tétm An com outros conjuntos cuja unido é X estdo com um
conjunto a mais e, portanto, devem ter o sinal trocado, como ocorre na Gltima parcela da

soma.

Iniciaremos com a fungdo ¢ de Euler, que encontra diversas aplicagdes na area de

criptografia e teoria dos numeros.

Exemplo - Em teoria dos nimeros, ¢(n) é a quantidade de nimeros m menores ou iguais a n

tais que mdc (m, n) = 1. Mostre que

k
1
o =n| -2

em que Py, P2, - - . , Pk SA0 0S primos que dividem n.
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Solugdo: Os nimeros que sdo primos com n sdo aqueles que ndo sdo multiplos de nenhum p;,
pi divisor primo de n. Entdo basta subtrair de n a unido dos multiplos de pj, que ja sabemos

contar:

1 -1 1
p(n) =n-— Zzg{Lz,...,n}(—l)'”“n HiEIE =n <1 + Zzg{ﬁ,o...,n}niel E) =n Hi"=1 (1 - E) '

Para entender melhor o que foi feito, fagamos o resultado para trés fatores primos: se

os fatores primosdensédop,ger,
p(n)=n--2_2_~_—2_"_ 1
14 q r prq pr qr pqr

=n(1-21-20-7)

Uma contagem bacana é o nimero de maneiras de permutar n elementos de modo que
nenhum deles fiqgue em sua posicdo original. Essas permutacGes sdo conhecidas como

desarrumac6es ou permutacdes caoticas.

Vamos em seguida por em destaque, apesar de ser mais um Principio de Contagem
elementar e dos mais simples, o Principio da Adicdo, que neste trabalho entra como base para

o problema principal que é o Problema dos quadrados a serem inseridos em uma quadricula e

seus desdobramentos.
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4 PRINCIPIO DA ADICAO

Inicialmente, vamos denotar |X| como o nimero de elementos do conjunto X ou a

cardinalidade de X.

O principio aditivo, resultado importante da analise combinatdria, nos diz que |[ANB| =
|A| + |B| . Porém, este resultado s6 pode ser aplicado quando A e B sdo disjuntos, ou seja,
quando ANB =0@.

De outro modo, se ha |A| possibilidades no conjunto A e ha |B| possibilidades no
conjunto B, entdo ha |A|+|B| formas para A ou B ocorrerem, assumindo-se que 0S
elementos de A séo diferentes dos de B. Generalizando, dados os conjuntos Aj,A,,....,An,
em que Ai tem exatamente ai elementos, entdo o0 nimero de elementos da unido A;UA,U

... UAN é dado por a;+a,+az+...+ap.

Vamos a um exemplo que aplica o Principio da Adicao. Exploraremos nesse exemplo

uma variedade de problemas dada a riqueza dos dados do exemplo.
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4.1 O problema dos segmentos em uma linha pontilhada e dos quadrados em uma

quadricula bidimensional

Vamos iniciar com o caso unidimensional onde calcularemos o nimero de segmentos que

cabem em uma linha de pontos.

Exemplo — Quantos segmentos de reta podem ser inseridos em uma linha de 10 pontos?

Analisando de forma segmentada o problema podemos observar o seguinte:
- Para o0 segmento unitario, podemos inserir 9 deles;
- Para 0 segmento do tamanho que corresponde a trés pontos, podemos inserir 8 deles;

E assim por diante, até que para o segmento do tamanho que corresponde aos dez pontos,

podemos inserir um so dele.

Figura 3 — Pontilhado com segmentos
Fonte: O préprio Autor

O total seria, entdo,9+8+7+6 +5+4 + 3 + 2 + 1 = 45 segmentos.

Vamos agora ver um exemplo levando o anterior para a dimensdo dois, ou seja,
envolvendo uma quadricula plana e, nesse caso, expandiremos mais a frente o conceito de
quadricula para uma utilizacdo pratica que envolve a leitura de um codigo como um

modelo de cddigo QR.

Exemplo - determine o nimero de quadrados distintos, de lados ndo necessariamente
paralelos aos eixos cartesianos, cujos vértices pertencem ao conjunto {(a,b); a e b

inteiros, 1< a <10; 1 < b < 10}
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Solucéo - Para o saudoso Professor Morgado, mais vale uma boa ideia de que mil
férmulas. E pode-se dizer que ele estava em consonancia com o pensamento do grande
cientista Aleméo Albert Einstein que afirmou um dia que a imaginagdo € mais importante
do que o conhecimento. E, se pararmos para pensar, essa € uma das principais belezas da
anélise combinatoria, pois se pode resolver um determinado problema com um

pensamento bem racional e l6gico.

Neste caso vamos partir de uma ideia e chegaremos a algumas férmulas que seréo

empiricamente construidas.

(na)

-]

Figura 4 - Quadricula 10 x 10

Fonte: Proprio Autor

z 24 56 7 2 810

Para um quadrado 1 x 1, podemos desenhar 9 deles na

horizontal e 9 na vertical num total de 81 quadrados.

Figura 5- Quadricula 10 x 10 com um quadrado

S9x 9% 1 =81

Fonte: Proprio Autor
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i)

Figura 6 - Quadricula 10 x 10 com dois quadrados

Bxox2=128 Fonte: Préprio Autor

Para um quadrado 2 x 2, podemos desenhar 8 deles na horizontal e 8 na vertical e como o

conjunto absorve 2 quadrados, isso d& um total de 128 quadrados.

AP,
i

e

Figura 7- Quadricula 10 x 10 com trés quadrados

Tw 7w 3 =147  Fonte: Proprio Autor

Para um quadrado 3 x 3, podemos desenhar 7 deles na horizontal e 7 na vertical e como o
conjunto contém 3 quadrados, isso da um total de 147 quadrados.
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Figura 8 — Trés Quadriculas com 4, 5 e 6 quadrados respectivamente.

Fonte: Proprio Autor

Do mesmo modo, para os quadrados do tipo 4 x 4, 5 x 5 e 6 x 6, respectivamente, temos

que ha a possibilidade de se desenhar 144, 125 e 96 quadrados.

Ty

b

-,

T TR
ﬂ? o
1 |
T | T
| [

b

dx dx 7 =63 2H 2K 8 =32 1T¥1w9=9

Figura 9- Trés Quadriculas com 7, 8 e 9 quadrados respectivamente.
Fonte: Proprio Autor

Finalizando o processo com quadrados 7 x 7, 8 x 8 e 9 x 9, respectivamente,
construiremos um total de 63, 32 e 9 quadrados. No total teremos que o nimero de

quadrados cujos vértices estdo nos pontos de intersecdo do quadriculado é de:

81+ 128 + 147 + 144 + 125+ 96 + 63 + 32 + 9 = 825 quadrados
O que pode ser escrito como:
Sn = (99)+(82+82)+(72+72+72)+.. . +(12+12+12+,..+12) =

= (92+82+...+22+12)+(82+72+.. +22+12)+................ +(22+12)+(12) = 825
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E como a soma dos n primeiros nimeros naturais quadrados perfeitos é dada por

_(n+1)xnx(2n+1)
6

Sn

, (Ver Apéndice A - Soma dos n primeiros quadrados perfeitos), entéo
podemos afirmar que o nimero de quadrados que tem como Vértice pontos do

(I+1)=ix(2i+1) _

quadriculado 10 x 10 é dado por Z?zl = 825.

Podemos generalizar o problema anterior reescrevendo da seguinte forma:

O namero de quadrados que tem como Vvértice pontos de um quadriculado n x n é dado

por:

n—1 @+1)*ix(2i+1)
i:]. 6

E tratando as somas entre parénteses acima como um P.A. (Progressdo Aritmética) de
quarta ordem (Ver Apéndice B - Soma dos termos de uma P.A. de ordem superior), temos
que esse Ultimo somatdrio, S;o=(12)+ (12+22) + (12+22+32) + .... + (12+22+32+42+,, +82+92),

pode ser dado por:
Sio = (12) + (12+22) + (12422+32) + (12422432442 + ... + (12422432+42+,. +82+02) =
= 1+5+14+30+55+91+ 140 + 204 + 285 =
(4) (9) (16) (25) (36) (49) (64) (81)
®) (0 (9 11) (13) (15 (17)
@ 20 @ @ @

Que séo as razdes das progressdes de cada ordem e tomando o primeiro elemento “1”

da sequéncia e as primeiras razdes de cada ordem na formula seguinte, entdo:

10 =1, 10 =1\, 10— 1\ p. 10 — 1y, _
= + + + =
Sw= ("7 IR, AT, S (T, )2

=(10_1) [1+2(10—2)+5(10_22(10_3)+(10_2)(12;3)(10_4)] -

5%8+7 = 8%7x6

Si=9(1+2*8+27 + 20

)
S10=9 (1+16 + 46,666... + 28) = 825

E o que € mais interessante é que pelas contas efetuadas, percebe-se que a formula

seguinte agora com o valor n em substituicdo ao valor 10 do exemplo:
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= (g (3 0 e

%(n—1)+ %(n—l)(n—2)+ %(n—l)(n—Z)(n—3)+%(n—1)(n—2)(n—3)(n—4):

Z(—* [ [m-o

ri sdo as primeiras razoes de cada sequéncia.
n é o numero de pontos da quadricula € um resultado de generalizacdo do problema

que pode ser escrito como:

Sn=(n—1)[1+2(n-2) 43202, LDEI0Y)]

Desenvolvendo ainda mais a formula acima pode-se resultar em:
n*-1
Sn=n ( )
12

Vamos, entdo, resolver o seguinte problema derivado do problema anterior usando um
valor para a quantidade de pontos da quadricula bem superior de modo a mostrar que a

férmula encontrada reduz substancialmente o nimero de contas tornando-o simples:

Quantos quadrados tém como vértice pontos do quadriculado 1000 x 1000?

Solucéo: Tomando a férmula encontrada temos que

1000%(1000%-1)
12 a

Sn =

=83.333.250.000

O que foi feito, gracas a formula fechada encontrada, com bastante simplicidade de contas

dado o valor consideravel dos pontos da quadricula.
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4.2 O caso dos cubos em uma quadricula tridimensional

Estendendo agora o problema para trés dimensdes, refaremos a pergunta e analisaremos a

solucéo usando inicialmente 0 mesmo método utilizado para o caso de 2 dimensdes:

Determine o nimero de cubos distintos, de lados ndo necessariamente paralelos aos
eixos cartesianos, cujos Vértices pertencem ao conjunto {(a,b,c); a, b e c inteiros,
0<a<10;0<b<10; 0<c<10}

Para este problema vamos considerar de inicio, cubos que tém seus vértices na quadricula
apenas em uma das dimensdes (podemos considerar em sua base), portanto ndo fiel ao
problema, contudo, que pode ter algum resultado de interesse teorico e, ap0os isso, veremos o
caso realmente como pede o problema, ou seja, todos 0s vértices dos cubos encontrados estéo

nos pontos da quadricula.

Observando as figuras acima, dos quadriculados, e verificando a restricdo da base do cubo
estar nos pontilhados, podemos perceber que a mesma quantidade de movimentos que cada
quadrado podera fazer dentro da quadricula no plano, podera fazer na vertical, ou seja,

teriamos:
(93)+(83+83)+(73+73+73)+.. . +(13+13+13+.. . +13) =
= (13) + (13+23) + (13+23+3%) + (13+23+33+43) + ... + (13+23+33+43+.,. . +83+98) =

E tratando as somas entre parénteses acima como um P.A. de quinta ordem, temos que

esse somatorio pode ser dado por:
=1+9+36+100+ 225+ 441 + 784 + 1296 + 2025 =
(8) (27) (64) (125) (216) (343) ...
(19) (37) (61) (91) (127)...

(18) (24) (30) (36)...

© © (©
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Que sdo 0s nameros entre parénteses as razdes das progressdes de cada ordem. Tomando o
primeiro elemento da sequéncia “1” e as primeiras razdes de cada ordem na férmula seguinte,

teremos que:

Su=(2) 1+ (D) 8+ (2) 19+ (%) <18+ ()6

=l@ao-1+ %(10 —1)(10-2) + ?(10 —1)(10 — 2)(10 — 3) +§(10 —1)(10 — 2)(10 —

1!

3)(10 — 4) +2 (10 — 1)(10 — 2)(10 — 3)(10 — 4)(10 — 5) =

=0+ 4x9%x8+ 19+3+4+7+18+9%7x2 +6+9x2x7= 4917

De um modo geral, para n pontos de uma quadricula cubica teriamos:

sn:("I1)*1+(”;1)*8+(";1)*19+("21)*18+(”51)*6

Que pode ser escrito como:
Sn=-—(-D+2-Dm-2)+2O-DO-2n-3)+=O-Dn-2)n-3)(n—4) +
s —Dm -2 -Hn-H(n-5) =
5 .
Y| [o-w
i=1

onde ri sio as primeiras razdes de cada sequéncia.

Ou desenvolvendo a formula acima teremos ainda que

) n(n?-1)(3n?%-2)

Sn
60
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4.3 O problema das figuras geométricas regulares de dimensdo n em uma quadricula n-

dimensional — (conjectura)

Determine 0 numero de cubos n-dimensionais distintos, de lados né&o
necessariamente paralelos aos eixos cartesianos, cujos vértices pertencem ao conjunto

{(a,b,...,n); a, b,..., ninteiros,0<a<m; 0 < b <m;...0 <n<mj.

Tudo o que foi visto, leva a conjecturar-se que no caso de m dimensdes, teriamos que
num quadriculadodenxnxnxnx........ x n (m vezes), ou n" o total de figuras regulares

seriam iguais a :

m+2

S & Jm-

i=1
onde ri sao as primeiras razdes de cada sequéncia.

Lembrando que o caso visto para as figuras além das duas dimensbes leva em
consideracao que os vértices das figuras regulares tém que estar nos pontos da quadricula
apenas em um plano e que os Vvértices nos outros planos considerados estardo soltos
podendo ou ndo coincidir com algum ponto da quadricula. O que veremos a seguir € como

verificar quais sdo os cubos que tém todos 0s seus vértices em pontos da quadricula.
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4.4 De volta ao problema original

Agora para uma anéalise do problema realmente fiel ao que se pergunta que é estar
cada vértice de um cubo em pontos da quadricula, teremos que verificar uma situacgao
importante. Para que o lado extrudado do cubo esteja em algum ponto da quadricula este
lado deve ter valor inteiro, portanto, para os cubos “bem comportados” ) isso é bem
tranquilo, mas para os ndo bem comportados teriamos que fazer uma analise mais bem
apurada. Para este Ultimo caso, poderiamos formar na quadricula triangulos retangulos e
verificar se a hipotenusa teria um valor inteiro o que corresponderia ao lado do cubo.

Figura 10 — O quadrado de lado 5
Fonte: Proprio Autor

No exemplo acima temos um tridngulo pitagorico na quadricula 10 x 10. Agora entra a
seguinte questdo antes de tratarmos desses triangulos que sdo possiveis de atender aos
requisitos do problema: sera que existem outros tridngulos pitagéricos capazes de atender
ao problema além dos da proporc¢do 3:4:5, ou seja, triangulos retangulos que atendam a

férmula a2=b2 + c2, sendo a, b e ¢ sdo os lados e de valores inteiros?

Andrade, José F. (2006, Triangulos retangulos com lados inteiros: Procurando as
hipotenusas da MATEMATICA UNIVERSITARIA n° 41 — Dezembro/2006 — pp. 1-10),
buscou nesse artigo determinar os numeros inteiros que sdo hipotenusas de um triangulo
retangulo cujos catetos sdo também nameros inteiros. Vemos que dependendo do nimero

de pontos da quadricula o trabalho pode render um bom tempo, mas para o valor menor ou

(1) — Chamaremos de Cubos “bem comportados” aos cubos cujos lados ndo sofrem angulos diferentes de k*90° em relagdo aos pontos da

quadricula, com 0<k<3
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igual a 25 é facil ver que apenas 5, 10, 13, 15, 17, 20 e 25 sdo valores de hipotenusa de um

triangulo retdngulo. Com efeito, temos 32 + 42 = 52, 62+82 = 102, 52+122 = 132, 924122 =

152, 824152 = 172, 122+162 = 202, 152 + 202 = 252, 72 + 242 = 252,

Vejamos que uma quadricula até 8 x 8 x 8 ndo possui cubos “ndao bem comportados” e

a contagem € mais facil.

Para uma quadricula do tipo 9 x 9 x 9, teremos, além dos cubos “bem comportados”,
alguns cubos como os das figuras com suas translaces na quadricula que vamos contar a

sequir:

Figura 11 — Um cubo virado
para o lado frente

Fonte: Préprio Autor

Figura 12 — Outro cubo virado
para o lado frente

Fonte: Proprio Autor

Figura 13 - Um cubo virado
Fonte: Proprio Autor para o lado lateral
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Figura 14 - Outro cubo virado para o
lado lateral

Fonte: Proprio Autor

Teremos na figura 8, 2*2*4 = 16 cubos “ndo bem comportados” e em suas quatro versoes

um total de 16*4=64 cubos a mais além dos “bem comportados” que serdo:
8*8*8 = 83 de comprimento 1= 512;

78 de comprimento 2 = 343;

6% de comprimento 3 = 216;

53 de comprimento 4 = 125;

43 de comprimento 5 = 64;

33 de comprimento 6 = 27;

2% de comprimento 7 = 8; e

13 de comprimento 8 = 1

Num total de 784 cubos “bem comportados”.

Somando os 784 cubos aos 16 encontrados anteriormente, teremos entdo no total 800

cubos numa quadricula 9 x 9 x 9.

E o problema inicial de uma quadricula 10 x 10 x 10, quantos cubos teriam seus
vertices nos pontos da quadricula? Ainda ndo respondemos essa pergunta, mas vamos

fazé-lo agora.
VVamos inicialmente contar 0s cubos “bem comportados™:
SN=R+&F+73+63+53+43+FP+28+13=(1+2+3+4+5+6+7+8+9)?=

=452 = 2025.
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Agora contando os cubos “ndo bem comportados”:

Como ndo cabem outros cubos diferentes dos cubos do exemplo anterior iremos conta-
los agora com um valor a mais que 0 9, o que resulta em 3*3*5 = 45, As quatro versdes
tem mesma quantidade, portanto seriam 45*4 = 180 cubos que somados aos 2025

resultariam num total de 2205 cubos numa quadricula 10 x 10 x 10.

Perceba agora para finalizar este topico, que outros cubos “ndo bem comportados”
seriam inseridos na quadricula se ela fosse no minimo do tipo 14 x 14 x 14. Pode verificar

iSs0?

De um modo geral, Andrade explicita o seguinte teorema para se encontrar 0 nimero

de triangulos retangulos de medidas inteiras.

Teorema. Seja z = ptips? ... pt¥w. Suponha que os nimeros primos p; sdo distintos, que
pj = 1 (mod 4) e que w ndo ¢ divisivel por nenhum primo p tal que p = 1 (mod 4). Entdo

existem

m=1 1Sj1$j25"'5jm5k

triangulos retdngulos ndo semelhantes com hipotenusa z e catetos nimeros inteiros.
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5 UMA APLICACAO INTERESSANTE DO USO DAS QUADRICULAS PLANAS

Voltando ao caso da quadricula plana, podemos, usando esse processo de insercédo de

quadrados, verificar uma aplicacdo bem interessante relacionada a codificacao.

Vamos antes disso, saber um pouco da historia dos codigos de barras e dos cddigos
QR para motivarmos o interesse no assunto sobre codificacdo de dados para uma leitura
rapida e como lincador de resultados diversos como paginas da web, e-mails, localizacéo

georeferrenciada etc.

5.1 Histdria dos Cédigos de Barras
Fonte: “https://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%B3digo_de_barras”

Cddigo de barras (em inglés: barcode) é uma representacdo grafica de dados numéricos
ou alfanuméricos. A decodificacdo (leitura) dos dados é realizada por um tipo de scanner -
o leitor de codigo de barras -, que emite um raio vermelho que percorre todas as barras. Onde
a barra for escura, aluz é absorvida; onde a barra for clara (espagos), a luz é refletida
novamente para o leitor. Os dados capturados nessa leitura dptica sdo compreendidos
pelo computador, que por sua vez converte-os em letras ou nimeros humano-legiveis. A

utilizacdo é muito comum em diversas areas, desde a industria é largamente utilizado no

175138055565 154' "7

Figura 15 — Exemplo de Cddigo de Barras

COMErcio e Servigos.



https://pt.wikipedia.org/wiki/Scanner
https://pt.wikipedia.org/wiki/Leitor_de_c%C3%B3digo_de_barras
https://pt.wikipedia.org/wiki/Luz
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93ptica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Computador
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Cddigo de Barras para produtos - Os codigos de barras EAN-13 servem como
identificacdo de seu produto no sistema de Ponto de Vendas dos lojistas. Qualquer produto,
como, por exemplo, produtos alimenticios, CDs e DVDs, produtos naturais, verduras e
legumes, roupas e vestuarios, sapatos, entre outros utilizam codigos de barras EAN-13. As

Unicas excecdes sdo livros e medicamentos controlados.

RG DOS PRODUTOS
ENTENDA A COMPOSIGAO DOS CODIGOS DE BARRAS

A SEQUENCIA POSSUI 13 DIGITOS

Diglto verificador.
Os trés Sua funcao é
primelros comprovar que a
mostram o sequéncia numérica
pais em que 7189 00 é verdadeira
o codigo fol T
gerado. O
namero do Apds a A descri¢do das caracteristicas de
Brasil € 789 identificacao do cada ltem érepresentada por trés
pais que gerou o nGmeros. Ao ser lida, a combinacao
codigo, & preciso acessa informagdes como altura,
mostrar o nGmero peso, largura, datas de fabricacao
da empresaque e de validade, por exemplo
produziu o Item

Figura 16 — Exemplo de Cddigo de Barras para produtos

Fonte: http://www.gbnet.com.br/v2/codigo_de_barras_fontes_gs1 gtin_ean_13_para_produto.html

Também conhecido como GTIN-13, esse codigo de barras é usado no mundo todo,

exceto EUA e Canada.

A primeira patente de um codigo de barras foi atribuida em 1952 a Joseph Woodland e
Bernard Silver. Seu codigo consistia num padréo de circunferéncias concéntricas de espessura

variavel.

Em 1969, a Associacdo Nacional das cadeias alimentares (NAFC) realizou uma
reunido onde se discutiu a ideia de sistemas de verificagdo geral automatizadas. RCA tinha
comprado os direitos a patente de Woodland original, participou da reunido e deu inicio a um
projeto interno para desenvolver um sistema baseado no bullseye codigo. A Krogercadeia de

supermercados se ofereceu para testa-lo.
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Em meados dos anos 1970, o NAFC estabeleceu o Supermercado Comité Ad Hoc dos
Estados Unidos em um uniforme do mantimento Codigo do produto, que estabeleceu
diretrizes para o desenvolvimento de codigos de barras e criou uma subcomissdo simbolo de
selecdo para ajudar a padronizar a abordagem. Em cooperacdo com a empresa de consultoria
McKinsey & Co., que desenvolveu um cédigo padronizado de 11 digitos para identificar
qualquer produto. A comissdo enviou entdo uma proposta de contrato para desenvolver
um sistema de codigo de barraspara imprimir e ler o codigo. O pedido foi
para Cantor , National Cash Register (NCR), Litton Industries, RCA, Pitney-Bowes , IBM e
muitos outros. foram estudados Uma grande variedade de abordagens de codigo de barras,
incluindo cddigos lineares, bullseye cédigo circulo concéntrico da RCA, starburst padrfes e

outros.

Na primavera de 1971 RCA demonstraram o seu codigo bullseye em outra reunido
inddstria. Os executivos da IBM na reunido notaram as multiddes no estande da RCA e
imediatamente desenvolveu seu proprio sistema. Especialista em marketing IBM Alec
Jablonover lembrou que a empresa havia empregado Woodland, e ele estabeleceu uma nova

unidade na Carolina do Norte para liderar o desenvolvimento.

Figura 17 - cadigo preto e branco do bullseye QR Adesivo Quadrado

Em julho de 1972 RCA comecgou um teste de dezoito meses em uma loja de Kroger em
Cincinnati. Os codigos de barras foram impressas em pequenos pedacos de papel adesivo, e
anexado a mdo por funcionarios da loja quando eles estavam adicionando etiquetas de
precos. O codigo provou ter um problema sério. Durante a impressdo, as vezes prensas
manchar de tinta na direcdo do papel esta em execucdo, tornando o cddigo ilegivel na maioria
das orientagcdes. Um cddigo linear, como 0 que esta a ser desenvolvido pela Woodland na
IBM, no entanto, foi impresso na direcdo das tiras, de modo que tinta adicional torna o cédigo

simplesmente "mais alto", permanecendo legivel, e em 3 de Abril de 1973, a IBM UPC foi
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selecionado pela NAFC como seu padréo. IBM tinha projetado cinco versdes da simbologia
UPC para necessidades futuras da industria: UPC A, B, C, D, e E.

NCR instalado um sistema testbed no Supermercado da Marsh em Troy, Ohio, perto da
fabrica que estava produzindo o equipamento. Em 26 de junho de 1974, Clyde Dawson puxou
um pacote de 10 de Wrigley Juicy Fruit goma fora de sua cesta e foi digitalizada por Sharon
Buchanan em 8h01. O pacote de chicletes e da recepgdo estdo agora em exposicao

no Smithsonian Institution . Foi a primeira aparicao comercial da UPC.

Em 1971, a IBM tinha montado uma equipe para uma sessdo de planejamento intensivo,
dia apos dia, de 12 a 18 horas por dia, para discutir a forma como todo o sistema pode operar
e programar um plano de roll-out. Em 1973 eles se reuniram com os fabricantes de
supermercado para introduzir o simbolo que teria de ser impresso na embalagem ou nos
rotulos de todos os seus produtos. Ndo foram observadas redugdes de custos para uma
mercearia para usa-lo, a menos que, pelo menos, 70% dos produtos da mercearia tinha o
codigo de barras impresso no produto pelo fabricante. IBM estava projetando que 75% seriam
necessarios, em 1975. Apesar de que foi alcancado, ndo foram méaquinas ainda a digitalizacdo

em menos de 200 supermercados por 1977.

Estudos econdmicos realizados pelo comité indudstria de supermercado projetado mais de
US $ 40 milhGes em poupancas para a indlstria da verificagdo por meados dos anos
1970. Esses numeros ndo foram alcancados nesse periodo de tempo e alguns previram o fim
do codigo de barras. A utilidade do codigo de barras necessario a adogdo de scanners caros
por uma massa critica de varejistas, enquanto fabricantes adoptadas simultaneamente
etiquetas de cddigo de barras. Nem queria mudar primeiro e os resultados ndo foram
promissores para o primeiro par de anos, com a Business Week proclamando "A Scanner

Supermercado que falhou."

A experiéncia com codigo de barras nas lojas revelou beneficios adicionais. As
informacdes detalhadas de vendas adquiridas pelos novos sistemas permitiu uma maior
capacidade de resposta as necessidades dos clientes. Isso se refletiu no fato de que cerca de 5
semanas depois de instalar scanners de cdédigo de barras, as vendas em supermercados
normalmente comegou a subir e, eventualmente, nivelou-se em um aumento de 10-12% nas
vendas, que nunca caiu. Houve também uma diminuicdo de 1-2% no custo operacional para
as lojas que Ihes permitiu reduzir os precos para aumentar a quota de mercado. Foi mostrado
no campo que o retorno sobre o investimento para um scanner de codigo de barras foi de

41,5%. Em 1980, 8.000 lojas por ano foram de converséo.
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O lancamento publico global do codigo de barras foi recebida com ceticismo por meio
dos tedricos da conspiracdo, que consideravam os codigos de barras ser um intruso da
vigilancia tecnoldgica e de alguns cristdos que pensavam 0s c0digos escondiam 0 numero
666, que representa o numero da besta . Televisao anfitrido Phil Donahue descrito cddigos de

barras como uma "conspiragao corporativa contra 0s consumidores".

O uso do codigo de barras - uma préatica ligada a automacéo de processos nas empresas -
levou cerca de duas decadas para ser universalizado. Na Europa, segundo dados da EAN
International, até 1981 poucos dos 21 paises filiados a entidade utilizavam efetivamente o
cédigo. Em 1985, cerca de 92% das lojas automatizadas em todo o mundo estavam
concentradas em somente seis paises. Os produtos devem ser identificados pelo seu codigo de
barras para este controle de entrada e saida de mercadorias, cadastrando-os no sistema

utilizado pela empresa.

Muitas empresas escolhem a ferramenta de codigo de barras por ser “[...] utilizado em
sistemas de pontos-de-venda em supermercados e lojas de varejo. Os cddigos podem conter
dados de horario, data e localizacao, além dos dados de identificagao” (LAUDON, 2014).

Codificar produtos é uma forma de aumentar o nivel de acuracia uma vez que a partir da
codificacdo o estoque nao poderé ter duplicidade de produtos, a localizacéo dos itens se torna
mais facil, os riscos de compra ou venda errada sao menores, a praticidade de manuseio por

meio de quem trabalha com os itens é maior.

No Brasil, o Codigo Nacional de Produtos (cédigo de barras) foi introduzido formalmente
em 29 de novembro de 1984.

Em Portugal, o codigo de barras surgiu em 1985, sendo utilizado até hoje. Muitas
empresas e administradores usam do codigo de barras para que seu estoque e producdo nédo
figuem vagos. Com este sistema de codigo o trabalho que antes demorado hoje é muito mais

eficiente.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Automa%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Europa
https://pt.wikipedia.org/wiki/1981
https://pt.wikipedia.org/wiki/1985
https://pt.wikipedia.org/wiki/Brasil
https://pt.wikipedia.org/wiki/29_de_novembro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1984
https://pt.wikipedia.org/wiki/Portugal
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5.2 Historia dos Codigos QR

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/QR_code

" Figura 18 — Cddigo QR para o URL da
Wikipédia Inglés

Codigo QR (abreviado de Codigo de Resposta Réapida) é a marca registrada de um
tipo decodigo de barras de matriz (ou cddigo de barras bidimensional ) projetado pela
primeira vez para a indUstria automotiva no Japdo . Um codigo de barras é um rétulo 6tico
legivel por maquina que contém informacBes sobre o item ao qual ele esta anexado. Um
cédigo QR usa quatro modos de codificagdo padronizados (numérico, alfanumérico, byte /
binario e kanji ) para armazenar dados de forma eficiente; Extensdes podem também ser

utilizadas.

O sistema de codigo QR tornou-se popular fora da industria automotiva devido a sua
rapida legibilidade e maior capacidade de armazenamento em comparagdo com os cédigos de
barras padrdo do UPC . As aplica¢bes incluem rastreamento de produtos, identificacdo de

itens, rastreamento de tempo, gerenciamento de documentos e marketing geral.

Um codigo QR consiste de quadrados pretos dispostos em uma grade quadrada sobre
um fundo branco, que pode ser lido por um dispositivo de imagem, como uma camera, e
processado usando a correcdo de erro Reed-Solomon até que a imagem possa ser interpretada
apropriadamente. Os dados necessarios sdo entdo extraidos de padrdes que estdo presentes em

ambos 0s componentes horizontais e verticais da imagem.
Historia

O sistema de codigo QR foi inventado em 1994 por Denso Wave . Seu objetivo era
acompanhar os veiculos durante a fabricacdo; Ele foi projetado para permitir a digitalizacdo
de componentes de alta velocidade. Os cddigos QR sdo agora utilizados num contexto muito

mais amplo, incluindo aplicacbes de rastreio comercial e aplicacdes orientadas para a

conveniéncia, destinadas a utilizadores de telemoveis (denominadas etiquetas moveis). Os


https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_barcode
https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_barcode
https://en.wikipedia.org/wiki/Barcode
https://en.wikipedia.org/wiki/Automotive_industry_in_Japan
https://en.wikipedia.org/wiki/Kanji
https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_Product_Code
https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_Product_Code
https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_Product_Code
https://en.wikipedia.org/wiki/Reed%E2%80%93Solomon_error_correction
https://en.wikipedia.org/wiki/Denso#Denso_Wave
https://en.wikipedia.org/wiki/URL
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cédigos QR podem ser usados para exibir texto para 0  usuario,
para adicionar um contato vCard ao dispositivo do usuario, para abrir um URI ( Uniform
Resource Identifier ) ou para compor um e-mail ou mensagem de texto. Os usuarios podem
gerar e imprimir seus préprios codigos QR para que outros possam fazer a varredura e 0 uso,
visitando um dos varios sites pagos e livres gerando codigo QR ou aplicativos. A tecnologia
tornou-se desde entdo um dos tipos os mais usados de codigo de barras bidimensional

Padrodes

. 1. Wersion information

2. Format information

3. Data and error correction keys

:3 4. Required patterns

E 4.1. Position
E 4.2, Alignment

L]
s 4.3 Timing
L

5. Quiet zone

Figura 19 - Elementos Funcionais de uma Estrutura de codigo QR

Usos

Figura 11- Um codigo QR usado em um outdoor

grande no Japéo, ligando para o site sagasou.mobi

Os codigos QR tornaram-se comuns na publicidade ao consumidor. Normalmente,

um smartphone é usado como um scanner de codigo QR, exibindo o cddigo e converté-lo para


https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_Resource_Identifier
https://en.wikipedia.org/wiki/VCard
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_Resource_Identifier
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_Resource_Identifier
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_Resource_Identifier
https://en.wikipedia.org/wiki/Smartphone
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algum formulario Gtil (como um URL padrdo para um site, evitando assim a necessidade de
um usuario digitd-lo em um navegador daWeb). O codigo QR tornou-se um foco
da estratégia de publicidade , uma vez que fornece uma maneira de acessar o site da marca
mais rapidamente do que inserindo manualmente um URL. Além da mera conveniéncia para
0 consumidor, a importancia desta capacidade é que ele aumenta ataxa de conversdo (a
chance de que o contato com o0 anuncio se converta em uma venda), persuadindo as
perspectivas interessadas mais abaixo no funil de conversdo com Pouco atraso ou esforco,
trazendo o espectador para o site do anunciante imediatamente, onde um passo de vendas

mais longo e mais direcionado pode perder o interesse do telespectador.

Embora usado inicialmente para rastrear pegas na fabricacdo de veiculos , 0s codigos
QR sdo usados em um leque muito mais amplo de aplicagdes, incluindo rastreamento
comercial, entretenimento e transporte de bilhetes, marketing de produtos e lealdade
(exemplos: couponing mével onde uma empresa descontada e percentual Desconto pode ser
capturado usando um descodificador de cédigo QR que é um aplicativo movel, ou armazenar
informacBes de uma empresa, tais como endereco e informacdes relacionadas ao lado de seus
dados alfanuméricos de texto como pode ser visto no diretorio Yellow Pages) e rotulagem de
produtos na loja. Ele também pode ser usado no armazenamento de informacGes pessoais para
uso das organizagdes. Um exemplo disso é Filipinas National Bureau of Investigation (NBI),
onde NBI clearances agora vém com um codigo QR. Muitas destas aplicacdes destinam -se
a utilizadores de telemdveis (através de etiquetas mdveis ). Os usuarios podem receber
texto, adicionar um contato vCard a seu dispositivo, abrir um URI ou compor uma mensagem
de e-mail ou de texto ap0s a digitalizacdo de codigos QR. Eles podem gerar e imprimir seus
préprios codigos QR para que outros possam fazer a varredura e o uso, visitando um dos
varios pagam ou livres sites ou aplicativos geradores de cddigos QR. O Google tinha
uma APl , agora obsoleta, para gerar cddigos QR, e aplicativos para digitalizacdo de codigos

QR podem ser encontrados em quase todos os dispositivos de smartphone.

Os codigos QR que armazenam enderecos e URLs podem aparecer em revistas, em
placas, em Onibus, em cartdes de visita ou em quase qualquer objeto sobre o qual 0s usuarios
podem desejar informagdes. Os usuarios com um telefone com cdmera equipado com o
aplicativo de leitor correto podem digitalizar a imagem do codigo QR para exibir texto,
informacdes de contato, conectar-se a umarede sem fio ou abrir uma pagina da Web no
navegador do telefone. Este ato de ligacdo de objetos do mundo fisico é denominado

hardlinking ou objeto hyperlinke . Os codigos QR também podem estar vinculados a um local


https://en.wikipedia.org/wiki/URL
https://en.wikipedia.org/wiki/Web_browser
https://en.wikipedia.org/wiki/Advertising
https://en.wikipedia.org/wiki/Advertising
https://en.wikipedia.org/wiki/Advertising
https://en.wikipedia.org/wiki/Advertising
https://en.wikipedia.org/wiki/Conversion_rate
https://en.wikipedia.org/wiki/Conversion_funnel
https://en.wikipedia.org/wiki/Mobile_phone
https://en.wikipedia.org/wiki/Mobile_phone
https://en.wikipedia.org/wiki/Mobile_tagging
https://en.wikipedia.org/wiki/VCard
https://en.wikipedia.org/wiki/VCard
https://en.wikipedia.org/wiki/Email#Message_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Email#Message_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Google
https://en.wikipedia.org/wiki/API
https://en.wikipedia.org/wiki/Camera_phone
https://en.wikipedia.org/wiki/Camera_phone
https://en.wikipedia.org/wiki/Wireless_LAN
https://en.wikipedia.org/wiki/Hardlink_(hyperlink)
https://en.wikipedia.org/wiki/Hardlink_(hyperlink)
https://en.wikipedia.org/wiki/Object_hyperlinking
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para rastrear onde um codigo foi digitalizado. Ou o aplicativo que verifica o codigo QR
recupera as informacgdes geogréficas usando GPS e triangulacéo de torre de célula (aGPS) ou

0 URL codificado no proprio cddigo QR esté associado a um local.

K084832 Kit @
£ 4 Z80% g4 & - Figura 21 - Os cddigos QR foram usados e
Tian)in Beiling . . .
SO114E115] 12004 379 0640125 146 'MPressos em bilhetes de trem na China desde
¥103.00 5 FHDIGRE 2010.
B .
ESEE
g\%
3 1#157010431112X 084832 (OEC250

Recrutadores comecaram a colocar codigos QR em anlncios de emprego, enquanto 0s

candidatos tém comecado ostentando-o0 em seus curriculos e cartdes de visita.

Em junho de 2011, a Royal Dutch Mint ( Koninklijke Nederlandse Munt) emitiu a primeira
moeda oficial do mundo com um cddigo QR para celebrar o centenéario do seu edificio e
instalacBes atuais. A moeda pode ser digitalizada por um smartphone e link para um site
especial com conteudos sobre o evento histdrico e design da moeda. Em 2014 o banco central
de Nigeéria emitiu uma nota 100-naira para comemorar seu centenario, a primeira nota de
banco para incorporar um cddigo de QR em seu projeto. Quando digitalizado com um
dispositivo movel habilitado para internet, o cddigo vai para um site que conta a historia
centenaria da Nigéria. ') Em 2015, o0 Banco Central da Federagdo Russa emitiu uma nota de
100 rublos para comemorar a anexacdo da Criméia pela Federacdo Russa. Ele contém um
cédigo QR em seu design e, quando digitalizado com um dispositivo mével habilitado para
internet, o codigo € acessado por um site que detalha o historico e o historico técnico da nota
comemorativa. Em 2008, um pedreiro japonés anunciou planos para gravar codigos QR em
lapides, permitindo que os visitantes para ver informacGes sobre o falecido, e 0s membros da

familia para acompanhar as visitas.

O psicologo Richard Wiseman foi um dos primeiros autores a incluir codigos QR em
um livro, na Paranormalidade: Por que vemos o que ndo existe (2011), permitindo que seus

leitores acompanhem as afirmacGes paranormais ao acessar sua pesquisa atraves dos codigos.
Sistemas operacionais moveis

Os cddigos QR podem ser usados em Vvarios sistemas operacionais de dispositivos
moveis. Esses dispositivos oferecem suporte ao redirecionamento de URL , que permite que

0s codigos QR enviem dados para aplicativos existentes no dispositivo. Muitos aplicativos


https://en.wikipedia.org/wiki/Royal_Dutch_Mint
https://en.wikipedia.org/wiki/Smartphone
https://en.wikipedia.org/wiki/Smartphone
https://en.wikipedia.org/wiki/QR_code#cite_note-17
https://en.wikipedia.org/wiki/Central_Bank_of_Russia
https://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Wiseman
https://en.wikipedia.org/wiki/Paranormal
https://en.wikipedia.org/wiki/Paranormal
https://en.wikipedia.org/wiki/URL_redirection
https://en.wikipedia.org/wiki/URL_redirection
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pagos ou gratuitos estdo disponiveis com a capacidade de digitalizar os codigos e hard-link

para um URL externo.
URLs

Os URLSs ajudaram as taxas de conversao de marketing mesmo na era pré-smartphone,
mas durante esses anos enfrentaram varias limitagcBes: os visualizadores de andncios
geralmente precisavam digitar o URL e muitas vezes ndo possuiam um navegador na web
quando viram o anuncio pela primeira vez. As chances eram altas de que eles se esqueceriam
de visitar o site mais tarde, ndo se preocupar em digitar um URL, ou esquecer o URL para
digitar. Os URLs semanticos reduziram esses riscos, mas ndo os eliminaram. Algumas dessas
desvantagens para as taxas de conversdo de URL estdo desaparecendo agora que 0s
smartphones estdo colocando acesso a web e reconhecimento de voz em constante alcance,

com o cddigo QR fornecendo o URL para acesso instantaneo.
Lojas virtuais

Durante 0 més de junho de 2011, de acordo com um estudo, 14 milhdes de usuarios
moveis digitalizados um cddigo QR ou um cddigo de barras. Cerca de 58% desses usuarios
digitalizaram um QR ou cddigo de barras de suas casas, enquanto 39% escaneados de lojas de
varejo; 53% dos 14 milhdes de usuérios eram homens com idades entre 18 e 34 anos. O uso
de codigos QR para formatos de "lojas virtuais" comecou na Coréia do Sule na
Argentina mas atualmente esta se expandindo globalmente . Walmart, Procter & Gamble e

Woolworths ja adotaram o conceito de Loja Virtual.
Pagamentos de codigo

Os cddigos QR podem ser usados para armazenar informacdes de contas bancérias ou
informacdes de cartdes de crédito, ou podem ser especificamente projetados para trabalhar
com determinados aplicativos de provedores de pagamento. Existem vérias aplicacfes de teste

de pagamentos de cédigos QR em todo o0 mundo.

Em novembro de 2012, os pagamentos de cddigos QR foram implantados em maior
escala na Republica Tcheca, quando foi introduzido e aprovado pela Associacdo de Bancos da
Republica Checa, como a solucdo local oficial para pagamentos QR, um formato aberto para

troca de informagdes de pagamento - um Short Payment Descriptor .

Os cddigos QR sdo comumente usados no campo de moedas criptograficas,

particularmente aqueles baseados em e incluindo o Bitcoin . Enderecos de pagamento, chaves


https://en.wikipedia.org/wiki/Conversion_rate
https://en.wikipedia.org/wiki/Semantic_URL
https://en.wikipedia.org/wiki/Czech_Republic
https://en.wikipedia.org/wiki/Short_Payment_Descriptor
https://en.wikipedia.org/wiki/Bitcoin
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criptogréficas e informac@es de transacdo sdo frequentemente compartilhados entre carteiras
digitais desta forma.

Login do site

Os cddigos QR podem ser usados para efetuar login em sites: um cddigo QR ¢é exibido
na pagina de login em uma tela de computador e quando um usuario registrado digitaliza com
um smartphone verificado, eles serdo automaticamente logados. A autenticacdo é realizada
pelo smartphone Que entra em contato com o servidor. O Google testou esse método de login

em janeiro de 2012.

Criptografia

Os cddigos QR criptografados, que ndo sdo muito comuns, tém algumas
implementacdes. Um aplicativo Android , por exemplo, gerencia criptografia e descriptografia
de cddigos QR usando o algoritmo Data Encryption Standard. O sistema de imigragédo
japonés usa criptografados cddigos QR em carimbos de autorizacdo de desembarque em
passaportes como mostrado na figura a direita.

Design

Ao contrério dos mais antigos codigos de barras unidimensionais projetados para
serem varridos mecanicamente por um feixe de luz estreito, um codigo QR é detectado por
um sensor de imagem digital bidimensional e depois analisado digitalmente por um
processador programado. O processador localiza os trés quadrados distintivos nos cantos da
imagem de cddigo QR, usando um quadrado menor (ou quadrados multiplos) perto do quarto

canto para normalizar a imagem para tamanho, orientacdo e angulo de visualizacdo. Os


https://en.wikipedia.org/wiki/Android_(operating_system)
https://en.wikipedia.org/wiki/Data_Encryption_Standard
https://en.wikipedia.org/wiki/Image_sensor
https://en.wikipedia.org/wiki/Image_sensor
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pequenos pontos em todo o cdédigo QR sdo entdo convertidos em ndmeros binarios e

validados com um algoritmo de corregéo de erros.
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5.3 Desenvolvendo um codigo baseado na contagem de quadrados em uma quadricula

(Codigo QQ)

Vamos agora ao nosso problema:

Sera que com o exemplo da contagem dos quadrados em uma quadricula pode-se

atribuir um codigo de leitura rapida usando conceitos binarios de cores?

Veremos essa utilizagdo da contagem de quadrados:

Para tanto usaremos quadriculas do tipo 6 x 6, com os pontos identificados pelas

coordenadas da matriz abaixo mencionada:

all

a2l
a3l
a4l
asbl

a6l
Fonte: do proprio Autor

al?

az2

a32

a4?2

ab2

a62

al3 al4

az3 az4

a33 a34

a43 ad4

ab3 ad4

ab3 ab4d

als5

az25

a35

a45

abb

a6b

al6

az26

a36

a46

ab6

ab6

Vimos que numa quadricula desse tipo podemos inserir

86:(6—1)[1+2(6—2

) n 5(6—2)(6-3)

6

Figura 23 — Quadricula com
marcacao matricial

N (6_2)(61—23)(6_4)12 105 quadrados.

Vamos iniciar fazendo uma correspondéncia importante para nosso estudo dos pontos da

quadricula com as células de uma tabela (ou quadro) da seguinte forma:



all al2 al3 al4 al5 al6
o @ o @ o o

a2l a22 aZ23 az24 a5 aZ6
| | J | | J |

all| a12|al3|al4|al5|al6

a2l |a22|a23 |a24 |a25 (a26

a3l a32 a33 a34 a35 a3b
oo o o o a3l|a32|a33|a34|a35|a36

a4l ad2 a43 ad44 ad5 adb
® o o

o ® adl|ad2 |a43 |ad4 | ad5|ad6

a51 a52 ab3 ad4 a55 ab6
® o ° ® ° ° abl|ab2| a53|ab4|ab5| ab6

a6l a62 a63 a64 a65 a66 abl|a62|a63|ab4|a65|a66
e o o o o

Figura 24 — Quadricula com correspondente tabela ou Quadro

Fonte: do proprio Autor

Deste modo, um quadrado simples de comprimento 1 sera representado como:

all al2 al3 al4 al5 alé6

o o o o
a21g2 a23 a24 a5 a6
| J ® ®

a3l a32 a33 a34 a3b a36
o & ¢ o o o a3l |a32|a33|a34|a35|a36

a4l 242 243 add adS adb | 14 |ad3 | ada|ads|ad6

al4|al5|al6

az23|a24|a25 |a26

a51 a2 a53 a54 a55 ab6
® o o ® ° ° abl|ab2| ab3|ab4|ab5| ab6

a6l a62 a63 ab4 ab5 a6 a6l|a62|a63|ab4|ab5|a66
e o o o o o

Figura 25 — modelo de representacéo de quadrado na quadricula e tabela

Fonte: do préprio Autor

Vamos identificar esse quadrado pelas coordenadas dos pontos de sua matriz sem a

identificacdo da letra “a”, ou seja, seria 11122122,
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Outro exemplo seria:

all al2 al3 ald4 al5 al6

a2l a22 a23 a24 a5 az2b6

a3l a35 a36

a4l 45 ad6

as1 3 ab5 ab6

a6l a62 a4 abb abb6

Figura 26 — Outro exemplo de quadrado na quadricula e tabela
Fonte: do préprio Autor

Esse quadrado seria identificado pelo valor 23414563. Evidentemente que as variagdes
desse nimero como, por exemplo, 41634523 correspondem ao mesmo quadrado, no entanto,
acharemos mais adiante um modelo que atendera nossas expectativas com mais clareza, por

enguanto estejamos atentos a identificacdo do quadrado na quadricula.

Utilizaremos 93 caracteres para serem caracterizados pelos quadrados dessas
quadriculas baseados nos caracteres da tabela do Codigo ASCII com excecdo dos 31

primeiros, sendo eles 0s seguintes:

A a 0 !
B b 1 "
C c 2 #
D d 3 $
E e 4 %
F f 5 &
G g 6

H h 7 (
| i 8 )
J j 9 *
K k +
L I ,
M m -
N n

(0] o] /




45

P
Q ;
R r <
S S =
T t >
U u ?
\% v @
w w [
X X ]
Y y n
z z _

{

|

}

Tabela 1 — Tabela de caracteres

Fonte: do préprio Autor

Percebe-se que como séo 93 caracteres e 105 quadrados, entdo 12 quadrados néo

representaram caracteres inicialmente.

Faremos entdo uma correspondéncia de modo que como cada ponto corresponde a um

quadrado, teremos as seguintes representacGes para as letras mailsculas de Aa Y.

AlB|C|D|E
FIG[H[I]J
KILMIN O
PIO[R[S|T
Ul viw/Xxly

Figura 27 — Caracteres x Quadrados correspondentes
Fonte: do préprio Autor

Os caracteres que representam as letras maiusculas do alfabeto de A a Y terdo os valores:

11212212
12222313
c 13232414

W | >




14242515
15252616
21313222
22323323
23333424
24343525
25353626
31414232
32424333
33434434
34444535
35454636
41515242
42525343
43535444
44545545
45555646
51616252
52626353
53636454
54646555
Y 55656656
Tabela 2 — Representacdo dos valores das letras Maiusculas em Cédigo QQ

— | T ®|m|mMm|O

X|SEl<|c|a|lwn|mm|lo|T|O|Z|Z2|r x|

Fonte: do proprio Autor

Todos os 93 caracteres estdo com seus respectivos valores na tabela abaixo:

A 11212212 a 11313313 0 11611666 ! 12525616
B 12222313 b 12323414 1 11414414 " 21616525
C 13232414 c 13333515 2 12424515 # | 22626626
D 14242515 d 14343616 3 13434616 $  [12314324
E 15252616 e 21414323 4 21515424 % | 13324425
F o |21313222 f 22424424 5 22525525 & 14334526
G 22323323 9 23434525 6 23535626 ' 22415334
H 23333424 h 24444626 7 31616434 ( 23425435
I 24343525 i 31515333 8 32626535 ) 24435536
J 25353626 j 32525434 9 33636636 * 32516244
K (31414232 k 33535535 + | 33526345
L 32424333 I 34545636 , 34536446
M 33434434 m  |41616343 - 21423413
N 34444535 N |42626444 : 22433514
O  |35454636 0 43636545 / 23443615




P 41515242 p 44646646 31524423
Q  [42525343 q 21322312 32534524
R 43535444 r 22332413 < 33544625
S 44545545 s 23342514 = 41625433
T 45555646 t 24352615 > | 42635534
u 51616252 u 31423322 ? | 43645635
vV |52626353 v 32433423 @ |12415425
W 53636454 w 33443524 [ 13425526
X 54646555 X 34453625 ] 22516435
Y 55656656 y 41524332 A 23526536
z 11515515 z 42534433 _ 13315135
ESPACO |43544534 14325236

{ 23416145

| 24426245

} 21524514

~ 22534615

Tabela 3 — Tabela de conversdo de caracteres em valores de codigo QQ

Fonte: do préprio Autor

Vamos agora fazer um exemplo de um nome com uma letra maiuscula, trés letras

minuUsculas e um simbolo — “Bola.”
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Figura 28 — Palavra “Bola.” em c6digo QQ.
Fonte: do préprio Autor

Note que ficaram “em branco” muitos espacos e seria interessante diminuir esses brancos de
modo que ficassem mais homogéneas as cores dos quadros.

Uma ideia interessante seria reduzir esses quadros a metade. Mas como fazer isso?

Bem, poderiamos utilizar um quadro 6 x 3 (6 linhas e 3 colunas) ao invés de 6 x 6,
tomando apenas um dos lados como o lado a ser mantido intacto que pode ser o direito ou 0
esquerdo. Mas e os quadrados marcados do lado de um sé lado ou 0s que tém pontos dos dois
lados?

Vejamos o ultimo quadro acima que representa o simbolo “ponto”. Nele temos pontos
dos dois lados do quadro. Mas note que se reduzirmos o quadro a sua metade a esquerda,
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mesmo assim daria para identificar o simbolo ponto, pois 0s pontos que restaram séo
suficientes para caracterizé-lo, logo ndo havera prejuizo nessa reducao.

Observemos, por exemplo, o terceiro quadro que representa o caractere “I”. Ele esta
totalmente do lado direito e, se houver a reducdo, ele ndo mais conterd os pontos indicando o
caractere que ele indica se tomarmos o lado esquerdo. Outra questdo é saber como identificar
qual lado esté sendo tomado.

Neste caso ha uma alternativa cabivel. As cores, do quadro do lado direito, se este
quadro for o visivel, ficardo invertidas o que caracterizara sempre este lado e viabilizara a
homogeneidade das cores brancas e pretas.

Resta, entdo, refazer o exemplo acima com as alteracfes pretendidas e verificar se
realmente € viavel e, ainda, se torna o visual mais amigavel. E uma observacdo ainda sobre a
quantidade de brancos e pretos, o préprio sistema se encarregaria de selecionar o lado mais
adequado preservando a legibilidade do cddigo e a homogeneidade das cores.

Figura 29 — Caracteres “Bola.” em codigo QQ sintético
Fonte: do préprio Autor

Agora temos um quadro mais enxuto com 50 quadros brancos e 40 quadros pretos.
- O primeiro quadro preservou todos 0s pontos que estdo do lado esquerdo;
- 0 segundo quadro também se refere ao lado esquerdo e constam apenas dois pontos, no
entanto os outros dois sao de facil identificacdo, vejamos as coordenadas deles como a45
e a65;
- 0 terceiro quadro refere-se ao lado direito, pois as cores foram invertidas, mas percebe-
se com facilidade os pontos do quadrado agora em branco;
- 0 quarto quadro é do lado esquerdo com o0s quatro pontos preservados, logo sem
nenhuma dificuldade de identificagéo; e
- 0 quinto e ultimo é do lado direito com cores invertidas com apenas dois pontos
visiveis, mas com facilidade de se localizarem os outros dois, cujas coordenadas sdo a22
e a43.
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5.4 Digito Verificador

O digito verificador serve para garantir com certa precisdo que o codigo esta escrito
corretamente. Usaremos os valores binarios e a congruéncia modulo 7 para verificacdo do
cddigo, pois até esse nimero ha a necessidade de apenas trés digitos binarios e havera
maior diversidade de restos 0 que ndo ocorreria se a congruéncia fosse modulo 8, por
exemplo. Funcionara assim:

O valor de cada caractere tera seus pares de digitos somados e o resto da divisdo por 7

sera representado de forma binaria em trés cores, sendo branco para “0” e preto para “1”.

Tem-se que 0s nimeros de 0 a 6 tém a seguinte representacdo binéria:
0-000
1-001
2-010
3-011
4 -100
5-101
6110

Deste modo, vamos usar o exemplo acima para indicar os digitos verificadores de cada
caractere.

A letra B mailscula tem como valor 12222313 cuja soma dos algarismos €
12+22+23+13 = 70 = 0 (mod 7), entdo seu digito verificador é o zero representado
binariamente por 000 ou trés quadrinhos brancos.

A letra o mindscula tem como valor 43636545 cuja soma dos algarismos €
43+63+65+45 = 216 = 6 (mod 7), entdo seu digito verificador é o zero representado
binariamente por 100 ou quadrinhos preto, branco e branco.

A letra | minascula tem como valor 34545636 cuja soma dos algarismos é
34+54+56+36 = 180 = 5 (mod 7), entdo seu digito verificador € o zero representado
binariamente por 100 ou quadrinhos preto, branco e branco.

A letra a minuscula tem como valor 11313313 cuja soma dos algarismos é
11+31+33+13 = 88 = 4 (mod 7), entdo seu digito verificador é o zero representado

binariamente por 000 ou trés quadrinhos brancos.
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O simbolo “ponto” tem como valor 22433514 cuja soma dos algarismos &
22+43+35+14 = 114 = 2 (mod 7), entdo seu digito verificador € o zero representado
binariamente por 000 ou trés quadrinhos brancos.

Dai o quadro com os digitos verificadores teriam a forma

—

Figura 30 — Digito Verificador

Fonte: do préprio Autor

Onde a ultima linha representa os digitos verificadores e cada digito estd exatamente abaixo
de seu caractere correspondente.

Para outro exemplo vamos agora completar um modelo para o c6digo com o seguinte
texto: “MATEMATICA E UFC”.

Vamos comecar demarcando o quadrado do codigo com trés pontos pretos a noroeste,
a sudoeste e sudeste do quadrado do codigo para entender-se qual a posicéo correta deste e na
linha e coluna entre esses pontos todos os pontos serdo pretos formando um “L” que assenta a
posicao do codigo.

Se esse cadigo for posto apenas numa linha, percebe-se que ele terd o formato de 7 x
48 pontos, considerando a linha com os digitos verificadores. Para, entdo ser posto num
formato quadrado, ele podera ter um dos formatos: 7 x 48, 14 x 24 ou 21 x 26. O formato
mais préximo a um quadrado é o 21 x 26, no entanto, tem diferenca impar de pontos. Deste
modo, o desenvolvedor devera fazer prevalecer um formato de espagos simétricos em cima e
em baixo do codigo, deixando-o centralizado, 0 que neste caso € o formato 14 x 24 que tem a
diferencga de 24-14=10 pontos (nUmero par).

E o que fazer com os espacos que estdo “em branco” acima e abaixo do cddigo?



o1

Seré padronizado um desenho do tipo: desce, segue um ponto a direita e sobe com
pontos pretos, na parte de cima e em baixo do cddigo. Deste modo, o desenho do codigo

finalizado € o seguinte:

Area
complementar

Area do Cadigo

Area
complementar

Figura 31 — “MATEMATICA E UFC”em C6digo QQ

Fonte: Do proprio Autor
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Exercicios:

Visando por em prética a formacdo de cddigos através deste método com codigo QQ
serdo sugeridos alguns exercicios onde se deve procurar seguir de modo idéntico ao processo
aqui utilizado. Deverdo ser observados todos os procedimentos adotados como os digitos
verificadores, a formatacdo do quadrado onde esta inserido o codigo e a complementagdo em

padrdes ja estabelecidos.

1) Quais os digitos verificadores dos caracteres:
a) A;
b) J;
) 7,
d) %;
e) Z

2) Quais as possiveis formas de caracterizacdo nos moldes de uma tabela 6x3 para as
seguintes palavras:
a) Cama;
b) Pos-Graduacao;

c) Ciencias.

3) Por fim monte um cédigo completo para os seguintes textos:
a) Centro de Tecnologia;
b) Apresentacdo de Dissertacao;

c) O Codigo QQ como instrumento de aprendizagem de contagem.
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6 CONCLUSAO

A presente dissertacdo versou sobre o conceito da analise combinatoria, tendo sido
vistos algumas definicdes, propriedades e exercicios relativos a alguns principios de contagem
com o da Bijecdo, o da Multiplicacdo e o da Inclusdo e Exclusdo. Foi falado um pouco da
historia da contagem e as principais motivacGes para o desenvolvimento desse tema da
matematica. Foi visto que diversos problemas de contagem tornam a matematica uma ciéncia
bastante interessante, pois eles ndo necessitam de uma formula toda pronta e montada para se
chegar a sua resolugcdo. Como o homem convive desde a infancia com problemas praticos que
o levam a usar diversas estratégias que por vezes nem se sabe que estar envolvido no conceito
de contagem como tema matematico, qualquer pessoa com um sentimento mais l6gico pode
resolver problemas mais sofisticados de contagem sem tomar nenhum conceito formal do

assunto.

Foi trabalhado nesse sentido, um problema de contagem de quadrados em uma
quadricula, que pode ser resolvido de forma bracgal, mas que com certa dose de sistematizacdo
pode ser demasiadamente facilitada sua resolucdo. Foi mostrada uma forma de resolucéo
utilizando um processo de amarragdo de quadrados de mesmo enquadramento e contando
todas as possibilidades o que resultou em um somatdrio e com uma mudanca nos termos
dessa soma numa progressdo aritmética de ordem superior o que possibilitou encontrar uma
formula fechada para o problema. Ainda mais, foi possivel expandir o problema para a

dimensdo trés e até a dimensao n através de uma conjectura.

Utilizando o problema dos quadrados e buscando uma aplicacdo pratica, foi
desenvolvido um cddigo de leitura rapida com a utilizacdo de 93 caracteres. Evidentemente
que é um estudo inicial, contudo o interessante é que esse codigo € Unico para cada caracter
caracterizando-o fechado e com possivel expansdo para outros caracteres, e sendo formado
por um problema simples de contagem. Foi feito um sistema de verificacdo de erro através de
um digito verificador e uma formatacéo dentro de um quadrado com a implementacéo de um
fixador que mostra a posicao correta do quadrado.

Como dito anteriormente uma ideia para a formacao desse codigo é a de utilizacdo em
sala de aula como ferramenta de desenvolvimento matematico de um problema que pode ser
expandido de forma diversa e interessante e que pode ser de grande motivador para o estudo

de contagem.
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APENDICE A - SOMA DOS QUADRADOS DOS N PRIMEIROS INTEIROS
POSITIVOS

Vamos determinar a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos, ou seja, calcular

12+ 22+ 32+ ... +n2,

Considere a identidade

(n+1)¥=n3+3.n2+3.n+1

janossa velha conhecida, obtida da férmula do cubo de uma soma
(a+b)®=a3+ 3% + 3ab2 + b3, fazendoa=neb = 1.

Vamos fazer sucessivamente, n =0, 1, 2, ...,n na identidade acima:

0: (0+1)2=1% =0°+3.02+3.0+1
1:(1+1)3=20 =13+312+31+1
2:(2+1)2=3% =23+322+32+1
3:(3+1)P=4% =38+3.32+33+1
4: (4+1) =50 =42+342+34+1

5 5 5 5 5
1 I T e N A |

n=n:(n+1)3=(n+13=n¥+3.n2+3.n+1
Somando membro a membro as (n + 1) igualdades acima, vem:

PB+23+3F+ ... +nd+ (n+l)3=
13423+ 33+ .. +n3+ 3(12+22+32+...+n?) + 3(1+2+3+...+n) + (n+1).

Nota: Observe que o numero 1 aparece (n+1) vezes, dai, (n+1).1 = (n+1).

Simplificando a expressao acima, observando que os termos de expoente 3 cancelam-se
mutuamente, fica:

(n + 1)3 = 3(12422+32+...+n2) + 3(1+2+3+...+n) + (n+1).

Ora, asoma 12 + 22 + 32 + ... +n2 é justamente o que estamos procurando. Vamos chama-la de
S.

Asomal+2+3+4+..+néexatamente a soma dos n primeiros nUmeros naturais, 0s quais
formam uma Progressdo Aritmética - PA de primeiro termo 1, ultimo termo igual an e
namero de termos igual também a n. Como ja vimos no capitulo PA, tal soma € dada por:


http://www.paulomarques.com.br/arq2-1.htm
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1+2+3+4+..+n=n(n+l)/2
Substituindo, fica:

(n+1)3=3.S +3.n(n+1)/2 + n+1.

Isolando o termo 3S, vem:

3S = (n+1)3 — (n+1) — 3n(n+1)/2
Multiplicando ambos os membros por 2, vem:
6S = 2(n+1)3 — 2(n+1) — 3n(n+1)

Colocando n+1 em evidencia no segundo membro, fica:
6S = (n+1)[2(n+1)2 — 2 —3n]

Efetuando as operagdes indicadas no segundo membro, vem:
6S = (n+1)[2(n2+2n+1) — 2 — 3n]

6S = (n+1)(2n2 +4n +2 -2 —3n)

6S = (n+1)(2n2 + n)

6S = (n+1).n.(2n +1)

Finalmente, fica:

S= n*(n+1)6*(2n+1)

A formula acima, permite o célculo da soma dos quadrados dos n primeiros numeros
naturais positivos, ou seja 12+22+,..+n2,

Como a soma S acima é sempre um namero inteiro, podemos concluir da expressdo
acima, que o produto n(n+1)(2n+1), sendo n um numero natural, € um numero divisivel por 6.

Como n(n+1)(2n+1) = (n2+n)(2n+1) = 2n3 + 3n2 + n, podemos dizer de uma forma
genérica que o valor numérico do trindmio 2n3 + 3n? + n serd sempre um namero divisivel por
6, para todo nimero natural n.
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APENDICE B - SOMA DOS TERMOS DE UMA P.A. DE ORDEM SUPERIOR.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Progressdo_aritmética

Generalizando-se para o caso de uma sequéncia de ordem k, as formulas abaixo se
aplicam para uma sequéncia de qualquer ordem. O primeiro termo dessa sequéncia é aqui
designado porrpa razdo primaria (diferenca entre dois termos consecutivos na sequéncia
primaria) por rl a razdo secundaria (diferenca entre dois termos consecutivos na sequéncia
formada pelas razdes primarias) por r,,... a razdo de ordem k por r,, De modo semelhante ao
fato de dois pontos serem suficientes para se determinar uma reta, com dois valores de uma
sequéncia de ordem 1 (linear) e a posicdo que ocupam, é possivel escrever a equacdo dessa
sequéncia. Para uma sequéncia de ordem 2, sdo necessarios e suficientes 3 valores. Em geral,
para uma sequéncia de ordem k sdo necessarios k+1 valores. Para uma sequéncia de ordem Kk,

o termo geral é calculado por:

an=Yk o (nr; 1) rm

. . . . n—1 - . - ,
O coeficiente binomial ( m )corresponde, em analise combinat6ria, ao numero de
combinacg0es de n-1 elementos agrupados m a m.

A soma dos primeiros termos da sequéncia (Sn) é calculada por:

0= Bho ()


https://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_combinat%C3%B3ria
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APENDICE C - TRIANGULOS RETANGULOS COM LADOS INTEIROS:
PROCURANDO AS HIPOTENUSAS

Fonte: Andrade, José F., MATEMATICA UNIVERSITARIA n 0 41 - Dezembro/2006 -pp. 1-10

O objetivo principal deste artigo é determinar os nimeros inteiros que sao hipotenusas
de um triangulo retadngulo cujos catetos s@o também nudmeros inteiros. Mostraremos que
existe um triangulo retdngulo com hipotenusa z se e somente se z é divisivel por um nimero
primo que deixa resto 1 quando dividido por 4.

Mostraremos também como encontrar todos os tais triangulos retdngulos e quantos séo
eles, em funcdo da decomposicéo de z em fatores primos.

Procuram-se os valores inteiros de z para 0s quais X2 + y2 = 72, Para z < 25 é facil ver que
apenas 5, 10, 13, 15, 17, 20 e 25 sdo hipotenusa de um tridngulo retdngulo. Com efeito, temos 32+ 42=
52, 62+82 = 102, 52+122 = 13?2, 92+122= 152, 82+15%2= 172, 1224162 = 20?, 152+ 202 = 252, 72+ 242 =252 ¢,
para os demais nimeros inteiros menores que 25, testes simples mostram que néo € possivel encontrar
um triangulo retangulo com estes valores para sua hipotenusa. Note que 25 € hipotenusa de dois
tridngulos retangulos ndo semelhantes.

Na determinacdo das solugdes de x2 + y2 = z2 escrevemos X2 como produto de dois nimeros
inteiros: x2 = (z + y)(z i y) e a partir desta decomposicdo é que encontramos todos os triangulos
retdngulos com um cateto determinado. Para determinarmos os inteiros z que sdo hipotenusa de um
tridngulo retangulo, ndo € possivel escrever z2 como produto de dois nimeros inteiros em funcéo de x
e y, mas de modo similar ao da resolugédo da equagéo de grau 2 com discriminante negativo, no
qual passamos para 0 conjunto dos nimeros complexos para encontrar suas raizes, € possivel e
conveniente passar para o0 conjunto dos nimeros complexos para escrever z2 como produto de dois
fatores que dependam de x e y: 2= x2+ y2= (X + yi)(X - yi). Como X; y 2 Z, nossos fatores pertencem
ao anel Z[i] = {a+bi; a; b € Z}, conhecido como anel dos inteiros de Gauss, o qual tem propriedades
muito boas.

Enunciaremos agora trés teoremas envolvendo os elementos irredutiveis de Z[i]:
Teorema (Fermat). Seja p € N um numero primo. Sdo equivalentes:
1.p=2oup=1(mod4).

2. p ndo e irredutivel em Z[i].

3. p é soma de dois quadrados.

Teorema. Os elementos irredutiveis de Z[i] s&o:
1. +p, =pi com p primo em N tal que p=3 (mod 4).

2.a+bicoma2+hb2=p, pprimoemN.
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Teorema Todo elemento ndo nulo e ndo inversivel de Z[i] se escreve de maneira Unica, a

menos de elementos invertiveis, como produto de elementos irredutiveis.

Observagoes:

1. O ultimo teorema é semelhante ao Teorema Fundamental da Aritmética.

2. A maneira de escrever um nimero primo como soma de dois quadrados p = a2 + b2 com a
> Db >0 ¢é dnica.

3.Comol+i=-i(l-1i),1+iel-isdoassociados. Usando a Gltima igualdade, temos 2 = 12
+12=(1+i)1-i)=-i(1 +i)>

4. Quando p = 1 (mod 4), escrevemos p = a2 + b2 Como p é impar, entdo a e b tém paridade
distinta e podemos supor a > b > 0.

Neste caso, verificamos que a + bi e a - bi ndo sdo associados.

5. Se cada um dos inteiros r; s € N é soma de dois quadrados, entdo rs também é. Com efeito,
supondo r = a2+b2 e s = c2+d2, temos rs = (a?+b?)(c?+d?) = N(a+bi)N(c+di) = N((a+bi)(c+di))
= N(ac - bd + (ad + bc)i) = (ac - bd)? + (ad + bc)2.

A hipotenusa
Comecamos com 0 nosso resultado principal, que estabelece quais os inteiros que sao

hipotenusas de triangulos retangulos.

Teorema. Seja z um ndmero inteiro positivo. Entdo existe um tridngulo retdngulo com
hipotenusa z e catetos nimeros inteiros se e somente se z é divisivel por um nimero primo p

tal que p =1 (mod 4), i. e. p deixa resto 1 quando dividido por 4.

Lema Sejam py,...., px NUmeros primos distintos tais que p ; = 1(mod 4). Suponha que p; = a
+ b com a; , bj € Z e seja « = x + yi =(a; +byi)nl(as +b2i)™ : : : (ax +hii)™ . Entéio x e y séo

primos entre si (em Z).

Vamos agora ver como encontrar todos os triangulos retangulos com hipotenusa z.

Seja z = 21z, onde todos os primos p; que dividem z; sdo tais que p; = 1 (mod 4) e
todos aqueles gj que dividem z, séo tais que g; = 2ou g; = 3 (mod 4). X e y tém que ser
multiplos de z,. Portanto, o que realmente importa na determinacao dos triangulos ret"angulos

com hipotenusa z séo os primos p; que dividem z;. Seja pois d um divisor de z;, z = dza.
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Vamos obter xi, y; primos entre si tais que x* 1 + y* = d e tomando X = X1zz € Y = Y173
teremos x? + y? = 7%,

Podemos ento supor que z = p'y p% : : : p* « com p; = 1 (mod 4) e vamos encontrar x e y
primos entre si tais que x> + y? = z°.

Para facilitar a compreensdo, vamos tratar inicialmente do caso particular k = 1.
Suponha entdo que z = p' com p = a’+ b2 = (a + bi)(a - bi). Entdo z* = N(p') = N((a + bi))N((a
- bi)") = N((a + bi))N((a + bi)") = N((a + bi)?). Assim, se (a + bi)?' = x + yi entdo x*+y* = Z% e,
pelo Lema 3.1, X e y sdo primos entre si. No caso de x ou y ser negativo, trocamos o sinal para
obter o valor da cateto. Podemos escolher z2 = N(p') = N((a + bi))N((a - bi)") = N((a -
bi))N((a - bi)") = N((a - bi)*). Mas, por propriedade da conjugacdo complexa (a - bi)2t = x -
yi, e portanto obtemos 0 mesmo triangulo retangulo. Porém, ndo podemos trocar alguns dos
fatores a + bi por a - bi sem trocar todos eles, porque neste caso 0s inteiros X e y séo ambos
divisiveis por p. Ainda mais, devido a decomposicdo Unica dos elementos de Z[i] em produto
de elementos irredutiveis, ndo é possivel encontrar outro triangulo retangulo ndo semelhante a
este com os catetos primos entre si. Consequentemente, neste caso temos apenas um triangulo
retangulo com hipotenusa z e catetos x e y primos entre si.

Suponha agora que k > 1, p; = a® j + b%; = (a; + by i)(a; - by i) e o<; = & + by i. Seja < = x
+y; um dos niimeros complexos 1 B2 .... Bk onde B = < X jou B ;= ; ®. Temos que N(x)
=272, i. e, X’ +y* = 7% e, x e y S&0 primos entre si. Vamos agora contar quantos s30 0s tais
triangulos. Existem 2% possibilidades para a escolha de o, mas dois a dois, um é o conjugado
complexo do outro, gerando o mesmo um triangulo retangulo. Obtivemos, portanto, 2 / 2= 2%
! triangulos retangulos ndo semelhantes com catetos x e y primos entre si e tais que x? + y? =
z%. Como no caso k = 1, ndo é possivel encontrar um outro triangulo retangulo ndo semelhante
a estes ja obtidos com os catetos primos entre si.

Sejaz=p" 1 p?,:::p¥comp =1 (mod4) e vamos contar quantos sdo 0S
tridangulos retangulos com hipotenusa z.

Tomemos um divisord = p ¥ ;1 p 94, ... p 9™ ;,, de z com expoentes positivos, z = dy;.
Para este divisor obtemos 2™ triangulos retangulos com catetos primos entre si e hipotenusa
d. Multiplicando os catetos e a hipotenusa por zi, obtemos 2™ triangulos retangulos com
hipotenusa z. Com estes primos pj ; Pjz ,...., Pjm SA0 exatamente tj; tj; ... tjy divisores. Variando
J1; J2see JmcOmM 1 < j3 < jo < ... < jm < k, vemos que z possui X1-j1<j2<..<jm-kK tj1 tj2 : : : tjm
divisores com exatamente m primos distintos. Finalmente fazendo m variar de 1 a kK,

acabamos de demonstrar o seguinte teorema:
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Teorema Sejaz = p 1 p?2::: p™ k w. Suponha que os niimeros primos pj séo distintos, que
pj = 1 (mod 4) e que w n&o é divisivel por nenhum primo p tal que p = 1 (mod 4). Entéo

existem

k
Z 2m-1( z ti tiz o tjm)
m=1

1<j1<j2<-<jmsk
triangulos retangulos ndo semelhantes com hipotenusa z e catetos nimeros inteiros.
No caso particular em que z = pip2 ... pkw, a soma do Teorema adquire uma forma

interessante.

Corolario. Suponha que z = pip2 ... pkW e que as demais condicdes do Teorema sao

satisfeitas. Entdo existem
k

5ol

m=1

triangulos retdngulos ndo semelhantes com hipotenusa z e catetos nimeros inteiros.

Exemplo z=325=52x13

Primeiro observamos que 5 e 13 deixam resto 1 quando divididos por 4.

Séo 2 divisores com os primos 5 e 13 e para cada um deles temos 22" = 2 triangulos
retdngulos. S&o 2 divisores com o primo 5 e um com o primo 13 e para cada um deles temos
21 =1 triangulo retangulo.

No total sdo 7 triangulos retangulos ndo semelhantes com hipotenusa 325. Vamos determina-
los:

Como5=22+12=(2+1)(2ji)e13=32+22=(3+2i)(3 - 2i), sejam
ol = (2 + )43 + 2i)? = (-7 + 24i)(5 + 12i) = {323 + 36i;

o2 = (2 + )43 - 2i)? = (-7 + 24i)(5 - 12i) = 253 + 204i;
o3 =5(2 + )43 + 2i)% = 5(3 + 4i)(5 + 12i) = -165 + 280i;
ocd = 5(2 + )4(3 - 2i)% = 5(3 + 4i)(5 - 12i) = 315 + 80i;
o5 = 13(2 + i)* = 13(-7 + 24i) = -91 + 312i;

o6 = 25(3 + 2i)? = 25(5 + 12i) = 125 + 300i;

7 = 65(2 + i)? = 65(3 + 4i) = 195 + 260i:

Como N(cj) = 325%, temos entdo que

323 + 36° = 3257

253° + 204° = 3257,



165% + 280° = 325%;
315% + 80% = 325%;
912 + 312% = 325%
125% + 300% = 325%;
195% + 260° = 3257

e encontramos os 7 triangulos retangulos cujos lados sdo nimeros inteiros e com hipotenusa 325.

63



