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Resumo

Neste trabalho, iremos fazer um aprofundamento no que diz repeito as defini¢oes
e teoremas que envolvem os Numeros Algébricos e Transcendentes, tendo um enfoque
especial nos Numeros de Liouville, que é uma classe de Ntumeros Transcendentes. Por
fim, serd apresentado como proposta didatica, exercicios e orienta¢oes quanto a temaética

& ser estudada em sala de aula.

Palavras-chave: Nuameros Algébricos, Numeros Transcendentes, Numeros de Liouville



Abstract

In this work, we will deepen the definitions and theorems involving the Algebraic
and Transcendent Numbers, with a special focus on the Numbers of Liouville, which is a
class of Transcendent Numbers. Finally, it will be presented as didactic proposal, exerci-

ses and orientations on the subject to be studied in the classroom.

Keywords: Algebraic Numbers, Transcendent Numbers, Numbers of Liouville
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Introducao

Desde a Antiguidade, os niimeros estao inseridos no cotidiano dos seres humanos.
As atividades ali desenvolvidas por eles, sejam realizando contagem ou medigoes, foram, de
uma certa forma, bastante significativa para que os nimeros que conhecemos atualmente,
fossem se desenvolvendo com o passar do tempo. Sabe-se, por exemplo, que um dos
primeiros sistemas de base que se tém conhecimento, é o sistema de base e 5, 10, ou até
20. Tais possibilidades, se da ao fato dos seres humanos conhecerem a quantidade de
dedos nas maos e nos pés, e com isso, algumas tribos faziam essas associagoes para assim
estabelecer um padrao no processo de contagem.

Com o passar do tempo e de acordo com a necessidade impregnada nas atividades
diarias (ou ndo) os numeros passaram a ser classificados em conjuntos. As primeiras
classes de nimeros que tiveram uma caracterizagao formal foram o conjunto dos Nameros
Naturais representado por N. Desta forma, Giuseppe Peano, enunciou quatro axiomas
sobre os niimeros naturais. Os axiomas podem ser listados da seguinte maneira:
Axioma 1 - 0 (zero) ¢ um ntimero natural e nao é sucessor de um ntmero natural.
Axioma 2 - Todo ntimero natural tém um tnico sucessor, que também é um ntmero
natural.

Axioma 3 - Se dois niimeros tém o mesmo sucessor, entao eles sao iguais entre si.
Axioma 4 - Se um subconjunto X dos ntimeos naturais possui o elemento zero e também
o sucessor de todos os elementos de X, entao X ¢é igual ao conjunto dos niimeros naturais.

A caracterizacao feita por Peano ficou da seguinte forma:
N={0,1,2,3,4,5,...}

Como o surgimento do conjunto dos ntimeros naturais esté intimamente associado
com o processo de contagem, mais tarde, houve-se uma necessidade de se representar o
vazio. Dali, é neste contexto historico que surge o numero 0. Alguns autores, atribuem
a representacao do conjunto dos niimeros naturais comecando pelo 1, outros ja atribuem
comegando pelo 0, é facultativo esta escolha. Vai depender muito do que se esteja traba-
lhando. O conjunto dos niimeros naturais ¢ munido de duas operagoes basicas: a adi¢ao
e a multiplicacao. A adi¢ao associa a cada dois nimeros z,y € N a soma = + y. A

multiplicagao por sua vez associa a cada dois nimeros z,y € N o produto x -y



O préximo conjunto que temos conhecimento, ¢ o conjunto dos Ntimeros Inteiros
que é representado por Z. Este conjunto é formado pelos ntimeros naturais, pelo zero e
pelos nimeros negativos. A necessidade da criacao deste conjunto esta associado ao fato
de que dados a,b € N, a diferenca a — b ¢ N se a < b. Desta forma, os nimeros inteiros

sao representados da seguinte forma:
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

Em seguida, temos o conjunto dos Ntimeros Racionais representado por Q. Ele
¢ definido como o quociente de dois numeros inteiros, sendo o denominador diferente de

zero. Sua representacao ¢ dada por:

Qz{glp,qeﬂq%()}

Desta forma, N C Z C Q, uma vez que, os nimeros naturais e inteiros sao racionais
podem ser escritos com denominador 1. Assim concluimos que o conjunto dos nimeros
naturais e o dos ntimeros inteiros podem ser vistos como subconjuntos do conjunto dos
numeros racionais. Além dos naturais e dos inteiros, as fragoes, os decimais finitos e os

decimais infinitos periédicos sao nimeros racionais. Por exemplo,

4 7 1
4=-:3,0=-;0,3333... =<
) D 2a ) 3

Para os Pitagoricos, o universo era perfeito onde tudo podia ser representado e
regido pelos nimeros. Eles acreditavam que todo nimero poderia ser escrito como a
razao entre dois inteiros. O fato da medida da diagonal de um quadrado de lado unitario
nao puder ser expressa como um nimero racional, abalou toda a crenga de perfeicao. A
descoberta da irracionalidade de v/2 foi um dos momentos tdo marcantes na histéria que,
os pitagoricos procuraram manter em segredo tal descoberta. Porém, alguns historiadores
afirmam que Hipaso, que era membro da Escola Pitagorica, foi expulso da sociedade por
revelar o segredo, e assim, teria sido langado ao mar.

Diferente da época do surgimento dos nimeros irracionais, hoje eles ja sao bem
aceitos. Eles sao definidos como nimeros que nao podem ser expressos como a ra-
zao entre dois inteiros. Enquanto os ntimeros racionais possuem um padrao, como as
dizimas periddicas os irracionais nao possuem padrao algum. Como exemplo temos:
% = 0,428571428571428571 ... que é um namero racional e /3 = 1,732050807568877 . . .
que é um nimero irracional.

A possibilidade de contar os elementos dos cojuntos infinitos, coube ao matematico
Georg Cantor. Ele descobriu que os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros e racionais
sdo enumeréveis (ou contéveis), pelo fato ser possivel estabelecer uma correspondéncia

biunivoca entre estes conjuntos e o conjunto dos ntmeros naturais. Porém, o conjunto



dos niimeros irracionais nao ¢ enumeravel (incontével). A unido dos conjuntos dos ntime-
ros racionais e dos irracionais forma o conjunto dos Nimeros Reais, representado por
R. Desta forma, o foco deste trabalho, sera em torno dos ntimeros algébricos reais e trans-
cendentes fazendo assim, uma classificacao entre eles, Ntimeros Algébricos, Numeros
Transcendentes e Numeros de Liouville dividido assim em trés capitulos.

No primeiro capitulo, faremos uma abordagem sobre niimeros inteiros. Além disso,
serao explanados sobre Inteiros Algébricos, evidenciando assim, o fato de que um inteiro
algébrico (real) é inteiro ou irracional. Além disso, serdo explanados sobre os Ntimeros
Algébricos e Transcendentes, e as propriedades relacionadas aos Conjuntos Enu-
meraveis dando énfase assim, defini¢oes, teoremas e exemplos pertinentes aos mesmos,
até enumerabilidade dos nimeros algébricos, conforme pode ser visto em [2] e [3].

No segundo capitulo, serao abordados sobre os Ntimeros Transcendentes e os
Numeros de Liouville. Desta forma, serao apresentadas as demonstragoes referentes a
representacao de qualquer ntimero real como soma de nimeros de Liouville, como pode
ser visto em [1], [2] e [8], bem como, & irracionalidade e a transcendéncia dos nimeros de
Liouville. Além disso, & titulo de curiosidade do leitor, sera apresentada a demonstragao
da transcendéncia do nimero e.

Por fim, no terceiro capitulo que é destinado a proposta didética na sala de aula,
serd apresentado uma sequéncia didatica composta de exercicios com solugoes (alguns
destes podem ser verificados em [4] e [5]) e comentéarios sobre os mesmos, bem como,
algumas orientagoes pedagogicas de como o docente deve intervir em todo o processo

relacionado a proposta de trabalho.



Capitulo 1
Nuimeros Algébricos

O conceito de nimero, talvez tenha sido um dos primeiros conceitos matematicos
absorvidos pela humanidade nesta perspectiva no processo de contagem. Sendo assim, os
numeros sao classificados em ntmeros algébricos e nimeros transcendentes. Chamamos de
ntmero algébrico, qualquer raiz de um polinémio P(z) = a, 2" +a,_1- 2" ' +.. . +a1zx+ag
onde a; € Z, 0 < ¢ < n. Para tanto, neste primeiro capitulo, serao apresentados conceitos
e propriedades referentes aos nimeros inteiros, assim como, defini¢oes, teoremas, exemplos
no que referem-se aos inteiros algébricos, niimeros algébricos reais, conjuntos enumeréveis,

conforme pode ser verificado em [2] e [3].

1.1 Numeros Inteiros

Definig¢ao 1.1. Dados a, b € Z, dizemos que a divide b, e escrevemos alb, se existir ¢ € Z

tal que b = ga. Neste caso, diremos que a é um fator ou divisor de b.
Exemplo 1.1. 4|12, pois 12=¢-4=q¢=3

Defini¢ao 1.2. (a) Um ntmero p € N;p > 1, é chamado primo se este s6 possui dois
divisores naturais: 1 e ele mesmo. Assim, se p é primo entdo Vd € N tal que d|p. Segue
que d = p ou d = 1. Como resultado tém-se que, se p € Z,p # 0 e p # +1 é primo, os

lnicos ntmeros inteiros que o dividem sao +p e +1.
Exemplo 1.2. p=Tedlp=d=1loud=7

Definicao 1.3. Seja a € Z. Um namero inteiro b é chamado multiplo de a se b = agq,

para algum q € Z.
Exemplo 1.3. a =6,¢=3; b=a-q= b= 18 Portanto, 18 ¢ multiplo de 6.

Definicao 1.4. Dados a,b € Z, um ntmero natural d é chamado de méximo divisor

comum de a e b, denotado por d = mdc(a,b), se satisfazer as afirmagoes abaixo:

4



(1) dla e d|b;

(ii) se r € Z ¢ tal que r|a e r|b, entao r|d.

Exemplo 1.4. Se a = 20,b = 25 entao mdc(20,25) = 5, pois 5|20 e 5|25 e além disso, se
7|20 e r|25 entdo r = 1 ou r = 5. Logo r|5.

Teorema 1.1. (Algoritmo da Divisao Euclidiana) Se a,b € Z, com b # 0, entdo

existem (e, sdo tnicos) ¢, € Z com 0 < r < |b|, tais que,

a:qb—|—r (11)

Demonstracao: (i) Existéncia. Analisando para b>0. Consideremos o con-
junto dos ntimeros multiplos de b ordenados de acordo com a ordem natural da reta, isto

é, o conjunto ..., —3b, —2b, —b,0,b,2b, 3D, . .. com,
e, =3 =20 -0 <0026 < 3b. .

Note que disso decorre uma decomposi¢ao da reta em intervalos disjuntos da forma
[qb, (¢ + 1)b[={z € R/qb < x < (q + 1)b},

com q € Z.
Assim, dado a € Z, este pertence a apenas um desses intervalos e portanto neces-
sariamente ¢ da forma a = ¢b+r, com g€ Z er > 0. E claro que r < (¢ + 1)b — qgb = b.
Analisando agora para b < 0. Aplicando o Teorema 1.1 para |b|, tém - se que

existem ¢'r € Z, com 0 < r < |b| tais que
a=dqbl+r. (1.2)

Fazendo ¢ = —¢/, como |b| = —b, (pois b < 0), obtemos de 1.2 a = ¢b+r, onde q,r € Z
e 0<r<lb.
(ii) Unicidade. Resta demonstrar que g e r, os quais satisfazem (1.1) sdo tnicos. De

fato, suponha que a = gb+rea=qgb+mr, com 0 <r < |be0<ry <|b. Assim,
gb+r=qb+ri=r—ri=(q —q)b. (1.3)

Afirmamos que 7 = ;. Com efeito, se r # ry, entdo: 0 < |r; — r|. Além disso, tém-
se que |r; — r| < b. De fato, vamos admitir, sem perda de generalidade, que |r < rq,
consequentemente |r; —r| > 0e |ry —r| =1y —r. Assim, se 1y —r = |b|, entdo r = |b| +r
e portanto r; > |b|, que é absurdo. Também, se r; — r > |b|, entdo r; > |b| + 1 > |b],
gerando novamente o absurdo r; > b. Logo pela Lei da Tricotomia, |r| —r| = r; —7 < |b).
Segue que

0<|r—r]<]|bl. (1.4)



Agora de 1.3 obtemos,
ry—rl = a1 — qllb]. (1.5)
Substituindo 1.5 em 1.4, obtemos,

0 <lq1 —qllo] < |o].

Logo, 0 < |¢g1 —¢| < 1, 0 que é um absurdo, pois |¢; — g| € um namero inteiro (pois
ge q €7 eem Z vale a Lei do Fechamento da Adi¢ao). Portanto r = r;. Note que essa

igualdade combinada com 1.3 implica ¢; = ¢, ja que 0 = (¢; — q)b e b # 0 por hipotese.
d

Exemplo 1.5. Se a =22 e b =5 entao obtemos ¢ =4 er =2 pois 22 =4-5+ 2.
Lema 1.1. Sejam a, 2o, b, Yo, d € Z, d|a e d|b, entao d|(azxo + byo).

Demonstragao: Como d|a (pela definigdo 1.1) implica que existe ¢ € Z, tal que

a = qd. Também (pela definigdo 1.1) d|b implica que existe p € Z, tal que b = pd. Logo,
azo + byo = qdxo + pdyo = d(gzo + pyo)-

Observe que K = (qzo+pyo) € Z, (pois vale a lei do fechamento da adi¢ao e multiplicagao
em Z e q,xo,p,Yo € Z. Portanto, axg + byy = dK, K € 7Z, ou seja,

d|(azo + byp).
]

Teorema 1.2. Dados a,b € Z pelo menos um deles nao nulo, existem xg, yg € Z tais que

azxy + byy = d onde d = mdc(a,b).

Demonstracao: Considere o conjunto C' de todos os inteiros positivos da forma
ar+by,isto é, C ={n € Nn > 0en = ax+by para algum z e algum y}. O conjunto C'
nao ¢é vazio, pois tomando x = a e y = b temos n = aa + bb € C'. Utilizando o Principio
da Boa Ordenagao podemos afirmar que C' tem um menor elemento. Dessa forma, existe

d > 1 tal que d = axy + byg, com zg,yg € Z, €
d < ax+by (1.6)
para todo ax + by € C. A seguir afirmamos que

dlax + by (1.7)



Yax 4+ by € C. De fato, suponhamos por contradi¢ao, que d nao divide ax + by. Logo

existem ¢,r € Z com 0 < r < d tais que
ax + by = qd +r = q(axg + byo) + 1,

de onde segue que
r=a(z — qzo) + b(y — qyo) (1.8)

Como r > 0, a expressao 1.8 diz que r € C. Porém, isso é um absurdo pois r <
d, contrariando o fato de assumirmos d como o menor elemento do conjunto C. Logo
d|az + by. De fato,

la| = a(sgn{a}) +b-0 (1.9)

¢ analogamente para |b|; em 1.9 onde sgn{a} = +1sea > 0, e sgn{a} = —1se a <0, em

ambos os casos sgn{a} € Z. A relagao d|ax + by implica d||a| e d|[b|. Além disso,
d| |a| = d|a,

d| b = d|b (1.10)

Por outro lado, se n € N ¢é tal que pelo Lema 1.1 n|a e n|b, entao n|(azq + byp), ou seja,
n|d. Portanto, d|a e d|b e, também para n € N, n|a e n|b, entdo n|d. Concluimos entao

que d é o maximo divisor comum de a e b. Logo,
d = azo + by = mdc(a,b),

o que finaliza a demonstracao.

Exemplo 1.6. 4|8 e 4|12 = 4|(8z¢ + 12yy), Yo, yo € Z.
Lema 1.2. Seja p € N um namero primo, e a,b € Z. Se p|ab, entdo p|a ou p|b.

Demonstragao: Se p|a, nada temos que provar. Suponhamos que p nao divide a,

ou seja, mdc(a, p) = 1. Logo, pelo Teorema 1.2, existem xg, yo € Z tais que axg+pyo = 1.
Assim,

abxo + pbyo = b (1.11)

Como plab (por hipotese) e claramente p|pb, logo pelo Lema 1.1, segue que,

p|(abxy + pbyo)

Portanto de (1.11) segue que p|b.



Exemplo 1.7. Sejam p =2,a =4,b =7, assim 2|4 - 7 e também 2|4.
Corolario 1.1. Seja p € N um niamero primo e a € Z. Se p|a”, entao p|a.

Demonstracao: Esse resultado segue usando o Principio da Indugao Finita. Que-

remos mostrar a veracidade da sentenga.
P(n) : pla" = pla,¥n € N.
Note que, obviamente, P(1) é vélida,
P(1) : pla* = pla.

Além disso, observe que P(2) também é vélida pois se pla®, pelo Lema 1.2, se pla - a,

entao pla ou pla, isto é, pla. Suponha agora que para qualquer k € N,

P(k) : pla*® = pla.
Queremos mostrar que P(k + 1) é valida, ou seja,

ak—i—l

P = pla.

k+1

Observe que p|a®™ é o mesmo que p|a”® - a. Agora, do Lema 1.2, segue que p|a® ou p|a.

Se pla, o resultado esta provado. Por outro lado, se p|a* temos por Hipotese de Inducao

k+1

que pla® implica que pla e também estd provado. Portanto, p|a**! implica pla. Uma

vez explorados os nimeros inteiros, apresentamos entao os inteiros algébricos para, em

seguida, os numeros algébricos.

1.2 Inteiros Algébricos

Definigao 1.5. Chamamos de Inteiros Algébricos, qualquer solugao de uma equagao po-
linomial da forma

2"+ ap 2" 4+ ax+ag =0,

onde os coeficientes ayg, . .., a,_1 S40 nameros inteiros.

Sendo assim, qualquer ntmero inteiro b é inteiro algébrico pois a equagao
r—b=0

tem b por solucao.



Exemplo 1.8. Os ntmeros /2, —v/2, sdo inteiros algébricos, pois eles sdo as solugoes da

equacao

Exemplo 1.9. Os niimeros 2i e —2i sao inteiros algébricos, pois eles sao as solugoes da

equacao

Exemplo 1.10. E facil verificar que v/3 + /7 é um inteiro algébrico, pois é solucio da
equacao
' — 62" +2=0

Sendo assim, conforme os exemplos mencionados, vale deixar claro que, para um
ntmero ser considerado inteiro algébrico, o mesmo, nao obrigatoriamente, necessita ser
um numero inteiro. Basta que ele seja solu¢gao de um polindémio moénico de coeficientes

inteiros.

Exemplo 1.11. Um outro exemplo bastante interessante é o nimero aureo, ¢. A razao

aurea é definida como “T“’ = ¢ = ¢ em que a = bp. Desenvolvendo temos:
bp+0b  bo
bp b
»+1
T =%
¢
¢'=0¢+1
P ——1=0
Calculando entao as raizes deste polindémio, chegamos ao resultado que ¢ = %, onde a

unica raiz positiva é ¢ = 1+T‘/5 ~ 1,61803398875.

Desta forma, verifica-se que o nimero de ouro é um inteiro algébrico. Vale ressaltar
que, a aplicagao do nimero de ouro tem inimeras finalidades, sendo impossivel determinar
uma quantidade exata do emprego dessa razao. O termo ¢ pode ser constatado em
diversas plantas, bem como, em muitas as flores. A razao aurea, além de ser encontrada
em triangulos e retangulos, é possivel constatar a sua presenga em obras de arte (como é
o caso da obra O Homem Vitruviano), construgoes e em elementos de natureza diversa.
H& quem diga que até em outras matérias que o homem ainda nao teria descoberto. Ele

também ¢é um inteiro algébrico.
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Teorema 1.3. Um inteiro algébrico (real) € inteiro ou irracional.

Demonstragao: Seja [ um inteiro algébrico. Suponhamos que § = g, onde p € Z,

geNeqg#1, com (p,q) =1. Ou seja, § é um namero racional que nao ¢ inteiro. Seja
T4 12"+ Far+ag =0,
Como f é solugao do polinomio monico, substituindo temos:

P 4 Q1" g anop" 2+ apg™ T +apg” =0

Pt = —nap" = anap" ¢ — = aipg" T — agg”
P = q(=an1p" ™ = anop" g — ... —aipq" T — apg" ")
Sejat = —ap, 1p" ! —an_op" 2q—...—a1pq" % —apq" ', com € Z. Dai, p" = gt levando a

conclusao que ¢[p". Um absurdo! Por hipotese, admitimos que mdc(p, ¢) = 1. Portanto,

inteiro algébrico (real) é inteiro ou irracional.

1.3 Numeros Algébricos e Transcendentes

Na segao anterior, foi explanado sobre o que viria & ser um inteiro algébrico, bem
como, alguns exemplos. Nesta secao, serao abordados sobre niimeros algébricos e exem-

plos, assim como, exemplos de niimeros que nao sao algébricos, isto ¢ transcendentes.

Definigao 1.6. Seja P(z) = a,2" + a,_12" ' + ... + a1z + ag um polindémio com a; € 7Z,
onde 0 < i < n. Chamamos de Numero Algébrico, qualquer solugao de P(x) = 0. Dai,
como exemplo temos que qualquer a = %, comp € Zeq € N—{0} é um namero algébrico

pois « ¢é raiz da equacao qr — p = 0.

Exemplo 1.12. Os ntmeros 32ﬁ, —%5, sao numeros algébricos, pois eles sao as solugoes
da equacao

262 —9=0

Exemplo 1.13. Os ntimeros —g—l, ++/34, sdo niimeros algébricos, pois eles sdo as solucdes
da equacao
32° + 42” + 272+ 36 = 0

De um modo geral, tém-se que todo inteiro algébrico ¢ um ntmero algébrico.

Definicao 1.7. Todo nimero que nao seja algébrico é chamado de nimero transcendente.
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O ntimero de Euler, denominado em homenagem ao matemaético suico Leonhard
Euler, é a base dos logaritmos naturais. A primeira referéncia & constante foi publicada
em 1618 na tabela de um apéndice de um trabalho sobre logaritmos de John Napier. No
entanto, este nao contém a constante propriamente dita, mas apenas uma simples lista
de logaritmos naturais calculados a partir desta. A irracionalidade de e foi demonstrada
por Lambert em 1761 e mais tarde por Euler. Veremos mais a frente que o nimero e é

Transcendente. A prova da transcendéncia de e foi estabelecida por Hermite em 1873.
Proposicao 1.1. O numero e € Irracional

Demonstragao: Seja e = 1 + % + % + % + i + ..., isto & e = > (%)
Jj=q+1
Suponhamos que e = %’, com (p,q) =1 onde p € Z e ¢ € N. Entao temos que

] 11 1 1
e=ltgtg gty T
p ( 1 1 1 1 1) > (1)
4=+ttt += )= > |5
[ ! [ q]
q 20 3 4l q! S\
Como
i L S N S
S\ g+ D! (g2 (¢+3)! (g4 T
ou seja,

> 1 1 1 1 1
2 <ﬁ>:a[q+1+<q+1><q+2>+<q+1><q+2><q+3>+“}

Jj=q+1

Chamemos de

k—l{l + ! + ! + }
@ g1 (g+D)(g+2)  (g+D(g+2)(q+3) ]

Desta forma, podemos observar que

1 n 1 n 1
—q+1 (q+1)2  (¢g+1)3

@ + ... ¢ uma progressao geométrica decrescente cuja soma

Note que .5 + i + i

vale %. Portanto, k£ < %. Levando a concluir que

=)=

Segue-se entao que

o<? (et iyl by Yo
T q 20 30 4l q') —

1
q-q
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Observe que ¢! cancela todas as parcelas que estao entre colchetes. Sendo assim, tém-se

um ndamero inteiro situado entre 0 e 1. Absurdo! Portanto, o nimero e é Irracional.
O

O nimero 7 é uma propor¢ao numérica que tém origem na relagao entre o perimetro
de uma circunferéncia e seu diametro. Desde a Antiguidade, foram encontradas varias
aproximagoes de 7 para o calculo da area do circulo. A primeira tentativa rigorosa de
encontrar tal aproximagao, deve-se a Arquimedes de Siracusa. Através da construgao
de poligonos inscritos e circunscritos de 96 lados, encontrou que 7 seria entre um valor

223 | 22

entre == e

= € %, ou seja, estaria aproximadamente entre 3,1408 e 3,1429. Tal método ficou

conhecido como método da exaustao para o célculo de 7. Sendo assim, segue abaixo uma

demonstracao a cerca da irracionalidade do .
Proposigao 1.2. m é um nuimero irracional.

Demonstracao: Considere a fungao

(1 —x)"

flx) = ——— (1),

n!

onde n é um numero inteiro positivo. Consideremos agora as seguintes afirmacoes.

Lema 1.3. D*£(0) ¢ um niimero inteiro para qualquer k = 0,1,2, ..., com D* f representa
a k-ésima derivada de f, e D°f = f.

Pela féormula de Leibnitz para as derivadas de um produto de duas fungoes g e h,

temos: i
E\ .
D¥(gh) =" ( ,)Dﬂg . DFip (2).
—\J
j
Note que, (';) sao os coeficientes do Bindmio de Newton, (';) = ﬁlj), Aplicando (2) a

fungao f definida em (1) temos:

k
D*(gh) = %Z (lj) Dig". DFI(1 — )" (3)

Observe que, calculando a derivada em x = 0, temos:

0,se7 <n
=4 nlsej=n (4)

0,se7 >n
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Portanto, de (3) e (4) concluimos que

DEf(0)=0sek <n (5)
e
k 1 (k k—n n
Df(O):E(j)-n!-D (1—x) ,se k>mn (6)
: =0

Como os coeficientes binomiais sao inteiros, segue-se que a expressao do segundo membro

de (6) ¢ um ntmero inteiro. Desta forma, (5) e (6) garante a prova do lema.
Lema 1.4. D¥f(1) € um nimero inteiro para qualquer k = 0, 1, 2, ...

Demonstragao: Pelo lema anterior e o fato que f(1 — z) = f(z), suponhamos

que 72 = 2, onde (p,q) = 1.

Seja a fungao

F(z) = ¢"[7*" f(z) = " 2D f(z) + ...+ (=1)"D*" f(2)] (7)

2

Como consequéncia dos lemas 1.1, 1.2, 1.3 e da hipo6tese de que 7° = g, temos que

F(0) e F(1) (8)
sao nimeros inteiros. Observe que
[F'(x)senmx — mF(x)costx) = F"(x)senmx + n*F(z)sentx (9)
Calculando a segunda derivada de F' temos
[F'(z)senmz — nF(z)cosmx] = p"w’f(x)senmx. (10)

Como a fungao ¢ continua e derivavel em [0, 1] podemos utilizar o Teorema Fundamen-

tal do Célculo. Se ¢: [0,1] — Z é uma funcdo continuamente derivavel em [0, 1], en-
1
tao / g (z)dx = g(1) — ¢g(0). Usando o teorema para a funcao g(z) = F'(z)senmx —

0
mF(x)cosmz, obtemos & partir da equagao (10) a seguinte expressao

1
p“ﬁ2/ f(z)senmx de = wF (1) + 7w F(0),
0
ou seja,

wp"/o f(z)senmx de = F(1) + F(0) (11)

Observe que para 0 < x < 1, temos

0< f(z) < % (12)
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Usando a desigualdade (12) em (11) temos:

1 pn 1 2pn
0< an/ f(x)senmz de < m— | senmx dv = —
0 n! Jo n!

Y

no qual a ultima igualdade foi obtida fazendo-se a integracao indicada. Como lim ’;—T =0,
n—o0 :
vé-se que podemos tomar um n € N tal que 2%,” < 1, e assim, conclui-se a demonstragao.

Segue-se entao que o nimero 7 ¢é irracional.

1.4 Conjuntos Enumeraveis

Definicao 1.8. Um conjunto B é enumerdvel, se existir uma correspondéncia biuni-
voca dos seus elementos com o conjunto dos numeros naturais. Em outras palavras, B é

enumerdvel se existir uma fun¢ao bijetiva f: N — B.

Exemplo 1.14. O conjunto dos nimeros pares positivos é enumerdvel.

Seja P = {2n,n € N}, temos
f: N — P
n — 2n
Exemplo 1.15. O conjunto dos nimeros impares (positivos) € enumerdvel.
Seja @ = {2n — 1,n € N}, temos
f: N — Q
n — 2n—1

Exemplo 1.16. O conjunto Z é enumerdvel. Observe a correspondéncia abaixo

-3, =2, —1.
T 1 1
7 5, 3.

—

)

C 1,02, 03,
1111
1, 2, 4, 6,

Esta correspondéncia pode ser descrita por uma funcao definida por sentencgas.

Seja

f:Z — N
n +— f(n)

f(n):{ 2n, se n>0

—2n+1, se n<0

onde
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Exemplo 1.17. O conjunto dos numeros racionais é enumerdvel.

Inicialmente, mostraremos que o conjunto dos ntimeros racionais positivos é enu-

merével.

]
[
e

N

LT iA]

NN NN N
™

— b
[ s
| b3
(R

NN NN N

b2 L
|
| s

~N NN

e
[ =] [

b | Ere
wref e

—] e
[T Py 3
Pl

Note que todos os nimeros da forma § com p,q € N e q # 0 estdao dispostos

no quadro acima. Portanto, se percorrermos as flechas, é facil observar que existe uma

ordenagao no conjunto dos ntmeros racionais. Ou seja, a fungao f

f: N — QF
n — f(n)

serd f(n) = n-ésimo elemento seguindo as flechas. Desta forma, mostramos que o conjunto
Q1 ={x € Q|z > 0} é enumeravel. Vale ressaltar que, a enumerabilidade de @, segue-se
do teorema abaixo, lembrando que Q@ = QT U Q= U {0}, onde Q~ = {z € Q|z < 0}.

Teorema 1.4.
1. A uniao de um conjunto finito com um conjunto enumeravel é enumeravel.
2. A uniao de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel.
3. A uniao de um ntmero finito de conjuntos enumeraveis é enumerével.
4. A uniao de um conjunto enumerével de conjuntos finitos é enumeravel.

5. A uniado de um conjunto enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.
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Demonstragao: (1) Seja A = {ay,as, ..., a,} oconjunto finito e B = {by,bs,...,...}
o conjunto enumeravel. O conjunto A U B é enumeravel. De fato a correspondéncia biu-

nivoca entre AU B e N sera da seguinte forma:

af, ... Op. by by,

O

(2) Se A ={ay,as,...,a,} e B={by,bs,...,...} sdo dois conjuntos enumeraveis,

entdao AU B é enumeravel pelo fato de possuirem a seguinte correpondéncia biunivoca.

ay, by, as, be, as,
I 1 1 1 1
1 2 3 4 5

ou seja, f(a,) =2n—1e f(b,) = 2n.
O

(3) Sejam Aj, A, ... A, conjuntos enumeraveis. Objetivo agora, é mostrar que
Ay U Ay U A, é enumeravel, Vn € N. Para tanto utilizaremos o Principio da Inducao
Finita. Observe que para k = 1 a propriedade ¢é valida pois A; é enumeravel. Para k = 2
é valida pelo item (ii). Suponhamos que seja valida para k, ou seja, se Ay, As, ..., Ay sdo
enumeraveis, entao A; U A U ... U A é enumeravel. Provamos entao que a propriedade

é valida para k + 1. Portanto, Ay, ..., Ag, Ary1 sdo enumeraveis, entao
ATUA U .. UAL U A
é enumeravel. Observe que
AjUA U UAUA = (AU UAR) U Ay
Considere A = (A; U...U Ag), entao
ATUA U .. UALUAg 1 =AU Agyy

Agora A é enumerével por Hipotese de Inducao e AUAg,1 é enumeravel por (ii). Portanto

A1 U...UALU A, é enumeravel.
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(4) Seja {A1, Ay, ..., Ay} um conjunto enumeravel onde cada A; ¢ um conjunto
finito, para qualquer i € {1,2,...,n,...}

Portanto, queremos mostrar que A; U Ao U...U A, U... é enumeravel. Suponha
que Ay ={ay1,a19,..., a1, }, Ao = {as1, a0, ...,a9,} ¢ Ay = {an1, ana, - .., an, }. Entao,
AUAU. . UA UL ={a11,012, - -, 1y, G215, G2, « -« 3 G212, + + 5 A1y G2y« -+ 5 Gl s - - - S€]A

a seguinte correspondéncia entre Ay U Ao U...UA,U...eN:

211, w1y, a9y, A9y, iy, vy gy
Fs A A
! 1 ! ! !

L, ... L, L+1, ..., L+l ... h+b+.. .+ 41, ... [y

Logo, AfUA,U...UA, U...é enumeravel.

O
(5) Seja {Aq, As, ..., Ay, ..., } um conjunto enumeravel onde cada A; é um con-
junto enumeravel para qualquer i € {1,...,n,...}. Suponhamos que
Ay ={au, a1z, a13, . . .},
Ay = {ag1, az, a3, . . .},
An = {a'nla Ap2, Ap3, - - }
Dispondo os elementos de Aq, Ay, ..., A,, ... como na tabela abaixo e, formando flechas

como feito em Q7, definimos f por f(n) = n-ésimo elemento que encontramos seguindo
as flechas. Desta forma construimos uma correspondéncia biunivoca entre A; U Ay U. ..U

A, U...eN e, consequentemente, provamos que € um conjunto enumeravel.
aii, @12, a13; - - -

21, A22, A23, - - .

An1, Qp2, Ap3,y - - -

E importante salientar que, se A é enumerével e B C A é um conjunto infinito,
entao B também é enumeravel, uma vez que, pois como A é enumerdvel existe uma

correspondéncia biunivoca, f, entre N e A, entao basta considerar a restri¢ao f|g: B —
N.
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Teorema 1.5. O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Demonstragao: Demonstraremos que o conjunto dos numeros reais = € [0, 1),
nao ¢ enumeravel. E, como consequéncia da observacao acima, segue-se que R também
nao é enumeravel. Observe que os nimeros x € [0, 1) tem uma representagao decimal da
forma 0, ajazas . .. onde a; é um dos algarismos 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8 ou 9. Alguns nimeros
tém dois tipos de representagao, como por exemplo, % O mesmo pode ser representado
por 0,5 ou 0,4999... (que neste caso, é um dizima periddica). Para o caso de dizima,
eliminamos o periodo. Suponhamos que os decimais tipo, ou que os numeros reais no

intervalo [0; 1), formam um conjunto enumeravel.
0, a11012013 - . .

0, a21A92093 . . .

0, a31a320a33 . . .

Agora, considerando o nimero decimal 0, b1bybs . . . da seguinte forma onde todos os b;s sao
diferentes de 0 ou 9 e by # a1, by # a9, . ... E claro que 0,b1bobs . . . # GpiGnotys ... Y0 €
N, pois b, # a,,. Portanto, 0,b1bobs ... nao esta na tabela o que é um absurdo, ja que é

um nuamero real entre 0 e 1.

O
Teorema 1.6. O conjunto de todos os numeros algébricos é enumeravel.
Demonstracao: Dado um polindmio com coeficientes inteiros
P(x) =apa" + ap1y_1 + ... + @12 + ag (1)
definimos sua altura como sendo o niimero natural
|P| = |an| + ... + |ai| + |ao| + n. (2)

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que P(x) = 0, P(z) dado em (1), tém exata-
mente n raizes complexas, sendo que todas, algumas ou nenhuma delas podem ser reais.
Temos que o nimero de polinomios em (a) com uma dada altura é finito. (Note que, é
para esta afirmacao que incluimos a parcela n na defini¢ao da altura em (2)). Portanto,
as raizes de todos os polinomios de uma dada altura formam um conjunto finito. A se-
guir, observamos que o conjunto de todas as raizes de todos os polinémios de todas as
alturas formam um conjunto enumeravel, pelo fato de que, ele é a uniao de um conjunto

enumeravel de conjuntos finitos. Portanto, podemos concluir que o conjunto dos niimeros
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algébricos reais ¢ enumeravel, e assim, conclui-se a demonstragao.

A titulo de exemplo, em [6] na pagina 24, o autor cita o seguinte polinomio
P(z) =32 —2° + 2 — 5.
Pela definicao de altura de um polinémio tém-se que
|P|= 3|+ | -1+ 0|+ |1] + | — 5] + 4.

Logo, |P| = 14. Além disso, pelo Teorema Fundamental da Algebra, P(z) possui quatro
raizes complexas. O autor menciona que pode existir até treze polindomios com essa altura,
o que nao é verdade. Tomemos como exemplo o polindémio Q(z) = 3zt + 223 + 2?2 + 22 + 2
onde a altura dele ¢ igual & 14. Note que |3| = £3, |2| = £2, |1] = £1. Sendo assim,
para cada coeficiente e com apenas os valores dos coeficientes de Q(z), tém-se que existem,
pelo principio fundamental de contagem, pelo menos 32 polinémios com altura igual a 14.
Desta forma, fica claro que existe um ntmero finito de polindémios & uma dada altura e

isto pode ser confirmado com um problema de contagem.
Teorema 1.7. O conjunto dos numeros transcendentes nao € enumerdvel.

Demonstracao: Pelo teorema anterior, sabemos que o conjunto dos nimeros
algébricos é enumeravel. Além disso, sabemos também que o conjunto dos niimeros reais,
R, ¢ nao enumerével. Como R = Rygepricos U Riranscendentes segue-se que o conjunto dos
numeros transcendentes nao é enumeravel, pois como mencionado anteriormente, a uniao

de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel.
O

Desta forma, devem existir muitos exemplos de niimeros transcendentes. A exis-
téncia desses ntiimeros foi garantida pelo mateméatico francés Joseph Liouville. A titulo de
exemplo, temos que os seguintes ntmeros sao transcendentes: e, m, \/5\/5, e™ (constante
de Gelfond), e + 7, em, 27, 0,1234567891011121314...(constante de Champernowne, que
neste caso ¢ concatenizagao dos nimeros naturais conforme pode ser verificado em [7]).
No proximo capitulo serd feito uma abordagem em torno dos ntimeros transcendentes,

numeros de Liouville, assim como, seré apresentado a prova da transcendéncia do e.



Capitulo 2
Numeros Transcendentes

No capitulo anterior, vimos que o Teorema 1.5, garante a existéncia de nimeros
transcendentes. Porém nao fornece de maneira explicita nenhum nimero transcendente.
Desta forma, coube entao ao matemaético francés, Joseph Liouville, em 1851, estabelecer
um critério para que um numero real seja transcendente. Assim, com o seu trabalho, pas-
sou a ser possivel escrever explicitamente alguns ntimeros transcendentes. Primeiramente
ele criou uma propriedade que todos os ntimeros algébricos devem satisfazer, e logo apos,
ucriou uma classe de nimeros que nao satisfazem tal propriedades. Dai, ele mostrou que
de fato existem niimeros transcendentes. Sendo assim, neste capitulo, serdao enuciados teo-
remas referentes aos niimeros transcendentes e aos niimeros de Liouville. Esses resultados

podem ser observados em [2], [6] e [8].

2.1 Numeros de Liouville

Definicao 2.1. Um numero algébrico a € de grau n se ele for raiz de uma equacao
polinomial de grau n com coefcientes inteiros, e se nao existir uma equagao desse tipo, de

menor grau, da qual o seja raiz.

Exemplo 2.1. Os Nimeros Racionais coincidem com os nimeros algébricos de grau 1,
pois qualquer nimero racional da forma p/q, com p,q € Z e q # 0 € raiz da equagdo

polinomual de grau 1

qgr—p=20

Definicao 2.2. Dizemos que um ntumero real « é aproximével na ordem n por racionais se
existirem uma constante ¢ > 0 e uma sucessao {p;/q;} de racionais distintos, com ¢; > 0

e mdc(pj, q;) = 1 tais que

20
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<= (2.1)
4j

WP
4;

E importante salientar que, se um ntimero « for aproximavel na ordem n, entao

ele é aproximavel em qualquer ordem k, com k < n pois q% < q%. Além disso, como « é

J J

= — 0, o que mostra entao que g; € ilimitada.

aproximavel, tém-se que p
J
De (2.1) obtemos que

)
495

Podemos, portanto, deduzir que ¢; —4 co. Logo, de (2.1) concluimos que

. Pj
1 2y — 2.3
J’EEO (qj) “ (2:3)

Teorema 2.1. Todo nimero racional (nimero algébrico de grau 1) € aproximdvel na or-

a— <c (2.2)

dem 1, e nao € aprorimdvel na ordem k, para k > 1.

Demonstracao: (i) (todo nimero racional é aproximéavel na ordem 1) Seja p = ¢ um
namero racional, com ¢ > 0 e mdc(p,q) = 1. Pelo Teorema (1.2) existem zg, yo € Z tais
que

pro — qyo = 1. (2.4)

Observe que a equagao
pr—qy=1 (2.5)

tem um ndmero infinito de solu¢oes da forma
Ty = To + qt,

Yo = Yo + pt (2.6)

para qualquer t € Z, as quais satisfazem (2.5), isto é,

pre — qyp = 1. (2.7)

Fixando k € N, tal que k > =22, considere as sucessoes {z;},{y;}, definidas a
partir de (2.6) por
Tj = To +Q(k +])>

yi =yo+pk+7),7 €N (2.8)
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Pela restrigao sobre k£ e como ¢ > 0 temos x; > ¢; e dai x; > 0, pois ¢ > 0. Agora,

afirmamos que
vy LY
LFsejF ] (2.9)
pois caso houvesse igualdade entre os racionais em (2.9), por (2.6) e (2.4) teriamos j = j'.
Em virtude de (2.7), os 7’;s e os y;s, definidos em (2.8), satisfazem a desigualdade
1 2
— <

‘13_& _
qr;  Zj

q Tj

0 que prova que p/q é aproximéavel na ordem 1. (ii) (todo nimero racional nao é aproxi-

méavel na ordem k, para k > 1) Para qualquer racional v/u # p/q com u > 0, tem-se

_ gl 1

qu qu

)73 _? (2.10)

q u

Ora, se % fosse aproximével na ordem 2, teriamos a existéncia de um ¢ > 0, e de uma

u

~ . . Vs . .
sucessao de racionais -L diferentes, tais que
J

v; c

‘2—9 e S (2.11)
q U u3

De (2.10) e (2.11), segue-se que q%j < &5, isto &, u; < gc, o que, entretanto,
J

nao pode ser verdade, pois u; — +00. Dessa forma, %’ nao é aproximavel na ordem 2, e

portanto, também nao é aproximével em nenhuma ordem superior.
O

Teorema 2.2. Todo niumero irracional é aprorimdvel na ordem 2, isto €, existe uma
constante ¢ > 0 tal que a desigualdade abaixo se verifica para um nimero infinito de

racionais p/q distintos.

Demonstragao: Seja o um ndmero irracional e n € N. Representamos por [z] a parte
inteira de um ntimero real x, isto é, o maior inteiro menor ou igual a x. Considere agora

0s n + 1 nimeros reais
0,a — [a], 2a — [2a, ..., na — [nal, (2.12)

os quais pertencem ao intervalo [0,1) = {z : 0 < x < 1}. Considere em seguida a parti¢do
do intervalo [0,1) em n intervalos, disjuntos dois a dois, da forma
{ Jj i+l

) ),j:(),l,...,n—l. (2.13)
n.n
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Desta forma, dois dos reais em (2.12) estdo em um mesmo intervalo do tipo (2.13).
Digamos que eles sejam nja — [ng — a e ngar — [nga], com 0 < ny < ny < n, para os quais

temos entao

1
|nea — [noa] — mpa + [nial| < " (2.14)

Seja agora k = ny —ny e h = [naa] — [n1a], os quais sdo inteiros com k > 0, h > 0. Logo,

(2.14) pode ser escrito como

h 1
ka—hl<—=la——|<—
|[kae — hl =l < —
segue que
ML (2.15)
« 2 ]{j27 .

para k < n. Em sintese, mostramos que, para cada n, existe um racional da forma h/k,
com k < n, para o qual (2.15) se verifica. Agora, afirmamos que (2.15) se verifica para
um namero infinito de racionais h/k distintos. Suponha que tal nao seja verdade, isto é,

héa apenas hy/ky, ..., h./k,, racionais distintos satisfazendo (2.15). Agora seja
e =min{|a — hy/kil,. .., |a— h./Ek.|}

e tome n € N tal que 1/n < e. Vimos que existe um racional h/k tal que

Como 1/nk < 1/n < ¢, segue que h/k # h;/k; parai=1,2, ..., r. Isso é uma contradigao,
pois h/k satisfaz (2.15).

U

Teorema 2.3. Seja o um nimero algébrico real de grau n. Entao existe uma constante

A > 0 tal que
1

Agn’

p
a__

q

>

(2.16)

para todo racional p/q.
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Demonstracao: Uma vez que o ¢ um ntmero algébrico real de grau n, segue que

« é uma solucao de uma equacao polinomial da forma
f(l’) = anxn + an—lxn_l +...4+ax+ay=0 (2.17)

Seja d > 0 tal que, no intervalo [« —d, a+d] a tnica raiz de f(z) = 0 é a. A existéncia de
um tal d segue do fato que a equagao polinomial tem no maximo n raizes reais. Portanto
d pode ser qualquer niimero menor que a menor das distancias de o as demais raizes
reais. A seguir observamos que a derivada f’(x) de f(x) é um polindémio de graun — 1, e

portanto, ela é limitada em qualquer intervalo finito. Seja pois M > 0 tal que
|f'(z)| < M, para x € [a — d, a0 + d]. (2.18)

Para qualquer racional p/q, com ¢ > 0, em [ — d, o + d] temos, aplicando o Teorema do

Valor Médio, que
fle) = f(p/q) = (= p/a) f'(E),
com ¢ € (a —d, o+ d). Como f(a) = 0, obtemos

V@ﬂz

a—ﬂﬁ%ﬂsM

p
o — = 2.19
q\ (2.19)

em que usamos a estimativa (2.18) no ultimo passo. Para obter a desigualdade buscada,

necessitamos de uma estimativa inferior para f(2):

P ™ + p_1qp™ L+ agq™ 1
'f(—)‘ = ; > — (2.20)
q q q
De 2.19 e 2.20 segue que
p‘ o1
@ — — —7
q| Mg

para p/q € [ — d,a + d]. Se p/q nao estiver nesse intervalo teremos entao

a—g > d,
q
e como g > 1, temos
d
Oé—g‘>—n,
q q

Tomamos, finalmente, 1/A igual ao menor dos nimeros 1/M e d, e obtemos a relagao

(2.16) para todos os racionais p/q.
O

Corolario 2.1. Se a € um numero algébrico real de grau n, entdo o nao € aproximdvel

na ordem n + 1.
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Demonstracao: Por contradigao, suponha que existe ¢ > 0 e uma sucessao p;/q;

de racionais distintos tais que

pj| c
By e (2.21)
o q 1

Para tais racionais, seguir-se-ia de (2.16) e (2.21) que

e

1 c

< P
Agp gt

ou ¢; < Ac. Mas a ultima desigualdade nao ¢ possivel, pois ¢; —4 0o
O

Observagao: Uma versao mais forte do Teorema (2.3) segue-se de um teorema
de Roth-Siegel-Thue, que estabelece o seguinte: "Seja A um nimero algébrico; se hou-
ver uma infinidade de racionais distintos p/q, com mdc(p,q) = 1,q > 0, satisfazendo a

desigualdade

entao v < 2”7. Segue-se dai que se > 2, entao ha apenas um nimero finito de racionais

p/q satisfazendo & desigualdade

para um dado numero algébrico . E finalmente, uma consequéncia imediata disso é
o seguinte resultado. Dados um ndimero algébrico A e um nimero ¢ > 0, existe uma

constante ¢ > 0 tal que
C

q2+e )

q

para todos os nimeros racionais p/q.

Definicao 2.3. Um ntumero real a é chamado um ntmero de Liouville se existir uma

sucessao {p;/q;} e mde(pj,q;) = 1, com todos os elementos diferentes, e tal que

1
< =, (2.22)
J
4

bj
q;

o —

Em particular podemos dizer que um niimero real a é chamado de ntmero de

Liouville se para todo ntimero inteiro n existirem inteiros p e ¢ tais que:

1

0< a—j—) < —,q> 1.
qn

Veremos a seguir que os numeros de Liouville sao irracionais e transcendentes.

Teorema 2.4. Todo niumero de Liouville € irracional.
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Demonstracao: Suponha, por contradi¢ao, que um certo nimero de Liouville

a = ¥, seja um inteiro positivo n tal que 27=1 > . Como « é ntiimero de Liouville, entao

0<

A primeira desigualdade nos diz que § # § o que equivale a |ag — bp| > 1. Assim,

@ _p|_
bq_

aq_bp‘2i> 11 zia
bq bg 2" lq T ¢

o que leva a uma contradigao.

Teorema 2.5. Todo numero de Liouville € transcendente.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que um certo nimero de Liouville « seja
algébrico, digamos de grau n. Entao, pelo Teorema 2.3, a relagao (2.16) seria valida para

todo racional. Em particular, para os % da Definigao 2.3. Dessa forma teriamos
J

1 , 1
- < |a— & < —,
Aq} %l q
de onde obtemos
¢ "< A (2.23)

Como ¢; —4 o0, segue que (2.23) ndo é verificada para j suficientemente grande. A

contradicao esta no fato de supormos que « seja algébrico.

Lema 2.1. Seja a um numero tal que

Vj 1
‘Oé - _‘ < A
Uj uj
em que {v;,u;} € uma sucessio de racionais diferentes com u; > 0. (Note que, ndio €

necessdrio que mde(vj, u;) seja 1). Entao o € um nimero de Liouville.
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Demonstracao: Considere a sucessao {p;/q;}, com ¢; > 0 e mde(p;,q;) = 1

definida por

P _
4 Uy
Entao,
: : 1 1
4j uj u; 4q;
0 que prova que « é um namero de Liouville.
O
Exemplo 2.2. Seja
= 1
cy=:j£:16gu (2.24)
k=1
Consideremos a sucessao de racionais definida por
J
vi N~ b
uj'_’2§; 10k
Temos, entao
00 J
vi| 1 1 1
a_u_j_zlok' 10K Z Ok'_l—z Ok'_ZW
k=1 k=1 k=j+1 k=1
Segue-se que
ul_ 5~ L
“T __kgggllok
1 P S N S
@7 T 106+ TG T oG T
Colocando 100 Tor em evidéncia, temos:
Vj . 1 1

Note que a expressao em parénteses ¢ majorada por

bt
10 102

que neste caso equivale a uma soma de termos de uma progressao geométrica infinita de
razao igual & . Note que esta soma equivale a . Portanto, o ultimo membro de (2.25)

¢ majorado por

1 1w 1
(10197104~ 9 = (10’
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e assim

1
(107"

Como u; = 107 segue que deﬁmdo em (2.24) ¢ um namero de Liouville.

V;
oz——] <

Exemplo 2.3. Qualquer numero da forma

onde a; ¢ um qualquer dos nimeros de 1 a 9, ¢ um nimero de Liouville. Em particular,

se a; = 1 entao « é a chamada constante de Liouville.

Definicao 2.4. A constante de Liouville foi o primeiro ntimero transcendente historica-

mente reconhecido e é definida por

L ="107" = 0,110001000000000000000001 ...
k=1

Note que a constante de Liouville corresponde a um decimal nao peridédico no qual o
algarismo 1 ocupa a casa decimal correspondente a um fatorial k! e as demais casas sao

ocupadas pelo algarismo 0.
Proposicao 2.1. A constante de Liouville € um nimero de Liouville.

Demonstracao: Considere um certo n inteiro e positivo fixo e defina p e ¢ da

seguinte forma: p = > 10""* ¢ = 10™. Dessa forma,

k=1
p . k! (n+k+1)! - —(n+1)—k! _ —(n+1)! - —k —nln _ 1
L——‘_Zm 210 <> 10 =10 dt<io = —
‘ q k=n+1 k=0 k=0 1

Portanto L é um ntmero de Liouville.
O

2.2 Representacao dos niimeros reais como soma de

Numeros de Liouville

Para mostrarmos que os niimeros reais podem ser escritos como soma de Nume-
ros de Liouville, apresentaremos uma proposi¢ao (no qual denotamos por L o conjunto
dos nimeros de Liouville) e uma prova construtiva, onde os nameros de Liouville sdo

explicitados.
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Proposigao 2.2. Se f € Q[z]| ¢ uma fungdo racional nao constante. Entao f(LL) C L.

Demonstracao: Sejam P,Q) € Q[z]| (anel de polinémio) tais que f(z) =
Dado € € L, existe [ C [ —1,£+ 1] um intervalo fechado tal que £ € I e Q(x) -

b(z)
Qz)”

f'(x) #0,

para cada x € I. Podemos supor que existe uma sequéncia ( ) j>1 de racionais distintos,

com 2 el g>1e
qj

1
< —.
J

Y2
q;

qj

Para cada j > 1, utilizaremos o Teorema do Valor Médio para o intervalo com extremos

€ e 2. Desta forma, existe ¢ nesse intervalo tal que

ﬂ@—f(%)=ﬁ%0<ﬁ—%)-

Dai, pelo Teorema de Weierstrass, existe o € I tal que |f'(a)] > [f'((5)], Vi € N.

Portanto,

Note que, se P(z

Defina

m{ﬂ@—ﬂ%)

|F—&

J
j

Zazx e Qz be entao,

f(ﬁ)—qﬂ%@+%wﬁ*+~ﬂww@
@ (boq + bap;q 4+ bwp'T)

Aj = q;”(aoqgl + alqu?_l +...+ anp;-‘)(—l)wj

Bj = q} (boq" + bip;q" " 4 ..+ bup) (—1)"

(@)

(1)
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onde
ow; = 0, se g (bog]" + blqu;”_l +o A bpf) > 1
ow; =1, se g (bogq}" + blqu;”_l + .+ baplt) < -1
De £ — %| < 1, segue que |p;| < (1+ [£])g;. Desta forma,
|1B;| = ¢} (boq}" + bip;q " + . .. + b))
|Bjl < lbog; ™™ + [bapg; ™+ bl ] |
|B;| < [bollgj ™™+ [ba| (L + [€D]g; ™™ + - -« + [bw| (L + [€D)™ g™
|B;| < L(Q)0™q;"™,

em que L(Q) = |bo| + [b1| 4 ... + |by| € 0 = 1+ [€]. Segue que B; < L(Q)0™¢]"™™.
De (1),

D f/ a f/ a f/ o L Q em ﬁ«h
0< f(g)_f<_ﬂ)‘<‘ (j>|§ ();L:\ ()|(Q )
qj qj ( Bj ) m+n B.m+"
L(Q)o™ J
Note que f(z_j) = % e que (Bj);> 1 nao pode ser limitada, ja que ¢; é ilimitada e

boqj" + blqu;-n_1 + ...+ byp" € Z*. Sendo assim,

|/ (@)|(L(Q)o™) 7

lim . =0
Jj—o0 Bm
j
Portanto, existe C' > 0, tal que
M (LO)G™)w
LEILQUM=

J

2(m+n)
Bj

_J 1
Escolhemos assim, j; de modo que C' < Bfl(m*") e, para cada ¢ > 1, escolhemos j;,

2(m+n)_i . c: Ay
eC < B . Por fim, definimos & = =+ B;,
4 %

de modo que j; > ji—1, Bj, € {Bj,...B,

1—1
e obtemos



c A P
0 < _G _ iy _ ¢(Pa
7€) = 51 =17 — 1= &) — 1)
Dai tém-se que
¢ "(a)|(L(Q)0™ it C 1 1
o< 17 - B < VEULQIE 0 11
Bj,;+n Bji(ern) 74 1

Logo, |f(§) — &| < 4 segue-se que f(£) é um ntmero de Liouville.
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Teorema 2.6. (Erdos) Seja f : R*> — R definida por f(a,b) = a +b. Dado o € R,

existem numeros de Liouville z e w tais que f(z,w) = a.

Para realizar a demonstracao, consideramos dois casos. No primeiro caso tomare-

mos « € Q, ja no segundo caso , levaremos em conta que « ¢ Q.

Demonstracao: Caso 1: Se a € Q, escolhendo z um nimero de Liouville qualquer,

definido, temos pela Proposi¢ao 2.2 que w = a — z também é um ntmero de Liouville

pois
fw)=z24w=z+4+(a—2) =«

E assim, conclui-se a demonstragao para este caso.

Caso 2: Se o ¢ Q, temos o = || + {a}, onde |«]| € Z corresponde & parte inteira

de a e {a} € (0,1) corresponde a parte fracionaria. Desta forma, basta provar que

existem ndimeros de Liouville wy e wy tais que w; + wy = {a}, uma vez que, tomando

z=|a|+ w; e w = ws, obtemos
frw)=z+w=la|+ v +w, = [a] +{a} = a.

Como {a} € (0, 1), podemos escrever sua expansao 2-adica como
0 -
{a}=> o
k=1

com ¢, € {0,1}.

Definimos agora w; = Z % e wy = Z% onde n! < k < (n+1)! com
k=1 k=1



A = &g, ﬁk =0 (n = 1,3,5,...)

ap = O, ﬁk = €k (n = 2,4,6,...)
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Note que w; + wy = {a}. Verificaremos apenas que wy é um namero de Liouville, pois o

mesmo argumento é valido para w;. Dado n > 1, sejam

(2n+1)!-1

1)l B
qn = 2(2 ! 17 Pn = Qn - Z 2k
k=1
Deste modo,
(2n+1)1—1
Bk
o - Z ok oo (2n41)!-1
DPn ﬁ k=1 5 ﬁk
wy ==t =13 ok Z ok > o
dn 1 dn P 1
Desenvolvendo este médulo, chegamos que
» (2n+1)!— 1ﬁ 0 (2n+1)1— 1 = 3
n| k - Pk
O RV TR S Vi
" k=1 k:(2n+1)! k=(2n+1)!

Dai,

e} 001
"L ¥s )

k=(2n+1)! k=(2n+2)!

[e.9]

1 ) . D
Note que, E o5 equivale a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita

k=(2n+2)!

decrescente, onde pode-se observar que o primeiro termo dessa progressao é a; =

€ a razao % Caculando entao este somatorio temos que

1
2(2n+2)!
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f: i _ 2(2"1+2)1 _ 2(2n1+2)1 o 1
k1 _1 L T 9@nt2)l-1
k=(2n+2)! 2 =3 5 2
Observe que
1 1
2(2n+2)!-1 < on(2n+1)l—n
Note que
1 1
on(2n+1)l-n %
Portanto,
ok > on
k=(2n+2)! 2 ap
_Pn 1

ol < o Segue-se entao que, we ¢ um numero de Liouville.
n n

Desta forma concluimos a demonstragao.

Dai, segue-se que ‘wg

2.3 A transcendéncia do niimero e

Teorema 2.7. O numero e ¢é transcendente.

Demonstragao: Suponha que f(z) é um polinémio de grau r com coeficientes
reais e seja Fi(z) = f(z)+ fM(z) +...+ f)(z). Calculamos entdo (-L)(e *F(z)). Como
fUr)(z) =0, pois f tem graur, e () (e™F(z)) = e *F(z). O Teorema do Valor médio
afirma que se g(z) é uma funcao continua e derivavel, com valores no intervalo fechado

[x1, 2], entao
9(%) - 9(352)
X1 — T2

= g(l)(xl + 0(xy — 1))

onde 0 < # < 1. Podemos aplicar o teorema a fungao e *F(x), que podemos perceber
que satisfaz as condi¢oes do teorema no intervalo fechado [z, xs], onde x; = 0 e x5 = K,
com k € Z,. Obtemos assim, e *F (k) — F(0) = —e~%E f(0,k)k, no qual 6, depende de

k e ¢ um nimero real entre 0 e 1. Multiplicando esta igualdade por e*, temos
F(k) — F(0) = —e1=0%)k £(0,k)k.

Segue-se entao que:
F(1) = eF(0) = ="~ f(01) = e,
F(2) — eF(0) = —2¢*17%) £(26,) = e,
(1)
F(n) — e"F(0) = —ne™=%) f(nh,) = ¢,.
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Suponha agora que e seja um ntmero algébrico. Se e é algébrico, entao satisfaz alguma
relacao da forma

e +cp1€" N+ et =0 (2)

Nas relagoes (1), multiplicamos a primeira equagao por ¢, a segunda por ¢z e assim por

diante. Somando-as, obtemos:
aF(1)+caF(2)+ ...+ coaF(n) — F(0)(cre + coe® + ...+ cpe™) = cre1 + caea + . .. + Cpén.

De acordo com a relagao (2), cie + cae? + ... + c,e™ = —cp, e entdo a equacdo acima se
torna

coF(0)+ i F(1)+ ...+ c,F(n) =cre1 + caea + ... + cuey (3)

Observe que, toda esta discussao foi feita para a F'(x) construida a partir de um poliné-
mio arbitrario f(x). Vejamos agora o que todas essas implicagoes significam para um

polindmio em especifico, o primeiro usado por Hermite, a saber,

l

flz) = P11 —2)P(2 —2)P. .. (n — p)P.

(p—1)!
Escolhendo um ntimero primo p de tal forma que p > n e p > ¢y. Para este polinomio
daremos uma olhada cuidadosa em F(0), F'(1),...,F(n) e estimaremos o tamanho de
€1,€2, ..., €6,. Quando expandido, f(z) é um polinémio da forma
(n!)P aoz? ayzPtt
— .+ + + ...,
-0 -1 (p-1)!
onde ag,ay, ..., sdo inteiros. Quando i > p afirmamos que f@(x) Se um polinémio com

cocficientes inteiros multiplos de p. Portanto para qualquer inteiro j e para i > p, @ ()
¢ um inteiro multiplo de p. Agora, pela sua propria defini¢do, f(x) tem uma raiz de

multiplicidade p em x = 1,2,...,n. Assim para j = 1,2,...,n temos que

9 =0, fOG) =0,..., f* V() =0.

Contudo,

F() = fG)+ fV0) + .+ F20) + fPG) + .+ fO0)
e pela discussao acima, para j = 1,2,...,n, F(j) é um inteiro e é multiplo de p. Como
f(x) tem uma raiz de multiplicidade p — 1 em = = 0, f(0) = fM0 = ... f®=2(0) = 0.

Para i > p, f(0) ¢ um inteiro que ¢ multiplo de p. Mas f®~1(0) = (n!)? e como p > n
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e este ¢ um numero primo, p nao divide (n!)? de modo que f®=1(0) ¢ um inteiro que nao

é divisivel por p. Como
F(0) = f(0) + fM(0) + ...+ f272(0) + f*79(0) + fP(0) + ... + (0,

concluimos que F'(0) é um inteiro nao divisivel por p. Por ser ¢g > 0, p > ¢o e como p
nao divide F(0), apesar de que p|F'(1),p|F(2),...,p|F(n), podemos afirmar que ¢y F'(0) +
aF(1)+...4 ¢, F(n) é¢ um inteiro, e que além disso, ndo ¢ divisivel por p. Entretanto,

por (3), coF(0) + c1F(1),...,c,F(n) =cie1 + ... + cye,. Note que

— =00 (1 — ;)P ... (n — i0;)P(i6;)P~ i
(p—1)! ’

€1 =

onde 0 < 6; < 1. Assim

n
le;| < e ———
Como p — o0,
e"nP(n!)?
(p— 1!
Desta forma, podemos encontrar um ndmero primo maior que ¢q € n e suficientemente

— 0,

grande que implique que |c1€; +. ..+ e, | < 1. Mas c1e1 +. ..+ e, = o F(0)+ 1 F(1) 4+
...+ ¢, F(n), que deve ser um inteiro; como este é menor que 1 nossa tnica conclusao
possivel é que co F'(0)+c1 F(1)+. . .+¢,F(n) = 0. Porém, ¢gF(0)+c1 F(1)+. . .4c, F(n) =0
levando assim a um absurdo, pois sabemos que p nao divide (coF'(0) + 1 F(1) + ... +
¢, F(n)), enquanto p|0. Esta contradigdo veio do fato de termos suposto que e é um

numero algébrico. Assim provamos que e é trancendente.



Capitulo 3
Uma proposta didatica na sala de aula

O ntimero é um conceito em matemaética que foi construido ao longo de um grande
percurso. A nocao de numero, bem como, as suas generalizagoes estao ligadas a historia
da humanidade. Grande parte das comparac¢oes que o homem formula, seja como gestos
ou atitudes cotidianas, remetem conscientemente ou nao a juizos aritméticos e proprie-
dades geométricas. E nesta perspectiva que, os ntimeros, sejam racionais ou irracionais,
algébricos ou transcendentes, surgem e dao um significado a atividade humana em um
determinado processo. Nesta perspectiva, o presente capitulo ird abordar alguns exerci-
cios de natureza conceitual e geométrica, partindo ou nao de uma situagao problema, a
serem aplicados no ensino médio, que irao permitir a fixagao de conceitos relacionados
aos nimeros algébricos e transcendentes, podendo desta forma, proporcionar um melhor
aprendizado no que diz respeito a importancia destes niimeros mediante ao problema tra-
balhado. Sendo assim, as propostas para trabalhar com os ntmeros pi e e podem ser

observadas em [4] e [5].

3.1 Exercicios

Questao 1- Julgue verdadeiro ou falso as afirmacoes abaixo, justificando
a sua resposta.

a) Chamamos de Inteiro Algébrico, toda solu¢ao da equagao polinomial
ba" + ap1x" P+ . a4+ ag =0,

onde os coeficientes ay, . .., a,_1 sao nimeros inteiros com b # 1.
b) Todo inteiro algébrico é um ntmero algébrico.

c¢) Todo numero irracional ¢ transcendente.

d) Existem nameros irracionais que nao sao algébricos.

e) Todo numero racional é algébrico.

36
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f) /7 ¢ um nimero transcendente.

Solugao da Questao 1-
a) Falso. Um namero ¢ Inteiro Algébrico, toda vez que ele for solu¢do de uma equagao
polinomial

T4 12"+ ar+ag =0,

onde os coeficientes ayg, . .., a,_1 sa0 nameros inteiros.
b)Verdadeiro. Tendo em vista que um niamero é Inteiro Algébrico, toda vez que ele for

solugao de uma equagao polinomial
T 4 Q12" 4 a4+ ag =0,

onde os coeficientes ay, ..., a,_; sao nimeros inteiros, e um niamero Algébrico toda vez

que ele for solu¢ao de uma equagao polinomial
™ + Q12" N a4+ ag =0,

onde os coeficientes ag,...,a,_1 sao numeros inteiros, fica claro desta maneira que o
conjunto dos Numeros algébricos, contém o conjunto dos Inteiros Algébricos.

¢) Falso. Como contra-exemplo podemos citar /5 uma vez que, ele é solucio da equacio

?—5=0

d) Verdadeiro. A titulo de exemplo podemos citar os niameros 7 e e.
e) Verdadeiro. a = %, com p € Z e g€ N—{0} é¢ um nimero algébrico pois « ¢ raiz da
equacao gr —p = 0.

f) Falso. V/7 é um namero algébrico, pois é solucao da equacao polinomial 2% — 7 = 0.

O surgimento dos nimeros irracionais, esta associado com o célculo da diagonal de um
quadrado em que o lado mede 1 unidade e diagonal medindo v/2. A descoberta de um
numero irracional, foi atribuida & Hipaso, um dos discipulos de Pitagoras. Isso havia feito
com que estes o expulsassem da escola e erigissem uma tumba com seu nome, mostrando
asssim que, para eles, ele estava morto. Vale salientar que, existem vérias versoes para o
seu final. Uns dizem que morreu em um naufragio cuja origem da causa ¢ um mistério;
outros, que se suicidou como autocastigo, dando, assim, liberdade a sua alma para buscar
a purificagdo em outro corpo, ja que eles eram adpetos da Metempsicose (teoria da trans-
migracao da alma); ha quem diga também que, alguns pitagoricos o matou, normalmente
na descricao, afogado, e ha inclusive a teoria que diz que Pitagoras em pessoa o condenou

a morte.
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Questdo 2- Sabendo que o namero z = [(v/2)V2]V2 é racional, resolva os

itens abaixo:

a) Usando as propriedades da poténcia calcule o valor de .

b) Mostre que existem dois ntimeros irracionais a e 3 tais que o’ é racional.

Solugao da Questao 2 -
a) r = [(\/5)\/5]\/§ = (\/5)\/5\/5 = (v/2)? = 2 (2 & um namero algébrico.

Sabe-se que = = [(v/2)V?] é um nimero transcendente e que v/2 ¢ um nimero algé-
brico. Portanto, através deste exemplo, fica claro que nem sempre operando um ntmero
transcendente com um algébrico, resultara em um ntmero transcendente.

b) Ja sabemos que o nimero v/2 é irracional, e que pelo item a) z = [(V2)VZVZ ¢
racional. Portanto, (v/2)V2 ¢ racional ou irracional. Se (v/2)Y? é um namero racional,
entdo existem dois irracionais a e /3 tais que o é racional, isto ¢, a = f = /2. Se (\/5)\/§

¢ um namero irracional, entdao existem dois irracionais o e 3 tais que o” ¢ racional, isto

6 a=(W2)V2e =2
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Questao 3- Um moleiro armazenou 100 sacas de trigo, de 100 kg cada. O
moleiro pretende transportar tal carga, do armazém de sua casa até o moinho,
que fica a 100 km de distancia. Para tal faz uso de um burro, teimoso por
natureza, que nao suporta mais de 100 kg. Porém, o burro, quando carregado,

exige consumir 1 kg de trigo para cada quilémetro que percorre. Pergunta-se:

a)Nos termos propostos, é possivel transportar toda a carga de trigo do armazém da
casa do moleiro até o moinho?

b)Caso exista um posto comercial ao meio do caminho entre o armazém da casa do mo-
leiro e o moinho, existiré solugao?

c)Caso exista solu¢ao, proponha um modo de maximizar a quantidade de trigo que o

moleiro deve fazer chegar até o moinho. Despreze as massas das sacas.

Solucao da questao 3-

Em um primeiro instante,este problema parece nao ter solucao, pois a cada viagem
que o burro faz, consome toda a carga que ira transportar. Sendo assim, uma das estra-
tégias a ser construidas seria em dividir o caminho de 100km em duas partes iguais, como
se existisse um posto no meio do percurso. Entao, o burro faz varias viagens, somente na
primeira parte do percurso (50km), sobrando 100 sacos com 50kg cada (metade da carga
inicial). Antes de continuar o transporte, o moleiro junta dois meios sacos para fazer um
saco, de modo a constituir 50 sacos de 100kg. Ao completar varias viagens do posto ao
moinho, restardo 50 sacos de 50kg: 1/2 x 1/2 = 1/4 da carga inicial. Uma outra solugao
seria dividir o caminho em quatro partes iguais. Generalizando em n intervalos igualmente
espacados sobrariam ("T_l)" da quantia inicial. Isto recai na esséncia do numero de Euler:
e = (%4)" = (14 1)". Assim, quando n ¢ muito grande esta expressio aproxima-se do
valor % = 0,3678. Chegando assim ao valor de e = 2, 71886 . ... Portanto, no méximo ele
ird ficar com 3678kg de trigo.

E importante deixar claro que, o esforco de todas estas paragens (tanto para o
burro como para o moleiro que teré de fazer a transferéncia do grao) pode ndo compensar
0 grao que se poupa.

As tabelas abaixo, mostram a quantidade de carga que o burro iré transportar
dividindo o percurso em duas ou quatro partes iguais.

Por muitas vezes, nos deparamos com problemas, ou até mesmo, situagoes em que

s6 fazemos substituir o nimero de Euler, sem ao menos nos darmos conta do porque fazer

isso. Fica até mecanico de certa forma. Através deste exemplo, os alunos podem construir
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Carga 100 sacos 100 sacos 50 sacos
' 100 ke 50 kg 25kg
Saida: km 0 Saida: km 0 Km 50 Km 100
Total 10.000 kg 5.000 kg 2.500 kg
Rearranjo da carga na 50 sacos
chegada 100 kg
Fracdo da carga 1nicial 1/2 1/2x1/2=1/4
Solugdo para o problema do Moleiro, na divisdo da distancia em 2 partes 1guais

Carsa 100 sacos 100 sacos 75sacos | 56,25 sacos 4219 sacos
' 100 ke 75 ke 75 ke 75 kg 75 kg
Saida: km 0 Saida: km 0 Km 25 Km 50 Km75 Km 100
Total 10000kg | 7500kg | 5625kg | 421875ke 3164.25
Rearranjo da 75sacos | 56,25 sacos | 42,19 sacos
carga na chegada 100 kg 100 kg 100 kg
Fragdo da carpa 3/4 3/4x3/4=  |3/4x3/4x3/4=|3/4x3/4x3/4x3/4=
inicial (3/4)° (3/4)° (3/4)°
Solugdo para o problema do Molerro, na divisio da distancia em 4 partes 1gnais

um melhor significado para ntmero de Euler, pelo fato de ser um problema préximo da

realidade.
Questao 4- No que diz respeito aos nimeros algébricos irracionais, res-
ponda os itens abaixo.

a) Encontre uma expressao para sen3zr como um polinémio de coeficientes inteiros em

termos de senx.

b) Mostre que senl0° é um numero algébrico e use este fato para concluir que senl0°

¢é irracional.

Solucao da questao 4-

a)

sen3x = sen(2x + x) = sen2xcosx + senxcos2x

sendr = 2senxcos’s + senx(1 — 2sen’r)
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sendr = 2senx(1 — sen’z) + senx — 2sen’z

Dai,

sen3x = 3senx — 4sen’x

sen3z = P(senx)

Fazendo u = senx, tém-se P(u) = 3u — 4u?.

b)
Suponhamos que senl0° seja racional. Entao existem p,q € Z*, primos entre si,

tais que, senl0° = g. Pelo item anterior, tém-se que

3senl0° — 4sen310° = sen30°

1
3senl0° — 4sen®10° = 3

6senl0° — 8sen®10° = 1
8sen310° — 6senl0® +1 =0

e isto implica que senl10° é raiz da equacao polinomial P(u) = 8u? — 6u + 1
8u® — 6u+1=0 (1)
Se % é raiz da equagao polinomial (1), entao
8(2)3 . 6(2—)) +1e8p° —6pg® +¢° =0

Reescrevendo essa equacao temos 8p3 = 6pg®> — ¢ e ¢ = 6pg® — 8p3, como p e ¢ sao
primos entre si, vemos que p|1 e ¢|8. Desta forma, as tnicas possibilidades para as raizes
racionais sao g = %,i e %, visto que senl0° é positivo e diferente de 1. Como nenhum
desses nimeros ¢ raiz de (1) temos que (1) ndo tém raizes racionais, e uma vez que,

senl0° ¢ raiz de (1), conclui-se que senl0° ¢ irracional.

Questao 5- Com base na abordagem histérica no que diz respeito ao
surgimento dos ntimeros 7 e e, elabore um argumento que sirva de "justifica-

tiva"para que esses niimeros sejam transcendentes.
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Comentarios da Questao 5 -

Observacao: Foi apresentado neste trabalho, algumas demonstragoes que se referiam
a irracionalidade e a transcendéncia desses ntimeros. Pudemos perceber, nas mesmas, a
genialidade dos matemaéticos ao fazerem chegar aos resultados assim esperados. Logo, por
se tratar de alunos de ensino médio, nés professores, nao podemos esperar tanta matema-
tica dos mesmos. A proposta entao desse questionamento, é fazer com que eles venham
a construir um significado a cerca da transcedéncia desses ntumeros. Sendo assim, seria
bastante coerente, dentro deste contexto, esperar que os alunos dissessem que, esses ni-
meros sao transcendentes pelo fato de serem obtidos por alguma forma de iteracao. Neste

contexto, serd abordado logo abaixo, uma sugestao de trabalho para com o nimero 7.

Sugestao de como trabalhar o surgimento do nimero 7:

E bastante interessante fazer com que, os conceitos matematicos, de uma forma
geral, sejam absorvidos. Para tanto, uma maneira de construirmos uma aprendizagem
significativa no que diz respeito ao niimero m, é promover uma interagao entre os alunos
durante a execugao das atividades. No primeiro momento, divide-se a sala em grupos,
de modo & colocar os alunos para construir circunferéncias e poligonos regulares inscritos
nas mesmas, para que assim, algumas comparagoes sejam estabelecidas. Em seguida,
serao realizadas algumas medi¢oes do comprimento C da circunferéncia e o diametro D
utilizando objetos circulares, régua, barbante, tesoura e esquadro.

Dando continuidade, é importante colocar os grupos para socializarem e organiza-
rem os dados obtidos em uma tabela contendo os valores de C'; D e o quociente %. O
objetivo desta etapa ¢ levar os estudantes a compreenderem o conceito do ntimero 7 como
uma constante que surge naturalmente na divisao do comprimento da circunferéncia pelo
seu diametro.

No segundo momento, o professor deve apresentar um breve histérico relatando
o aparecimento do valor dessa divisao em diferentes épocas e povos. Sendo assim, ele
pode citar o seu aparecimento na Biblia, bem como, nos estudos dos egipcios ou em outra
aplicacdes. E interessante também apresentar o método de Arquimedes (conhecido como
método da exaustdo), ou outras possiveis formas de se chegar ao numero 7. Se possivel,
apresentar recursos que permitam aos alunos, encontrar a sequéncia de niimeros da casa
decimal dele.

J& no terceiro momento, é necessario a utilizagao de um recurso computacional que

neste caso ird trabalhar com um programa de geometria dindmica, o GeoGebra. Ele sera
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utilizado para reproduzir o método da exaustao e obter o comprimento de uma circunfe-
réncia a partir de aproximagoes sucessivas obtidas pelo calculo do perimetro de poligonos
inscritos e circunscritos a circunferéncia. Sendo assim, os alunos devem observar e anotar
o perimetro do poligono inscrito e do poligono circunscrito para poligonos de 3, 6, 12, 24,
48 e 96 lados, bem como, calcular o erro e fazer hipoteses quanto ao comprimento estimado
da circunferéncia. O objetivo desta etapa é obter aproximacoes do valor de 7w tao precisas
quanto se deseje, a partir do momento em que aumente continuamente o nimero de lados
dos poligonos inscritos e circunscritos, e com isso, fazer conexao destas descobertas com
as descobertas obtidas na primeira etapa. Tal proposta pode ser observada em |[6].

Por fim, para verificar se da fato houve um aprendizado mediante a sequéncia di-
dética proposta, apresenta-se um questionario com as seguintes questoes: Vocé conhece o
numero 77 Quem inventou o w7 Qual o valor de 77 Vocé considera importante conhecer

este niimero? Quais os profissionais que utilizam este niimero? Qual a importancia do 77

Alguém — nao se sabe quem ou quando — deve ter notado o fato curioso de que se
um capital P é composto n vezes por ano, durante ¢ anos, a uma taxa de juros r e se
permitirmos que n aumente sem limites, a soma de dinheiro S, obtida a partir da formula
S = P(1+r/n)™, parece aproximar-se de um certo limite. O limite para P=1,r=1¢e
t =1, ¢ aproximadamente 2,718. (...) Assim, as origens do nimero e (...) pode muito bem
estar ligado a um problema mundano: o modo como o dinheiro aumenta com o passar do

tempo (MAOR, 2008, p. 13).

Questao 6 - Nesta perspectiva, para uma abordagem inicial do nimero de
Euler, nos reportamos a uma narrativa. Um agiota empresta 1 dinar a juros
de 100 % ao ano a uma pessoa. Ao final de um ano, a pessoa encontra o
agiota, devolvendo 1 + 1 = 2 dinares. O agiota, achando injusta tal situa-

¢ao, argumenta que tal valor é incorreto. Como o agiota justifica essa situagao?
Solugao da questao 6

Se dividirmos o ano em dois semestres, a pessoa deveria pagar, depois de seis meses,
a quantia de 1 dinar + 50 % de 1 dinar = 1 % dinar. Em mais um semestre, os juros se
comporiam em: 1 % dinar + 50 % de 1 % dinar = 2,25 dinares. Porém, o agiota continua
argumentando que, se o ano fosse subdividido em 4 trimestres, teriamos que a pessoa
deveria, ao final de cada trimestre pagar um outro valor. E se a corregao fosse mensal,

também mudaria o valor. Esses valores podem ser conferidos conforme as tabelas abaixo.
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Periodo Montante
1° trimestra 1 dinar + 25% de dinar= 125 dinares.
2° trimestre 1,25 dinares + 25% de 1,25 dinares= 1251 25= 19252= 1.5625 dinares.

3° trimestre | 1,5625 dinares + 25% de 1,5625 dinares= 1,5625.1.25 = 1.25'= 1953125 dinares.

4° trimestre 1,953125 dunares + 25% de 1,953125 dmares= 125'= 2,4414063 dinares.

Cilculo do agiota, para a aplicacio de 1 dinar, a 100% ao ano, supondo a correcio trimestral dos juros.

Periodo Montante
1° més 1 dmar + 8 33% de dinar= 1,083 dimares.
2° més 1,083 dinares + 8,33% de 1,083 dinares=1,083. 1,083 =1,17289 dinares.

3*més |1,172889 dinares + 8,33% de 1,172889 dinares= 1,083%.1,083 = 1,083= 1,27024 dinares.

12° més 1,083%=2 6034 dinares.

Calculo do agiota. para a aplicacio de 1 dinar, a 100% ao ano, supondo a comecdo mensal dos juros.
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Assim, a uma taxa de 100/360 = 0,278% ao dia, o devedor teria que pagar

1,00278%° ou scja, 2,7166825 dinares. Deste modo, a 509> = 0,011574% a hora, terfa-

mos que a pessoa, ao final de um ano, deveria pagar: 1,0001157436024 = 1,000115748640 =

2,7181236 dinares. Cada vez que a divisao de tempo aumenta e o intervalo de tempo se
torna mais diminuto, ou seja, quando o tempo de composi¢ao dos juros tende a zero, o

resultado da divida parece convergir para certo nimero, que neste caso ¢ o nimero de

Euler.

Questao 7- Cite uma das aplicagoes dos Numeros de Liouville.
Comentario da Questao 7 -

O ntimero é um objeto da matematica que, tém por objetivo estabalecer algum tipo de
relacao, seja de quantidade, ordem ou medida. Numeros inteiros, racionais, irracionais,
sao facilmente encontrados. No caso dos Niimeros de Liouville, é de extrema importéancia
deixar claro que a sua existéncia, nao esta vinculada a alguma aplicagao "concreta". Mas
sim, como fruto de uma criacao, que veio a ser uma ferramenta extremamente eficaz para

mostrar a existéncia dos Nuimeros Transcendentes.
Questao 8 - Mostre que log%0 é um naimero irracional.
Solugao da questao 8 -

Suponhamos que log, seja um nimero racional. Assim, existem p,q € Z*, primos entre
si, tais que
2 _
logip = =

Temos que

109%0 _P = 105 =26 107 =29 2P 5P =29 & 5P = 2977,
q

o que fica claro a ultima igualdade ¢ um absurdo, visto que p, q # 0. Portanto, log%, ¢ um
numero irracional.

3.2 Orientacoes Pedagoégicas

A matematica sempre foi vista por muitos alunos, como um bicho de sete cabecas.

O fato de muitos nao se identificarem com a disciplina, ou até mesmo, a forma como o
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professor ministrava as suas aulas, servem de justificativas para que esta impressao nega-
tiva na matemética, tenha sido criada. Um aspecto muito importante que deve ser levado
em consideragao, é o preparo do docente. Sendo assim, seguem algumas orienta¢oes para
o professor no que diz respeito ao tema estudado.

- Ao falar sobre ntiimeros sejam eles, inteiros, racionais e irracionais, nos exemplos que
forem citados, é importante contextualizar os mesmos de tal forma que, os conceitos sejam
construidos nao s6 no ambito mateméatico, mas a partir de uma determinada situagao.

- Antes de definir o que é um nimero algébrico, é importante saber se o aluno carrega
consigo algum conhecimento prévio. Caso ele ja possua, fica mais facil a construcao da
definicao. Caso nao, serd necessario o professor perguntar se eles ja ouviram falar em
numeros algébricos, e a partir dai falar em Polinomios.

- O professor deve apresentar varios polinomios, e destacar aqueles que geram os niimeros
algébricos. Sendo assim, algumas intervencoes devem ser feitas pelo professor de modo
que os alunos consigam identificar inteiros algébricos, racionais algébricos, irracionais al-
gébricos.

- Deve-se deixar bem claro a diferenca entre ntimeros algébricos e transcendentes.

- Para criar uma motivagao nesta temaética, é interessante que o professor utilize exem-
plos contextualizados, ou até mesmo, que remetam a situagoes problemas (seja qual for o

conteudo trabalhado) durante as aulas.

Uma vez analisado as seguintes orientagoes, a aula pode ser encerrada mediante a
verificagao de aprendizagem dos alunos que pode ser através de um didlogo realizado com

algumas intervencgoes, ou até mesmo, uma avaliagao mediante um questionario.

3.3 Conclusao

Durante toda a minha jornada seja como estudante e até mesmo como professor,
sempre me acostumei em ouvir, ou até mesmo, falar que o conjunto dos niimeros reais
R era formado pela uniao dos numeros irracionais e racionais. Sendo assim,d medida
em que, introduzimos o conteido referente aos conjuntos numéricos, procuramos sempre
exemplos que sejam de facil absorc¢ao para os alunos. Portanto, ¢ comum quando falamos
em nimeros irracionais, utilizarmos como exemplo o niimero 7 ¢ o e.

A partir do momento em que me envolvi com esta pesquisa, fiquei bastante mo-
tivado, pelo fato de passar a conhecer outras defini¢coes que pudessem ser encaixadas no
ensino médio. A medida em que dialogava com alguns colegas, pude perceber que, muitos
deles (até mesmo do mestrado) ndo sabiam o que sdo numeros algébricos, muito menos

numeros transcendentes. Este aspecto foi um dos fatores importantes que levei em con-
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sideracao ao desenvolvimento da proposta didatica do trabalho, uma vez que, estaria de
certa forma, contribuindo para o ganho intelectual de muitos.

E comum nos quanto alunos, levantarmos questionamentos do tipo: professor, eu
vou aplicar isto onde na minha vida? Sendo assim, um outro aspecto que considero muito
importante que pude perceber ao escrever este trabalho, se deve ao fato de ter estudado
classes de niimeros transcendentes que nao tém aplicagao alguma para um problema pra-
tico ou cotidiano. Que neste caso sao os numeros de Liouville. Exemplos como este,
servem de base, tanto para mencionarmos em sala de aula, sob um aspecto quantitativo
em termos de conteiido matematico, bem como, mais um exemplo de casos em que, nem
sempre iremos ver aplicagoes préticas.

Posso dizer dessa forma que, fui feliz ao trabalhar com o tema, uma vez que, o
novo, trouxe para mim, uma bagagem matemaética enorme, me fazendo pensar, em como
abordar alguns contetidos no que diz respeito a tematica estudada. Um outro aspecto que
faco questao de destacar, é a maturidade que adquir ao longo desta pesquisa, uma vez
que, proporcionando assim, confianca suficiente para responder questionamentos que, por
ventura, algum aluno viesse a fazer.

Isaac Newton, certa vez disse: "Se enxerquei mais longe, foi porque me apotei sobre
ombros de gigantes!" Talvez, esses ombros que mencionou, ele pode ter se referido aos
matematicos que o antecederam, ou até mesmo, ao livros que o mesmo tenha utilizado
durante sua jornada cientifica. O importante neste comentario, ¢ a reflexao de que nos
quanto professores, devemos ser (ou procurarmos ser) ombros de gigantes para os nos-
sos alunos, seja como um referencial em conhecimento matemético, ou como um fator

motivacional na busca em querer conhecer a matematica.
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