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“Tente mover o mundo. O primeiro passo
sera mover a si mesmo." .

Platao.



Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo da cinemdtica de robos. Para isso iremos definir
transformacao linear e provar diversos resultados de dlgebra linear, daremos importancia as
transformacdes ortogonais, mais precisamente as rotagdes. Provaremos que mover um sélido
no espaco é equivalente a mover um robo. Sera feito esquemas ilustrados dos robds a serem
estudados tais como seus referenciais. Dedicaremos uma sec¢ao para o estudo de mudanca de
base, que serd de grande utilidade no célculo dos referenciais de um robd. Iremos definir o
que é um referencial e deduzir uma forma de localizar pontos em referenciais diversos. Ao
final, iremos descrever as rotacdes responsaveis pela movimentacao dos robds desse trabalho

e calcular a posicao final dos robds em funcao do referencial base.

Palavras-chaves: Cinemitica de robss, Rotacdo, Transformacdo ortogonal, Referencial.
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Abstract

This work aims to study the robot cinematic. For this we will define linear transforma-
tion and prove several results of linear algebra, give importance orthogonal transformation,
more precisely the rotations. We prove that a solid move in space is equivalent to moving a
robot. Will be illustrated diagrams of robots to be studied such as their reference. We will
dedicate a section for the study of basic change, which will be useful in the calculation of the
reference points of a robot. We will define what is a benchmark and deduce a way to locate
points in several benchmarks. At the end, we will describe the rotations responsible for the mo-

vement of robots that work and calculate the final position of the robots due to the base frame.

Keywords: Robot cinematic, rotation, Orthogonal transformation, Referential.
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Introducao

Escrever sobre a cinematica de robds surgiu da necessidade de ilustrar aplicacoes praticas
da matematica, mais precisamente da algebra linear de modo que os professores tanto de
graduacao quanto da educagdo bdsica possam pensar em aulas mais significativas buscando
relacionar conceitos até ent3o tedricos da algebra linear (transformacdes lineares, diagona-
lizacdo de matrizes e mudanca de base) ao estudo da cinematica de robos.

Iniciaremos esse trabalho com o conceito de robd, em seguida sera feito um resumo cro-
noldégico da robdtica mostrando a sua evolugdo ao longo dos anos. Desde os automatos
egipcios aos atuais robds de manipulacao, que sao utilizados em diversos segmentos da soci-
edade realizando tarefas de maneira rapida e precisa. Na secdo 1.3 abordaremos de maneira
resumida a influéncia da robdtica no imaginario humano e vice e versa, ja que a vida imita a
arte.

No capitulo 2 abordaremos os conceitos bdsicos de transformacdo linear e de matriz de
uma transformacdo linear, ilustrando através de exemplos sua funcionalidade e aplicacao.
Em seguida iremos definir o que é uma transformacdo ortogonal e suas propriedades, tais
transformacgdes sao responsaveis por realizar movimentos que preservam angulo e distancia no
espaco e no plano. Através de diversos resultados demonstrados no capitulo 3, chegaremos a
demonstracdo do Teorema 7 que diz: "Se A é uma matriz ortogonal 3 x 3 com detA = 1,
A € a matriz de rotagdo T por algum angulo 6 ao redor de algum eixo. Se A ndo é matriz
identidade, o eixo de rotacdo corresponde ao eixo de rotagdo associado ao autovetor +1"
[1]. Usaremos essas rota¢des para movimentar as juntas do robd. Outro resultado também
de extrema importancia no estudo da cinematica de robds é o Teorema 9 que diz: "Todo
movimento de um sélido no espago é a composicdo de uma translacdo e uma rotagdo ao redor
de algum eixo” [1]. Esse resultado é de grande importéncia, pois mover um robd é equivalente
a mover um sélido no espaco. A diagonalizacao de matrizes também possui um espago nesse

texto mesmo que de forma breve, j& que a matriz diagonalizada determina de uma maneira



mais simples a transformacao ortogonal.

Na secao 3.2 iremos expor os principais resultados no que diz respeito a mudanca de base
com foco na matriz de mudanga de base, também chamada de matriz de passagem.

O objetivo deste trabalho serd tratado no capitulo 4, onde iremos descrever um robd
manipulador genérico com seis graus de liberdade juntamente com os seus referenciais. Apds
descrever o rob6 iremos calcular as rotacdes que o colocarao em uma determinada posicao,
posicdo essa que vamos calcular em seguida através dos seus diversos referenciais, obtendo
uma férmula que calcula o final da garra do braco robdtico em func3o do referencial base. O
mesmo iremos fazer com o robd espacial Canadarm que possui também seis graus de liberdade
porém os seus referenciais sao colocados de maneira diferente.

Encerraremos com as consideracoes finais e um breve comentario sobre a cinematica in-

Versa.



Capitulo 1

Um pouco sobre robos

1.1 O que é um robo6?

Vivemos em um mundo rodeado de robds. Podemos identifica-los na realidade que nos
rodeia; automoveis, guindastes, elevadores, portas giratérias, cadeiras giratdrias,...e pessoas.
Todos constituem exemplos de robbs. Veja que em cada um deles identificamos sem difi-
culdades capacidades de locomoc¢ao ou manipulagao, ou seja, capacidade para interagir com
o ambiente que o rodeia. Numa linguagem livre, um robd pode ser definido como qualquer
dispositivo relativamente ao qual é possivel identificar um conjunto de posicGes e velocidades.
Cada elemento deste conjunto constitui um grau de liberdade do robd e podemos descrever o
seu movimento num sistema de coordenadas adequado.

Os robds sao comumente utilizados na realizacio de tarefas em locais mal iluminados, ou na
realizacdo de tarefas sujas ou perigosas para os seres humanos. Os robds industriais utilizados
nas linhas de produgdo sdo a forma mais comum de rob6s, uma situacao que estd mudando
recentemente com a popularizacdo dos robos comerciais limpadores de pisos e cortadores de
gramas. Outras aplicagdes sdo: tratamento de lixo téxico, exploracdo subaquatica e espacial,
cirurgias, mineracao, busca e resgate, e localizacdo de minas terrestres. Os robds também
aparecem nas areas do entretenimento e tarefas caseiras. O termo robé tem origem na palavra
tcheca robota, que significa trabalho forcado. O robd presente no imagindrio mundial teve
origem numa peca do dramaturgo Karel Capek, na qual existia um automato com forma

humana, capaz de fazer tudo no lugar do homem.



1.2 Breve cronologia

Desde tempos mais remotos podemos identificar a presenca de robés. Mesmo que o termo
rob6 seja relativamente recente, um conceito antecessor, e em certo sentido equivalente, é o
de autémato. A nogdo atual de robs, como mecanismo ao qual é possivel imprimir movimento
complexo, confunde-se com a de autémato, como mecanismo capaz de executar movimen-
tos repetitivos de alguma complexidade. Podemos considerar antes dos autématos veiculos
construidos desde as civilizagoes antigas. No Egito antigo existiam autématos. A figura 1.1

mostra duas ilustragdes, de autor anénimo[8], representando autématos com finalidades lddica.

Esboco sem titulo
(A boca do crocodilo € operada através de
uma corda)

O polidor de pedra

Figura 1.1 llustracdo do século XIX de autématos do Egito Antigo.

Por volta de 200 a.C, Heron de Alexandria escreve o tratado Spiritalia seu Pneumatica
onde compilou descrigdes de varios mecanicos. A figura 1.2 mostra um esboco da maquna de
Heron, da autoria de J.G. Greenwood, feito a partir das indicacbes no manuscrito de Heron.
A esfera «a, suspensa através dos apoios C' — F' — ' — G — L — M (estando os pontos G
e L em posi¢des diametralmente opostas), contém adgua. Por aquecimento da esfera esta
agua transforma-se em vapor que é expulso pelas condutas de escape H e K. A disposicao

particular destas condutas gera um bindrio ao longo do eixo GL que faz a esfera rodar [9].

Figura 1.2 O motor de reagdo de Heron (aproximadamente 200 a.C).
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O primeiro projeto documentado de um autdmato humanoide foi feito por Leonardo da
Vinci por volta do ano de 1495. As notas de Da Vinci, redescobertas nos anos 50, continham
desenhos detalhados de um cavaleiro mecanico que era aparentemente capaz de sentar-se,
mexer seus bragos, mover sua cabeca e o maxilar. O projeto foi baseado em sua pesquisa
anatomica documentada no Homem Vitruviano. Nao é conhecido se ele tentou ou nao cons-
truir o mecanismo. No ocidente os mestres artesdes franceses e suicos produziram espléndidos
autématos. Nomes como Vaucanson, Jaquet-Droz, o Abade Mical, Bardo Von Kempelen,
Robert-Houdin e Bontemps, entre outros sao referéncias incontornaveis nesta arte cujo periodo
aureo se situou entre 1850 e terminando com o inicio da I Grande Guerra, em 1914. No periodo
1738-1739 Jacques de Vaucanson construiu, entre outros, um tocador de flauta e um pato
mecanico. O pato, ilustrado na figura 1.3, conseguia mover as asas, comer e simular a digestdo

de sementes[10].

Figura 1.3 O Pato de Vaucanson.

A figura 1.4 ilustra um autémato famoso: o escritor/desenhador de Millardet[11], capaz

de escrever poemas e desenhar, construido por volta de 1800.

Vista geral do autémato Exemplar da escrita produzida pelo autdmato

Figura 1.4 O escritor e desenhador de Millardet.

O autémato de Maillardet possui uma das maiores memdrias mecanicas conhecidas, guar-

dada sob a forma de discos excéntricos atuados por um motor de relégio (figural.5).

5



O motor de reldgio, fonte de energia mecinica

Memédria do autémato

Figura 1.5 Memdria e motor do escritor de Millardet.

O desenvolvimento dos autématos no oriente se deu pelas maos dos mestres artesdes ja-
poneses. A criagdo de bonecos automatizados (Karakuri Ningyou no original japonés), eram
vistos como objetos de arte. A figura 1.6 mostra dois exemplares do século XVIII, segunda
metade do periodo Edo (1603-1868). Suas pecas e juntss eram feitas de madeira. A energia

provinha de molas feitas a partir de barbas de baleia.

Figura 1.6 Bonecos Karakuri Ningyou para servir cha.

A mdquina a vapor (figura 1.7), inventada por Denis Papin por volta de 1690 para bombear
agua, estd na base da revolugdo industrial dos séculos XVIII e XIX. Foram os melhoramentos
introduzidos por James Watt (a primeira patente de Watt data de 1769) que estabeleceram

em definitivo a maquina a vapor como a principal fonte de energia mecanica.

Figura 1.7 A maquina a vapor.
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As principais inovacoes de Watt foram a introducao da lubrificacao por dleo e o regulador
centrifugo (1788), para regular automaticamente a velocidade de rotacdo. O regulador de
Watt funciona utilizando segundo o principio do servo-mecanismo em que a saida do sistema
é realimentada sobre a entrada. A realimentagcdo esta na base da moderna Teoria do Controle,
fundamental na construcdo dos modernos automatismos. No inicio do século XX, a massi-
ficacdo dos sistemas de producdo, na indistria de automdveis com a generalizacio das linhas
de montagem (figura 1.8), faz entrar a automagdo no cotidiano das fébricas, com enorme

impacto social.

Figura 1.8 Linha de montagem de automovéis.

Na década de 1950, George Devol projetou o Unimate (figura 1.9), um dispositivo de
braco robdtico que automatizava tarefas em uma fabrica da General Motors em Nova Jersey,

que comegou a trabalhar em 1961.

Figura 1.9 Unimate o primeiro robd moderno.

A exploracdo espacial proporcionou a oportunidade para o desenvolvimento da Robética.
Desde os veiculos automdticos russos concebidos para a exploragdo lunar (figura 1.10) aos

recentes Sojourner, Spirit e Oportunity (figura 1.11) e aos manipuladores como o Canadarm,



em uso no vaivém espacial e o Flight Telerobotic Servicer, proposto para uso na estacio es-

pacial internacional (figura 1.12). Exemplos adicionais podem ser facilmente consultados nos

diversos sites da NASA.

Vista conceptual do FTS montado no
0O Canadarm, montado no Space Shuttle exterior da ISS

Figura 1.12 Rob6s manipuladores no espaco.

Os robds também s3o amplamente usados na exploragdo terrestre. As missdes Dante I,
para inspecao do vulcao do monte Erebus na Antdrtica, e Dante II, para inspecao do monte
Spur no Alaska, constituem exemplos tipicos de aplicagdes da Robética na exploragdo do nosso
planeta (figura 1.13). Pelo ar também é possivel realizar exploracdes terrestres. A figura 1.14
mostra um exemplo de uma aeronave UAV (Unmanned Aerial Vehicle), amplamente usada em

missoes de vigilancia.



Dantel on. the rim of Erebus.

Dante I no monte Erebus, Antirtica =,

- 15 - ai
Photo by Eill Ingalls/NASA

Dante 2 no monte Spur, Alaska

Figura 1.13 Robds de exploragdo terrestre (Dante I e Dante II).

1.3 Robds na ficcao

Os rob6s ao longo desses Ultimos dois séculos vem sendo protagonistas de iniimeras obras
literarias, um exemplo disso é a pe¢a de teatro R.U.R (Rossum'’s Universal Robots, cujo livro
foi langado no Brasil pela editora Hedra com o titulo A Fdbrica de Robds) do escritor checo
Karel Capek encenada em 1921. O termo rob6 foi usado pela primeira vez nessa pega. Em
1941 o lendario escritor de ficcdo cientifica Isaac Asimov escreve o Mentiroso, um conto no
qual ele descreve as Trés Leis da Robdtica em uma tentativa literdria de controlar a competicao

entre robds e humanos, estas leis s3o:

Lei 1: Um robd ndo pode ferir um ser humano, ou, por omissdo, permitir que um ser
humano seja ferido.

Lei 2: Um robd deve obedecer as ordens recebidas pelos seres humanos, a n3o ser no caso
de estas ordens entrarem em conflito com a Primeira Lei.

Lei 3: Um robd pode proteger a sua prdpria existéncia, contanto que tal protecdo ndo

entre em conflito com a Primeira ou Segunda Lei.

Suas histdrias serviram de inspiragdo para o livro Eu Robé [7], em 1950, mais tarde repro-
duzido como um filme estrelado por Will Smith (figura 1.14). No entanto as Leis de Asimov
nao permitiriam que um robd sacrificasse uma vida humana para salvar milhdes. Em 1950

uma quarta lei foi criada, habitualmente chamada de lei 0, que diz:



Lei 0: Um robd n3o pode deliberadamente ou por omissio fazer mal a humanidade.

WILL SMITH
Fioipnen

Figura 1.14 Eu robd, filme estrelado por Will Smith.

A interacao entre homens e rob0s que esta na base do aparecimento das Leis da Robdtica,
é atualmente uma drea em forte expansdo. Alguns estudos apontam que essa interacdo
entre homem e robo é facilitada quando o rob6 é do tipo antropomdrfico, ou seja, as suas
caracteristicas fisicas sdo semelhantes as caracteristicas humanas.

A ficcdo cientifica tem explorado exaustivamente o uso de robés e criado marcos que in-
fluenciaram em parte a Robética. Filmes como Star Wars (Guerra nas Estrelas), (figura 1.16)
colocaram definitivamente os robGs no imaginario popular, por vezes contribuindo, de forma
quase paradoxal, para o aparecimento de expectativas irrealistas e para o estudo de novas

aplicacoes.

Figura 1.15 C3PO e RDD2, robds do filme STAR WARS.

Os robds humandides (figuas 1.16 e 1.17) sdo exemplos desse quase paradoxo entre ficgdo

e realidade no campo da Robdtica.
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Honda P3

Sony QRIO

Figura 1.17 Robds humanoides da SONY.
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Capitulo 2
Nocoes preliminares

Nesse capitulo iremos abordar alguns conceitos de transformacdo linear, com o objetivo
de definir transformagdes ortogonais e expor os resultados mais relevantes,tais transformacoes
possuem uma propriedade bastante util no estudo da cinemdtica de robds, pois preservam
distancias e angulos. Uma rotacdo ao redor de um eixo passando pela origem é um tipo de
transformacdo ortogonal. A teoria abordada neste capitulo pode ser encontrada em [1], [2],

[3]. [4] e [5]

2.1 Transformacao linear

Definicao 1. Sejam X e Y espacos vetoriais. Uma transformacao linear de X em 'Y é

uma funcao T : X — Y que possui as sequintes propriedades.
1. T(u+v) =T(u) +T(v), Yu,v € X
2. T(au) =aT(u),Vue X e VaeR
Podemos resumir as propriedades (1) e (2) na seguinte propriedade:

Tu+av)=T(u)+aT(v),Yve X e VYaeR.

Exemplo 1. Verifique que a fun¢ao T : R® — R?, dada por T(z,y,2) = (x —y,y — 2) €

uma transformacao linear.

Solugao: Temos que verificar as propriedades (1) e (2) da definicdo dada anteriormente.

Sejam vy = (71, T, 73) € R3 vy = (T2,¥2,22) € R® e « € R. Vamos verificar a proprie-

12



dade (1).
T(vy +ve) = T(x1+4 22, y1 + Y2, 21 + 22)
= (L1 +T2— — Y2, 1+ Y2 — 21 — 22)
= (z1—y1,y1 — 21) + (T2 + Y2, Y2 — 22)

= T(x1,y1,21) + T2, Y2, 22)
= T(v1)+ T(vg).
Verificando a propriedade (2) temos,
T(av) = T(axy,ay,az) = (ary — oy, ay; — azy)
= (afx1 — 1), a(yr — 1))
= oz —yi,y1 — 21)

= aT(%Jth)

= CYT(’Ul).
logo T' é uma transformacao linear.

Exemplo 2. A funcio T : R*> — R? dada por T(x,y) = (z%,y) ndo é uma transformagao

linear. Com efeito, se tomarmos v; = (1,0) e wvy = (—1,0), entao
T'(v1 +v2) = (0,0) # (2,0) = T'(v1) + T'(v2).

Teorema 1. Seja 5 = {vy,vs, ..., v, } uma base de um espago vetorial X. Sejam {wy, wy, ..., w, }
vetores de um espago vetorial Y. Entao existe uma unica transformacao linearT : X —'Y

tal que T'(vj) = w; para todo 1 < j < n.

Demonstracao. Tomemos v € X. Como [ é uma base de X, v se escreve de modo unico

como uma combinacao linear dos vetores de 3, digamos
V= ai101 + AUy + ... + a,v,. (2.1)
Defina T : X — Y por
T(v) = aywy + agws + ... + auwy,. (2.2)

A funcao T estd bem definida, pois os numeros reais ai,as,...,a, sao unicamente

determinados a partir de v. Além disso 7' é uma transformacao linear. De fato, tomemos

13



a€R e weV. Suponhamos que w = byvy + bovy + ... + b,v,. Como
v+ aw = (a1 + aby)vy + (ag + abg)ve + ... + (a, + ab,) vy,

segue que

T(v+ aw) ((a1 + aby)wy + (az + abs)ws + ... + (a, + aby,)wy,
= (aqwy + agws + ... + aywy,) + a(bywy + baws + ... + bywy,)
= T(v)+aT(w).
Para mostrar que 7'(v;) = wj, fixe 7, onde 1 < j < n. Como
v; = 0vy + ...+ 1, + ... + Ovy,
segue de (2.2) que
T(vj) = 0wy + ... + lw; + ... + Qw,, = w;.

Vejamos agora que 1" é a unica funcao com as propriedades desejadas. Para isto, supo-
nhamos que S : X — Y seja uma transformacao linear tal que S(v;) = w; para todo j,

com 1 < j <n. Tomemos v € X. Por (2.1) e pela linearidade de S, temos que
S(v) = a15(vy) + a2S(va) + ... + @, S(vy).
como S(v;) = w; para todo 1 < j < n, obtemos
S(v) = aqwy + aswy + ... + a,w, = T(v).
Como v € X foi tomado de modo arbitrario, segue que S = T. n

Exemplo 3. Para determinarmos a transformagcao linear T : R? — R3 tal que T(1,2) =
(3,1,1) e T(1,1) = (1,—1,0) devemos, pelo Teorema 1, verificar que B = {(1,2),(1,1)}
¢ uma base de R?, calcular as coordenadas de um vetor de R? na base . Ora como B é
linearmente independente e dimR? = 2, temos que B € uma base de R?. Além disso, se
(z,y) € R?, entao

(z,y) = 1(1,2) + B2(1,1)

se, e somente se, f1 =y —x e [y =2x—1y. Portanto

T(ry) = (y—2)T(1,2) + (22 —y)T(1,1)

= (y—2)(3,1,1)+ 2z — y)(1,—-1,0)
(
(

3y — 3w,y —x,y —x) + (2r —y, —2x +y,0)



2.2 Matriz de uma transformacao linear

Dado um vetor v usaremos a notagdo [v] ou [v]c para representar a matriz coluna das

coordenadas de v na base candnica C' = {ey, ...,e,}, de R", onde

er=(1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),... e,=(0,...,0,1). (2.3)

Uma transformacao linear 7' : X — Y pode ser representada por uma matriz. Da-
dos X e Y espacos vetoriais de modo que dimX = n e dimY = m, temos a trans-
formacdo linear T : X — Y. Sejam a = {x1,29,...,x,} € 8 = {y1,%2,...,yn} bases de
X e Y respectivamente. Como (3 é base de Y podemos obter de modo tinico nimeros

reais a;;, com 1<1:<mn,1<j<n, taisque

T(x;) = a1y1 + ... + QmiYm-

Tomemos agora © € X, temos que © = kyx; + ... + k,x, em que k; € R paral < i < n.

Pela linearidade de T°, temos

T(x) = kT(z1)+ ...+ kT (x,)
= ki(a1yr + .. + Gn1Ym) + - + En(a1ny1 + oo + GnYm)

= yl(aukl + ...+ alnkn)) + ...+ ym(am1k1 + 4...+ amnkn)

Logo,

CLllk’l + ...+ alnk‘n

CLmlk‘l + ...+ amnkn

a1 A1n ]{?1

Am1 - Amn ]{fn
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onde definimos

am1 - Qmn

A matriz [T}g que representa T’ em relacdo as bases « e [, é chamada a matrizde T
nas bases a e £.

Observemos que [T]§ € uma matriz de ordem m x n.
Exemplo 4. Sejam a = {(1,1),(0,2)} e 8 ={(1,0,1),(0,1,0),(1,2,0)} bases de R* e R?,
respectivamente. Calculemos [T|5, onde T : R* — R? € dada por T(x,y) = (2x,2 -y, 2y).
Solucao: A matriz da transformacdo linear 1" serd uma matriz 3 x 2,

a11 Az
[T]% = |21 Q22
asi1 a3z
Temos que,
T(l, 1) = (2, 07 2) = CL11(17 0, ].) + a21(07 1, O) + CL31(17 2, O),

T(072) = <O7_274> = a12(17071) +CL22(0,1,0) +a’32<17270)'

Dai temos os sistemas,

apy +az =2 a2 + azp =0
921 + 2&31 =0 S a9 + 20,32 = -2
ayp =2 aip =4

Resolvendo os sistemas lineares acima, obtemos
a1 =2, a1 =0, a2=4, ax=6 e azxp=—4

Donde concluimos que

2 4
T)5=10 6
0 —4

Veja que a matriz de uma transformacao linear em relacao a determinadas bases se escreve
de modo Unico.
Agora iremos apresentar algumas definicdes e resultados que serdo usados posterior-

mente.
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Definigao 2. Seja A = (a;;) uma matrizn x n. A inversa de A € a matriz A™", tal que

A A7V =1,, onde I, é a matriz identidade de ordem n x n.

Definicao 3. Seja A = (a;;) wma matriz n X n. A transposta de A é a matriz A* = (b;;),

em que bi; = aj;.

. . a b a c
Exemplo 5. Seja a matriz A = temos que Al =

¢ d b od|

Definigao 4. O produto interno de dois vetores v = (x1,...,2,) € W = (Y1, .-, Yn) €
(v,w) = T1Y1 + oo + TpYn.

Definicao 5. Seja V um espaco com produto interno. Definimos a norma do vetorv € V,

ou comprimento de v, denotado por ||[v|| , como o nimero real

[v]] = v/ (v, v)

Se ||v]| =1 dizemos que v é um vetor unitdrio.
Proposicao 1. Se A ¢ uma matriz m x n e B € uma matriz n X p, temos
(AB)' = B'A".

Demonstragao. Sejam A = [a;jlmxn € B = [bijlnxp.- Ent@o AB = [¢ijlmxp com ¢;; =
> aikbj, para todo 1 < i < mel < j < p. Analogamente B'A" = [d;;],xm com
k=1

dij = Y bgiajr, paratodo 1 <i<pel <j<m. Como (AB)" = [e;j]pxm onde, para
k=1

todo1%i§pe1§j§m,eij:cjisegueque,

n n
Cij = Z ajkbr; = Zbkiajk = d;;
k=1 k=1

para todo 1 <i <pel<j<m. Portanto (AB)' = B'A’. O

Proposicao 2. O produto interno de dois vetores v e w pode ser calculado por (v, w) =

[0]*[w].
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Demonstra¢ao. Dados os vetores v = (21, ...,2,) € w = (Y1, ..., Yn) escrevendo-os em sua

forma matricial, teremos

21 Y1
[v] = e [w] =
In Yn
1
Entao [v)'w] = | z; --- z, ] | =y + e+ 2ayn) = (v, w) O
Yn
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Capitulo 3

Transformacoes ortogonais

Neste capitulo iremos considerar as transformcdes lineares que preservam distancias e
angulos, estas sao precisamente as transformacgdes cujas matrizes sdo ortogonais, € sao cha-

madas de transformacoes ortogonais.

Definigao 6. Uma matriz A € ortogonal se sua inversa € igual a sua transposta, em

outras palavras, se At = A~ ou, equivalentemente,
AA' = A'A =1,
onde I é a matriz identidade n X n.

Definicao 7. Uma transformacao linear € ortogonal se sua matriz € ortogonal.

Teorema 2. Uma matriz é ortogonal se e somente se suas colunas formam uma base

ortonormal de R™.

Demonstracao. Seja A = a;; uma matriz quadrada de ordem n cujas colunas sao dadas

por X; = Ale;], i=1,...n, onde os X; sdo matrizes n x 1. Escrevemos

11 Q21 ... Qin a1 (3p) Q1n

Q21 Q22 ... d2n a21 Q22 Q2n
A= € X1 = ,XQ = s Xn =

A1p  Q2n Apn an1 an? Ann

as colunas de A, portanto



Temos que as transpostas X{, X¢ ..., X! sdo matrizes linha 1 X n. Se representarmos

a matriz A' por suas linhas, entao ela tem a forma

X

4 |

Xt

Calculamos o produto A’A usando esta notacao:

Xt XiX; XiX, .. XIX,

XiXy XiX, .. XIX,

AA = [Xl&.”& =

n n

Xt XX, XX, .. XX,

Seja T' a transformagao linear com matriz A. Temos

XiX; = (Alei]) Alej] = [T(e)]'[T(e;)] = (T(e:), T(ey))-

]

A matriz A é ortogonal se e somente se a matriz A’A é igual & matriz identidade.
Dizer que as entradas da diagonal sao iguais a 1 equivale a dizer que o produto interno de
cada vetor T'(e;) consigo mesmo ¢ igual a 1. Como (T'(¢;), T'(e;)) = ||T(e;)||?, isto equivale
a dizer que eles tém comprimento 1. Todas as entradas fora da diagonal sao nulas se e
somente se (T'(e;), T(e;)) = 0 quando i # j. Logo, a matriz A ¢ ortogonal se, e somente

se, os vetores T'(e;), ..., T'(e,) sdo ortogonais e tém comprimento 1, formando, assim, uma

base ortonormal de R™. O]
L2 2
2 3 3

Exemplo 6. A matriz A = % —g % ¢ ortogonal, pois os vetores coluna v, =
2 1 _2
3 3 3

12 2 (2 21 (21 2 ;
(5,5:3), v2=1(35,—33) € v3= (353, —3) damatriz A formam uma base ortonormal.

Teorema 3. Uma transformacao linear preserva distancia e angulos se e somente se sua

matriz € ortogonal.

Demonstrac¢ao. Seja T uma transformagao linear com matriz ortogonal A. De acordo
com o Teorema 2 os vetores coluna da matriz A formam uma base ortonormal. Por-
tanto, seus comprimentos sao preservados, assim como os angulos entre eles. Uma trans-

formagao preserva distancia e angulos se, e somente se, preserva produto interno, ou seja,
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se (T'(v),T(w)) = (u,w) para todo u,w. Sejam v, w dois vetores . Obeserve que seu

produto interno é preservado se A é ortogonal:

(T(v),T(w)) = (AP])(Alw])
= ([v]"A")(Afuw])
= (A" A)[w]

Por outro lado, se T preserva distancia e angulos. Suponha que A*A = (b;;). Seja

v=e¢; e w=e;. Temos que [T'(v)] = Afv] e [T(w)] = Aw]. Entao
(T(v), T(w)) = ([v] (A" A))[w] = (bi1, ., bin)[w] = bij.

Mais ainda [v]‘[w] = §;;, onde

Logo, A'A=1. O

Teorema 4. Os movimentos que preservam distancias e angulos em R™ sao composi¢oes
de translagoes e transformagoes ortogonais. (Tais movimentos sio chamados de isome-

trias de R™.)

Demonstracao. Considere um movimento F': R® — R" que preserva distancias e angulos.
Seja FI(0) = @ e seja T a translagdo T'(V) = v — Q. Entao, T(Q) = 0 e, portanto,
ToF(0) =0. Seja G = T o F. Esta é uma transformagdo que preserva distancias e
angulos e que tem um ponto fixo na origem. Se G preserva distancias e angulos, ela
deve ser linear, e pelo Teorema 3 ela deve ser uma transformacao ortogonal. Também
temos que ' =T"1 o G. Como T~! é também uma translacao, estd mostrado que F é a

composi¢ao de uma transformacao ortogonal e de uma translacao. O
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3.1 Propridades das matrizes ortogonais

Seja T : R® — R? uma transformac3o cuja matriz é:

Wi Wi N
w
Wi wWIN

W=
|
[SN ] )

Olhando para a matriz, é dificil visualizar a acio de T em R®. Sabemos apenas que é
ortogonal e que, portanto, preserva angulos e distancias. Uma ferramenta extremamente (til
para explorar o comportamento de 71" é a técnica da diagonalizacao.

Quando diagonalizamos uma matriz, estamos na verdade mudando o sistema de coorde-
nadas da transformacdo linear. Ndés nos posicionamos em um sistema de coordenadas para
qual os coeficientes da transformacao linear sdo extremamente simples e 0 comportamento da

transformacao é facilmente entendido.

Definigao 8. Seja T : R" — R"™ uma transformacao linear com matriz A. Um nimero
A € C € um autovalor de T se existe um vetor nao nulo v € C" tal que T(v) = lv.

Qualquer vetor v com esta propriedade é chamado de autovetor do autovalor .
Observacoes:

1. No contexto de transformacgdes ortogonais é essencial olhar para autovalores complexos.
De fato, quando temos um autovetor real v de um autovalor real ndo nulo A, o conjunto
E dos miiltiplos de v forma um subespaco de dimensdo 1 (uma reta) de R" que é
invariante por T', portanto, satisfazendo T'(F) = E. Consideremos uma rota¢do em R?,
existird uma linha invariante, se a rotacdo for de km. Logo, os autovalores associados

sao complexos.

2. Como calcular T'(v) se v € C"? A base candnica (2.3) é também uma base de C". De
forma que a defini¢do [T'(v)] = A[v] faz sentido, dando que 7'(v) é um vetor de C™

cujas coordenadas na base candnica sdo dadas por Afv].

3. Considere em R3 uma rotacdo ao redor de um eixo: é uma transformacdo ortogonal
cujo eixo de rotacdo é uma reta invariante. Assim, encontraremos este eixo quando
diagonalizarmos a transformacao.

Teorema 5. Seja T : R" — R™ uma transformacao linear com matriz A.
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1. O conjunto de autovetores do autovalor A é um subespaco vetorial de R™, chamado

autoespaco do autovalor \.

2. Os autovalores sdo as raizes do polinomio
P(X\) = det(A— \I),
de grau n. O polinomio P(\) é chamado de polinomio caracteristico de T (ou de

A).

3. Sejav € R"—{0}. Entdo v é um autovetor de \ se, e somente se, [v] € uma solu¢do

do sistema linear homogéneo:
(A—M)[v] =0.

Demonstracao. Seja X C R™ o conjunto dos autovetores do autovalor A € C. Dados
u,v € E, entdao T'(u) = A e T(v) = Av. Para que E seja um subespago iremos verificar

as seguintes propriedades.

i) 0 € E.De fato, pois 3\ € C, tal que T'(0) = AO.

ii) Se u,v € F entao u,v € E entdo u+ v € E. Com efeito temos,
Tu+v)=T(u)+T(v) = Au+ Av = ANu + v).

iii) Se u € E, entdo para todo a € R, au € E, verificamos isso facilmente como segue

abaixo:
T(au) = aT(u) = au = Aau.

Da definigao 8, temos

a1 Q12 N AR T il
o1 Q29 Ao, T2 )
T(v) = Alv] = =A
Ap1 QAp2 ... Qpp Tn Tn
e assim ~ o _
aipr — A a19 A1n T
a921 a9 — Ao Aon )
=0,
Gn1 G2 e Qg — A Tn
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vemos que a matriz do lado direito é igual a A — AI.

ayp — A Q12
21 aze — A
an1 an2

Q1n

A2n

Ann — A

a1

Q21

Qp1

(3P

a22

Ap2

De fato

QA1p 10

Qap, 01
S

Ann, 0 0

Obtemos assim o sistema (A —AI)[v] = 0. Sabemos que é necessario que det(A—\I) =

0 para que o sistema tenha solugao nao v # 0. Calculando-se o determinante vamos obter

uma equagao polinomial em A:

Concluimos assim que A é uma raiz do polinomio

det(A — M) = (—=1)"\" + e A"+ . +cp.

p(A) = det(A — XI).

As raizes (reais ou complexas) da equagao P(A) = 0 s@o os autovalores de A. Para

obtermos os autovalores de uma matriz A calculamos seu polinomio caracteristico p(\)

det(A — M) e em seguida encontramos suas raizes. As raizes A, Ay, ..., A, do polinémio

caracteristico sao os autovalores da matriz A. Para obter os autovetores da matriz A

resolvemos em seguida os sistemas homogéneos,

(A—=X\IT)

T

T2

In

0, (A=)

X

X2

Tn

0,

(A=)

X1

T2

Tn

Temos no maximo n sistemas para resolver ja que pode ocorrer de termos autovalores

de multiplicidade maior do que 1.

Exemplo 7. Seja T uma transformacgao ortogonal com matriz A =

WIN W N

diagonalizar A comecamos calculando seu polinomio caracteristico

P(\) = det(\ — A) =

A—1
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Temos

PA)=XN+X-A-1=A+1>2*N-1).

Portanto, a matriz tem dois autovalores Ay =1 e Ay = —1.

Autovetores de +1: Para encontrd-los, precisamos resolver o sistema (A—1)[v] =0

T
com [v] = |z5|, ou seja,
Zs3
2 2 2 2 2 2
3 3 3 1 31'1 + 31‘2 + 31'3
2 5 1 — | 2, _>s 1 _
3 3 3 Z2 301 — 372 + 323 0.
2 1 _5 2 1, _ 5
3 3 3 x3 301+ 322 — 323
Dai teremos o sistema,
2y 42,4 2 =0 W = () = =9
3.%'1 3$2 3£C3 = T T3 = 1 — 2X3
2, By 41 -0 = R —
Exl gZ‘Q §$3 = T2 T3 =
2 1 5
ST+ 3% — 53X = 0 Ty = I3

Todas as solugoes sao miltiplos do autovetor vy = (2,1,1).

X1
Autovetores de -1: Estes sao solugoes do sistema (A+ I)[v] =0 com [v] = |z5],
T3
1sto €,
555 | | ™
(A+Dpl=12 11 xe | =0
533 [m

Resolvendo o sistema, temos:
$1+ZE2+1’3:O:>21'1+ZE2+I'3:0.

Assim o conjunto solugdo descreve um plano, gerado pelos vetores vy = (1,—2,0) e v3 =
(1,0,-2).
Para termos uma base ortonormal, substituiremos vs por um vetor vy = (,y,z) que

¢ perpendicular a v mas ainda esta no plano gerado pelos dois vetores. Portanto, este
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deve satisfazer 2x +y + z = 0 para ser um autovetor de —1, e precisa ser perpendicular

a va, ou seja, (v2,v4) = ((1,—-2,0),(x,y,2)) =0 = 2 — 2y = 0. Resolvendo o sistema

2r+y+2=0
, obtemos vy = (—2,—1,5).

T — 2y

Para obtermos uma base ortonormal, normalizamos cada vetor dividindo-o por seu

comprimento. Isto nos leva a base ortonormal

b= {“’1 - (%%%) S (%‘%0 e (‘m"m’ m”

Nesta base a matriz da transformacao T € dada por

1 0 0
Tlp= |0 -1 0
0 0 -1
Geometricamente, temos que T'(wy) = wy, T(wg) = —we e T(ws) = —ws. Vemos

que esta transformacgao consiste numa reflezao pelo eixo wy; equivalentemente, ela pode
ser wvista como uma rotacao de angulo m ao redor do eixo wy. Vemos agora como a

diagonalizacdo permite-nos “entender”a transformacao.

O préximo exemplo nos mostra que os autovalores de uma transformagdo ortogonal nio

s30 necessariamente reais.

0 —1 0
Exemplo 8. Seja B= |1 0 0| a matriz da transformacgao ortogonal T'. Ela repre-
0 0 1

senta a rotagao 5 ao redor do eiro z isto pode ser verificado olhando-se para as imagens

dos trés vetores da base canonica:

0 -1 0 1 0
T(er)=DBled=1]1 0 0 0|l=111.

0 0 1 0 0

0 -1 0 0 —1
T(es) =Blea) =1 0 0 1{=1]0 |,

0 0 1 0 0
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0 —1 0 0 0
T(es)=Blesl=11 0 0 0l=10
0 0 1 1 1

Observe que o vetor ez permanece fizo, enquanto que os dois vetores ey e es sao, ambos,

rotacionados pelo dngulo 5 no plano (x,y). O polinomio caracteristico de B ¢é
det(\ — B) = (A2 +1)(\ = 1)

que tem raizes 1,1 e — 1. Os dois autovalores complexos i e — i sdo conjugados

entre si e ambos tém maodulo 1.

Proposicao 3. O determinante de uma matrizn X n € o produto de seus autovalores.
Proposicao 4. Seja A uma matrizn x n. Temos que det Al = detA.

Proposicao 5. Sejam A e B duas matrizes n X n. Entdo, detAB = detA.detB.
Teorema 6. Uma matriz ortogonal sempre tem determinante +1 ou -1.

Demonstracao. Pelas proposi¢oes anteriores temos
detAA" = detA.det A" = (detA)*.

Assim , AA! = I implica (detA)? = 1, donde obtemos detA = +1. O

De acordo com o Teorema 6, temos dois casos para uma matriz ortogonal:
det = 1: Nesse caso tranformac3do ortogonal corresponde ao movimento de um sélido com
um ponto fixo.
det = -1: Aqui, a transformacdo "inverte a orientacdo”. Um exemplo deste tipo de trans-
formac3o é a reflexdo por um plano.

Antes do préximo resultado iremos revisar alguns conceitos sobre niimeros complexos.

1. O conjugado de um nimero complexo z = a + ib é o nimero complexo z = a — ib.

Além disso, é facil verificar que se z; e 2z, sdo nimeros complexos,

21+ 29 = 21 + 2o,

2129 = 2129.
2. z éreal se e somente se z = Z
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3. O médulo de um nimero complexo z = a +ib é |z| = Va? + b2 = /2Z.

Proposigao 6. Se A é uma matriz real e se A = a+1ib com b # 0 é um autovalor complexo

de A com autovetor v, A = a — b € também um autovalor de A com autovetor v.

Demonstrag¢ao. Seja v um autovetor de um autovalor complexo A. Temos que A[v] = Afv].
Tomando o conjugado esta expressao, obtemos m = Mo]. Como A é real, temos que
A = A. Isto implica

Alv] = Al],

o que implica mostrar que A é um autovalor de A com autovetor [v]. O

O principal resultado que queremos obter é que qualquer matriz A ortogonal 3 x 3 com
detA = 1 corresponde a uma rotacdo por algum angulo em torno de algum eixo. Logo abaixo
iremos enunciar e provar esse resultado para as matrizes 2 x 2. Em seguida desenvolver a

teoria necessdria para construir esse mesmo resultado para matrizes 3 x 3.

Proposicao 7. Se A € uma matriz ortogonal 2 x 2 com detA = 1, temos que A € a matriz

rotagao por um angulo 6,

cosf —senf

senf  cosd
para algum 6 € [0,27]. Os autovalores sao A\ = a — ib, com a = cosf e b = senf. Sao
ambos reais se e somente se @ =0 ou 0 = w. No caso em que =0, obtemosa =1,b =0,

e A € a matriz de rotagao pelo angulo w(também chamada de reflexdo pela origem).

a
Demonstracao. Seja A = . Como cada vetor coluna tem comprimento 1, temos

b d

que a® + b> = 1, o que nos permite ter a = cos e b = sen. Como os dois vetores sao

ortogonais, tem-se que

((a,b),(c,d)) =0 < ac+bd=0

& ccosO +dsenf =0

Portanto,

¢c= —Csenf

d=Ccosf
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para algum C' € R. Como a segunda coluna é um vetor de comprimento 1, entdo ¢ +d? =
1, o que implica C? = 1 ou C' = +1. Finalmente, como detA = C, devemos ter C' = 1.
O polinoémio caracteristico desta matriz é det(A\] — A) = A\? — 2a\ + 1, o qual tem raizes

a ++va? — 1. Segue o resultado, ja que

+va?—1==+vVcos?0 — 1 =4+/—(1 —cos? ) = tisenb.

Lema 1. Todos os autovalores reais de uma matriz ortogonal A sao iguais a £1.

Demonstracao. Seja A um autovalor real e seja v um autovetor correspondente. Seja 1" a
transformagao ortogonal com matriz A. Logo (T'(v), T(v)) = (Av, \v) = A*(v,v). Assim,

A2 =1. [l

Proposicao 8. Se A € uma matriz ortogonal 3 X 3 com detA =1, temos que 1 € sempre

um autovalor de A. Além disso, todos os autovalores compleros X\ = a+ib tém mddulo 1.

Demonstra¢ao. O polindémio caracteristico de A, det(A\ — A), tem grau 3. Portanto,
tem sempre uma raiz real \; que s6 pode ser 1 ou -1 pela Lema 1. Os outros dois
autovalores Ay e A3 sao ou ambos reais ou complexos conjugados. O determinante de A
é o produto dos seus autovalores, de forma que A\;\aA3 = 1. Se Ay e A3 sdo reais, temos
que A, A2, A3 € {—1,1}. Para seu produto ser 1, devemos ter ou todos os trés iguais
a 1, ou dois deles serem -1, e o outro 1. Assim pelo menos um autovalor é igual a 1.
Se Ay e A3 sao complexos conjugados, temos que Ay = a + tb e A\3 = a — ib, temos que

)\2)\3 = |/\2|2 =a? + b?. Como 1 = )\1)\2/\3 > O, /\1 =lea® + b? = 1. ]

Teorema 7. Se A é uma matriz ortogonal 3 X 3 com detA =1, A € a matriz de rotacdo
T por algum angulo 0 ao redor de algum eizo. Se A nao € matriz identidade, o eizo de

rotacao corresponde ao eixo de rotacao associado ao autovetor +1.

Demonstragao. Seja v; um autovetor unitario do autovalor 1. Considere o espago ortogo-
nal a vy:

E ={W e R*/{v;,w) = 0}

o qual é um subespaco de dimensao 2. Seja T" uma transfomacao ortogonal com matriz

A. Como T preserva produtos escalares e T'(v1) = vy, se w € E, T(w) € E, dado que
(T'(w),T(v1)) = (T(w),v1) = (w,v1) = 0.
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Considere a restrigdo T de T' a E. Seja a = {v9,v3} uma base ortonormal de F e

considere a matriz B de T na base a. Se

B— b22 b23

bsa b33
isto significa que
T(va) = bagvy + b3ovs
T (vs) = bagve + bssvs .
Como Tg preserva produtos escalares, temos que B é necessariamente uma matriz
ortogonal. Agora, considere a matriz [T], da transformagao 7' expressa na base a =

{v1, v9,v3} uma base ortonormal de Rj.

1 0 0
Tla= 1|0 B
0

O determinante desta matriz é igual a detB. Logo, detB = detA = 1. Pela Proposicao

8 temos que B é uma matriz de rotacao, entao temos

1 0 0
[T)a= |0 cosf® —sené

0 senf cosf

Esta matriz nos diz que todos os vetores no plano E sofrem uma rotacao pelo angulo
6. Se decompormos o vetor v como v = Cv; +w com w € E, entdo T'(v) = Cvy + T(w),
onde Tg corresponde a rotacao pelo # no plano E. Isto corresponde a rotagao pelo angulo

f ao redor do eixo descrito por v;. O

Seja A uma matriz ortogonal 3 x 3 com detA = 1 e com trés autovalores reais. Entdo, ou
A é a matriz identidade com autovalores 1 ou A tem trés autovalores 1, —1, —1. Neste dltimo
caso, A corresponde a reflexdo pelo eixo gerado pelo autovetor associado com o autovalor
+1. Esta rotacao pode ser visualizada também como uma rotacado pelo angulo 7 ao redor do
mesmo eixo.

Na tabela a seguir, apresentamos as rotacdes em R? cujos eixos de rotacio sdo os eixos

coordenados.
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Operador Matriz [T],

1 0 0
Rotacdo anti-horaria em | |0 cosf —senf

torno do eixo Ox por um 0 senf cosé

angulo 6

I cosf 0 sen 9_
Rotacdo anti-hordria em 0 1 0
torno do eixo Oy por um —senf 0 cos6
angulo 6 ) )

cos —senf 0
Rotacdo anti-horaria em | |senf cos@ 0

torno do eixo Oz pr um 0 0 1

angulo 6

Uma matriz ortogonal A com detA = 1 é uma matriz de rotacdo. Como podemos calcular

o angulo de rotagcdo? Para isto iremos definir o traco de uma matriz.

Definicao 9. Seja A = (a;;) uma matrizn x n. O traco de A é a soma dos elementos

ao longo de sua diagonal principal

tT’(A):(IH—i‘...—FCLTm

1 3 5
Exemplo 9. Seja A= |0 2 —1|, temos que otr(A) =1+2+2=05.

5 0 2

Teorema 8. O traco de uma matriz é igual a soma de seus autovetores.

Proposicao 9. Seja T : R? — R3 uma rotacao com matriz A. O angulo de rotagdo 0 €

tal que
tr(A) —1
—

cosf =
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Definicao 10. O produto vetorial de dois vetores v = (x1,1121) € w = (Ta,Y2,22) € 0

vetor v A w dado por

(] T1 =1 T1 Y1
VAW = , — ,

Yo 22 T 22 T2 Y2

Com os resultados e definicdes ja vistas até agora podemos fazer uma andlise das Trans-
formacées ortogonais em R3 a nossa principal ferramenta no estudo da cinematica de robds.

Seja T uma transformac3o ortogonal em R® e A a matriz da transformacdo T'. Se detA =
1, temos que 1 é um dos autovalores de A e que a transformagdo é uma rotagdo. Se detA =
—1, temos que -1 é um autovalor e que a transformacdo pode ser descrita como a composicao
de uma reflexdo por um plano passando pela origem com uma rotacdo ao redor da reta
passando pela origem e perpendicular ao plano. Uma transformacdo ortogonal em R?® com
determinante -1 ndo pode ser um movimento de um sélido no espaco. Para determinar o eixo
de rotacao, encontramos o autovetor v; associado com o autovalor 1.

Calculamos o angulo de rotacao usando a Proposicao 9. Ha duas solucdes possiveis, ja que
cos 0 = cos(—0). Nao podemos decidir entre os dois sem fazer um teste. Para isto escolhemos
um vetor w ortogonal a v; e calculamos T'(w). Entdo, calculamos w A T'(w) = Cvy, onde

|C| = |senf|. O angulo 6 é o que satisfaz C' = sen 6.

Temos agora todos os elementos necessarios para definir e descrever os possiveis movi-

mentos de um sdélido no espaco.

Definicao 11. Uma transformacao F é um movimento de um solido no espaco, se F
preserva distancias e angulos, e se, para todos os conjuntos de wvetores, com a mesma
origem P, que formam uma base ortonormal vi,vs,v3 de R® com vs = vy A va, tivemos
que F(v1), F(vs), F(v3) também € base ortonormal de R com origem em F(P), tal que

F(vs) = F(v1) A F(vg), ou seja, preserva orientagdo [1].

Teorema 9. Todo movimento de um sélido no espaco € a composicao de uma translagao

e uma rotacao ao redor de algum eixo.

Demonstracao. Seja F uma transformacao em R? que descreve o movimento de um sélido.

Ela preserva angulos e distancias. Considere um ponto do sélido na posi¢ao inicial Py =
.~ , ~ . =7

(20, Yo, 20) € uma posicao final P, = (z1,y1, 21) apds a transformacdo. Seja v = PyP; e

seja G a operagao de translagao por v. Seja T'= F o G~'. Entao, T(P,) = F(P, —v) =
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F(Py) = P;. Logo, P, é um ponto fixo de T. Como T preserva distancias e angulos e
tem um ponto fixo, é linear. Consequentemete, uma transformagao ortogonal com matriz
A. Mas vimos que se detA = —1, A nao poderia ser uma transformacao de um sdélido.

Portanto, detA = 1, e desta forma 7' é uma rotacao. O

3.2 Mudanca de base

Utilizar diversas bases para um espaco vetorial nos dar a possibilidade de olhar para um
problema de forma mais simples.

Anteriormente vimos como diagonalizacao permite-nos entender a estrutura de uma trans-
formacao linear.

Como a nogdo de base é a generalizacdo para espacos vetoriais arbitrdrios da nogdo de
sistemas de coordenadas em R? e R?, mudar de base é andlogo a mudar de eixos coordenados

em R? ou R3. A teoria dessa secdo pode ser encontrada em [1], [4] e [2].

Dado um espaco vetorial V' arbitrdrio de dimensao finita e duas bases o e 3 de V', podemos
obter uma relagdo entre as matrizes [v], e [v]s de um vetor v € V, usando para isto, a matriz

de mudanca de base P, onde

As colunas de P sao as coordenadas dos vetores de « escritos na base 3. No caso em que
as duas bases sao ortonormais, temos que P é ortogonal.

Se () é a matriz mudanca de base de 3 para «, segue que Q = P~!. As colunas de Q
sao as coordenadas dos vetores de 3 escritos na base a. No caso em que as duas bases sdo

ortonormais, temos que, Q = P! e, portanto as colunas de @ s3o as linhas de P.

Seja A uma matriz descrevendo a transformagdo 7' na base 3, denotada por A = [T']s.

As coordenadas de T'(v) na base [ sdo determinadas por

[T(v)]s = Alvlg = [T]s[v]s-

Como no caso de base candnica, as colunas de A s3o dadas pelos vetores coordenadas na

base § das imagens dos vetores em [3 sob a transformacgdo 7.
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Teorema 10. Seja T uma transformacao linear e seja v e 3 duas bases de R Seja P a

matriz mudanca de base de o para 3. Entao,
[T)s = P[T] P
Demonstracdao. Seja v um vetor. Temos que

[T(v)]s = [T][v]s-

Também temos que

Entao

[T)5.[vls = P[T]oP~".Jv]g = [T]s = P[T]oP".

O

Exemplo 10. Considerando a base candnica o de R? e a outra base = {(1,1),(1,2)},

temos que

ar b
)

as by

onde ay,as, by, by sao numeros reais satisfazendo o sistema de equagoes

Seja agora v = (x,y) em R?, se



entao

0 que garante que

x,:2x—y e

2 —1| |«
1 1| |y]]
y =—ax+y

sao as coordenadas de v na base 3. Ou seja,

(iL‘,y) = (21‘ - y)(lv 1) + (—$ + y)(la 2)'

A Figura 3.1 ilustra como a determinagdo do par (2,3) em R? depende da base com a qual

estamos trabalhando.

(0,1)

.I *
(10) 2(1,0)

(2.3)=2(1,013(0,1)

Figura 3.1
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Capitulo 4

Movimento de robos

Neste capitulo iremos tracar o esquema de um braco robédtico e os referenciais necessarios
para calcular a posicao do final do seu punho. No referencial apropriado, iremos descrever os
seis movimentos de rotacao correspondente aos seis graus de liberdade do braco robético. Na

Secao 4.3 iremos resolver a questdo 16 localizada no capitulo 3 do livro ” Matematica e

Atualidades”[1].

4.1 Esquema de um braco robdtico

Considere o robd tridimensional na figura 4.1. Ele consiste em trés juntas articuladas e uma
garra. Na figura temos indicadas seis rotacdes que o robo pode efetuar, numeradas de 1 a 6.
O robo esta preso a uma parede, com o primeiro segmento perpendicular a ela. Este segmento
nao é fixo, podendo rotacionar, no entanto, ao redor de seu eixo central, como mostrado
pelo movimento 1. No final do primeiro segmento, existe um segundo segmento. A junta
entre os dois segmentos é similar a um joelho, por seu movimento estar restrito a um plano
(como mostrado para o movimento 2). Se combinarmos esta rota¢do permitida com aquela do
movimento 1, vemos que o plano rotacional de 2 gira em torno do primeiro segmento. Assim,
a composicao destas duas rotacdes permite-nos posicionar o segundo segmento em qualquer
direcdo possivel. Agora, considere o terceiro segmento. A rotacdo 3 permite o segmento
direcionar-se num plano (como a rotagdo 2), enquanto que a rotagdo 4 permite ao segmento
rotacionar em torno de seu eixo. Este segmento pode ser comparado a um ombro, podemos
levantar nosso braco (equivalente a rotagdo 3) e podemos girar nosso brago em torno de seu

eixo (equivalente a rotagdo 4).(Na realidade, um ombro ndo estd restrito a levantar nosso
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braco ao longo de um unico plano, tendo assim outro grau de liberdade comparado a este
segmento, ja que conseguimos gird-lo ao redor de nosso corpo mantendo angulo fixo com a
vertical). Finalmente, hd um garra ligada ao final do terceiro segmento. A garra tem duas
rotacOes associadas: a rotacdo 5 atua num plano e varia o dngulo entre o terceiro segmento
e a garra, e a rotagdo 6 permite a garra girar ao redor de seu eixo [1].

Para um operador usar o robd a fim de agarrar um objeto, posicionar precisamente a garra

é de extrema importancia que este operador especifique:

Figura 4.1: Um rob6 tridimensional com seis graus de liberdade.

1. a posi¢do de P que é identificada pelas trés coordenadas (z,y, z) de P no espaco.

2. a direcdo do eixo da garra. Uma direcao pode ser especificada por um vetor, assim
parece que trés nlimeros seriam necessarios. No entanto, existe um infinito nimeros
de vetores que apontam na mesma direcdo. Portanto, uma maneira mais eficiente de
fornecer uma direc3o seria imaginar um vetor unitdrio na superficie da esfera. O raio
partindo de P passando por () especifica uma (nica diregdo. Se tomarmos uma direcdo,
isto é, um raio emanado de P, isto intersectard a esfera em exatamente um ponto.
Especificar um ponto na esfera é, portanto, suficiente para identificar unicamente uma

direcdo. Isto pode ser feito de forma mais eficiente com coordenadas esféricas.

Os pontos na esfera de raio 1 sdo
(a,b,c) = (cos b cos ¢, send cos ¢, seng),

com § € [0,27) e ¢ € [-7,5]. Desta forma, os dois niimeros 6 e ¢ sao suficientes para

descrever as diregOes da garra. (Figura 4.2)
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Figura 4.2: Coordenadas esféricas.

3. A garra pode posicionar-se ao redor do seu eixo por uma rotacdo, o angulo é especificado

com um Unico paramétro .

No total sdo requeridos seis nimeros (z,y, 2,0, ¢, ) para se especificar a posicdo e a
orientacdo da garra. Dizemos que o robd possui seis graus de liberdade. As rotagdes 1, 2 e
3 sdo usadas para posicionar P na posicdo desejada (z,y,z). As rotacdes 4 e 5 sdo usadas
para orientar corretamente o eixo da garra, e a rotacao 6 gira a garra no angulo desejado ao
redor de seu eixo. Estes seis movimentos correspondem aos seis graus de liberdade.

A garra é um exemplo do que é chamado um sélido em R3, e j& vimos que sempre s3o
requeridos seis nimeros para especificar a posicdo de um sélido no espaco.

Seis graus de liberdade, ou seja, seis movimentos independentes s3o necessarios para que o
rob6 alcance qualquer posicao possivel com qualquer orientacdo possivel. Portanto seis graus
de liberdade sdo também requeridos para o sistema de controle que manipula o robd.

Podemos construir um rob6 com mais de seis graus de liberdade acrescentando segmentos
adicionais e até instald-lo num trilho. Isto ird possivelmente aumentar o tamanho e alterar o
formato da regido que pode ser alcancada, mas n3o mudara sua dimensdo. Isso lhe dard mais
flexibilidade permitindo que desvie de obstaculos.

Por outro lado, poderiamos pensar em construir um robd com apenas cinco graus de
liberdade. Haverda somente um pequeno conjunto de posicoes alcancdveis se comparado com
uma maioria devastadora de posicbes ndo alcancaveis.

O rob6 da Figura 4.1 usa apenas rotacles para se mover. Podemos ao construir um
robd usar movimentos de translagdes por um trilho ou bragos telescépicos (segmentos cujos

comprimentos podem ser alterados).
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Descrever os movimentos de um robd é o mesmo que descrever a movimentacao de um
sélido em R3. J4 vimos que tais movimentos sdo composicdes de rotacdes e translacdes. Em
geral, rotacoes distintas terdo eixos rotacionais distintos.

Se escolhermos um sistema de coordenadas cuja origem estd sobre um eixo de rotagdo
entdo a rotacdo é uma transformacdo linear. Sua matriz é mais simples se o eixo de rotacdo
€ um dos eixos coordenados.

Como os eixos rotacionais sao distintos, devemos considerar mudancas de sistemas de
coordenadas, tais aplicacbes nos permite calcular as coordenadas do mesmo ponto em um
novo sistema de coordenadas. Considerando nosso rob6 da Figura 4.1, estas transformacoes
irdo nos permitir calcular a posi¢do final da garra apds aplicar as rotagdes R;(6;) pelos angulos

0;, parai € {1,2,3,4,5,6}[1].

4.2 Calculo de referenciais para um robo

Para calcular a posicdo de um corpo rigido no espaco tridimensional, associamos a ele um
referencial fixado nele. Em um robd esses referenciais serdo fixados nas suas juntas. Qualquer

ponto do corpo rigido possuird coordenadas invariantes no seu referencial associado.

Definicao 12. Um referencial no espaco consiste em um ponto P € R3, chamado de

origem, e uma base B = {vy, vy, v3} de R3.

Para calcular um referencial devemos definir um sistema de coordenadas centrado no ponto
P cujos eixos sao orientados de acordo com a base B. As unidades do sistema de coordenadas
usuais sdo escolhidas de forma que os vetores v; sejam os vetores unitérios v; = (1,0,0),ve =
(0,1,0) e v3 = (0,0, 1) quando expressos neste sistema de coordenadas.

Considere o rob6 da figura 4.1, que reproduzimos esquematicamente na figura 4.3 a se-
guir, e apds rotagles na figura 4.4. Especificamos sete referenciais Ry, ..., Rg, centrados em
Py, ..., Ps respectivamente. Cada referencial estd associado com um conjunto de eixos x;, y; €
z; para i = 0, ..., 6, as direcoes dadas pelas bases By, ..., Bg. O referencial R; é centrado em
P; (figuras 4.3 e 4.4). Quando o robd estd recolhido na sua posigdo base, todos os referenciais
tém eixos paralelos (figura 4.3). Os préprios referenciais irdo se mover quando o robd se move.
De fato, como o mover de uma junta afeta todas as préximas juntas ao longo do braco, o re-
ferencial R; depende de qualquer movimento das juntas 1, ..., 7 e independe daqueles aplicados

nas juntas 2+ 1, ..., 6.
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Figura 4.3: Os referencias distintos do rob6 da Figura 4.1.

Descreveremos a sequéncia de movimentos aplicados ao robé que o colocard na posicao

da Figura 4.4.

1.

Figura 4.4: Os referénciais apés as rotacdes das juntas 2, 3, 5 e 6.

O primeiro movimento consiste na rota¢do 7 de angulo #; ao redor do eixo yy. No
referencial Ry, isto é uma transformacao linear, pela origem permanecer fixa. Na base

By ela é descrita pela matriz

cosf; 0 —senb,
Ar=1 0 1 0

senf; 0 cosb,

O segundo referencial R; é alterado por este movimento, obtido ao se aplicar 77 em Rj.

A base By é dada pela imagem de By por T.
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O segundo movimento é uma rotacdo 75 de angulo 6, ao redor do eixo x5, descrita pela

matriz
1 0 0

Ay = [0 cosfy —senb,

0 senfy cosby

O terceiro movimento é por exemplo, uma rotacdo 75 de angulo 63 ao redor do eixo x3,

descrita pela matriz
1 0 0

As = |0 cosf; —senbs
0 senfs cosbs
Dependendo da rotacdo aplicada na rotacdo 77, o terceiro movimento serd uma rotacao

aplicada ao redor de x3 ou z3.

O quarto movimento é uma rotacao T de angulo 64 ao redor do eixo y, dada pela

matriz
cosfy 0 —senb,

Ay = 0 1 0

senf; 0 cosby

O quinto movimento consiste na rotacdo 75 por um angulo 05 ao redor do eixo s,

descrita pela matriz
1 0 0

As = |0 cosf; —senbs

0 senfs cosbs

O sexto movimento é uma rotacdo Ty de angulo g ao redor do eixo g, dada pela matriz

cosflg 0 —senbg
Asg=1] 0 1 0

senfg 0 cosbg

Vamos calcular a posicao de um ponto do braco robdtico com respeito aos varios referen-
ciais. Para isto, iremos comecar a calcular como os varios eixos sdo modificados quando
passamos de um referencial para o outro. Isto nos permitira encontrar a "operacido” da
base B;.; na base B;. As colunas da matriz A; diao as coordenadas dos vetores da
base B, expressos na base B;. Isto é uma mudanca de base de B, para B;, e a

i+1 " itk _ il rit2 itk
denotaremos M;™". Iremos utilizar sem provar que M;™" = M/ M;77 ... M; ;" .
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Seja ( um ponto no espaco. Encontrar sua posicao no referencial R; significa encontrar

o vetor I% na base B; ou seja, []%]B Sua posicdo no referencial R;_; é dada por
PQls, = [P Plo., + [PQls_, = [P Pls., + M, [PQls,

Esta abordagem sera utilizada para calcular o movimento de cada uma das juntas i =

1,...,6.

Q

Figura 4.5

Determinaremos a posicao e orientacao da extremidade do braco na base B, levando
em conta as rota¢les das juntas 64, ..., 0, respectivamente. Suponha que saibamos a
posicdo Q no referencial Rg, denotado por [PJ;]BG

(a) Seja l5 o comprimento da garra. Entao,

0
F@ P5Pe 1Bs + Fé l5 +M§[PA66]B6

0

(b) Seja Iy o tamanho do terceiro segmento do robd. Temos

PQls, = [PiPls, + PG,

0 0

= | M| || + MEPeG) s,
_0_ 0
_0_ _0

= 1| + M} (15| + MIBDs,
_0_ _O



(c) O referencial R3 tem a mesma origem de Ry: P; = P,. Portanto, o mesmo

referencial R3,

0 0
PoQlo, = MAPQlg, = M} | 14| + M} |15 + MIPeQl,
0 0
0 O-
= M1 | M 1|+ MR,
0 0_

(d) Seja Iy o segundo segmento do robd. Entdo,

BGls, = [PPys, + [PsQ)s,

0 0 0
= |ly| + M |1, | + M|y +M§[@]BB
0 0 0

(e) Seja [; o comprimento do primeiro segmento do robd. Temos

PQls, = [PiPys, + PG,

0 0 0 0
= n| M2 || M|+ M|+ MEPeO] s,
0 0 0 0

(f) E por fim como Py = Py, temos

0 0 0 0
PoQlps = ME {1y | + M2 |1y + M2 {1y | + MG |15 | + ME[PsG) 5,
0 0 0 0

Pondo I3 = 0, podemos rescrever a equagdo (4.1) como

) 0
PoGlp, = S M {1,] + ME[Fsls,
=1 0
Disso, temos
) 0
PoQ s, = MU PGl — S Mi |1,
=1
0
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onde M; é a matriz mudanca de base de B; para Bs. Temos que M} = (M)~ =
(MP). Se necessdrio, podemos calcular [I%]B em fungido de [@]BO

4.3 Braco robdético Canadarm

O Canadarm (Sistema Manipulador Remoto Espacial) é um braco robético anexado
a Estacdo Espacial Internacional. Inicialmente estava fixado na esta¢ido. Passou a ser
montado em trilhos, permitindo que se movesse ao longo da estacdo. Isto facilitava o
trabalho dos astronautas ao montarem novos mdédulos da estacdo espacial ou efetuar
reparos. Foi com o auxilio do Canadarm que a NASA conseguiu reparar no espago o

telescépio espacial Hubble em 1993, vé figura 4.6 [6].

Figura 4.6 Canadarm colocando um satélte em érbita (a esquerda) ou reparando o

telescépio Hubble (a direita).

O Canadarm é um robd com seis graus de liberdade. Semelhante ao brago humano,
consiste em dois segmentos, no final do qual encontra-se um tipo de punho (figura

4.7).

t"\.:
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Figura 4.7 Braco manipulador robético também chamado de Canadarm, que tem 6

graus de liberdade.

O primeiro segmento esta anexado na estacdo, e pode fazer um angulo arbitrario com
o suporte, possibilitando tanto movimentos de inclinacdo (acima e abaixo) quanto de
guinada (de um lado ao outro). A junta entre os dois segmentos tem somente um grau
de liberdade, permitindo somente um movimento para cima e para baixo, semelhante a
um cotovelo. A junta semelhante a um punho tem trés graus de liberdade, permitindo
inclinagdo, guinada e rolamento (rotagdo em torno de seu eixo). O comprimento do

primeiro segmento é [, e do segundo é I3, o comprimento da garra é igual a [5 vé figura
4.8.

Figura 4.8 Esquema do braco manipulador Canadarm.

Na figura 4.9 podemos visualizar os referenciais Ry, Ry, ..., Rg do Canadarm cen-
trados nos pontos Fy, Py, ..., Ps, respectivamente, cujos eixos coordenados sao x;,y; €
zicomi=0,1,...,6 e as bases By, B1, ..., Bg, respectivamente, informam a direcdo

dos eixos. O referencial base Ry de centro Py = (0,0,0) é fixo.

AZO1 Z1 ,22 23
B=F1’;Fz’ R
Vo ¥o¥e
XO! X1 1X2 X3
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Figura 4.9 Os referenciais do manipulador Canadarm.

A seguir iremos descrever os seis movimentos que colocarao o robd da figura 4.8

na posicdo da figura 4.10.

Ye

Xs

Figura 4.10: Os referénciais apds as rotagdes das juntas.

O primeiro movimento é a transformac¢do 77 de angulo 6, ao redor do eixo z;. No
referencial Ry, isto é uma transformacao linear, que desloca lateralmente o braco. Na

base B, ela é descrita pela matriz ortogonal

cosf; senb; 0
Ay = |senf; cosf; 0

0 0 1
A rotacdo T altera o referencial Ry. A base B, é dada pela imagem de B; por T7.

O segundo movimento é a rotacdo T, de dngulo 65 ao redor do eixo x5 que desloca

o braco verticalmente. Na base B ela é descrita pela matriz

1 0 0
Ay = [0 cosfy —senby

0 senfy cosb,

O terceiro movimento é a rotacao T3 de angulo 5 ao redor do eixo x3 descrita pela

matriz
1 0 0

As =10 cosf; —senbs

0 senfl3 cosfs
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O quarto movimento é uma rotacdo 7} de angulo 6, ao redor do eixo z4

cosfy —senb, 0
Ay = |sen, cosl, 0

0 0 1

O quinto movimento é uma rotacdo 75 de angulo 05 ao redor do eixo x5, descrita

pela matriz
1 0 0

As = [0 cosf; —senbs
0 senfs cosOs
O sexto movimento é uma rotacdo Ty de angulo g ao redor do eixo yg descrita pela

matriz
cosflg 0 —senbg

As=1| 0 1 0

senfg 0 cosbg

Iremos calcular a posicdo do final da garra com respeito aos varios referenciais.
Partindo do mesmo principio do robd anterior, usaremos o resultado da Secao 4.2
para determinar a posicdo e orientacdo da extremidade do robd na base em funcdo do

referencial base, levando em conta as rotagdes das vdrias juntas nos angulos 64, . . ., 6.

Seja [@]Bo a posicdo da extremidade da garra no referencial base R,. Fazendo

ly =1, =0, entdo

0
5
PeQls, = MRGs - M |1,
=1
0
0 0 0
= MO[PoQlp, — ME |1y| — M2 |1,| — M2 |1
0 0 0
0 0 0
= (MO [PeBlm, — (MO |1, — (M) 15| — (M) |15,
0 0 0
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onde

ME = M{MEMIM{MIMP = AgAy Ay Az AyAs,
M$ = MZM;M}MP = AyAsAyAs,

MS = MiM;MS = A3A4As,

MS = As.

A rotacdo Ag determina a rotagdo da garra em torno do seu préprio eixo, portanto
nao é responsavel pela posicdo final da garra. Com isso podemos calcular a posicao do

final da garra em funcdo do referencial base apds as rotacdes de angulo 64, ..., 6.

Assim como no Exemplo 7 onde diagonalizamos a matriz da transformacao orto-
gonal com o objetivo de visualizar de uma maneira mais simples o comportamento da
transformac3o. Nesse caso podemos diagonalizar as matrizes Ay, ..., Ag para facilitar

as contas.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Durante este trabalho estudamos uma importante aplicacdo da algebra linear para o
mundo moderno, onde a automacao vem sendo cada vez mais presente nas industrias.
Tal aplicagado possibilita tanto ao aluno de graduagcao como o de ensino médio, perceber

o sentido e a importancia dessa aréa da matematica.

Foram revisados durante o texto a definicao de transformacao linear bem como as
suas propriedades mais relevantes para o estudo da cinemdtica de robos. Com énfase
nas transformagdes ortogonais, ja que elas preservam distancia, angulo e orientacdo que
por sua vez é peca fundamental no estudo da cinematica direta, pois a matriz de rotacao

se trata de uma matriz de uma transformacdo ortogonal como vimos no texto.

Com os robos das Secdo 4.2 e 4.3 resolvemos apenas o problema da cinemética di-
reta, que consiste em determinar a localizacao da garra a partir ds rotacoes e translacoes
estabelecidas. O problema da cinematica direta pode ser resolvido para qualquer robo
manipulador utilizando transformacdes ortogonais, que relacionam a localizacao de um
referencial em relacdo ao referencial anterior na cadeia cinematica. A solucdo do pro-
blema da cinemdtica direta é tnica. Esta solucdo pode ser obtida em forma analitica
fechada ou em forma numérica através de um procedimento sistematico. Nesse trabalho

nos restringimos apenas a solucao analitica.

N3o podemos deixar de ressaltar que resolvemos apenas um dos problemas relacio-
nados a cinematica de robds. Outro problema a se considerar é o da cinematica inversa,
que diz: dada uma posicao final da garra, determinar a sequéncia de movimentos que a

levardo a esta posicao. Resolver esse problema envolve geralmente solucionar sistemas
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de equagdes ndo lineares. Para mais informagdes sobre cinemdtica inversa veja [13].

Com empenho e dedicacao podemos tornar nossas aulas mais significativas para nos-
sos alunos, mostrando que conteliddos como matrizes e determinantes possuem aplicacoes

no mundo moderno.
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