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Resumo

Este trabalho propde atividades de Geometria usando o ambiente 3D do software GeoGe-
bra. A sugestao dessas atividades é fundamentada nas dificuldades do ensino e aprendi-
zagem de Geometria levantados, entre eles os problemas de representagao de entes geomé-
tricos e a dificuldade de validar as propriedades usando demonstragoes. Uma metodologia
proposta é a investigacao Matematica, que mostra como alunos podem se envolver na pro-
ducao do proprio conhecimento, ao gerar conjecturas e tentar justifica-las ou refuta-las. A
primeira atividade consiste na apresentacao dos axiomas da Geometria Euclidiana Espa-
cial e na exploragao das posicoes relativas entre retas e planos no espaco. De acordo com
o relato da aplicacao e a analise de questionarios posteriores a sua realizacao, a atividade
foi aprimorada e se encontra em anexo para impressao. A segunda atividade trata de uma
nova possibilidade em Geometria, a saber, a Geometria nao euclidiana, que é resultado
de um episddio particular da Histéria da Matematica, que envolve muitos matematicos
importantes num periodo de quase dois milénios, levando a sofisticacao da Matematica
que conhecemos hoje e a descoberta de novas possibilidades em Geometria. O contexto
histérico de seu surgimento é retratado. Para fundamentar as atividades foram estudados
propriedades da Geometria Espacial de posicao e propriedades das esferas, que servem de

modelo numa Geometria nao Euclidiana conhecida como Eliptica.

Palavras-chaves: Geometria Espacial, Geometrias nao euclidianas, Ensino de Geome-

tria, Investigacao Matematica, GeoGebra.



Abstract

This work proposes Geometry activities using the 3D environment of the GeoGebra soft-
ware. The suggestion of these activities is based on the known difficulties of teaching and
learning of Geometry, among them the problems of representation of geometric entities
and the difficulty of validating its properties using demonstrations. A proposed metho-
dology is Mathematical Investigation, which shows how students can get involved in the
production of their own knowledge, generating conjectures and trying to justify or refute
them. The first activity consists in the presentation of the axioms of Euclidean Spatial
Geometry and in the exploration of the relative positions between straight lines and pla-
nes in space. According to the report of the application and the analysis of questionnaires
after its implementation, the activity has been improved and is attached for printing. The
second activity deals with a new possibility in Geometry, namely non-Euclidean geometry,
which is the result of a particular episode in the History of Mathematics, which invol-
ves many important mathematicians in a period of almost two millennia, leading to the
sophistication of Mathematics that we know Today and the discovery of new possibilities
in Geometry. The historical context of its emergence is portrayed. In order to support
the activities, the properties of spatial geometry were studied, along with properties of
the spheres, which serves as a model in a non-Euclidean geometry known as Elliptical

Geometry .

Key-words: Spatial Geometry, Non-Euclidean Geometries, Geometry Teaching, Mathe-

matical Investigation, GeoGebra.
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1 Introducao

O presente trabalho consiste na sugestao e relato da aplicacao de duas atividades
para o ensino de Geometria Espacial de Posigao (aquela que envolve propriedades elemen-
tares dos pontos, retas e planos no espago) usando recursos da Janela de Visualizagao 3D
do software GeoGebra. Além disso, tratam-se de uma atividade que visa provocar uma
reflexao do estudante sobre a Matematica como ciéncia pura, exemplificando a construcao
de novos conceitos a partir do sistema axiomético. Buscou-se levar os discentes a concluir
axiomas e propriedades relativas a pontos, retas e planos, bem como escrever sobre as

possiveis posigoes relativas entre esses elementos.

Esta proposta pode ser aplicada nos trés niveis de ensino (Fundamental, Médio
e Superior), e aqui é relatada a aplicacdo da atividade para uma turma do 3° Ano do

Ensino Médio.

Muitas vezes a Geometria é relegada ao final do ano letivo, com seu ensino con-
dicionado ao tempo que restar, se restar. Com isso, uma grande parcela de alunos chega
ao final do Ensino Médio sem ter uma base muito forte em Geometria, levando-o a apre-
sentar dificuldades nos estudos de Geometria Analitica e Espacial proprios desse nivel
de ensino. Também percebe-se que a maioria dos alunos nao conhece de fato o traba-
lho de um matematico, tampouco a Matematica como ciéncia viva, em desenvolvimento.
Visando contribuir para preencher essas lacunas, a atividade apresenta a Geometria Espa-
cial de posicao através da Investigacao Matematica, cuja proposta ¢ mostrar aos alunos o
trabalho de um matematico e como pode ser produzido o conhecimento em Matematica,
além de desenvolver o raciocinio légico. O estudante é estimulado a fazer conjecturas,
dar exemplos, contra-exemplos, generalizacoes e usar da logica matematica para resolver
problemas. Ao fazer conjecturas e registra-las por escrito, é desenvolvida e observada a

escrita matematica dos alunos, permitindo avaliar e aprimorar o ensino desses topicos.

O abandono da Geometria pela escola tem fundamento histérico, segundo a traje-
téria do ensino de Geometria no Brasil tragado por (SANTOS; NACARATO, 2014). Nos
anos 1970 e 1980, sob influéncia do Movimento Matematica Moderna, os contetdos de
Geometria passaram aos capitulos finais e focados principalmente na linguagem, e nao na
compreensao dos conceitos, juntamente da visao de que esses topicos eram irrelevantes
para a formagao do aluno. (SANTOS; NACARATO, 2014) ainda aponta que por ser es-
sencialmente agricola no século XX e por ter uma grande taxa de analfabetismo, o quase
inexistente ensino de Geometria era basicamente utilitarista, limitando-se ao calculo de
areas e de volumes. Muitos professores tiveram suas formagoes iniciais deficientes em

Geometria devido a esses fatos, e reproduziram essas deficiéncias em suas praticas, o que
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acabou caracterizando o ensino de Geometria encontrado hoje. Soma-se a isso a comple-
xidade das relagoes entre retas, pontos e planos no espago em compara¢ao com as mesmas
no plano, agravada pela dificuldade de realizar esses estudos com material concreto.

A importancia da Investigacao Matemaética é reafirmada pelos Pardmetros Curri-

culares Nacionais do Ensino Médio, quando esses destacam que a Matematica nao deve
ter apenas carater formativo e instrumental,

mas também deve ser vista como ciéncia, com suas caracteristicas estru-
turais especificas. E importante que o aluno perceba que as definicoes,
demonstracoes e encadeamentos conceituais e logicos tém a funcao de
construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem
para validar intuicoes e dar sentido as técnicas aplicadas. (BRASIL,
2000, p. 40)

O mesmo texto destaca entre as competéncias e habilidades norteadoras para o
ensino de Matematica, a habilidade de utilizar recursos tecnologicos como instrumentos de
producao e comunicacao e de reconhecer as limitacoes e potencialidades de instrumentos

como a calculadora e o computador.

Espera-se que, assim como os alunos, o professor possa repensar sua pratica a partir
dessa proposta, seja aplicando ou estruturando atividades semelhantes. Dessa forma nao
somente as atividades sdo aprimoradas, mas também o ensino de Geometria Espacial, que
além das dificuldades historicas, também apresenta o grande desafio de fazer a transicao
do plano para o espago. (LIMA et al., 2006) recomenda “evitar apresentar o assunto ja
de forma completamente arrumada para o aluno”, destacando que exemplos provocativos
devem ser empregados para construir a classificacao da posicao relativa de retas e planos

com a participacao dos alunos.

Além desta introducao, o trabalho apresenta no Capitulo 2 o contexto histérico
do surgimento de sistemas axiomaticos e da Geometria como ela é aceita hoje, bem como
a descoberta de geometrias nao euclidianas. O capitulo 3 mostra a fundamentacao ma-
tematica das atividades propostas, ou seja, a Geometria Espacial de posi¢ao, com seus
postulados e alguns resultados sobre a posicao relativas de retas e planos. Ja o capitulo
4 serve como fundamentacao pedagogica das atividades propostas e da necessidade deste
trabalho. O Capitulo 5 trata da atividade de Geometria Espacial realizada, sua proposta,
o relato de aplicagao e os resultados encontrados. O capitulo 6 propde uma atividade so-
bre Geometria Esférica usando o GeoGebra. Apods a Conclusao do trabalho, no Apéndice,
uma versao reformada da primeira atividade encontra-se disponivel para impressao, junto

de uma versao para impressao da atividade de Geometria Esférica.

Em seguida, no Capitulo 2, apresentamos a historia da Geometria e dos funda-
mentos da Matematica, que retrata como a Matematica se tornou a ciéncia dedutiva que

¢é hoje.
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2 A Geometria e a Formulacao Axiomatica

da Matematica

Um capitulo particularmente interessante da Histéria da Matematica é a histéria
do surgimento da formulac¢ao axiomatica da Geometria. Essa formula¢ao desencadeou um
processo de mais de dois milénios em que foram aperfeicoadas a Matemaética, a ciéncia e a
propria interpretagao do mundo que rodeia os homens, culminando no surgimento de ge-
ometrias muito diferentes da de Fuclides. Varios matematicos de renome protagonizaram
esse capitulo partindo do grego FEuclides no século IIT a.C. até Riemman no século XIX.
Para reconstruir essa trajetoria, sera inicialmente analisado o maior trabalho de Euclides,

os FElementos e seu impacto no mundo cientifico.

A partir de Tales de Mileto no século VI a.C., a matematica grega apoiou-se num
sistema em que cada proposicao é demonstrada a partir de proposi¢oes anteriores, essas,
a partir de outras, e assim sucessivamente. No entanto, os gregos repararam que esse
processo nao podia seguir infinitamente: eram necessarios assumir algumas proposicoes
como verdadeiras para que a partir delas pudessem ser demonstradas todas as outras.
Como a Matematica grega era feita numa linguagem geométrica, diferente da atual, foi
natural que a escolha das proposic¢oes verdadeiras se dessem dentro do que hoje é conhecido

como Geometria FEuclidiana Plana.

Muitos filésofos, matematicos e engenheiros contribuiram para a Matematica da-
quela civilizagao, mas um homem teve o trabalho de analisar e compilar o conhecimento
produzido ao longo de 250 anos. Esse homem era Euclides, e a compilagdo, uma obra
chamada de FElementos. Pouco sabe-se sobre a bibliografia de Euclides, tampouco sobre
em que periodo ele viveu, mas sua obra (que consiste dos Elementos e de alguns outros
tratados cientificos) é um dos poucos registros da Geometria grega antes de Cristo, exceto

por alguns textos atribuidos a Hipécrates de Quio (século V a.C.).

Euclides apresentou nos Elementos o primeiro sistema axiomatico que se tem regis-
tro, sendo a primeira tentativa de fundamentar rigorosamente a Matematica. Nao sabe-se
qual foi o objetivo de Euclides ao escrever os Elementos, mas (AVILA, 2013) destaca duas
possibilidades: o ensino de Matematica ou simplesmente sistematizar o conhecimento até
entdo desenvolvido. (BARBOSA, 1995b) acresenta a possibilidade de Euclides ter escrito
os Elementos para fundamentar os sélidos de Platdo e os niimeros racionais de Teteto.
De fato, o livro serviu a todos esses propoésitos e foi o meio pelo qual varios filésofos e
cientistas importantes aprenderam Matematica, até quase 2 milénios depois da sua pu-
blicacdo. Fala-se em Matematica, nao apenas Geometria, pois o exposto em Elementos

nao trata somente da segunda. Apresenta também proposi¢des a respeito da Aritmética
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e da Algebra, evidentemente em uma linguagem geométrica. Uma das caracteristicas da
obra de Euclides é o nao uso de férmulas, certas relagoes sao expressas apenas por meio

de comparacio ou proporcio. (AVILA, 2013) exemplifica:

enquanto para nds a area de um tridngulo é dada por uma férmula
exprimindo metade do produto da base pela altura, para Euclides a
area de um tridngulo é metade da area de um paralelogramo que se
obtém com a juncao de dois tridngulos iguais ao tridngulo dado;

Como ja comentado, os Elementos nao tratam apenas de Geometria. De fato, o
livro é dividido em treze volumes (ou livros), apenas alguns dos quais tratam de geometria
especificamente. O volume (ou livro) I desenvolve o que é conhecido hoje como Geometria
Euclidiana Plana, o I apresenta o que (AVILA, 2013) denomina de algebra geométrica,
incluindo um estudo do quadrado da soma de dois termos por meio de areas de retangulos.
Os volumes IIT e IV tratam do circulo e da construgao de poligonos regulares, respectiva-
mente. O quinto é sobre a teoria das proporgoes de Eudoxo, o sexto trata da semelhanca
de Figuras, o sétimo da Teoria dos Ntimeros, apresentando uma demonstracao geométrica
para a infinidade dos ntimeros primos. O oitavo livro expoe proporcoes e sequéncias nu-
méricas, enquanto o nono traz nimeros perfeitos e a soma de uma série geométrica. Os
livros X a XII tratam de incomensurabilidade, Geometria Espacial e Poliedros Regulares,

respectivamente.

Inicialmente, Euclides apresenta dez axiomas divididos em nog¢oes comuns e pos-
tulados. Nocoes comuns sao enunciados aceitaveis para toda a ciéncia e compreensiveis

por qualquer pessoa. Postulados seriam hipdteses exclusivas da Geometria. Sao eles:

e Nocoes Comuns

1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sdo também iguais.
Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sao iguais.
Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais.

AR R o

O todo é maior do que qualquer uma de suas partes
e Postulados

I. Pode-se tracar uma reta ligando quaisquer dois pontos.
I1. Pode-se continuar qualquer reta finita continuamente em uma reta.
ITI. Pode-se tragar um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

IV. Todos os angulos retos sao iguais.
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V. E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos internos, no
mesmo lado, cuja soma é menor que dois angulos retos, entao as duas retas, se
continuadas, encontrar-se-sao no lado onde estao os angulos cuja soma é menor

do que dois angulos retos.

Nota-se que os dez axiomas propostos por Euclides sdo autoevidentes e possuem
uma formulacao bastante curta, exceto, pelo quinto postulado. Tem-se prova que desde
a Antiguidade muitos matematicos acreditaram que este postulado era apenas uma pro-
posicao que Euclides nao conseguiu demonstrar. Essa ideia é fundamentada na estrutura
do primeiro volume de Elementos. O quinto postulado nao é usado nas primeiras 28
proposicoes propostas por Euclides. Além disso, a proposi¢ao 28 é tecnicamente o inverso

do quinto postulado, como pode ser verificado:

Proposicao 28 Uma reta corta duas outras formando angulos designados como na Fi-

gura 1 . Se o + (3 é igual a dois angulos retos, entao, as duas retas sao paralelas.

Figura 1 — Proposicao 28 de Euclides

A prova dessa proposicao, considerando a Figura 1 consiste em observar que o + § =
180° < a = 7. O quinto postulado trata do que ocorre quando « + [ for diferente de

dois angulos retos.

Segundo registros de Proclus, Euclides viveu durante o reinado de Ptolomeu I, e
este tentou realizar uma prova para este postulado. Proclus notou que a prova estava
incorreta (usava a nocao de congruéncia de figuras) e tentou realizar uma demonstragao
propria, usando a equidistancia de retas paralelas, algo que sabe-se ser equivalente ao
quinto postulado. Durante muito tempo outros matematicos tentaram provar o quinto
postulado usando os quatro primeiros e a Geometria por eles gerada (as 28 primeiras
proposicoes de Euclides), mas hoje sabe-se que isso é impossivel. Muitas dessas provas se-
rao aqui apenas mencionadas, mas podem ser encontradas com detalhes em (BARBOSA,
1995hb).



Capitulo 2. A Geometria e a Formula¢io Axiomdtica da Matemdtica 20

Elementos teve diversas versoes e foi traduzido para varias linguas. Apdés o declinio
da civilizagdo Grega, os drabes foram os responsaveis pelo avanco da Matematica. Uma
versao dos elementos em drabe foi editada por Nasir-Edin, que viveu de 1201 a 1274. Esse
matematico e astronomo arabe escreveu um tratado sobre o postulado de Euclides, em
que tentou demonstrar o quinto postulado. Sua prova foi a primeira a relacionar o quinto
postulado com a soma dos angulos internos de um triangulo, algo que serd importante
para o desenvolvimento de novas geometrias, como sera visto adiante. Outras versoes
dos Elementos dos séculos XII e XIII baseadas em textos arabes e gregos, nao contém
qualquer critica ao quinto postulado. Tais criticas s6 se acentuaram a partir da impressao
de Os Comentéarios de Proclus, traduzido para o latim em 1533. A partir dai, uma nova
série de Matematicos abordou e tentou demonstrar o quinto postulado, a maioria deles

usando a ideia de que retas paralelas sao equidistantes, exceto J. Wallis ( 1616-1703).

As tentativas de demonstracao seguiram com o matematico e filosofo italiano Giro-
lamo Saccheri (1667-1733). Ele tinha uma particular apreciagdo pelo método de redugao
ao absurdo, inclusive escrevendo um tratado de Logica usando o método de Euclides para
fundamentar a Loégica Formal. Usando seu método preferido de demonstracao, Saccheri
negou o quinto postulado e demonstrou uma série de teoremas, até chegar numa contradi-
¢ao. O trabalho de Saccheri foi tdo importante que a figura usada por ele na demonstracao

ficou conhecida como Quadrilatero de Saccheri, exibido na Figura 2.

Figura 2 — Quadrilatero de Saccheri

Nesse quadrilatero ABCD, AB = DC e ambos sao perpendiculares a BC. (BIAN-
CONTI, 2011) discorre amplamente sobre as conclusdes de Saccheri, por meio de exercicios.
Em resumo, Sacheri mostrou que os angulos internos nos vértices A e D sao congruentes
usando os quatro primeiros postulados e considerou trés possibilidades relativas a medida
do angulo L BAC' e, pela congruéncia de ambos, também sobre LC'DA. A de que ele seja
reto (hipdtese do angulo reto), obtuso (hipétese do angulo obtuso) e agudo (hipdtese do

angulo agudo).
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Segundo (BIANCONI, 2011),

Ele entao mostrou que a hipdtese do angulo reto era equivalente ao
quinto postulado; a do dngulo obtuso era contraditoria, mas do angulo
agudo teve muitas dificuldades para chegar a uma contradigdo. Estudi-
0sos da obra de Saccheri acham que no final de sua obra ele “provou” o
quinto postulado (numa gritante falha de argumentagao, completamente
fora da fineza dos argumentos anteriores).(BIANCONI, 2011, p.1)

A dificuldade de Saccheri de mostrar a hipétese do angulo agudo levou Saccheri a
provar varios teoremas classicos da Geometria nao euclidiana, em especial da Geometria

Hiperbdlica, mesmo sem que ele notasse que o fez.

Heinrich Lambert (1728-1777) adotou um quadrilatero parecido com o de Saccheri,
mas com trés angulos retos, considerando, inclusive, as mesmas trés hipoteses de Saccheri
para o quarto angulo. Assim como seu precursor, descartou a hipoétese do angulo reto,
mas chegou a conclusdes mais significativas que aquelas propostas por Saccheri, a saber:
a area de um triangulo é proporcional a diferenca entre a soma dos angulos internos do
tridngulo e dois angulos retos; a hipdétese do angulo obtuso é verdadeira se o triangulo
for esférico, nao plano, pois nesse caso a soma dos angulos internos é maior do que dois
retos e a area do triangulo ¢ proporcional ao excesso gerado pela diferenca entre a soma e
dois angulos retos; as propriedades por ele afirmadas sobre triangulos esféricos podem ser
demonstradas independente das retas paralelas; a hipétese do angulo agudo deve ocorrer

na superficie de uma esfera de raio imaginario.

Nota-se que Lambert se aproximou muito da descoberta da Geometria Eliptica
(quando a soma dos angulos internos de um triangulo é maior que dois retos) e da Geo-

metria Hiperbolica.

Essa incessante busca para uma prova do quinto postulado levou nao s6 ao surgi-
mento de novas geometrias, mas maneiras de axiomatizar a Geometria Euclidiana. No es-
forco de negar o quinto postulado foram encontradas proposi¢oes que poderiam substitui-
lo, os chamados postulados substitutos. A teoria gerada pelos 4 primeiros postulados junto
do substituto deve coincidir com a Geometria Euclidiana. Segundo (BARBOSA, 1995b),

para que uma proposicao P seja um postulado substituto deve-se provar que:

(i) P é uma proposicao da Geometria Euclidiana;

(ii) Na teoria desenvolvida usando os quatro primeiros postulados junto de P, é possivel

demonstrar o quinto postulado de Euclides como uma proposicao.

Para a segunda parte, pode-se contar com as vinte e oito primeiras proposicoes de
Euclides, uma vez que deve ser assumida a validade dos quatro primeiros postulados. O
postulado substituto mais conhecido e utilizado por grande parte das bibliografias atuais

éo
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Axioma de Playfair: Por um ponto fora de uma reta pode-se tragar uma unica reta

paralela a reta dada.

E por sua formulacdo que o quinto postulado é hoje referenciado como o Postulado das

Paralelas de Euclides (apesar de o postulado de Euclides ndo mencionar paralelas).

(i)

O axioma de Playfair é um substituto pois:

Ele é uma proposicao da Geometria euclidiana: Dados uma reta m e um ponto P
fora de m. Trace a reta perpendicular a m passando por P, a saber p. Em seguida,

trace a reta n, perpendicular a p passando por P (Figura 3). A Proposigao 27 de

n

Figura 3 — Verificagdo do Axioma de Playfair, substituto na Geometria Euclidiana

Euclides afirma que

Proposicao 27 Se uma reta corta outras duas formando angulos correspondentes

iguais, entao, as duas retas sao paralelas.

Como os angulos formados pelas retas m e n com a reta p sao ambos retos, m || n.
Suponha que exista uma reta n’, diferente de n paralela a m passando por P. Esta
reta forma um angulo agudo com n. Logo, pelo quinto postulado de Euclides, n’
intercepta m, o que é um absurdo. Logo, por um ponto fora de uma reta passa uma

Unica reta paralela a reta dada.

O quinto postulado pode ser demonstrado usando os quatro primeiros e o Axioma
de Playfair. Considere a Figura 4 onde deve-se supor que a + [ é menor que dois
angulos retos e que as duas retas m e m’ sdo paralelas. Traca-se pelo ponto S € m’
uma reta n’ formando um angulo 8’ tal que o + ' seja igual a dois angulos retos.
Pela Proposigao 27, n’ || m. Logo m’ e n’ sdo duas retas paralelas a m passando por

S, o que é um absurdo segundo o Axioma de Playfair. Assim, m e m' nao podem
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ser paralelas, ou seja, devem se encontrar no lado onde estao os angulos cuja soma

¢ menor do que dois angulos retos (quinto postulado de Euclides).

a

ya
m / 7
Figura 4 — Demonstracao do quinto postulado usando o Axioma de Playfair

Fonte:(BARBOSA, 1995b, p.10)

(BARBOSA, 1995b) ainda cita e demonstra que muitos outros postulados podem ser

substitutos, por exemplo:

e A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre igual a dois angulos retos.
e Existe um par de angulos semelhantes e nao congruentes.
e Existe um par de retas equidistantes.

e Dados quaisquer trés pontos nao colineares, existe um circulo passando por esses

trés pontos.
e Se trés angulos de um quadrilatero sao retos, o dltimo também é reto.

e Por qualquer ponto dentro de um angulo menor do que dois tercos de um angulo

reto, pode-se tracar uma reta que corta os dois lados do angulo.

O profundo estudo da Geometria proposta por Euclides por varias mentes impor-
tantes levou a um amplo conhecimento sobre o assunto. Era uma questao de tempo até
que alguém notasse que as hipoteses geradas ao negar o quinto postulado para tentar
demonstra-lo levavam a geometrias diferentes da Euclidiana. Apesar de Lambert chegar
muito perto de encontra-las, muitas evidéncias apontam que o responsavel por fazé-lo foi
Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Em vérias correspondéncias e comentarios a respeito
de tentativas de provas do quinto postulado, Gauss destaca que ja havia obtido varios re-

sultados de uma Geometria diferente, como mostra uma carta traduzida em (BARBOSA,
1995b):

A hipoétese de que a soma dos dngulos é menor que 180° leva a uma Ge-
ometria curiosa, muito diferente da nossa (a euclidiana) mas totalmente
consistente, a qual desenvolvi a um ponto que me satisfaz plenamente, no
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sentido que posso resolver qualquer problema nela, [...] Todos os meus
esforgos para descobrir uma contradicdo, uma inconsisténcia, nessa Geo-
metria ndo euclidiana nao tiveram sucesso. (BARBOSA, 1995b, p.38-39)

Gauss foi um dos primeiros a usar o termo Geometria nao euclidiana, mas nunca
publicou os resultados que encontrou, talvez por medo de perseguicao da Igreja Catolica

na época da Inquisicao.

Um amigo de Gauss durante o seu periodo em Gottingen, Wolfgang Bolyai (Bolyai
Farkas, 1775-1856) também estudava a Geometria Euclidiana, tentando obter uma de-
monstracao para o quinto postulado de Euclides. Uma de suas provas foi refutada por
Gauss e a outra foi por ele ignorada. Concentrado em outras areas, seu filho, Johann
Bolyai (Bolyai Janos, 1802-1860) teve particular interesse pelo estudo da Teoria das Para-
lelas. Assim como seu precursor, Johann substituiu o quinto postulado por uma afirmacao
contraria a ele, desenvolvendo varios resultados de uma Geometria diferente. Foi Johann
que levantou a possibilidade de desenvolver uma Geometria Geral, da qual a Geometria
Euclidiana seria apenas um caso particular. Como sera visto adiante, foi essa uma das
ideias que consolidou as Geometrias nao euclidianas, a partir do trabalho de Riemann,

que sera destacado em seguida.

Bolyai notou que ao negar o quinto postulado, uma das hipoteses poderia ser ver-
dadeira: nao poderia existir qualquer reta paralela a uma reta dada passando por um
ponto fora desta reta ou poderia haver mais de uma reta paralela a reta dada passando
por um ponto fora dela. A primeira hipdtese foi por ele descartada, pois essa decorre dos
quatro primeiros postulados. Ele observou que se existissem duas retas paralelas, teriam
de haver infinitas retas paralelas a uma reta passando por um ponto fora dela. Ao comu-
nicar ao seu pai os resultados que havia encontrado, Wolfgang Bolyai os encaminhou para
Gauss, para descobrir sua opinido. Gauss nunca recebeu o material enviado por Wolfgang
e mesmo assim as conclusoes de Johann foram publicadas como anexo de Tentamen, uma
obra de seu pai. Ao receber tal obra, Gauss escreveu a Wolfgang que o trabalho do filho
dele era muito préximo do que o préprio Gauss havia encontrado e sobre o que ele refletia
por um periodo de mais de trinta anos, confessando que preferiria que seu trabalho nao
fosse descoberto em vida, tamanha estranheza dos resultados encontrados. Johann ficou
desapontado com a resposta de Gauss, mas esse nao era o tunico com quem dividiria a

descoberta de uma nova Geometria.

Por volta de 1829, o russo Nikolai Ivanovich Lobatchewski (1793-1856) publicou
um artigo sobre uma conferéncia que realizou em 1826 para os Matematicos da Uni-
versidade de Kasan. Nessa conferéncia ele sugeriu uma Geometria muito semelhante a
encontrada por Gauss e Bolyai, mas usando métodos diferentes de demonstracao. Se-
gundo (FEITOSA; LOCCI, 1981) foi essa a primeira publicagao oficial sobre Geometrias

nao euclidianas, que expoe a conferéncia de Lobatchewski e toda a teoria por ele desenvol-
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vida. Essa teoria consiste na substituicao do quinto postulado pela proposicao “por um
ponto P fora de uma reta podemos tracar mais de uma reta do plano que nao a encontra”
e uma das conclusoes era de que a soma dos angulos internos de um triangulo é menor

do que dois angulos retos.

Gauss e Bolyai nao ficaram sabendo da descoberta de Lobatchewski até anos mais
tarde. Primeiramente por ser escrita em russo, e depois por nao atrair muita atencao
no seu pais de origem. Para reverter essa situagao, Lobatchewski escreveu tratados em
alemao e francés, mas morreu sem ter seu trabalho reconhecido. Foi somente em 1846 que
Gauss reconhece seus méritos, destacando que os resultados eram parecidos com os seus,
mas mostrados de maneira diferente. Em 1848, o pai de Johann Bolyai obteve acesso,
com ajuda de Gauss, ao material de Lobatchewski, repassando-o a seu filho. Somente
depois da morte de Johann que foram encontrados anotacoes suas enaltecendo o trabalho
de Lobatchewski e esperando que um dia tal conhecimento fosse aceito em qualquer lugar

do mundo.

Ainda assim, a Geometria Hiperbolica desenvolvida por esses trés Matematicos
nao foi amplamente aceita pela comunidade cientifica do século XIX. Seria necessario
encontrar um novo olhar a respeito da natureza da Geometria, e, mais importante ainda,
era preciso revisitar os Elementos de Euclides. Sendo a primeira tentativa de aplicacao
de uma teoria axiomaética, dificilmente o trabalho de Euclides seria isento de defeitos.
De fato, Euclides usou de varias hipdéteses nao contempladas em seus axiomas, dentre
as quais, (BARBOSA, 1995b) destaca: retas sao conjuntos ilimitados; Axioma de Pasch
(sendo A, B e C' trés pontos nao colineares e sendo m uma reta que nao contém nenhum
destes pontos, se m corta o segmento AB, entdo ela também corta o o segmento BC) e a
continuidade das retas. Além disso, a prépria formulacao dos postulados possui omissoes
graves, como no primeiro postulado, em que a reta determinada por dois pontos nao tem
a exigéncia da unicidade, ou no segundo, quando nao se admite que uma reta pode ser
continuada de uma tnica maneira. Esses problemas levaram varios Matematicos do final
do século XIX e inicio do século XX a tentar aperfeicoar a teoria de Euclides. O mais
notéavel foi David Hilbert (1862-1943), cujas notas de aula de um curso sobre Geometria
foram publicadas em 1889, entituladas Fundamentos de Geometria. Hilbert elaborou um
novo conjunto de axiomas separados em grupos, cada grupo com um conceito central de

onde derivam todas as proposi¢oes. Esses grupos sao

1. Axiomas de incidéncia (nogao de estar em).
2. Axiomas de ordem (nogao de ocorrer primeiro).
3. Axiomas de congruéncia (nogao de congruéncia).

4. Axioma de continuidade.
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5. Axioma das paralelas.

Esses axiomas sdo os mesmos adotados por (BARBOSA, 1995a), recomendado se o leitor

deseja aprofundar seus conhecimento em Geometria Euclidiana.

Outro passo para a aceitacao das Geometrias nao euclidianas foi a criagdo de mo-
delos de Geometria nao euclidiana que permitiam interpretar os fatos da nova geometria
em termos da prépria Geometria Euclidiana. Eugénio Beltrami (1835-1900) em 1868,
ao propor um desses modelos, acabou por demonstrar que é impossivel construir uma
demonstragao para o quinto postulado. Mostrou que a possibilidade de se encontrar uma
contradi¢cao na geometria hiperbédlica é a mesma que na geometria euclidiana: a geome-
tria euclidiana é consistente se, e somente se, a geometria hiperbdlica é consistente. Os
modelos forneceram visualizagoes concretas das novas e estranhas proposi¢oes, mudando
a énfase dos objetos em estudo para as propriedades entre eles. (ALVES; FILHO, 2013)
escreve que

é irrelevante o que sao os pontos e as retas propriamente ditos. O impor-
tante sdo as propriedades e relagoes entre eles enunciadas nos postulados
e nas proposi¢des que deles decorrem. A partir dessa ideia surgem os
chamados modelos de Geometria (considerada como um sistema axi-
omadtico), que nada mais sdo do que uma interpretagdo para os seus
conceitos primitivos de modo que seus postulados tornem-se afirmacgoes
verdadeiras.

Os principais modelos de Geometria Hiperbdlica sao os propostos por Beltrami,
Klein e Poincaré. O modelo elaborado por Beltrami (1835-1900) consiste em considerar

o plano como uma superficie chamada de pseudo-esfera (Figura 5), onde a Geometria

Figura 5 — Pseudo-esfera, modelo exposto por Beltrami para a Geometria Hiperbélica

Fonte:(FEITOSA; LOCCI, 1981, p.68)

proposta por Bolyai, Lobatchewski e Gauss ocorre toda sobre ela. O modelo de Poincaré
é um disco plano, conhecido como Disco de Poincaré e (ALVES; FILHO, 2013) o descreve,

mostrando como podem ser visualizadas algumas propriedades da Geometria Hiperbodlica.

Voltando as hipdteses de Lambert e Saccheri, sabemos que a hipdtese do angulo

reto corresponde a Geometria FKuclidiana, a do angulo agudo gera a Geometria Hiper-
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bélica. Para que a hipdétese do angulo obtuso seja verdadeira, é necessario modificar o
primeiro postulado de Euclides e substituir o quinto pela proposicao: duas retas sempre
se interceptam, o que implica na nao existéncia de retas paralelas na geometria associada
a hipétese do angulo obtuso. Para que ela seja valida, temos que modificar o primeiro
postulado para que ele garanta a existéncia de uma reta, nao necessariamente tnica, que
passa(m) por dois pontos dados. Com isso, tem-se a Geometria Eliptica, que na verdade
ja tinha uma versao primitiva em utilizagdo por navegadores, envolvendo a trigonometria
associada a essa geometria. Foi George Friederich Riemann (1826-1866) que propds essa
Geometria, que também ficou conhecida como Geometria Riemanniana. O seu modelo
mais simples é uma esfera, que seria o plano, e retas sao os circulos maximos dessa esfera,

como mostra a Figura 6.

'culo Maximo

Figura 6 — Modelo de Geometria Eliptica com um circulo maximo representando uma
reta

No entanto, Riemann foi além da Geometria Eliptica. Em 1854, sua tese de
doutorado “As hipoteses sobre as quais se baseiam a Geometria” unificou as Geometrias
Euclidianas, Hiperbdlica e Eliptica usando da Geometria Diferencial que havia sido desen-
volvida por Gauss (Riemann, alids, foi um dos mais brilhantes alunos de Gauss). Segundo
(FEITOSA; LOCCI, 1981), Riemann notou um importante conceito até entao ignorado
no estudo de Geometrias:

Riemann percebeu que entre os conceitos mais importantes em qualquer
geometria estd o de “métrica” que é uma fungado para determinar a dis-
tancia entre dois pontos que podem estar infinitesimalmente proximos
um do outro. Na geometria euclidiana ordindaria, por exemplo, o espaco
com a métrica usual (férmula da distncia) é chamado de espaco eucli-
diano. Um espago com uma métrica formulada por Riemann passou a
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ser chamado de espago riemanniano e o espago euclidiano é, localmente,
apenas um caso especial deste.

Com a definicao do conceito de curvatura também desenvolvido por seu mestre
Gauss, estabeleceu que os modelos de geometria dependem da curvatura da superficie
considerada. Por exemplo, a curvatura normal do plano é zero, enquanto que a de uma
esfera é positiva e a de uma pseudo-esfera é negativa, correspondendo, respectivamente
a modelos de Geometria Euclidiana, Eliptica e Hiperbdlica. A contribuicdo de Riemann
para a validacao e generalizacao das Geometrias nao euclidianas é fundamental e serve de
fechamento para um dos mais longos capitulos da Histéria da Matematica. Além disso,
a descoberta de Riemann foi fundamental para a descoberta da Teoria da Relatividade

geral de Einstein.

Outra questao que pode ser levantada em relagdo ao método axioméatico é: o que
garante que, mesmo depois de provadas um nimero muito grande de proposi¢oes, nao
se encontrard um absurdo, ou uma proposicao que nao seja demonstravel usando os a-
xiomas? O que poderia garantir que o método proposto por Euclides e aprimorado por
Hilbert era a prova de defeitos? Mais ainda, pode a Matematica ser totalmente funda-
mentada no método axiomatico? A preocupacao com perguntas como essas acompanhou
muitos matematicos e filésofos, durante todo o século XIX. A disciplina de Fundamentos
da Matematica procura debater e validar o fazer dos Matematicos, em especial a relacao
entre o conhecimento produzido e os sistemas axiomaticos. Essa preocupagao com o rigor
atingia nao s6 a Geometria, mas também a Algebra e a Anélise. Na Anélise, todos os
conjuntos numéricos dos Racionais, Irracionais e Inteiros haviam sido construidos com
axiomatica consistente a partir dos numeros Naturais, e Richard Dedekind (1831-1916)
mostrou que era possivel construir os nimeros Naturais usando a no¢ao de conjunto, en-
quanto Giuseppe Peano (1858-1932) mostrou ser possivel construir esses nimeros usando
nogoes primitivas e postulados. Além disso, Hilbert propos uma correspondéncia entre
elementos geométricos e elementos algébricos, expressando pontos como coordenadas de

numeros reais e retas e circulos por equagoes que representavam esses pontos.

Com a colocacao de Hilbert, a Geometria estaria associada a Andlise, e com os
trabalhos de Dedekind e posteriormente de Georg Cantor (1845-1918), tudo estaria as-
sociado a teoria de conjuntos. Portanto, seria possivel desenvolver toda a Matematica a
partir da Teoria de Conjuntos, mas mesmo assim, as perguntas propostas no paragrafo
anterior ainda se manteriam, ainda mais com as sérias contradi¢oes encontradas na Te-
oria de Conjuntos. Em 1931 o légico austriaco Kurt Godel (1606-1978) publicou um
artigo em que afirmava que a consisténcia de qualquer sistema axiomatico que incluisse
a Aritmética nao pode ser estabelecida usando a légica usual. Ele prova essa afirmacao
usando o seu teorema da incompletude, que diz que “se uma teoria formal abrangendo a

Aritmética for consistente, ela necessariamente sers incompleta” (AVILA, 2013, p.446).
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Isso significa que sempre havera uma proposi¢ao sobre algum conjunto numérico que a
teoria nao sabera dizer se é verdadeira ou falsa. Com isso Godel desconstréi a ideia da
Matematica como a ciéncia da certeza absoluta, mostrando que a Matematica pode ser
uma ciéncia em construcao, mas cuja validade é evidente por todo o conhecimento por

ela fundamentado (em especial a fisica e a engenharia).

A proposicao de Euclides de compilar e organizar toda a Matematica grega por
meio de um sistema axiomatico tomou por base a Geometria, dada geometrizacao da
Matematica grega. Durante muitos séculos varios Matematicos estudaram a teoria que
Euclides prop6s nos Elementos, o que levou ao questionamento do trabalho de FEuclides
e posteriormente, das proprias bases que fundamentam a Matematica. Na tentativa de
demonstrar o quinto postulado, foram encontrados postulados equivalentes a ele e com a
sua substituicdo por afirmacoes contrarias, novas geometrias foram descobertas, princi-
palmente a Hiperbdlica e a Eliptica. Riemann foi o responsavel por unifica-las, mostrando
que a Geometria Euclidiana é s6 um caso especifico de Geometria num contexto mais am-
plo, que considera a Geometria Diferencial e a curvatura de superficies. O caso especifico

da Geometria Eliptica numa esfera sera tratado na segao 3.2.

No proximo capitulo apresentamos uma formulagao axiomatica da Geometria Es-
pacial Euclidiana de posi¢ao, que serve de fundamentacao para a atividade de Geometria
Espacial que aparece posteriormente. Também sao apresentadas algumas propriedades
a respeito dos circulos maximos de uma esfera, que fundamentam a segunda atividade,

sobre Geometria Esférica.
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3 Geometria Espacial Euclidiana de Posicao

Neste capitulo é apresentada uma axiomatizacao para a Geometria Espacial de
Posigdo. Em geral, segundo (DOLCE; POMPEO, 1993), conceitos, termos e entes ge-
ométricos sao determinados através de definicoes e as proposi¢oes ou propriedades sao
aferidas e justificadas por meio de demonstragoes. (LIMA et al., 2006) define uma formu-
lacado axiomatica como um conjunto de no¢oes primitivas, que sdo aceitas sem definicdo, e
um conjunto de axiomas ou postulados, que sao propriedades assumidas verdadeiras sem
demonstragoes. Para (CARVALHO, 2005), a escolha dos elementos desses conjuntos deve
ser feita com cuidado para que eles expressem indiscutivelmente a intuigdo e a experiéncia
em lidar com os elementos geométricos basicos. Outro cuidado a ser tomado é o de que

a teoria por eles gerada seja:

e (onsistente - partindo dos postulados, nao deve ser possivel chegar a contradigoes

ou absurdos;

e Suficiente - ¢ sempre possivel verificar a validade de uma afirmativa através dos

postulados ou das proposi¢oes decorrentes deles.

Observados esses critérios, a escolha dos postulados é livre. Nas trés bibliografias
citadas nessa secdo, ha pequenas diferencas entre propriedades tomadas como axiomas
e quais sao decorrentes deles. A teoria aqui desenvolvida se d4 partindo dos axiomas
propostos por (DOLCE; POMPEO, 1993), por ser considerada mais completa (pois nao
assume a Geometria Plana inteira valida, como (CARVALHO, 2005)), ser muito utilizada
em cursos de Geometria Espacial na graduagao e por apresentar uma abordagem acessivel
para o Ensino Médio. Sao abordados os postulados, teoremas e proposicoes relevantes

para a atividade sugerida.

3.1 Ponto, Reta e Plano

Os elementos primitivos da Geometria Espacial sdo o ponto, a reta e o plano, exi-
bidos na Figura 7. Como ¢ feito usualmente, pontos sao denotados por letras maiisculas
do alfabeto latino, retas por letras minusculas desse alfabeto e planos por letras mints-
culas do alfabeto grego. O espago é o conjunto de todos pontos e retas, sendo planos

subconjuntos de pontos do espacgo.

Postulado 1. Postulado de Existéncia

a) Existe uma reta e numa reta, bem como fora dela, hé infinitos pontos.
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Figura 7 — Ponto A, reta r e plano «

b) Existe um plano e num plano, bem como fora dele, ha infinitos pontos.

Postulado 2. Postulado de determinacao

a) Dois pontos distintos determinam uma tnica reta que os contém.

b) Trés pontos nao colineares determinam um tnico plano que os contém.

No sentido desse postulado, dados dois pontos A e B, a reta que passa por eles é
denotada por j@ J4& o plano determinado por trés pontos dados, A, B e C, sera denotado

por (A, B,C). As Figuras 8 e 9 mostram esses elementos.

“—
Reta r= AB
A B
& — o—

Figura 8 — Postulado de determinacao - Reta

Postulado 3. Postulado de inclusao

Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entao ela esta contida no plano.
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Plano a=(A,B,C)

Figura 9 — Postulado de determinacao - Plano

Definicao 1. Duas retas sdo chamadas de concorrentes se, e s6 se, elas tém um tnico

ponto em comuin, ou seja, se sua interseccao tem apenas um ponto.

A Figura 10 mostra retas r e s que sdo concorrentes. Indica-se que r N's = {P}.

Figura 10 — Retas Concorrentes

Definicao 2. Duas retas sdo paralelas se, e somente se, sdo coplanares e nao tém pontos

em comuil.

Quando duas retas r e s denotam o mesmo conjunto de pontos, diz-se que sao

coincidentes. Assim, é importante destacar que nao existem retas distintas coincidentes.

A Figura 11 mostra retas paralelas r e s contidas num plano a. Esse fato é

denotado por r || s. Com estes postulados ja é possivel provar algumas proposigoes.

Proposicao 1. Num plano existem infinitas retas.
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Figura 11 — Retas Paralelas

Demonstracdo. Seja um plano « e nele dois pontos distintos, A e B. Pelo Postulado 2,
esses pontos determinam uma tnica reta, . O Postulado 3 garante que r C «, pois A e B
pertencem a «. Seja um ponto C' de a fora de r. Os pontos A e C' determinam uma tnica
reta s C «, enquanto B e C' determinam uma tnica reta t C «, como mostra a Figura 12.

Realizando o mesmo procedimento, podemos construir em « tantas retas quantas forem

Figura 12 — Construcao de infinitas retas no plano
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desejadas, ou seja, infinitas retas. O

Proposicao 2. No espaco hé infinitas retas.

Demonstracao. Sejam A e B dois pontos no espaco. Seja r a reta por eles determinada.
Seja C' um ponto do espago fora da reta r. Os pontos A e C' determinam uma tnica reta
t, enquanto que os pontos B e C determinam uma tnica reta, u, como mostra a Figura

13 Usando esse procedimento, ¢ possivel construir quantas retas quanto desejarmos, ou

Figura 13 — Construcao de infinitas retas no espaco

seja, infinitas retas. O

-

E sabido que dados trés pontos no espago, existe um tnico plano por eles deter-
minado (Postulado 2). No entanto, existem outras maneiras de determinar planos. Elas

estao expostas nos Teoremas 1, 2 e 3.

Teorema 1. Se uma reta e um ponto sao tais que o ponto nao pertence a reta, entao eles

determinam um tnico plano que os contém.

Demonstracao. Eristéncia: Seja r uma reta no espaco e P um ponto fora dela. Tome em
r, dois pontos distintos, A e B. Como A, B e P sao pontos nao colineares, pelo Postulado
2, existe um tnico plano a que os contém. A Figura 14 ilustra essa situacao. A reta r tem
dois pontos nesse plano e, pelo Postulado 3, esta contida em «. Unicidade: Suponha que
existam planos distintos « e o’ que passam por r e P. Sejam A e B pontos distintos de r.
Af, tem-se que o« = (A, B, P) e que ¢ = (A, B, P). Logo, a = ¢, contrariando a hipétese
de ser possivel existir dois planos que contenham simultaneamente r e P. Portanto, o

plano determinado por uma reta e um ponto € tnico. O

Teorema 2. Se duas retas sdo concorrentes, entao elas determinam um tnico plano que

as contém.
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Figura 14 — Plano determinado por uma reta e um ponto

Demonstracao. Existéncia: Sejam r e s duas retas concorrentes no espago. Assim, rNs =
{P}. Sejam os pontos A € r ¢ B € s, ambos diferentes de P. Como os pontos A, B e P
sdo nao colineares, eles determinam um tunico plano «, pelo Postulado 2. Como A € r e

P € rentao r C a (Figura 15).

Analogamente, como B € se P € s, entdo s C «. Portanto, existe um tnico plano

a que é determinado por 7 e s.

Unicidade: Suponha a existéncia de planos distintos a e o/, ambos determinados
pelas retas concorrentes r e s, com r N s = {P}. Sejam os pontos A € r e B € s. Assim,
a=(A,B,P)ed = (A, B, P). Portanto, a = ¢/, contrariando a hipétese de a e o’ serem

distintos. Logo, existe um tnico plano determinado por duas retas concorrentes. O

Teorema 3. Se duas retas distintas sao paralelas entre si, entao elas determinam um

tnico plano que as contém.

Demonstragio. Ezisténcia: Decorre diretamente da defini¢ao de retas paralelas (Defini¢ao
2). Unicidade: Suponha que existam planos a e o que contenham as retas paralelas r e
s. Tome A e B distintosem r e P € s. Al, a = (A, B,P) e &' = (A, B, P). Dessas duas
igualdades decorre que o = . Assim, o plano determinado por duas retas paralelas é

unico.
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Figura 15 — Plano determinado por duas retas concorrentes

Unicidade: Suponha a existéncia de dois planos distintos, a e [ tais que ambos
contenham as retas paralelas r e s. Tomam-se os pontos A, B € a e P € 3. Nesse caso,
tem-se que o« = (A, B, P) e que 8 = (A, B, P). Logo, « = 3, contrariando a hip6tese de

« e [ serem distintos. O

Assim, é possivel determinar planos de quatro maneiras, como destaca a Tabela

Tabela 1 — Determinacao de Planos

Elementos Postulado/Proposi¢ao  Notacao

Trés pontos nao colineares, A, B e C Postulado 2 (A, B,C)
Uma reta r e um ponto P ¢ r Teorema 1 (r, P)
Duas retas, r e s, concorrentes Teorema 2 (r,s)
Duas retas, r e s, paralelas Teorema 3 (r,s)

Proposicao 3. Por uma reta passam infinitos planos.

Demonstragdo. Seja uma reta r no espago e um ponto A tal que A ¢ r. Pelo Teorema

1, existe um plano a = (r, A) determinado por r e A. Tome um ponto B fora de (r, A).
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Novamente pelo Teorema 1, é determinado um plano g = (r, B) que contém r e é diferente
de (r,A). O mesmo pode ser feito para um ponto C fora de a e 3, com v = (r,C). A

Figura 16 ilustra a construgao. O Postulado 1 garante que esse procedimento pode ser

Figura 16 — Construgao de infinitos planos no espaco

repetido quantas vezes quanto for desejado, construindo assim infinitos planos que passam

por r. U

As defini¢cbes 2 e 1 introduziram retas Paralelas e Concorrentes, e os Teoremas
1 e 2 mostraram que cada par dessas classes de reta determina um tnico plano que as
contém. Ainda resta estudar o caso em que dados duas retas, nao existe um plano que as

contenha.

Definicao 3. Duas retas sao chamadas de retas reversas se, e somente se, nao existe

plano que as contenha.

A Figura 17 exibe retas reversas obtidas do GeoGebra. Os detalhes de como

construi-las sao mostrados na Questao 7 da atividade proposta. Sejam duas retas reversas

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo 30

Plano
® a:x=0
Ponto
@ A=(4.81,247,0)
® B=(4.89,227,0)
. ® C=(1.94,216,0)
® D=(0,1.68,2.8)
E indefinido
Reta
@ f:X = (4.81,2.47,0) + A (0.08, -4.75,0)
® g:X=(1.94,2.16,0)+A (-1.94, 0.48, 2.8)

Figura 17 — Retas Reversas construidas no GeoGebra

p e q, elas ndo podem ser paralelas nem concorrentes (pois essas determinam um plano
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que as contém). Também por ndo serem concorrentes, nao pode ocorrer que a intersec¢ao
de ambas seja um tnico ponto. Pelo Postulado 2, se elas tiverem mais de um ponto em

comum, elas sdo coincidentes. Portanto, pode-se afirmar que pNqg= &

As Figuras 18 e 19 mostram uma sistematizacao das possiveis posi¢oes relativas
entre duas retas. Observa-se que os esquemas referem-se a duas retas r e s distintas,

excluindo assim o caso em que r e s sao coincidentes.

r e s distintas

7N

r e s coplanares 7 e S reversas
r e s tém um ponto r € § nao tém pontos
em comum = 7 e s concorrentes em comum = r e s paralelas

Figura 18 — Primeira sistematizacao das posi¢oes relativas entre duas retas

r e s distintas

T

r e s tém ponto em comum

r e s nao tem ponto em comum

T

r e s coplanares r e § nao coplanares
= r e s sao paralelas = 7 e § sao reversas

= T e s concorrentes

Figura 19 — Segunda sistematizagdo das posi¢oes relativas entre duas retas

Para o estudo das posicgoes relativas entre dois planos, um novo postulado faz-se

necessario.

Postulado 4. Se dois planos distintos tém um ponto em comum, entao eles tém pelo

menos um outro ponto em comuin.

Teorema 4. Teorema da intersec¢do. Se dois pontos distintos tém um ponto em comum,

entao a interseccao desses planos é uma tunica reta que passa por aquele ponto.

Demonstracao. Sejam « e [ planos distintos do espago e P um ponto que pertence a
ambos os planos. Pelo Postulado 4, existe um outro ponto, @ tal que @ € o e @ € [B(item
a) da Figura 20).
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a) b)
Figura 20 — Demonstracao do Teorema 4

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.14)

O Postulado 2 garante a existéncia de uma reta ¢ que contém os pontos P e Q).
Como 7 tem dois pontos em « e dois pontos em 3, o Postulado 3 garante que ¢ C « e
1 C . Assim, a reta i é comum aos planos a e 3. Resta mostrar que os pontos dessa reta
sao os Unicos pontos de interseccao entre a e 3. Deseja-se mostrar que a N S = ¢. Para

isso, é preciso mostrar que:

(i) i C (an B): Isso ja foi provado na primeira parte dessa demonstragao.

(ii) (e N B) C i: Suponha suponha para obter um absurdo que exista um ponto X tal
que X € v e X € 3, mas X ¢ i. Assim, existe o plano (¢, X). No entanto, como
X€e€aeiCa, (i,X)=a (item b) da Figura 20). Analogamente, pode-se escrever
que (i, X) = B, pois X € f ei C . Portanto, o = (i, X) = f3, ou seja, « = . Essa
ultima igualdade é um absurdo, pois era suposto que a e 5 eram planos distintos.
Logo, AX tal que X € o, X € Be X ¢ .

Assim fica provado que todos os pontos que pertencem em « e em [ estao em 1. O

Defini¢ao 4. Dois planos distintos que se interceptam (ou se cortam) sao chamados de
Secantes ou Concorrentes. A reta comum é a interseccao desses planos ou o trago de um

deles no outro.

Uma propriedade interessante pode ser aferida a partir da definicdo de planos

secantes.

Teorema 5. Teorema dos trés planos secantes. Se trés planos distintos sao dois a dois
secantes, segundo trés retas, ou essas retas passam por um mesmo ponto ou sao paralelas

duas a duas.
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Demonstracao. Sejam trés planos distintos, «, £ e 7, tais que sao dois a dois secantes, ou

seja, BNy=a,aNy=be Na=c. Asretas a, b e c podem ser:

1° caso - Coincidentes: Nesse caso, as trés retas tém todos os pontos em comum,

ou seja, a, b e ¢ passam por um mesmo ponto. Esse caso ¢ ilustrado pela Figura 21.

BT .

O

ﬁ ]

»
»

Figura 21 — Planos dois a dois secantes segundo retas coincidentes

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.14)

2° caso - Duas a duas distintas, duas delas concorrentes: Suponha agora que a # b,
a # c e c # b. Suponha que a e b sao concorrentes, ou seja, existe um ponto P tal que
anNb = {P}. Usando as igualdades N7y =a, anNy =be fNa = c, e fazendo as

substituicoes necessarias, obtemos as implicacoes:
anb={P}= (fNny)N(an~vy)={Pt=anpny={P}
= (anpf)ny={P}=cny={P}=Pcc

Assim, aNbNe = {P}, ou seja, as trés retas incidem num mesmo ponto, como mostra a

Figura 22.

3° caso - Duas a duas distintas, duas delas paralelas: Suponha que as retas a e
b sejam paralelas e distintas. As retas a e ¢ sdo coplanares, ambas pertencem ao plano
[. Suponha que existe um ponto @ tal que a N ¢ = {Q}. Pelo item anterior, a e ¢ sdo
concorrentes e devemos ter que a NbN e = {Q}. Isso implica que aNb = {Q}, o que é
um absurdo, pois a e b sao paralelas. Portanto, a e ¢ sao também paralelas. Adotando
um procedimento analogo, prova-se que b || ¢. Assim, se um par de retas distintas for
paralela, as outras retas serao, duas a duas, paralelas. A Figura 23 é um exemplo desse

caso. O

Antes de continuar estudando as posicoes relativas entre dois planos, é necessario

estudar as posigoes relativas entre uma reta e um plano.
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Figura 22 — Planos dois a dois secantes segundo duas retas concorrentes

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.15)

B

- ——— -_--1

0

Figura 23 — Planos dois a dois secantes segundo retas paralelas

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.15)

Definicao 5. Se uma reta r e um plano a possuem um tnico ponto em comum, r e «

sao chamamos de concorrentes ou secantes.

A Figura 24 mostra a reta r concorrente ao plano . Nesse caso, escreve-se que
rNa={A}.

Defini¢ao 6. Uma reta é paralela a um plano (ou o plano é paralelo a reta) se, e somente

se, eles nao tém ponto em comum.

A Figura 25 mostra o plano « e a reta r, a reta r é paralela ao plano « e vice-versa.



Capitulo 3. Geometria Espacial Euclidiana de Posi¢io 42

Figura 24 — Plano e reta concorrentes ou secantes

Figura 25 — Reta e plano paralelos

Nota-se essa situacao por r Na = J.

Teorema 6. Ezxisténcia de retas e planos paralelos.

a) Condigao necessdria: Se um reta nao estd contida num plano e é paralela a uma

reta do plano, entdo ela é paralela ao plano.

b) Condigao Suficiente: Se uma reta é paralela a um plano, entao ela é paralela a uma

reta do plano.

Demonstracao. Condigcdo Necessaria: Seja um plano a no espago, uma reta b C o e uma
reta a nao contida no plano « tal que a || b. Como a e b sdo paralelas, existe um plano

B = (a,b), diferente de «, que as contém. Como b C aw e b C 3, tem-se que a N = b
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Figura 26 — Demonstracao da condicao necessaria para que uma reta seja paralela ao
plano

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.19)

(Figura 26). Suponha que a e o tem um ponto em comum P. Dal tem-se que P € a e
a C 3, ou seja, P € 3. Isso implica que a N'b = {P}, o que é um absurdo, pois a e b sdo

paralelas. Portanto a e o ndao tem ponto em comum, isto é, a || a.

Condig¢ao Suficiente: Seja um plano «, uma reta a tal que a || a e § um plano

que passa por a e intercepta § numa reta b, como mostra a Figura 27. As retas a e b sdo

Figura 27 — Demonstracao da condicao suficiente para que uma reta seja paralela ao plano

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.19)

coplanares, pois estao em 5. Como aNa =@ e b C o, aNb = &. Portanto, a || b. O

Agora, é possivel analisar todas as posi¢oes relativas entre uma reta r e um plano

a segundo a Tabela 2.

Resta analisar as posigoes relativas entre dois planos. A demonstracao da condicao

necessaria e suficiente para que dois planos sejam paralelos depende da versao espacial do
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Tabela 2 — Posi¢oes Relativas entre uma reta r e um plano «

Posicao Condicao Postulado/Proposigao
rC o r tem dois pontos em « Postulado 3
r e a sao secantes . - , .. .
interseccao de r e & ¢ um tunico ponto P Definicao 5
ou concorrentes
r e « sdo paralelos T € @ a0 possuem pontos em comum Defini¢ao 10

polémico quinto Postulado de Euclides e uma decorréncia direta dele, exposta em seguida.

Postulado 5. Postulado das paralelas - postulado de Fuclides Por um ponto nao perten-

cente a uma reta existe uma tnica reta paralela a uma reta dada.

Proposicao 4. Se duas retas distintas sao paralelas a uma terceira, entao elas sao para-

lelas entre si.

Demonstracao. Se um par delas for coincidente, a afirmacao é imediata. Sejam as retas
a, b e c distintas no espago tais que a || ¢ e b || ¢. Da defini¢do retas paralelas, existem os
planos = (a,c¢) e « = (b,¢). Dai, aN f = ¢. Seja um ponto P pertencente a b. Tome
o plano v = (a, P). O ponto P pertence ao plano v e também pertence ao plano «. Do

Postulado 4, o e v tém uma reta x em comum (Figura 28). Como «, e 7 sdo planos
/ 8
a o X

|
|
1
I
P L Y
! ~ P
I,z’ -~
b - b
&L

Figura 28 — Demonstracao da transitividade da relacao de paralelismo entre retas no es-
paco

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.18)

secantes e a || ¢, entdo a || x e ¢ || x, pelo Teorema 5. O ponto P pertence as retas b e x
e ambas sdo paralelas a reta c¢. O postulado 5 garante que isso nao pode ocorrer. Logo,

x=">. Como a || z e x =0, temos que a || b. O

A Figura 28 ilustra a Proposicao 4.

Definicao 7. Dois planos sdo paralelos se, e somente se, eles ndo tém ponto em comum.
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Assim, dois planos « e 5 sao paralelos se a N g = @. A Figura 29 exibe planos

paralelos.

Figura 29 — Planos paralelos no espaco

Teorema 7. Ezisténcia de Planos Paralelos Uma condi¢do necesséaria e suficiente para
que dois planos sejam paralelos é que um deles contenha duas retas concorrentes ambas

paralelas ao outro.

Demonstracao. A condicao necessaria é evidente. Para a condigao suficiente, sejam « e 3
planos distintos no espaco, a e b retas concorrentes em [ e ambas paralelas a a. Suponha

que exista uma reta i tal que N B = i, como mostra a Figura 30. Como a || a e b || «,

Figura 30 — Demonstracao da condi¢ao suficiente para que planos sejam paralelos no es-
paco

Fonte:(DOLCE; POMPEO, 1993, p.26)

temos que a || i e b || i. Mas a e b s@o concorrentes em O, ou seja, ndo podem ser ambas

paralelas a i. O

A Figura 31 resume as principais posicoes relativas entre dois planos.
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19) coincidentes 2?) paralelos 39) secantes
(ou iguais) distintos
aNB=a=4 aNpB=0 aNB=i

Figura 31 — Posicoes relativas de dois planos no espago

Fonte: (DOLCE; POMPEO, 1993, p.26)

Nesta secao, além de mostrar como sao introduzidos entes matematicos e como ¢é
verificada a validade de proposi¢des nessa area da ciéncia, foi desenvolvida toda a teoria
que fundamenta a atividade proposta no capitulo 5. O que foi aqui desenvolvido é uma
pequena mostra de uma axiomatizacao da Geometria Espacial de Posi¢do. Na secdo 3.2 é
realizado um estudo sobre a esfera e seus elementos, fundamentando a atividade proposta

em 0.

3.2 Esfera: elementos e propriedades

Nessa secao sera estudada a Esfera, algumas de suas propriedades e seus elementos,
de forma a fundamentar a atividade proposta no capitulo 6. Esse estudo foi realizado pois
a esfera é um dos possiveis modelos de uma Geometria nao euclidiana conhecida como
Geometria Eliptica, cujo surgimento é contextualizado na se¢ao 2. Além disso, para que
as propriedades da esfera sejam compreendidas, ¢ importante que conceitos como circulos
e angulos ja tenham sido estudados. O estudo se inicia com algumas defini¢cdes sobre
esfera e seus elementos, propostas por (NETO, 2013) e (GIMENES, 2015).

Definicao 8. Sejam dados o ponto O do espago e um nimero real positivo R. A esfera

Y de centro O e raio R é o lugar geométrico dos pontos do espaco que distam R de O.

A Figura 32 mostra um exemplo de esfera de centro O e raio R. Pode-se denoté-la
por 3(O; R) ou simplesmente por ¥. Pontos cuja distancia ao centro da esfera é maior do
que o raio sao chamados de pontos exteriores, enquanto pontos cuja distancia ao centro
da esfera é menor do que a medida do raio sdo chamados de pontos interiores. Para o
que segue, com frequéncia faz-se referéncia a esfera explicitando apenas o seu centro e
omitindo o raio sempre que isso nao causar prejuizo. Assim, cita-se "a esfera > de centro

O'para indicar a esfera X de centro O e raio R qualquer.
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Figura 32 — Esfera de centro O e raio R

Definicao 9. Dados dois pontos, A e B pertencentes a uma esfera ¥ de centro O o
segmento de reta que os une, AB é chamado de corda da esfera. A corda AB é um

diametro da esfera se O € AB, e nesse caso é dito que A e B sao pontos antipodas.

Na Figura 33, A, B, C', D, E e F sao pontos, AB e C'D sao cordas, enquanto
que EF é um didmetro e os pontos E e F sao antipodas. Costuma-se dizer que pon-
tos antipodas sao diametralmente opostos, por serem extremos opostos de um mesmo

didametro.

Figura 33 — Cordas e didmetro em uma esfera de centro O

A Proposicao 5 analisa o caso em que o plano intercepta uma esfera.

Proposicao 5. Sejam dados, no espaco, um plano o e uma esfera 3, de centro O e raio
R. Seja d distancia de O a a. Se d < R, entao a intersecgdo de o e X é um circulo I' de
raio v/ R? — D? e centro situado no pé da perpendicular baixada de O a a.
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Demonstracio. Seja O' o pé da perpendicular baixada de O a «, de forma de OO’ = d,

como mostra a Figura 34 .

Figura 34 — Esfera de centro O e raio R

Fonte: (NETO, 2013, p.318)

Para mostrar que a N Y = I', mostra-se que:

e aNXY C I': Suponha que P € aNX. Tem-se que £ PO'O = 90° e o triangulo PO'O

é retdngulo em O'. Pelo Teorema de Pitdgoras temos que

OP° =0 P +00" = 0P =0P —00" = R? — {*.

Ou seja, O'P = /R? — d?. Portanto P pertence ao circulo de centro O’ e raio

VR? —d?.

el'CanX. SePeTl, entao O'P = v/R? — d? e vale a reciproca das implicacoes

anteriores, levando a conclusdo de que OP = R, ou seja, P € X.
O

Com essa proposicao, é possivel escrever as defini¢oes de alguns elementos impor-

tantes da esfera.

Definicao 10. Circulo mdzimo ou Equador de uma esfera ¥ é a interseccao de uma esfera

com um plano que contém o centro da esfera.

Definicao 11. As extremidades de um didmetro perpendicular ao plano de um circulo

maximo I' sdo chamadas de Polo Norte ou Polo Sul de uma esfera em relacao a I'.
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A Figura 35 mostra uma esfera com um circulo maximo ou equador e os polos
correspondentes. Uma propriedade importante de um circulo maximo de uma esfera, é
que ele possui o mesmo raio, e por consequéncia o mesmo didmetro, da esfera em que estéa

contido.

ou Equador

Figura 35 — Esfera com circulo maximo e Polos relativos ao mesmo

Proposicao 6. Dados dois pontos distintos A e B nao antipodas de uma esfera, existe

um unico circulo maximo da esfera que passa por A e B.

Demonstracao. Seja ¥ uma esfera de centro O e sejam A, B pontos distintos nao antipodas
de ¥. Seja a o plano que passa por A, B e O, ele existe e é tinico pois A e B nao sao
antipodas, portanto nao colineares com O. Como o plano contém o centro da esfera, ele a

intercepta e sua intersec¢ao com a esfera é o equador I', que contém os pontos A e B. [

Proposicao 7. Dados dois pontos A e B antipodas de uma esfera, existem infinitos

circulos maximos da esfera que passam por A e B.

Demonstracio. Qualquer plano que contenha os pontos A e B contém a reta jﬁ . Como
os pontos sao antipodas, O € ﬁ e, consequentemente, o centro da esfera pertence ao
plano. Cada plano que contém o centro da esfera determina um circulo maximo sobre ela.
Como existem infinitos pontos na esfera distintos de A e B, podemos construir infinitos
planos distintos que contém a reta z@ Em cada plano construido, temos um circulo
maximo distinto dos anteriores. Portanto, existem infinitos circulos maximos que passam

por A e B. A Figura 36 mostra alguns desses circulos maximos.

]

Definicao 12. Dados dois pontos distintos numa esfera, a distancia entre esses pontos
sobre a superficie esférica é o comprimento do menor arco de circulo maximo que contém
esses pontos. KEsse menor arco é chamado de Segmento Esférico. O segmento esférico

definido por dois pontos nao antipodas é tinico.
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Figura 36 — Varios equadores de uma esfera passando por um par de pontos antipodas

A nocgao de distancia numa superficie esférica é diferente da nogao de distancia no
plano e no espaco. Essa é uma das caracteristicas que diferencia a Geometria Euclidiana
e a Geometria Eliptica. Na Geometria Eliptica, os circulos maximos sao o equivalente as
retas na Geometria Euclidiana, é natural que um segmento de reta nessa Geometria seja
um arcos de circunferéncia. A Figura 37 ilustra a distancia entre os pontos B e C' de uma
esfera, isto ¢, o segmento esférico BC. Com a nocao de distancia numa esfera é possivel
caracterizar o Polo como o ponto cuja distancia em relagdo a qualquer ponto do circulo

méaximo associado a ele é constante.

Figura 37 — Distancia entre os pontos B e C' numa esfera de centro A

Proposigao 8. A interseccao de dois circulos maximos distintos consiste de exatamente

dois pontos antipodas.

Demonstracio. Sejam I' e IV dois circulos maximos distintos de uma esfera ¥ de centro O.
Existem planos « e o’ que interceptam X segundo os circulos I e IV, respectivamente. por

serem circulos maximos, ambos planos contém o centro da esfera, logo nao sao paralelos.
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Sua interseccao deve ser uma reta que contém O, o centro da esfera. A interseccao
dessa reta com a esfera resulta em dois pontos antipodas, que por sua vez pertencem

simultaneamente aos circulos méximos I' e T". O

A interseccao de dois circulos maximos ¢ ilustrada na Figura 38. Na Geometria

Eliptica, portanto, duas retas nunca sao paralelas, uma vez que elas sempre se interceptam.

Figura 38 — Interseccao de dois circulos maximos

O préximo passo neste estudo é determinar angulos formados por circulos maximos,

também chamados de retas esféricas.

Defini¢ao 13. Um angulo esférico de vértice A ¢ a unido de dois circulos maximos que
passam por A. A medida desse dngulo é igual a medida do dngulo entre as retas tangentes

desses circulos no ponto A.

A Figura 39 mostra o angulo entre os circulos maximos na esfera. Nota-se que a
definicao de angulo na Geometria Esférica é equivalente a definicdo de angulo na Geo-
metria Euclidiana, mas se apdia nessa ultima para definir como se deve medir angulos.
O angulo entre dois equadores pode variar de 0° a 180°, sendo nos dois extremos desse

intervalo de variagdo os equadores coincidem.

A préxima definicao estabelece circulos maximos perpendiculares, que equivalem

a retas perpendiculares na Geometria Euclidiana Plana.

Definicao 14. Dois equadores que formam um angulo de 90°, sdo chamados de perpen-

diculares. (Figura 40)

As proximas proposicoes analisam algumas propriedades relativas a equadores per-

pendiculares.
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Figura 39 — Angulo entre retas esféricas

Figura 40 — Circulos maximos perpendiculares passando por B

Proposicao 9. Se um ponto P pertence a um circulo méaximo I' de uma esfera > de
centro O, entao existe um tnico circulo maximo de ¥ que passa por P e é perpendicular

al.

Demonstracio. Seja I' um circulo maximo de ¥, « o plano que determina I' e P € T.
Toma-se o plano 3 que passa pela reta que contém P e O e é perpendicular a a. Como f3
passa pelo centro de ¥, 8 determina um circulo maximo em ¥, que é perpendicular a I'.
A Figura 41 ilustra a situagdo. Suponha que exista dois circulos méximos perpendiculares
I' passando por P. Ai existiriam dois planos perpendiculares a o passando pela reta que
contém O e P, o que é um absurdo. Logo, existe um tinico circulo maximo que passa por

P e é perpendicular a T. O]

O caso da unicidade do circulo maximo perpendicular vale apenas no caso em que

o ponto esta sobre o préprio, como na Proposicao 9.
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8

Figura 41 — Circulos maximos perpendiculares passando por P

Proposicao 10. Dados uma esfera ¥ de centro O, um circulo maximo I' de ¥ e um
ponto P que nao pertence a I'. Entao existe um circulo maximo que passa por P e é

perpendicular a I'.

Demonstracdo. Seja a o plano que determina I'. Toma-se o plano 3, perpendicular a «
que passa pela reta determinada por P e O. Note que a reta Eﬁ nao é necessariamente
perpendicular a . Como 3 contém o centro da esfera, o plano 3 determina um circulo

maximo IV em ¥ que é perpendicular a I. ]

A unicidade do circulo maximo perpendicular a I" passando por P nao é garantida
pois existe o caso de P ser um polo relativo a I'. Nesse caso, ha infinitos equadores que
passam por P e sdo perpendiculares a I'. A Figura 42 mostra quatro circulos maximos

perpendiculares ao circulo maximo relativo ao polo P.

P

Figura 42 — Circulos maximos perpendiculares que passam por um polo
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Nota-se que o estudo realizado sobre a esfera trouxe contribui¢oes importantes
nao so para a analise de propriedades relativas a Geometria Eliptica, mas também ilustra
o uso de propriedades de planos e retas no espaco, algumas delas expostas na primeira

parte desse capitulo.

O préximo capitulo é um levantamento das maiores dificuldades no ensino apren-

dizagem de Geometria, com propostas de como essas dificuldades podem ser superadas.
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4 A Interface entre a Investigacao Matema-

tica e a Geometria Dinamica

A Geometria deveria estar presente durante toda a formacao de um aluno na Ma-
tematica da Educacao Bésica. Ela serve como base historica para o desenvolvimento da
Matemaética como a conhecemos hoje, fato esse evidenciado no capitulo 2. Documentos
oficiais fazem anotagoes nesse sentido, por exemplo (BRASIL, 2006) cita que a Geometria
deve preparar o aluno nao sé para lidar com problemas do cotidiano, mas também “apre-
ciar a faceta da Matematica que trata de teoremas e argumentagoes dedutivas” Outro
manual escreve:

O ensino de Geometria no ensino fundamental estd estruturado para
propiciar uma primeira reflexdo dos alunos através da experimentacgao e
de dedugoes informais sobre as propriedades relativas a lados, angulos e
diagonais de poligonos, bem como o estudo de congruéncia e semelhanca
de figuras planas. Para alcancar um maior desenvolvimento do racioci-
nio légico, é necessario que no ensino médio haja um aprofundamento
dessas idéias no sentido de que o aluno possa conhecer um sistema dedu-
tivo, analisando o significado de postulados e teoremas e o valor de uma
demonstragdo para fatos que lhe sdo familiares.(BRASIL, 2004, p.123)

No entanto, o ensino-aprendizagem de Geometria, sendo parte do ensino da Ma-
tematica, ainda é defasado no Brasil. Evidéncias disso sdo as pesquisas que indicam as
dificuldades dos estudantes ingressantes no Ensino Superior, na area das ciéncias exatas.
(RODRIGUEZ; MENEGHETTI; POFFAL, 2015) faz um panorama dessas pesquisas no
pais, destacando varias fragilidades no conhecimento basico do aluno e nas concepgoes de
Matematica desses discentes. O caso especifico da Geometria foi pesquisado por (GRA-
VINA, 1996), que relata que o grande ntiimero de reprovagoes nas disciplinas de Geometria
Plana e Espacial é devido ao déficit de raciocinio logico, dedutivo, e da falta de capaci-
dade de generalizacoes apresentada pela maioria dos estudantes ingressantes no curso de

Licenciatura em Matemaéatica.

Neste capitulo, serao abordadas as diferentes dificuldades do ensino-aprendizagem
de Geometria, bem como serao apontados caminhos para superacao dessas dificuldades.
Uma delas esté ligada ao histérico do Ensino da Geometria no Brasil e ja foi brevemente
tratada no Capitulo 1, enquanto a outra é intrinseca a natureza da Geometria como forma
de conhecimento. Para vencé-las é necessario entender como é formado o conhecimento
geométrico, além de descobrir ferramentas e metodologias que podem ser usadas para
aprimora-lo. O conjunto de ferramentas sugerido corresponde a Geometria Dindmica,
softwares que possibilitam construir entes geométricos a partir de suas propriedades e

apos de manipula-los para observar diversas configuragoes possiveis. Como metodologia, é



Capitulo 4. A Interface entre a Investigagio Matemdtica e a Geometria Dindamica 56

apresentada a Investigacdo Matematica, que propoe trazer o espirito investigativo proprio

dos cientistas, para a sala de aula de Matematica.

A Geometria Euclidiana é considerada a melhor representacao do espacgo habitado
pelo homem. Mesmo com essa distingao, seu ensino é problematico, pois os objetos de
estudo sdo, em ultima andlise, abstratos. As figuras perfeitas da Geometria existem num
mundo de ideias, e as propriedades que regem essas figuras sao estabelecidas por um

sistema axiomatico, cujo principal exemplo é debatido no capitulo 2.

Assim, para aprender Geometria é necessario entender defini¢oes, propriedades,
teoremas sobre elementos, que podem ser representados e encontrados no mundo real,
mas essas sao apenas representacoes imperfeitas de objetos abstratos. Com isso, para
que os alunos tenham real contato com a natureza da Geometria, é necessario que eles
assimilem que as representagoes apresentam defeitos e que é preciso alcancar um certo
grau de abstracao para realmente operar sobre elas. Para abstrair é preciso criar imagens

mentais dos entes geométricos e as proposicoes que sao estudados.

Deseja-se que, através de um desenho ou uma figura com varios elementos geomé-
tricos, sejam assimiladas defini¢oes e propriedades que correspondem a uma classe inteira
de figuras. E nessa assimilacdo de imagens mentais que residem alguns problemas do en-
sino aprendizagem de Geometria. Segundo (GRAVINA, 1996), é comum livros e manuais
inserirem, apdés definicbes de entes geométricos, como exemplo, ilustragoes de determi-
nado objeto, mas com caracteristicas especificas que nao sao parte oficial da definicao.
Por exemplo, triangulos de modo geral sao acutangulos com um dos lados paralelos a
base da folha (ou a linha do texto). Quadrados e retdngulos tem representagoes seme-
lhantes. Com isso, essas propriedades sao incorporadas a definicdo e a imagem mental que
se faz da figura. Para verificar isso, basta solicitar a maioria das pessoas que se desenhe
um quadrado ou um tridngulo e verificar as caracteristicas (o préprio leitor pode fazé-lo

agora).

Segundo (GIRALDO; CAETANO; MATTOS, 2012), é preciso diferenciar as ima-
gens de objetos geométricos em desenhos e figuras. Os primeiros sao imagens particulares,
com caracteristicas dadas no enunciado de uma questao, por exemplo. Ja as figuras sao
a “representacao genérica de uma classe de objetos mateméaticos, que compartilham um
conjunto comum de propriedades”. Assim, devem-se usar figuras (preferencialmente mais
de uma) para representar tridngulos e quadrados para tornar claro que sua definigao é
dada apenas a partir de algumas de suas caracteristicas, que independem de particulari-
dades como tamanho e posicao. Quando um aluno notar que uma imagem ¢é uma figura,
nao um desenho, ocorre a abstracao da ideia do ente matemaéatico estudado, tornando

possivel a representacao mental desses para generalizagoes a seu respeito.

Um estudo semelhante do caso das representagoes que produzem imagens men-
tais é proposto por (FISCHBEIN, 1993 apud GRAVINA, 1996). Segundo esse autor, as
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imagens geométricas tém duas componentes. O componente conceitual consiste no con-
junto de palavras, sejam elas faladas ou escritas, que definem as propriedades do objeto
estudado. Esse conjunto de palavras (ou simbolos) pode variar de acordo com o grau de
formalismo do sistema axioméatico adotado. O componente figural é semelhante ao con-
ceito de desenho proposto por (GIRALDO; CAETANO; MATTOS, 2012) e consiste nas
propriedades de natureza visual, como formato, posicao na folha e dimensoes do objeto.
Um exemplo de erro produzido pelo conceito figural é o caso da tangéncia entre duas
circunferéncias. E comum, segundo (RIBEIRO, 2013), os alunos assumirem que “circulos
tangentes se interceptam em infinitos pontos”, pois a representacao de componentes figu-
rais dessa situacao dificilmente conseguem exibir o inico ponto de intersec¢ao entre essas
circunferéncias.

Na aprendizagem mais avangada de Geometria, como aquela que se impde a estu-
dantes no Ensino Médio, varios objetos interagem em um mesmo desenho, cada um com
suas componentes conceitual e figural. (GRAVINA, 1996) chama isso de configuragao,

explicando que uma propriedade, definicdo ou teorema da Geometria é sempre expressa
por meio de uma configuracao complexa e que

Deduzir uma propriedade significa estabelecer uma cadeia logica de ra-
ciocinios conectando propriedades do enunciado tomadas como pressu-
postos (hipdteses) as propriedades ditas decorrentes (teses). Esta cadeia
de raciocinios é o que denominamos de argumentacgao logica e dedu-
tiva. O desenho entra aqui como materializacio da configuragdo geomé-
trica, guardando as relagoes a partir das quais decorrem as proprieda-
des.(GRAVINA, 1996, p.3)

Assim, é na interpretacao do desenho que se desencadeia o raciocinio que deduz
a propriedade. As duas dificuldades destacadas por (GRAVINA, 1996) ao estudar um
desenho consistem na percepcao de configuragoes simples dentro de configuragdes com-
plexas, que servem de “elos” no desencadeamento logico-dedutivo e o controle do desenho
para que caracteristicas Unicas da representagdo nao sejam incorporadas as propriedades
da figura. Para sanar esse tipo de dificuldades, o aprendizado de Geometria deve ca-
minhar para a harmonizacao dos dois componentes de uma figura, levando ao aluno a
compreensao do que ¢é caracteristica do objeto estudado, e portando pode ser utilizado
como hipdtese, e o que é apenas determinado pelo seu componente figural (ndo pode ser

utilizado como hipédtese).

Outro aspecto do conhecimento geométrico que torna seu ensino complicado é a
maneira como as propriedades sdao validadas, ou seja, a justificativa que as torna verda-
deiras. Nao apenas em Geometria, mas em toda a Matematica, o veredito sobre uma
sentenca verdadeira ou falsa vem de uma cadeia de uma argumentacao logica-dedutiva
que é conhecida como prova ou demonstragao. Segundo (ORDEM, 2015), é comum pro-
fessores de Geometria validarem teoremas e proposigoes para seus alunos apresentando

alguns exemplos de situacao em que tal propriedade ¢ verdadeira. No mesmo trabalho,
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(ORDEM, 2015) destaca que esse tipo de validagdo pode levar os estudantes a pensar
que esse método empirico é o inico que torna as proposi¢oes mateméaticas verdadeiras. O
professor deve destacar, em sua pratica, o poder da generalidade argumentativa de uma
demonstracao e afastar a sugestao de que uma demonstragao serve apenas para verificar

casos particulares ou é apenas um exercicio para treinar a mente.

No entanto, nao é recomendavel simplesmente apresentar toda uma teoria axio-
matica sem estimular os alunos a desenvolver o raciocinio logico por tras de cada passo da
demonstragao. Outro problema é que, quando sao solicitadas, demonstragoes sao sempre
sobre afirmacoes verdadeiras, nunca sobre afirmacoes que devem ser refutadas ou cuja
veracidade deve ser decidida pelo aluno. Esse tltimo caso é classico da escola tradicional:
o aluno recebe passivamente a demonstragao como um conhecimento acabado, nao par-
ticipando de sua construgao. O trabalho de um Matematico nao é apenas demonstrar, é
também procurar propriedades nao evidentes, pratica essa que esta muito distante da pra-
tica em sala de aula. Assim, conjecturar e procurar propriedades é tao importante quanto

demonstra-las, ja que mostra a Matematica como um conhecimento em construcao.

Como ilustrado no paragrafo anterior, a introdugao da ideia de demonstracao ou
prova em Matematica deve ser feita com cuidado. Por isso, alguns estudiosos defendem
tipologias de provas, cada uma delas com niveis de cognicao, que levam ao aluno a com-
preender o sentido e a importancia de uma demonstracao. Uma classificacao dos niveis
de prova é proposto por (BALACHEFF, 1987 apud ORDEM, 2015). Esse autor as divide
em dois niveis principais, e cada nivel em subniveis. O primeiro nivel consiste das Provas
Pragmdticas, que ocorrem quando a sustentagdo da prova depende de recursos de acao,
observacao de figuras, construcao e manipulagdo das mesmas. Um exemplo desse tipo de
justificativa é quando diz-se que dois tridngulos sao semelhantes quando um é ampliagao

(ou redugao) do outro. Divide-se as provas em 3 niveis:

Empirismo Ingénuo Nivel basico de validagao de uma propriedade. Consiste em validar
a conjectura a partir da verificagdo de alguns casos. Segundo (ORDEM, 2015),
“este meio muito rudimentar (e insuficiente) de prova é uma das primeiras formas

do processo de generalizacao”.

Experiéncia Crucial Esse segundo caso é baseado na validacdo de uma conjectura
usando um caso ou exemplo especialmente selecionado com esse fim. Ao observar
que a proposicao funciona naquele caso especifico, o aluno serd capaz de concluir
que a proposicao funciona para todos os casos. Geralmente o objeto escolhido para

propiciar a experiéncia crucial é representante de uma classe de objetos.

Exemplo Genérico O terceiro nivel ocorre também com um exemplo escolhido, mas
mediante a operagoes ou transformagoes sobre ele, seguida de uma busca de justifi-

cagao na teoria.
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O préximo passo na evolugao da tipologia de prova proposta por (BALACHEFF,
1987 apud ORDEM, 2015) sao as Provas Intelectuais. Nesse caso a prova de uma propri-
edade é fundamentada em proposicoes anteriores e suas implicagoes, comumente escritas

em linguagem matematica. Os dois niveis em que se dividem sao:

Experiéncia Mental Esse nivel marca a transicdo entre prova pragmatica e prova in-
telectual. O aluno ainda pode usar exemplos particulares, ndo como elementos de
convicgao, mas para ajudar a organizar a justificativa e como suporte da argumen-

tacao.

Calculo Simbdlico As justificativas sao provadas somente por manipulacao e transfor-

magoes de simbolos.

Além da verificacdo a respeito dos niveis em que se encontram os alunos quanto
a essa tipologia, é importante fazer o maximo para avangéi-lo, como escreve (ORDEM,
2015, p.101),

a evolugdo das provas pragmaticas para as provas intelectuais e demons-
tracao nao é s6 marcada por uma evolugdo de caracteristicas linguisti-
cas, mas também pelo status e natureza dos conhecimentos. As provas
pragmaticas apoiam-se em saberes praticos, essencialmente envolvendo
a acdo, enquanto as provas intelectuais exigem que tal conhecimento seja
tomado como um objeto de reflexdo ou debate.(...) Nesse nivel, as agoes
interiorizadas tendem a generalidade, desprovidas de concretizagao par-
ticular, constituindo-se na génese cognitiva da demonstracao.

A Figura 43 apresenta a tipologia de prova proposto por Balacheff num esquema.

Empirismo
Ingénuo

l Provas Intelectuais

Experiéncia Mentall*Calculo Simbaélico
Figura 43 — Tipologia de provas por Balacheff

A classificacao de Balacheff exibe um processo em que o conceito de prova ou
demonstragao é aprimorado pelo aluno, até chegar no nivel de Prova Intelectual, aceito
pela comunidade dos Matemadticos. Harel e Sowder (HAREL; SOWDER, 1998 apud

ORDEM, 2015) propuseram um sistema que avalia as varias maneiras de convencimento
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de um aluno a respeito de uma propriedade. Essas maneiras nao dizem respeito apenas
ao conhecimento matematico, mas a qualquer afirmacgao cuja validade esteja em jogo. Os
autores propdoem uma tipificacdo baseada em “esquemas de prova”, onde provar significa
averiguar, persuadir e convencer, seja uma comunidade, outro individuo ou a si proprio
a respeito da veracidade de uma afirmacao. Os esquemas propostos dividem-se em trés
tipos, cada um deles “representa uma fase no desenvolvimento cognitivo, a capacidade
intelectual no desenvolvimento matematico dos alunos” (ORDEM, 2015, p.102). Os trés

esquemas propostos, com suas subdivisoes, sao:

Esquemas de Prova de Convicgao Externa Nesse caso, o argumento usado para con-
vencer o individuo ou a si proprio de uma prova é externo ao problema. As subdi-

visoes definem o que podem ser essa fonte externa:

Prova Autoritaria Quando a validagao da conjectura é feita pelo professor ou um

livro texto, e outras fontes semelhantes.

Prova Ritual Ao observar o argumento, o individuo decide se ele é verdadeiro ou

falso de acordo com sua aparéncia.

Prova Simbdélica Nesse caso o individuo que quer se convencer de um argumento
nao considerando a natureza e o sentido dos simbolos nele envolvidos. Um
exemplo desse tipo dado por (HAREL; SOWDER, 2007 apud ORDEM, 2015)

é um erro usualmente cometido por alunos do ensino bésico:

a+b_a+l5_g
c+b c+F ¢

Esquemas de Prova Empirica Aqui a validagdo é dada pela verificagao de um nu-
mero limitado de exemplos, manipulacao experimental e fatos fisicos. Também se

subdivide em trés classes:

Prova Indutiva O aluno constata a veracidade de uma proposi¢ao por meio de
analise quantitativa. Exemplos desse caso sao medigoes diretas e a substituicao
numérica em expressoes algébricas. O individuo verifica uma condicao geral
usando casos particulares. Um exemplo préatico disso é quando sao substituidos
alguns niimeros naturais na expressao 2n — 1,n € N e verifica-se que para esses
valores de n o valor numérico da expressao é impar, logo nao importa qual seja
o valor de n, a expressao 2n — 1 serd sempre impar. E importante destacar que
casos como esses podem ser usados como contra-exemplos: pode-se afirmar,
por exemplo, que a expressao 2n — 1 nao produz valores numéricos sempre

pares, pois ja foram encontrados valores numéricos impares.

Prova Perceptiva Os alunos tentam verificar o valor 16gico de uma afirmagcao

por meio de percepc¢des de uma ou varias figuras. Um exemplo classico de
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convencimento por percepgao é quando é ilustrando o gréafico da fungao f(n) =

1 Al 1
n para mostrar que a sequencla a, = n converge para zero.

Apesar de nao ser uma demonstracao matematica formal, o esquema de prova em-

pirica é 6timo para gerar exemplos, contra-exemplos, e até ideias de demonstragao.

Esquema de Prova Analitica Aqui a veracidade de uma afirmacao ¢ decidida usando
argumentos abstratos e deducgao légica. Suas subcategorias tém em comum trés
caracteristicas: a generalidade da prova obtida (ndo se usam exemplos isolados
ou excegoes), o pensamento operacional (antecipacao de resultados) e a inferéncia

logica.

Provas Transformacionais Nesse caso a prova se baseia em transformagdes no
objeto e “antecipacao dos resultados que logo sao convertidos em argumentos

dedutivos”.

Provas Axiomaticas Quando ¢é estabelecido um sistema axiomaético previamente

e a prova é baseada somente nos axiomas e proposicoes que sao decorrentes
dele.

Notam-se algumas correlagoes entre as duas tipologias de provas propostas. O
primeiro nivel de prova de Harel e Sowder nao é considerado por Balacheff, enquanto
que o empirismo ingénuo e a experiéncia crucial correspondem aos esquemas de provas
empiricas proposto por Harel e Sowder. O caso do exemplo genérico corresponde as provas
transformacionais de Harel e Sowder por partilharem caracteristicas como generalidade
e inferéncia logica a partir de algum ponto da teoria. O esquema de provas analiticas
correspondem as provas intelectuais de Balacheff. Esses dois critérios de classificacao de
provas permitem verificar e fazer evoluir o nivel cognitivo dos processos de validagao nao
apenas dos alunos, mas dos seus respectivos professores, provocando-os a refletir sobre
a melhor maneira de convencer os alunos da validade de uma proposicao. Uma opcao
para provocar nesses alunos o sentido de investigacao e o trabalho de um matematico
sao as investigacoes matematicas, metodologia para a sala de aula descrita nos proximos

paragrafos.

Investigar significa, segundo (PONTE; BROCADO; OLIVEIRA, 2005), formular
questoes de interesse cujas respostas nao estao totalmente prontas ou organizadas e pro-
curar essas respostas de modo fundamentado e rigoroso. Os cientistas trabalham usando
esse tipo de metodologia, mas em problemas que estdo na fronteira do conhecimento,
com objetivo de expandi-lo. Nada impede que em sala de aula se facam investigagoes
a respeito de temas mais elementares, pertinentes aos curriculos escolares e ao contetido
que o professor objetiva ensinar. O trabalho de investigacao feito pelos matematicos é um
caso a parte das demais ciéncias. Sao formuladas conjecturas, que em seguida sao testa-

das, e finalmente sdo provadas. Enquanto os esquemas de prova supracitados caminham
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para levar o aluno a testar (caso das provas empiricas) e demonstrar proposigdes (provas
intelectuais ou analiticas), a investigacdo matematica permite que o mesmo elabore suas

proprias conjecturas, para depois validé-las (ou verificar que sao incorretas).

A historia da Matematica mostra que obter demonstragdes ou solugoes para alguns
problemas pode ser demorado e muitas vezes pode levar a um tipo de conhecimento
inesperado, como é ilustrado no capitulo 2, em que a busca pela prova do quinto postulado
proposto por Euclides levou a descoberta de outras possibilidades de Geometria. Assim,
ao propor uma aula de investigacao, o professor pode estabelecer pontos de partida a
avaliagao, mas pode ser que os alunos encontrem resultados diversos. Essa particularidade
da investigacao Matematica faz com que os alunos mobilizem seus recursos cognitivos e

afetivos com a intencao de atingir um objetivo, ou seja, aprender.

A investigagao Matematica ocorre, de modo geral, em quatro etapas. Primeiro, sao
exploradas, reconhecidas e formuladas questoes acerca da tarefa proposta. Em seguida sao
organizados os dados ja disponiveis (teoria prévia) e sdo formuladas conjecturas. Apés a
realizacao de testes, essas conjecturas sao refinadas. O ultimo passo é valida-las, e é nesse
momento em que os alunos expressam a que nivel de validacao do conhecimento Matemé-
tico (de acordo com os propostos acima) foram expostos. Os passos de uma investigagao
matematica podem ocorrer simultaneamente, mas o passo final deve ser obrigatorio, nao

importando o nivel de validacao alcancado pelos alunos.

A melhor ferramenta para avaliar o processo investigativo e como os alunos va-
lidam o conhecimento matematico é por meio de um registro escrito da atividade de
investigacao. Esse registro pode ser feito apos a discussao dos alunos a respeito das pro-
priedades por eles aferidas, pois segundo (PONTE; BROCADO; OLIVEIRA, 2005) “a
aula de matematica, habitualmente, nao é um lugar em que os alunos estejam habituados
a comunicar suas ideias nem a argumentar com seus pares. E a partir da andlise desses
materiais que o professor pode planejar os préximos passos no sentido de contribuir para
a maturacdo do aluno quanto a demonstracao. Outra vantagem do registro escrito dos
alunos ¢é o desenvolvimento da sua escrita matematica, que no caso da investigacao pode
ser trabalhada de forma natural com os alunos, ja que a escrita vem do seu pensamento.
Ao escrever o conhecimento que ja sistematizou, o aluno o resignificara e provavelmente
notara alguns detalhes importantes da teoria que s6 a ideia interiorizada seria incapaz de
notar imediatamente.

No caso especifico da Geometria, a investigacdo desenvolve varias capacidades,
entre elas

a visualizacao espacial e o uso de diferentes formas de representagao, evi-
denciar conexoes matematicas e ilustrar aspectos interessantes da his-
toria e da evolugdo matematica. (PONTE; BROCADO; OLIVEIRA,
2005, p.71)
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Investigagoes geométricas exibem uma Geometria que vai além dos tradicionais
métodos que usam da memorizacao de férmulas e exercicios de determinados tipos. Além
disso atividades investigativas em Geometria podem ser propostas nos mais diversos niveis
de ensino, basta ter o cuidado de selecionar um recorte de investigacao adequado para

cada nivel.

Para apoiar as investiga¢oes matematicas existe um conjunto de ferramentas de-
nominadas TICs, Tecnologias de Informacao e Comunicacao. Essas ferramentas foram
destacadas por (FIORENTINI; LORENZATO, 2006) no seu levantamento sobre tendén-
cias de pesquisa em Educagdo Matematica. A difusd@o e o acesso a tecnologias como
computadores, televisao, internet, lousas digitais e até calculadoras levaram investigado-
res a tentar criar metodologias para o ensino de Matematica, tanto para professores quanto
para alunos. Essas metodologias nao se limitam unicamente aos temas tradicionais, mas
também mostram possibilidades de temas diversos, como fractais e analises estatisticas
mais complexas. H& uma crenga entre pais, alunos, professores e sistemas de governo,
que “as novas tecnologias sao uma panacéia para solucionar os males da educagao atual”
(FIORENTINI; LORENZATO, 2006). Mas alerta-se que as investigagoes nesse sentido
ainda nao chegaram a conclusoes satisfatérias, e que sua implementacao s6 sera possivel

quando existirem profissionais qualificados para usa-las da melhor maneira adequada.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, na area de Matematica
e suas tecnologias, (BRASIL, 2000), recomendam que um objetivo do ensino de Mate-
matica seja favorecer o uso de tecnologias, ndo apenas as ja tradicionais citadas nesse
paragrafo, mas toda tecnologia que possa vir a surgir. Além disso, aprender a trabalhar
nos ambientes cooperativos gerados pelas novas tecnologias, onde juntas pessoas comple-
mentam seus proprios trabalhos e de outros, com intuito da produg¢ao e desenvolvimento
do conhecimento.

Uma classe muito especial das ferramentas desenvolvidas com tecnologia para o

ensino de Matematica sao as ferramentas de Geometria Dinamica. Uma analogia que
serve de justificativa para o uso desses ambientes é a seguinte:

Segundo um conhecido dito popular, uma imagem vale mais do que mil
palavras. Em ambientes de geometria dindmica sao utilizadas literal-
mente centenas de imagens sobrepostas, que se articulam entre si e sao
manipuladas de forma interativa. Imagine, entdo, quantas ideias po-
dem ser traduzidas, com o auxilio da geometria dindmica! (GIRALDO;
CAETANO; MATTOS, 2012, p.114)

Os objetos sao construidos a partir de propriedades ou relagoes entre eles. Apds a
construcao, o usuario tem a possibilidade de movimentar elementos livres da configuragao,
gerando as “centenas de imagens” que sao comentadas na analogia. Essa movimentacao
é conhecida como o recurso arrastar em softwares de geometria dindmica como o GeoGe-

bra. Ao usar esse recurso, as propriedades dos objetos sao mantidas, mas a imagem se
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transforma. Ou seja, o componente conceitual se mantém, enquanto o componente figural
se apresenta de varias formas. Com isso sao amenizadas as dificuldades de representacao

geradas pelo uso de lapis e papel e as representacoes estereotipicas de livros didaticos.

O ato de arrastar nos ambientes de geometria dindmica ¢é objeto de varios estudos.
Entre eles, (ARZARELLO et al., 2002) relata que o recurso arrastar media aspectos do
relacionamento entre a percepcao e a teoria, seja ele invocado com um objetivo especifico
ou simples experimentacao que pode levar a descoberta de propriedades interessantes. Ao
verificar mudancas de formas ja prontas ou sugeridas, o usuario pode observar invarian-
tes geométricos daquela observagao, ou seja, propriedades que sao mantidas pela figura
independente da posicao dos objetos livres. Também é possivel que ao mover objetos cri-
ados aleatoriamente pela tela se explicitem propriedades antes ocultas pela estaticidade

do desenho.

A geometria dindmica também possibilita a producao de conjecturas, fase essencial
da investigacdo matematica. Também permite testd-las, refind-las ou mesmo refuta-las.
Sob a perspectiva dos processos cognitivos de validagao de propriedades, permite explora-
¢ao na sua fase mais empirica, ao mesmo tempo em que pode servir de motivagao para a
introdugdo da necessidade de argumentos matematicos. (GIRALDO; CAETANO; MAT-
TOS, 2012) destaca que é possivel construir atividades em que o simples uso de figuras
pode levar a conclusoes incorretas, sendo essa a motivacdo para introduzir a ideia de

justificar a propriedade por meio de argumentos exteriores ao software.

A pratica de uso de softwares de geometria dindmica favorece a evolugao cognitiva
da relacao entre percepcao e abstracao, percorrendo os caminhos propostos por Balacheff
e Herel e Sowder. Na verdade, estudos do uso dessa categoria de softwares ja produziram
uma tipologia de cognigdo, expostas por (ARZARELLO et al., 2002): No Processo de
ascensao, a observagao e manipulagao do desenho levam a teoria, através da observagao
de regularidades e invariantes. J& o Processo de descensdo, o conhecimento ¢é prévio e a
exploracao serve para justificar, checar propriedades ou refuta-las. Esses processos variam
de acordo com o tipo de atividade proposta ou podem aparecer numa mesma atividade,
um em complemento do outro, dependendo do que o sujeito entende seja dado e o que
sua percepcao diz que deve ser procurado.

Para o caso especial da Geometria Espacial, a tltima versao do GeoGebra disponi-
biliza, pela primeira vez, um modo de visualizagdo em 3 dimensoes de sélidos geométricos,

planos e retas no espago. E possivel empregar, além do recurso de arrastar, uma ferra-

menta de visualizagdo da figura sob varios angulos. Esse material é um representante
daqueles que (SANTOS; NACARATO, 2014) destaca no trecho:

0 que propicia aumentar o nivel de conhecimento sobre um sélido geo-
métrico e as figuras planas que o compoem e estabelecer algumas propri-
edades estéd diretamente relacionado com a diversidade de materiais que
o professor pode disponibilizar em sala de aula para o aluno manipular,
desenhar, visualizar, e, sobretudo, formar uma imagem mental sobre o
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objeto a ser estudado. (p.17)

Como ja foi destacado, a formagao da imagem mental de entes geométricos é muito

importante em geometria, uma vez que os objetos dessa ciéncia sao abstratos.

Neste capitulo foram levantados os principais problemas no ensino e aprendizagem
de Geometria e intrinsecos a ela. As principais dificuldades encontradas foram quanto a
representacao dos objetos geométricos e a maneira como sao justificadas as propriedades.
A primeira ocorre quando ha confusao entre componentes conceituais e figurais associados
a cada propriedade e revela a importancia da construcao de imagens mentais para entes
geométricos. A validacdo de propriedades em Geometria é através de demonstragoes e
esse conceito pode ser trabalhado com os alunos. No entanto, mostrar uma demonstracao
sem que os alunos entendam o motivo dela ser necessdria a torna inttil. E preciso que a
ideia de demonstracao seja construida, passando do empirico para o formal. Para ajudar
nesse processo, a investigacdo matematica e a Geometria dindmica sao ferramentas que
estimulam a formulagdao de conjecturas, seu refinamento e provocam o aluno a justifica-
las. Além disso, softwares como o GeoGebra ajudam na superacao das dificuldades de

visualizacdo mencionadas anteriormente.

Baseado nas dificuldades aqui elencadas, no préximo capitulo sdo propostas ati-
vidades que permitem aos alunos a visualizacdo dos primeiros axiomas da Geometria
Euclidiana Espacial, bem como algumas defini¢des e propriedades elementares. As ativi-
dades propdem um processo de ascensao, pois primeiro as figuras sdo construidas, e apés
é refletido sobre as propriedades relativas a elas. Sao propostas questoes que estimulam
a investigacao de cada figura, numa investigacdo mais dirigida. Busca-se que os alunos
passem do empirismo ingénuo e exemplo genérico (como é o caso de algumas construgoes

da atividade) para niveis mais avancados de prova, na escala de Balacheff.
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5 Proposta de Atividade sobre Geometria Eu-

clidiana Espacial: Pontos, retas e planos

5.1 Conteldos

A atividade proposta trabalha dentro da Geometria Espacial o conteiido de Pontos,
Retas e Planos no Espaco. Esse conteido costuma ser lecionado no 3° ano do Ensino

Médio, na maioria dos Sistemas de Ensino.

5.2 Pré-requisitos

Para que os objetivos propostos para esta atividade sejam atendidos, os alunos de-
vem ter conhecimentos de Geometria Plana, especificamente sobre os trés entes primitivos

Ponto, Reta e Plano e as posicoes relativas de duas retas.

E importante apresentar aos alunos o conceito de Sistema Axiomético e o modo
de trabalho do Matematico, especialmente o da area de Matematica Pura. Recomenda-se
apresentar os axiomas como “Regras do Jogo” e os Teoremas como consequéncias dessas
regras, que se tornam, por sua vez, novas regras. Destacam-se a condicao de Consisténcia
do Sistema Axiomético (um modelo axiomético é dito consistente quando dele nao é
possivel chegar a uma contradi¢do) e a de Suficiéncia (deve ser possivel determinar a
veracidade de uma afirmacao a partir dos Axiomas e de proposicoes geradas a partir
deles). Apesar do fato que as demonstragoes sdo omitidas, enfatiza-se que é fundamental

a compreensao de que os axiomas sao necessarios para a construgao da teoria.

5.3 Pdblico Alvo

O publico alvo desta atividade sao alunos do Ensino Médio, ou mesmo do Ensino

Fundamental que em breve estudarao Poliedros e/ou Geometria Analitica no espago.

5.4 Duracao

Para esta atividade estima-se a duragao de 4 aulas de 50 minutos cada.

5.5 Objetivos

Os objetivos da atividade sao:



Capitulo 5. Proposta de Atividade sobre Geometria Fuclidiana Espacial: Pontos, retas e planos 67

e Apresentacao da Geometria Espacial por meio de axiomas;

e Estimular a Investigacao Matematica, incentivando os alunos a conjeturar proprie-

dades das retas, planos e pontos no espaco;

e Usar dispositivos eletronicos para melhor visualizar elementos primitivos da Geo-

metria no espaco, sem que eles estejam em algum poliedro ou sélido geométrico;
e Explorar as posi¢oes relativas de retas e planos no espaco;

e Apresentar aos alunos o software GeoGebra, que pode ser uma ferramenta impor-

tante para estudos posteriores;

e Trabalhar com as limitagoes do software disponibilizado e da representacao em duas

dimensoes de objetos que estao definidos no espaco;

e Comparar os resultados com os materiais habitualmente utilizados, por exemplo

régua, compasso, papel e lapis;
e Explorar o emprego da linguagem matemaética;
e Colaborar para a formagao de imagens mentais e generalizagoes em Geometria;

e Evoluir a concepcao de prova em Matematica, partindo do empirico para o tedrico.

Na secao 5.6 descreve-se a primeira atividade proposta, conforme ela foi aplicada.
Apés a aplicagao, houveram alteragoes para aprimorar o trabalho. Essa redacao final da

atividade encontra-se no apéndice A.

5.6 Descricao e solucao da Atividade

=7 Para cada questdo proposta, use uma
nova janela do GeoGebra, sem as cons-
trugoes anteriores. Para isso, no menu

Arquivo, clique em Novo (alternativa-

mente, abra uma Nova Janela a par-
tir desse mesmo menu). Antes, porém,
vocé pode salva-las para revé-las usando

o menu Arquivo>Gravar.

= Para abrir a janela de visualizagdo 3D,
clique em Exibir no menu superior, e em

seguida em Janela de Visualizacao 3D.
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Introducao

1. Plote 5 pontos, usando a Janela 3D. Para isso, com a ferramenta Ponto selecionada,
escolha um local no plano cinza do sistema cartesiano e, em seguida, arraste o ponto

até altura desejada.

2. Usando a ferramenta Reta, selecione dois pontos construidos no item anterior. Sera
construida a reta que passa por esses dois pontos. Faga esse procedimento para

tracar mais duas retas.

3. Plote 3 planos. Para tracar planos, clique em Plano ou Plano por trés pontos e
em seguida, selecione trés pontos. Note que os elementos aparecem separados por
categoria na janela de algebra, que pode ser usada para selecdo de objetos (como

pontos) também.
4. Utilize a ferramenta Girar Janela de Visualizagao 3D, segure e arraste o cursor para

visualizar a construcao sob diferentes angulos.

Questdes Propostas
Postulados

Questao 1. Postulado de Ezisténcia - Reta

a) Marque dois pontos no espago e use a ferramenta Reta para construir a reta que passa

por esses dois pontos.

b) Em seguida, selecione a ferramenta Ponto em objeto e marque pontos sobre a reta

tracada anteriormente.
c) Quantos pontos é possivel tragar nessa reta?
d) Usando a ferramenta Ponto, trace pontos que ndo estejam sobre a reta dos itens

anteriores. Quantos pontos é possivel tracar fora dessa reta?

Solucgao 1. O objetivo da presente questao é levar o aluno a concluir que existem infinitos
pontos em uma reta, bem como fora dela. A Figura 44 mostra a construcao apods o item

b), enquanto que a Figura 45 mostra um exemplo da construcao ao final da questao.

Questao 2. Postulado de Existéncia - Plano

a) Use a ferramenta Plano para construir um plano no espago.
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Figura 45 — Questao 1 - Conclusao

b) Em seguida, selecione a ferramenta Ponto em objeto e marque pontos sobre o plano

tragado anteriormente.
c) Quantos pontos é possivel tragar nesse plano?
d) Usando a ferramenta Ponto, trace pontos que nao estejam sobre o plano construido.

Quantos pontos é possivel tragar fora desse plano?

Solucao 2. Essa questao ¢ analoga a primeira, mas com o plano no lugar da reta. Seu
objetivo é mostrar que num plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos. A Figura
46 mostra um exemplo de construgao para o item b). A Figura 47 exibe uma visualizagao

que permite observar com mais clareza pontos que estdo ou nao no plano.

Questao 3. Postulado de Determinagdo - Reta
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Figura 47 — Questao 2 - Conclusao

a) Plote 3 pontos na Janela de Visualizagao 3D e trace algumas retas que contenham ao

menos dois desses pontos.

b) Escolhendo 2 desses pontos, é possivel que duas retas distintas contenham esses pon-

tos?

c) E sempre possivel construir uma tnica reta com trés pontos quaisquer?

Solucao 3. Nesse item serao construidas trés retas, ja que dificilmente serao escolhidos
aleatoriamente trés pontos colineares entre todos os pontos do espago. Caso eventualmente
sejam escolhidos pontos com essa caracteristica, as questoes ainda prevalecem, pois pode-
se destacar, por exemplo, que a reta tracada é uma reta que passa por dois pontos, e

o terceiro nao foi necessario para sua construgado no GeoGebra. O caso dos pontos nao

colineares ¢é destacado na Figura 48.
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Figura 48 — Questao 3

Questao 4. Postulado de Determinac¢dao - Plano

a) Use a ferramenta Plano por trés pontos para tragar um plano na janela de visualizagdo
3D do GeoGebra.

b) E possivel obter um plano distinto (ou seja, diferente) que contenha os mesmos trés
pontos?

Dica: Oculte o Plano criado no item a) clicando no pequeno circulo azul a esquerda
desse plano na Janela de Algebra. Use a ferramenta Plano ou Plano por trés pontos
para tracar outro plano que passa pelos pontos usados para construir o primeiro

plano. Observe que os planos coincidem.

Solugao 4. Semelhante a Questao 3, o objetivo dessa questao é mostrar que trés pontos
determinam um tunico plano. A Figura 49 exibe o plano construido usando trés pontos e

a Janela de Algebra de acordo com a dica sugerida.

Questao 5. Postulado de Inclusao

a) Construa um plano usando a ferramenta Plano por trés pontos.
b) Construa as trés retas que passam por pares desses pontos.

c) As retas que vocé construiu estdo contidas no plano determinado pelos trés pontos?

Gire a janela de visualizacdo, se necessario.

d) Trace um ponto fora do plano do Item a), selecionando um ponto no plano cinza e o
deslocando até a altura desejada. Construa reta que passa por esse ponto e um dos
pontos marcados em a).

e) Qual a intersecgao entre a reta construida em d) e o plano construido no item a)?

Dica: Use a ferramenta Interseccao entre dois objetos para auxilia-lo.
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) Janela de Algebra ¢ | » Janela de Visualizagio 3D

Plano
@ a:-1.73x +8.72y +34.68z = 89.06
b: -1.73x + 8.72y + 34.68z = 89.06
Ponto
® A=(-4.14,3.05,16) 4
~® B=(3.2,289,2) B
® C=(-0.22-176,3) 3 e

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacio 3D

Plano
a: -1.73x + 8.72y + 34.68z = 89.06
® b: 1.73x+8.72y + 34.682 = 89.06
Ponto
® A=(-4.14,3.05,1.6) N
~® B=(3.2,2.89,2)
® C=(0.22,-1.76,3)

o,

Figura 49 — Questao 4

Solucao 5. Nessa questao, espera-se que o aluno conclua que retas podem estar contidas
em um plano (se contiver dois pontos nesse plano - item c¢), Figura 50) ou pode ter apenas

um ponto em comum com o plano e, portanto, nao estar contida no plano, como ilustra

a Figura 51.

Figura 50 — Questao 5 c)

Posicoes Relativas de Retas no espaco

Questao 6. Lembre que, no plano, dadas duas retas, ha duas possiveis posicoes relativas

entre elas: paralelas (quando elas ndo possuem um ponto em comum) e concorrentes

(quando elas possuem um ponto de intersecgao).
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Figura 51 — Questao 5- Conclusao

a) Em uma nova janela do GeoGebra, clique em Exibir e, em seguida, em Janela de
visualizacao 3D (2D se a 3D for a que ja estiver aberta). Se vocé estiver usando o

GeoGebra 3D no Tablet, veja a versao alternativa (6) para essa questao.

b) Marque 2 pontos na Janela de Visualizagdo 2D e a reta que passa por eles. Veja que

a mesma reta aparece na Janela de Visualizagao 3D.

c) Na Janela 2D, trace um ponto que nao pertenca a reta construida e trace uma reta
paralela a essa usando a ferramenta Reta Paralela.Veja que o conceito de retas
paralelas pode ser generalizado para o espaco. Qual a condi¢ao deve ser adicionada

a definicao de retas paralelas no plano para que essa definicao seja valida no espago?

Questao 6 Alternativa
a) Marque 2 pontos na Janela de Visualiza¢ao 3D e a reta que passa por eles.
b) Trace um ponto fora da reta construida.

c) Usando a ferramenta Reta Paralela, selecione o ponto tragado no item b) e a reta
construida no item a).

d) E possivel construir um plano que contenha as retas paralelas construidas no item c)?
Dica: use a ferramenta Plano e selecione as retas paralelas.

e) Qual condi¢ao deve ser adicionada a defini¢do de retas paralelas no plano para que

essa defini¢ao seja valida no espago?

Solugao 6. A Figura 52 mostra as janelas de visualizacao 2D e 3D lado a lado, com
pontos construidos na janela 2D. Com isso ¢ esperado que os alunos concluam que assim

como existem retas paralelas no plano, existem retas paralelas no espaco. Além disso,
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essa generalizacao deve levar a concluir que duas retas paralelas no espaco devem estar
contidas num plano. A questao 6 alternativa foi criada pois, apesar de estar disponivel em
tablets e smartphones com sistema operacional Android, o GeoGebra 3D é um aplicativo
desvinculado do GeoGebra tradicional, ou seja, ndo é possivel comparar as janelas de

visualizacao lado a lado como é feito em computadores.

> Janela de Visualzagho = X[ »_Janela de Visualizagao 30 X

Figura 52 — Questao 6 - Janelas de visualizagao 2D e 3D lado a lado

Questao 7. Construindo Retas Reversas

Digite, no campo Entrada, x = 0. Essa equacao vai gerar um novo plano no
espago. Trace, agora, trés pontos, A, B e C' no plano OXY (o plano cinza) e o ponto D

no plano construido (sem que D esteja em ambos os planos). Trace a reta jﬁ e a reta

e,

a) Qual a posigao relativa dessas duas retas?

Dica: Para verificar se elas sao concorrentes, utilize a ferramenta Interseccao entre

dois objetos e veja se ha pontos em comum.

b) Tente tracar o plano que contém ambas as retas usando a ferramenta Plano e sele-
cionando as duas retas. Na versao para tablet e celular, o aplicativo nao permite a

selecao de duas retas reversas para intersecgao.

c) As retas construidas sao chamadas de retas reversas. Escreva uma possivel definigao

para esse conceito.

Solucao 7. Aqui, sdo construidas retas que nao tém interseccao, porém nao sao paralelas.
A ideia da construcao é que como as retas estdo contidas em planos diferentes e nao sao
paralelas, elas devem ser reversas. A Figura 53 ilustra a situagdo, incluindo o ponto E,
que aparece como indefinido, pois tentou-se construi-lo como a interseccao de duas retas

reversas.
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» Janela de Algebra ] [ Janela de Visualizagéo 30 X
Plano
® a:x=0
Ponto
L@ A=(4.81,247,0)
® B=(4.89,-227,0)
@ C=(1.94,2.16,0)
® D=(0,1.68,2.8)
Eindefinido
Reta
L@ f:X=(4.81,2.47,0) + A (0.08, 4.75,0)
® g:X=(1.94,2.16,0) +A(-1.94, -0.48, 2.8)

Figura 53 — Questao 7 - Retas Reversas

Questao 8. Retas Perpendiculares no FEspaco

Construa retas perpendiculares no espago (retas concorrentes que formam um an-

gulo reto):

a) Na Janela 3D do GeoGebra, trace dois pontos e a reta que passa por eles.
b) Em seguida, trace um ponto fora dessa reta.

c) Finalmente, use a ferramenta reta perpendicular (observacao: a ferramenta a ser usada
no tablet ou celular é Reta Perpendicular, cujo item mostra um plano e a reta

perpendicular a ele) e selecione o ponto e a reta.
d) Para verificar a perpendicularidade, use a ferramenta Angulo e selecione as duas retas.
e) Usando a ferramenta Plano construa também o plano determinado pelas duas retas.
f) Um par de retas concorrentes estara sempre contido no plano determinado por elas?
Solucgao 8. A construcao de retas perpendiculares substitui aqui a construcao de retas
concorrentes quaisquer com objetivo de abreviar a atividade, além de mostrar que retas

concorrentes também estao sempre contidas num mesmo plano. Uma possivel posi¢ao das

retas perpendiculares é exibida na Figura 54, junto do plano que contém essas retas.
Posicoes Relativas de uma Reta e um Plano no espaco

Questao 9. Planos por uma reta

a) Trace dois pontos, A e B, na Janela 3D do GeoGebra.

b) Construa a reta B,
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Figura 54 — Questao 8 - Retas Perpendiculares

c) Trace cinco pontos fora da reta j@ em diferentes posigoes do espago.

d) Usando a ferramenta Plano, selecione um dos pontos marcados e a reta j@ . Faga isso

para os demais pontos plotados. Quantos planos passam por uma reta?

Solucdo 9. E esperado concluir dessa questdo que por uma reta passam infinitos planos.
Por eventuais limitagoes de software e hardware que podem ser encontradas, foram soli-
citados apenas cinco pontos fora da reta, gerando cinco planos que a contém. A ideia é
que o estudante note que assim como foram feitos cinco planos com cinco pontos, podem
ser feitos infinitos planos com todos os pontos do espago. A Figura 55 mostra a situacao

com os cinco planos.

Figura 55 — Planos passando por uma reta

Questao 10. Retas e Planos Paralelos

Ja vimos que se uma reta tem dois pontos em um plano, entao ela pertence a
esse plano pelo item a da Questao 5. Também vimos que uma reta pode ter um ponto
em comum com um plano, também da Questdao 5. Uma reta e um plano podem nao ter

pontos em comum?
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a) Construa um plano definido por um ponto e uma reta e trace um ponto fora do plano

construido.

b) Trace a reta paralela a reta usada para construir o plano passando pelo ponto fora
dele.

c) Qual a intersec¢ao da reta e o plano?

Dica: Utilize a ferramenta “Interseccao entre dois objetos” Nesse caso diz-se que o

plano e a reta sao paralelos.

Solugao 10. Veja a Figura 56 de um exemplo da situagao proposta. Aqui o aluno deve
concluir que é possivel que uma reta seja paralela a um plano. Novamente a utilizagao da
ferramenta de interseccao de dois objetos se mostra ttil para verificar que a intersecgao é

indefinida, ou seja, que nao existe.
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Figura 56 — Questao 10 - Reta Paralela a um Plano

Posicoes Relativas de dois Planos

Questao 11. Interseccao de Planos

a) A Interseccao de dois planos pode ser um unico ponto? Tente construir dois planos

cuja intersec¢ao seja um tnico ponto no GeoGebra 3D.

b) Use a ferramenta Interseccdo de duas Superficies para verificar as intersecgoes dos

planos.

c) Escreva uma propriedade sobre a intersec¢ao de dois planos.



Capitulo 5. Proposta de Atividade sobre Geometria Fuclidiana Espacial: Pontos, retas e planos 78

Solucao 11. Nessa questao, o estudante é provocado a usar sua criatividade e as fer-
ramentas do GeoGebra para criar um caso em que a interseccao entre dois planos seja
um unico ponto. Como é sabido, nao é possivel fazer construgdo com tais propriedades.
Espera-se que apos algumas tentativas com o uso da ferramenta de intersecg¢ao, o aluno

conclua que a interseccao de dois planos é sempre uma reta.

Questao 12. Planos Paralelos

a) Construa um plano definido por trés pontos e marque um ponto fora dele.

b) Usando a ferramenta Plano Paralelo construa um plano paralelo ao primeiro, passando

pelo ponto fora dele.

Solucao 12. Essa atividade mostra que existem planos paralelos e convida o aluno a
escrever com suas proprias palavras a definicao de planos paralelos. Com isso espera-se

que o aluno também desenvolva a escrita em Matematica. A Figura 57 ilustra a situacao.

Figura 57 — Questao 12 - Planos Paralelos
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Questdes de avaliacdo da atividade

Complete a Tabela 3 escrevendo, a cada linha, as conclusoes da questao, de acordo
com o que foi discutido durante a realizacao da atividade. Se necessario, revise ou refaca

as questoes.

Tabela 3 — Questoes e as propriedades associadas - Geometria Espacial

Questao Conclusao

Questao 1)

Questao 2)

Questao 3)

Questao 4)

Questao 5)

Questao 6)

Questao 7)

Questao 8)

Questao 9)

Questao 10)

Questao 11)

Questao 12)
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1. Dados 2 pontos no espago, quais e quantos elementos (retas, planos) podem ser

construidos?

2. a) Dados os pontos A, B e C néo colineares (ou seja, que nao estao estdo sob uma
mesma reta) no espago. Enumere as retas que podem ser construidos, fazendo

também um breve roteiro de como construir esses elementos no GeoGebra.
b) Faga o mesmo do item a), para planos.

3. Dadas duas retas, r e s no espaco, quais sao as possiveis posicoes relativas entre

elas? Defina cada posi¢do com suas palavras.
4. a) Se as retas da Questao 3 forem paralelas, é possivel construir um plano a partir
delas? Caso responda sim, escreva como vocé construiria o plano no GeoGebra.
b) E se elas forem reversas, é possivel construir um plano que as contenha? Se a
resposta for afirmativa, escreva como esse plano seria construido no GeoGebra.
5. a) Dados um plano « e uma reta r do espago, quais as possiveis posigoes relativas
entre eles?
b) Por uma reta passam quantos planos?
b) Escreva dois roteiros para a construgao de planos concorrentes no espago usando

o GeoGebra.

6. Dados dois planos no espago, quais sao as possiveis posicoes relativas entre eles?

Escreva a definicao de cada posicao com suas palavras.
7. Esboce as figuras para as questoes 7, 9 e 11 usando apenas lapis, borracha e papel.

8. Quais as vantagens vocé notou ao usar o software, comparando-o com as figuras da
questao 77 Se as figuras que vocé construiu estivessem em um livro didatico, vocé

acredita que seria capaz de visualizar as situagoes de maneira satisfatoria?
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5.7 Relato da Aplicacao da Atividade

A atividade proposta na sec¢ao 5.6 foi aplicada para uma turma de Terceiro Ano
do Ensino Médio Politécnico na Escola Estadual de Educacao Basica Osmar da Rocha
Grafulha (conhecido anteriormente como CIEP). A escola esté localizada no Bairro Fra-
gata da cidade de Pelotas, Rio Grande do Sul e atende um publico de poder econémico
diversificado, com grande maioria dos alunos de classe média baixa, residentes de regioes
adjacentes a escola. A escola conta com um laboratério de informéatica com 11 compu-
tadores, 10 dos quais funcionam com sistema operacional Windows 7 e um deles com
Windows XP. As atividades foram realizadas no periodo regular de aula, como parte ini-
cial dos estudos de Geometria Espacial, prevista no conteido programatico do Terceiro
Ano do Ensino Médio.

A turma é composta de 22 alunos (sem incluir matriculados que ndo comparecem
as aulas) com idades de 16 a 18 anos, 5 deles com alguma reprovagao em anos anteriores.
Segundo relatos dos alunos, a maioria nao estudou ou nao recorda ter estudado Geometria
no Ensino Fundamental ou anos anteriores do Ensino Médio. Isso foi constatado durante
as aulas de Geometria Analitica ministradas pelo pesquisador, pois os alunos pareceram
ter uma base pouco sélida em Geometria Plana, como por exemplo, propriedades e posi-
¢oes relativas entre retas, circunferéncias e pontos no plano. Isso se junta a dificuldades
em Matematica Bésica (operagoes bésicas, resolucdo de equagoes de primeiro e segundo
grau) e uma visao de que os exercicios de Matemadtica devem apenas reproduzir alguns
modelos e métodos. Quando era proposto um exercicio que fugia desse modelo, os alunos

tinham dificuldade em interpreta-lo e procurar estratégias para resolvé-lo.

Antes da aplicacao da atividade foi ministrada uma aula em que foram relembra-
dos os entes primitivos da Geometria: Ponto, reta e plano bem como suas notagoes. A
partir dai, foi exposto que esses elementos, junto de algumas proposicoes fundamentais
(conhecidas como postulados), permitem o desenvolvimento de toda a Teoria da Geome-
tria Euclidiana. Foram também relembradas as posigdes relativas estudadas na Geometria
Analitica Plana. Durante a exposicao, os alunos pareceram interessados e faziam pergun-
tas pertinentes. Quando perguntados a respeito dos conceitos expostos, a maioria dos

alunos respondeu de forma satisfatoria.

A primeira parte da atividade foi realizada no dia 5 de dezembro, uma terca-feira,
durante uma hora-aula de 50 minutos. 19 alunos compareceram nesse dia e nos seguintes.
Os computadores ja se encontravam equipados com a tltima versao disponivel do Geo-
Gebra para Windows. Como haviam mais alunos que computadores, foi solicitado que
eles se organizassem em duplas. Devido ao nimero impar de alunos, uma das duplas foi
transformada num trio. Depois que os alunos abriram o GeoGebra, foi-lhes explicado que
este se trata de um software de Geometria Dindmica, que permite a criacao e modificacao

de objetos matematicos de acordo com o objetivo de estudo do usuario. A seguir, foram
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apresentadas as janelas de visualizacao e de algebra, lembrando-os da relacao entre retas
e circunferéncias com determinados tipos de equagoes. Em seguida, as duplas foram ins-
truidas a abrir a Janela de Visualizacao 3D, onde foram apresentados o plano z = 0 que
serve como base para o tracado de pontos e os trés eixos coordenados. A Figura 58 mostra
a Janela de Visualizacao 3D inicial. O plano z = 0 exibido nessa figura ¢é identificado na
totalidade desse trabalho como “Plano Cinza”. Também foram apresentados os botoes
de ferramentas e suas respectivas descrigoes/ajudas, para que eles fossem acionados com

maior facilidade quando mencionados no texto da atividade.

» Janela de Visualizagio 30 X

Figura 58 — Janela de Visualizacao 3D

Neste primeiro encontro foi realizada apenas a introducao da atividade proposta.
As duplas realizavam as atividades independentemente, com a ajuda e supervisao do
docente. Em um primeiro momento, alguns alunos apresentaram dificuldade para criar
pontos no espaco, criando pontos apenas no plano base, ou mesmo somente nos eixos
coordenados. Foi solicitado que a janela de visualizacao fosse girada, para que essa pecu-
liaridade fosse observada e posteriormente contornada, com todos os discentes construindo
pontos de maneira correta. Notou-se que a observacao de colegas realizando a atividade
também foi de grande ajuda, ja que alguns apresentavam uma naturalidade maior para li-
dar com o software (possivelmente por maior contato com informatica em geral). Também
observavam e debatiam as diferentes posi¢oes dos elementos de outras duplas, muitas ve-
zes perguntando o porqué de tamanhas diferencas. A construcao de retas e planos ocorreu

mais naturalmente, com pleno uso da rotagao da janela de visualizacao.

Os alunos notaram que, sob alguns angulos, as figuras parecem ter propriedades
diferentes, como nas visualizagoes na direcao dos planos coordenados, onde a figura pa-
recia pertencer toda a um mesmo plano. Também notaram que partes pontilhadas em
retas e pontos opacos indicaram que estes estavam sobrepostos pelo plano base ou outro
objeto. Também tiveram interesse em deixar detalhes estéticos, perguntando se era pos-
sivel esconder “as letras” dos elementos e mudar sua cor. Foi-lhes explicado como ocultar

rotulos e mudar cores usando a janela de propriedade de cada objeto. Essas perguntas
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apareceram naturalmente, imediatamente depois do primeiro contato com o software.

Devido a limitagoes do hardware de alguns computadores, algumas dificuldades
técnicas foram encontradas. Em alguns, ao girar a janela de visualizacdo havia trava-
mentos ou a animagao de giro era omitida (s6 era exibida e figura na posigao inicial e na
posicao final). Um outro computador (que operava com Windows XP) apenas plotava
um plano por vez, isto é, para que cada plano fosse visualizado, todos os outros deviam
ser ocultados. Em 2 computadores o tracado dos planos nao era completo, apresentando
apenas algumas partes “desbotadas” e seccionadas em quadrados. No entanto, ainda era
possivel visualizar propriedades desses planos. Os alunos que ficaram nesses computado-
res nao foram afetados por essas dificuldades, uma vez que interagiam com demais colegas

e debatiam as diferencas de resultados encontrados.

A aula que deu seguimento a realizacao da atividade foi dia 10 de dezembro, em
mais um periodo de 50 minutos. As mesmas duplas ocuparam seus lugares e receberam
uma folha com as atividades de Introducgao e questées de 1 a 5. O procedimento de
aplicagao dessa atividade foi diferente: o docente pesquisador lia a questao e aguardava a
construcao de todas as duplas, enquanto ajudava alguns alunos em eventuais dificuldades
referentes a questao recém lida. Apds uma breve discussao a respeito da questao, os alunos
eram convidados a escrever, com suas palavras, a propriedade que poderia ser generalizada
a partir dela, na Tabela 3 de avaliacdo da atividade. Durante a realizacao da atividade
alguns alunos precisaram ser relembrados de como fazer algumas construgoes basicas,
principalmente pontos. Geralmente os discentes s6 notavam que haviam construido todos
os pontos sob o plano z = 0 ao plotar um plano que acabava coincidindo com o plano
base. Alguns alunos perguntaram se era possivel retirar os eixos coordenados da figura
e todos foram instruidos em como oculta-los, bem como ocultar o plano cinza. Alguns
alunos preferiram deixar os eixos ocultos, mas todos preferiram deixar o plano cinza em
todas as figuras. Nas questoes em que era necessario construir pontos sobre retas e planos
e pontos fora deles, alguns alunos nao conseguiam fazer e foram orientados a mudar a
visualizagao (girar a janela) para procurar uma melhor maneira de visualizar as figuras

construidas.

No dia 12 de dezembro foi realizada a ultima parte da atividade, consistindo das
questoes b a 12 e a entrega do questionario de avaliagdo. O procedimento adotado foi o
mesmo da aula anterior, os alunos realizavam a atividade ao mesmo tempo, sob instrugao
do professor e apds a discussao de cada questdo, escreviam conclusdes na tabela apropri-
ada. A Questao 6 solicita a exibicao das janelas de visualizagao 2D e 3D juntas e alguns
alunos nao seguiram as instrugoes corretamente, construindo pontos na Janela 3D, ao
invés da Janela de Visualizagao 2D. Na questao sobre retas reversas, ao digitar a equacao
do plano, os alunos perguntaram se era possivel usar o GeoGebra para obter a equacao

de qualquer figura por eles conhecida, tanto no plano quanto no espaco, e a resposta foi
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deixada em aberto, para que os mesmos tentassem respondé-la sozinhos. Na Questao 9,
onde eram necessarios cinco planos, alguns computadores que nao haviam apresentado
qualquer problema citado anteriormente travaram nao para visualizar a figura, mas para
gira-la. Algumas duplas escolheram também pontos muito proximos, dificultando a vi-
sualizacdo da propriedade requerida. O restante das atividades ocorreu tranquilamente,

sem episodios a destacar.

Ao final do preenchimento da tabela, foi entregue um o questionario de avaliagao da
atividade, de onde serao aferidos resultados referentes a recepcao da mesma pelos alunos
e sua efetividade no ensino de Geometria Espacial de Posicao. Os alunos o levaram para
casa e o entregaram na aula seguinte, devidamente identificados, pois foram informados
que tal trabalho fazia parte da avaliacao do terceiro trimestre daquele ano letivo. Os
arquivos com as atividades realizadas foram salvos nos computadores de cada dupla,
conforme elas realizavam cada questdao. Esses arquivos foram posteriormente recolhidos

para analise. A discussdo desses questionarios esta na se¢ao 5.10.

Foram usados 4 periodos de 50 minutos para a realizacao da atividade proposta,
para uma turma de terceiro ano do Ensino Médio. Os alunos conseguiram desenvolvé-
las sem maiores dificuldades, salvo as dificuldades técnicas causadas pelos computadores
disponibilizados. Alguns alunos foram além das construc¢oes propostas enquanto aguar-
davam os demais colegas realizarem suas construcoes, explorando recursos do GeoGebra
para construcao principalmente de sélidos e poligonos. A atividade transcorreu sem mai-
ores complicacoes e os momentos de discussao entre as questoes foram produtivos, pois
permitiam a cada dupla observar o trabalho dos colegas para argumentar as propriedades
aferidas. Isso mostrou como a investigacao matematica pode ser benéfica para os alunos,
bem como lhes fornece um novo significado para o trabalho em Matematica, mais préximo
dos profissionais da area e onde eles puderam desenvolver suas habilidades de levantar

hipéteses e conjecturar.

5.8 Resultados

Nesta secao sao avaliadas as conclusoes de cada um dos nove grupos que realizaram
a atividade proposta e um questionario aplicado posteriormente, que foi respondido a dis-
tancia. As conclusoes sdo analisadas por meio da Tabela 3, que ia sendo preenchida apos
a realizacao de cada questao pela turma, como foi relatado na secao 5.7. Para essa ana-
lise, sao verificados o nimero de respostas esperadas, o niimero de respostas inesperadas,
além da classificacao dessas ultimas em corretas ou incorretas. Sao destacadas algumas
respostas interessantes, seja pelo uso da linguagem Matematica, conclusoes inesperadas,
mesmo que tais questoes apresentem respostas incorretas. Na analise do questionario, sao

avaliados a contribui¢do da atividade na aprendizagem de conceitos de Geometria Espa-



Capitulo 5. Proposta de Atividade sobre Geometria Fuclidiana Espacial: Pontos, retas e planos

85

cial de Posicao, a efetividade do software comparada com outros meios de representacao

de figuras espaciais e se os alunos assimilaram os comandos do software para construgao

de figuras espaciais.

5.9 Andlise da Tabela de Conclusoes

As conclusoes, propriedades ou defini¢oes esperadas estao exibidas na Tabela 4.

Tabela 4 — Conclusoes, propriedades e defini¢oes esperadas - Geometria Espacial

Questao Axioma/Propriedade

Questao 1)  Eziste reta, e numa reta, bem como fora dela, hd infinitos pontos.

Questao 2)  Existe plano, e num plano, bem como fora dele, hd uma infinidade
de pontos.

Questao 3)  Dois pontos distintos determinam uma tnica reta que passa por
eles.

Questao 4)  Trés pontos nao colineares determinam um unico plano que passa
por eles.

Questao 5)  Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entdo ela estd
contida no plano / Se uma reta e um plano apresentam em comum
apenas um ponto, a reta e o plano sao secantes.

Questao 6)  Duas retas sio paralelas se sio coplanares e nao tém pontos em
comum.

Questao 7)  Duas Retas sao chamadas reversas se nao existe plano que as con-
tém.

Questao 8) Duas retas sao concorrentes se e somente se tém um unico ponto
em comum e estao contidas num plano.

Questao 9)  Por uma reta passam infinitos planos.

Questao 10)

Questao 11)
Questao 12)

Uma reta € paralela a um plano se, e somente se, eles nao possuem
ponto em comum.

A intersecgdo de dois planos € uma unica reta.

Dois planos sao paralelos se nao possuirem pontos em comum.

As duas primeiras questoes, que ilustram o Postulado de Existéncia de retas e

planos, foram respondidas corretamente por todos os alunos, ou seja, todos concluiram

que existem infinitos pontos numa reta e fora dela e que o mesmo ocorre para planos.

Algumas respostas incomuns incluem uma confusao de nimero com pontos: “Na reta

pode ter nimeros infinitos e fora dela também sao infinitos ponto”.

Pode ser que se

trate de uma simples troca da palavra “ntimeros” por “pontos” ou que os alunos tenham

associado os pontos a suas coordenadas correspondentes na reta real. Uma outra dupla

usou o termo “colocar pontos numa reta” para indicar que os pontos pertencem a reta.
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As demais respostas apresentaram escrita e expressao de ideias satisfatérias, como é o

exemplo exposto na Figura 59.

A Questao 3 foi respondida de maneira inesperada por trés das duplas. Uma das
duplas escreveu que “Dois pontos nao passam numa mesma reta” mas concluiu correta-
mente que “uma reta nao pode passar sempre por trés pontos”. Foi o mesmo caso de
outra dupla, que também escreveu a conclusao esperada para trés pontos, mas concluiu
que “Nao é possivel duas retas contenham os mesmos pontos” (Figura 59). Uma terceira
dupla preencheu o espaco apenas com “Sim”, que é uma resposta errada para ambas
as perguntas propostas na Questdo 3. Foram consideradas respostas esperadas algumas
conclusoes que se assemelham a resposta correta ou que implicam na resposta correta.
Por exemplo: “Nao é possivel fazer retas distintas usando dois pontos. Nao, pois os trés
pontos precisam estar alinhados”. A segunda frase refere-se a pergunta contida no item
b) da Questao 3. Apesar desses erros, todas as respostas da questao 4 foram satisfatérias,
escrevendo, por exemplo, a conclusao da Figura 60. Trés grupos chegaram a conclusao de
que “Apenas 1 plano passa por trés pontos”, que é uma afirmacao mais geral e proxima

do resultado esperado que a anterior.

Questao Axioma/Propriedade

AT DO § 1 A\ o O

Questao 1)

Questao 2)

Questao 3)

A

Figura 59 — Conclusoes das questoes 1, 2 e 3 obtidas por alunos

Na Questao 5, apenas uma resposta fora dos padroes esperados foi identificada. No
espaco destinado a referida questao os alunos escreveram “Uma outra reta”. Acredita-se
que isso se trata de resposta direta ao item d) de tal questao. A andlise do arquivo com a
construcao feita pelos alunos nao mostra indicios da outra reta que pode por eles ter sido
citada. Nas respostas corretas, observou-se o uso de palavras como “cruzar” para indicar
que os pontos estavam contidos em um plano, como em “A reta s6 estar (sic) contida
no plano se cruzar dois pontos dentro do plano”. Também foram utilizadas expressoes
com “obter pontos no plano” e “precisa ter” como alternativas para indicar a relacao de
pertinéncia. Duas tabelas complementaram a conclusdo com “(...) se tiver um ponto s6

pode nao pertencer”, se referindo ao caso da intersec¢ao da reta e do plano (Figura 60).

Nas questoes 6, 7 e 8, que tratam das posicoes relativas das retas no espaco,
o aproveitamento foi de 100%. No entanto, nenhuma das duplas destacou que retas

paralelas nao tém pontos em comum, apenas que, no espaco, ¢ necessario que elas estejam
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Figura 60 — Conclusao de uma das duplas - Questoes 4 e 5

contidas em um plano. Acredita-se que o conceito de retas paralelas do plano tenha sido
transportado para o espaco, por isso a nao referéncia ao caso da interseccao. Um exemplo
de resposta que evidencia isso ¢ “Para que duas retas sejam paralelas no espago elas
precisam estar em um plano”. A Questao 7 foi a que mais produziu complementos em
relacdo a resposta esperada. Além de destacar que essas retas nao tém interseccao, todas
as duplas ainda destacaram que nao existe plano que as contenham. Quatro destacaram,
ainda, que retas reversas nao sao paralelas (ja que ambos pares desses tipos de retas nao
possuem interseccao). Seria necessario destacar qual dentre essas propriedades define retas
reversas e quais sao consequéncias dessa definicao, para que o conceito fique bem definido,
porém esse nao era o enfoque da atividade. A resposta mais geral, dentre as conclusoes
dadas pelos alunos, é: “Retas reversas nao tém interseccao e nao sao paralelas. Nao existe
um plano que possa conter elas”. Analogo ao ocorrido para retas paralelas, nenhum aluno
destacou que retas concorrentes tem apenas um ponto de interseccao. Quatro trabalhos
destacaram que “existe (sic) retas concorrentes no espago”, o que indica que os alunos
generalizaram a condigao de concorréncia do plano para o espago. Todas as duplas, exceto
uma, destacaram que duas retas concorrentes no espaco sempre determinam um plano.

A Figura 61 destaca o preenchimento da tabela por uma dupla de alunos.
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Figura 61 — Conclusao das questoes 6, 7 e 8 na tabela preenchida por alunos

A questao 9 foi respondida satisfatoriamente por todos os alunos. A questao 10
apresentou seis defini¢oes satisfatérias quanto a posicao relativa de retas e planos. As
trés respostas incorretas incluiram a generalizacao “Nao existe uma intersec¢do entre
um plano e uma reta” e “Nao existe interseccao de uma reta paralela a reta paralela a
um plano”. A primeira afirmacao estd incorreta, uma vez que generaliza um caso que

(13

é particular. A conclusao ficaria correta se fosse acrescentado “..paralela a ele”. Ja a
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segunda conclusao pode ter sido induzida pela prépria questao, ja que nela a reta paralela
ao plano é construida usando a relagao de paralelismo de uma reta do plano e uma outra,
que nao esta contida no plano. Além dessas observagoes, trés trabalhos comentaram que
“Uma reta paralela a uma reta do plano também é paralela ao plano”, sendo essa a tinica
conclusao de uma dessas duplas, enquanto as outras duas incluiram também a propriedade

da interseccao.

As questoes 11 e 12 se referem as posicoes relativas de dois planos, sem considerar
o caso da coincidéncia. Conclusoes esperadas aparecem em todos os trabalhos, salvo algu-
mas excegoes. Na questao 11, todas as duplas concluiram corretamente que a interseccao
de dois planos nao pode ser apenas um ponto, mas sim uma reta. Entretanto, em um
trabalho consta “A interseccao de dois pontos sempre vai dar uma reta” no espago corres-
pondente a questao 11, resposta essa que foi considerada correta, pois houve a troca da
palavra planos por pontos. A questao sobre planos paralelos, 12, foi respondida de maneira
satisfatéria por todos os alunos, que destacaram que a interseccao de planos paralelos é
vazia. A mesma dupla que fez a troca das palavras ponto e plano na questdo anterior
cometeu a inversao novamente, e uma outra dupla escreveu que “Dois planos paralelos
nao se intersectam, assim nao possuem coeficiente angular”, o que é inesperado, primeiro,
pois o foco da atividade nao era a equacao do plano, e segundo, pois a equagao do plano
exibida pelo GeoGebra no arquivo correspondente a questao é a equagao paramétrica do

plano, forma essa que nao foi estudada nem para retas, nem para circunferéncias.

A Figura 62 exibe as respostas de alguns alunos para as questoes 9, 10, 11 e 12,

algumas delas discutidas nos paragrafos anteriores.
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Figura 62 — Conclusao das questoes 9, 10, 11 e 12

A andlise da Tabela de conjecturas criadas pelos alunos mostrou que a atividade
foi efetiva para a construcao de relagdes entre pontos, retas e planos no espaco. O aprovei-
tamento de cada questao, exibido na Tabela 5, comprova tal efetividade. A maioria das
duplas a preencheu com os resultados esperados, com alguns estudantes fazendo adi¢oes
interessantes e inesperadas, poucas delas enganadas. Também pode ser observada como
a linguagem matematica ¢ empregada pelos alunos, algo que serd abordado na préxima

secao, quando serao analisadas as respostas ao questionario proposto ao final da atividade.



Capitulo 5. Proposta de Atividade sobre Geometria Fuclidiana Espacial: Pontos, retas e planos 89

Tabela 5 — Aproveitamento de cada Questao

Questao  Respostas Esperadas Respostas Inesperadas

Questao 1 9 0
Questao 2 9 0
Questao 3 6 3
Questao 4 9 0
Questao 5 8 1
Questao 6 9 0
Questao 7 9 0
Questao 8 9 0
Questao 9 9 0
Questao 10 6 3
Questao 11 8 1
Questao 12 7 2

5.10 Analise dos Questionarios

Essa secao analisa os questionarios entregues aos alunos apés a realizagao da ati-
vidade e respondidos a distancia, num prazo de cinco dias entre a entrega do formulario
e das respostas. As primeiras questoes versam sobre Geometria Espacial de Posicao e
propoem que os discentes fagam uma sistematizacao dos assuntos tratados na atividade e
revisem os principais comandos do software. Assim, o questiondrio serve nao apenas como
parte da avaliacao da atividade, mas como complemento e fechamento para a mesma. A
segunda parte do questionario tem por objetivo avaliar a atividade comparando-as com
outros meio de representacao das mesmas figuras e as vantagens do uso de um software

de Geometria Dinamica.

O primeiro item do questiondrio trata das possiveis construgdes no espaco dados
dois pontos. Sabe-se que dois pontos A e B no espaco, definem uma tnica reta, @ que
passa por A e por B. Essa seria a resposta correta e esperada dos alunos. No entanto,
apesar de sete duplas responderem corretamente, algumas complementaram a resposta
com construgoes referentes a outras questoes da atividade. Quatro grupos destacaram que
¢é possivel construir infinitos planos e pontos, possivelmente se referindo as Questoes 9 e 3.
Um exemplo de resposta desse tipo é: “Uma reta e nelas infinitos pontos e planos”. Essa
resposta mostra que esses alunos ja desenvolveram a capacidade de visualizar pontos no
espago, visto que a resposta esperada valia também para o caso 2D. Outras duas duplas
escreveram que € possivel construir infinitos planos e pontos, sem mencionar a reta, mas
mesmo nao escrevendo-a, pode ser que a tenham considerado, pois falam do tracado de
infinitos planos. Para a construcao desses planos seriam necessarios mais pontos que os
dois dados, tornando esse tipo de conclusao incorreta para a pergunta, mas ¢ interessante
para mostrar o ponto de vista dos alunos quanto a possibilidade de objetos a serem criados

no espago.
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Todos os alunos responderam corretamente a Questao 2, que trata das construgoes
possiveis com trés pontos. No item a), escreveram que é possivel construir trés retas e
escreveram como construi-las de maneira simples, indicando que usariam as ferramentas
Ponto e Reta, sem detalhar como construiram as retas e os pontos. Estes foram especi-
ficados por letras maitsculas na maioria dos trabalhos, mas em trés deles foram usados
letras minusculas. Com isso, as retas foram representadas também por letras mintsculas
como por exemplo ab, enquanto outras foram representadas como AB e também apenas
pelas letras maitusculas AB. Cabe salientar que durante o estudo de Geometria Analitica
a Unica notacao de reta apresentada foi a que usa letras mintsculas. Ja para o item
b), nenhum trabalho denominou o tnico plano determinado por trés pontos, mas indica-
ram que usariam a ferramenta “Plano por trés pontos” para construi-lo (exceto por uma
das duplas, que nao citou nenhum método). Como visto em 5.7, os alunos preferiram
ocultar os rotulos durante a realizagao da atividade, o que pode ter contribuido para os
erros de notagao dos elementos, além da pouca experiéncia dos alunos com a Geometria.
E interessante destacar que, diferente da primeira questdo, os alunos nio apresentaram
construcoes complementares como retas e infinitos pontos, apesar de o mesmo raciocinio

da questao anterior poder ser empregado para construir tais elementos.

A proxima questao solicitava que os alunos sistematizassem as posigoes relativas
entre duas retas, r e s, no espaco. Todas as duplas destacaram que os possiveis casos
sao Retas paralelas, reversas, concorrentes e coincidentes, apesar desse caso nao ter sido
retratado na atividade. Possivelmente os alunos tenham usado outras fontes de pesquisa
para responder a pergunta, além da atividade proposta. Mesmo assim, houve respostas
diversas que devem ser analisadas. Para retas paralelas, todas as duplas destacaram que
nao possuem ponto de interseccao, com quatro descrevendo essa propriedade com expres-
soes como “retas que nao se cruzam” ou que “nao se tocam” e apenas quatro destacaram
que elas devem pertencer ao mesmo plano. Dois grupos trataram essa classificagao usando
a Geometria Analitica estudada anteriormente: “Sao retas que possuem a mesma incli-
nagao, ou seja, nao se cruzam’”. Todos os alunos destacaram que retas concorrentes sao
retas que possuem intersec¢ao, no entanto, trés questionarios usaram apenas esse fato para
defini-las, enquanto o restante destacou que “Retas concorrentes possuem um tinico ponto
em comum”. E importante salientar que a interseccdo de duas retas pode ser também
infinita (retas coincidentes), e portanto deve-se explicitar, na defini¢do, que essas retas
possuem apenas um ponto em comum. Ainda sobre retas concorrentes, todos os grupos
escreveram que retas desse tipo que “formam um angulo de 90°” sao chamadas de retas
perpendiculares. Quanto a retas concidentes, todos os grupos as definiram como retas
que possuem todos os pontos em comum, com dois destacando que essas retas pertencem
a um mesmo plano, o que é uma afirmacao falsa. Nota-se, ao analisar a presente questao,
que os alunos tem dificuldade de diferenciar retas “contidas num plano”, “que determinam

um plano” e “existe um plano que as contém”. Para sanar essa dificuldade acrescentamos
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uma questao na versao revisada da atividade, disponivel em anexo. A moda entre as defi-
nigoes de retas reversas foi que pares desse tipo de retas “pertencem a planos separados”
ou distintos. Ainda assim, quatro grupos destacaram que nao existe interseccao e que
elas nao sao paralelas, como foi escrito pela maioria dos grupos quando responderam a
Questao 7. Especula-se que as duplas que usaram apenas a definicdo com planos distintos
usaram de outras fontes para responder o questionario, uma vez que nenhuma dupla citou

somente esse fato quando definiu Retas Reversas na Tabela 3.

A Questao 4 buscava aferir o conhecimento dos comandos do software, intercalando-
os com as propriedades de Geometria Espacial estudadas. Todos os discentes responderam
as questoes corretamente, ou seja, escreveram que é possivel construir um plano passando
por um par de retas paralelas e que o mesmo nao pode ser construido para retas reversas.
As construgoes para o plano que passa por duas retas paralelas foram diversos, mas trés

construgoes foram incorretas. Uma delas é exibida na Figura 63. Essa construcao é valida
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Figura 63 — Solugao com construgao incorreta

para qualquer par de retas e nao garante o paralelismo, além de utilizar, mais uma vez,
notacao nao usual para pontos. As retas inclusive podem ser reversas, nao possibilitando
a criagdo do plano que as contém, como destacado pelos proprios alunos no item b).
Outra construgao incorreta aparece na Figura 64. Houve algum erro de interpretacao,
uma vez que esses passos constroem uma figura semelhante a Questao 9 da atividade.
A construcao correta mencionada mais frequentemente ja considera dadas as retas r e s.
Ela sugere construir um ponto em uma das retas e, usando a ferramenta plano, selecionar

o ponto criado e a outra reta. Um exemplo desse caso estd exposto na Figura 65.

Uma outra construcao correta mostra como construir as retas paralelas: “Utili-
zando a ferramenta ponto, criando dois no espaco sendo A e B e um terceiro ponto, na

ferramenta reta selecionaria os pontos A e B, depois em reta paralela seleciona a reta
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Figura 64 — Resposta com uma construcgao incorreta
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Figura 65 — Solucao com uma das construgoes possiveis

(criada pelos pontos A,B) e o ponto C' (terceiro ponto). Na janela de visualizagdo 3D
selecionando os trés pontos com a ferramenta Plano por trés pontos™ Este caso nao
considera que as retas sejam dadas e apresenta a ferramenta plano por trés pontos para

construir o plano.

A Questao 5 do questionario solicita que os alunos citem as posi¢oes relativas de
um plano e uma reta. Apenas um grupo as citou sem definir e todos os outros, além de
citarem, definiram com suas palavras essas posi¢oes. Com a exce¢ao de uma dupla (que
citou apenas Paralelos como posicao), todos os alunos citaram que as possiveis posigoes
relativas entre uma reta e um plano sdo: paralelos, concorrentes (ou secantes) e contida
(quando a reta estd contida no plano). Sete questionarios definiram que uma reta é
paralela a um plano “se ndo tiverem nenhum plano em comum” Uma dupla expressou
a ideia de interseccao vazia escrevendo “nenhum ponto que seja igual”. O caso de reta
e plano concorrentes foi definido por “se somente ter um ponto em comum” por todos
os alunos que escreveram a definicao. Cabe notar que essas duplas usaram o termo
secante apesar desse termo nao ter sido definido no trabalho, reforcando a hipdtese de
que foi usada outra fonte para a escrita das respostas desse questionario. A definicao de
reta contida no plano foi expressa de duas formas: “Se garantirmos que pelo menos dois
pontos da reta estejam no plano” e “quando todos os pontos da reta também sao pontos
do plano”. A primeira definicao apareceu em cinco dos questionarios, enquanto a segunda
apenas duas. Ambas as definicoes podem ser consideradas corretas, mas a primeira esta
mais proxima da conclusao retirada da Questao 5. A Figura 66 mostra a resposta de uma
das duplas. Todas as defini¢bes estao corretas e ainda sdo apresentadas ilustracoes de
cada situagao, ilustracoes essas tipicas de livros didaticos. Todos os alunos responderam
corretamente o item b), escrevendo que por uma reta passam infinitos planos. Fica assim

verificada a eficacia da Questao 9.

O item c) da Questao 4 solicita dois roteiros para constru¢do de planos concor-
rentes. A maioria dos alunos fez as mesmas duas construgoes, com pequenas diferencas

na redagdo dos textos. Ambas as sugestoes comecam com a constru¢ao de um plano
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Figura 66 — Resposta dada por uma dupla que incluiu figuras tipicas de livro didético

passando por trés pontos, embora alguns trabalhos nao citem explicitamente que o estao
construindo, apenas que estao usando a ferramenta Plano por trés pontos. Apés a deter-
minacao desse plano, os roteiros seguem caminhos diferentes. Um deles procede (caminho
seguido por sete duplas) para a criagdo de uma reta fora do plano (apenas um grupo
especificou que essa reta deveria estar fora do plano, os outros mencionaram “uma reta
no espago” ou “reta qualquer”), enquanto o outro (6 questiondrios) cria “um ponto no es-
paco” (nenhum grupo especificou que esse ponto deve ser exterior ao plano). No primeiro
caso o plano concorrente ao primeiro é criado usando a ferramenta Plano e selecionando
a reta fora do plano e um dos pontos do plano, enquanto que o segundo é obtido usando
a ferramenta Plano por trés pontos e selecionando o ponto “do espago” e dois pontos
do plano. A redagdo exata de uma dupla de alunos é exibida na Figura 67. Uma das
duplas nado respondeu a essa questdo, outra respondeu apenas com uma construgao (a
primeira). Uma terceira dupla criou solugoes parecidas com a dos seus colegas, mas com

erros fundamentais na ordem de construgao dos elementos, como mostra a Figura 68.

No questionario, o item 6 solicitava a posi¢ao relativa entre dois planos e suas
defini¢oes. Oito duplas citaram que pares de planos podem ser paralelos e coincidentes,
enquanto sete duplas citaram planos concorrentes (ou secantes, termo esse que nao é
apresentado na Atividade). Um dos grupos nao respondeu a essa questdo. Para as
defini¢oes de planos concorrentes, todos os alunos destacaram que sua interseccao é uma

reta, ou que tais planos “formam uma reta” - termo usado por trés questionarios. Planos
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Figura 67 — Roteiro para construcao de planos concorrentes
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Figura 68 — Roteiro incorreto para a construcao de planos concorrentes

coincidentes foram definidos como planos “com todos os pontos em comum” por quatro
duplas e “tendo infinitos pontos em comum” por trés. Essa ultima definicao esta incorreta,
uma vez que a interseccao de dois planos pode ser uma reta, e esta tem infinitos pontos.
Possivelmente a confusao foi causada pela comparacdo com as outras posigoes relativas
(entre reta a plano e entre duas retas), ou mesmo com o sentido das palavras infinitos
e todos. Também foram usadas as palavras “iguais” ou “idénticos” em complemento as
defini¢oes anteriores. Planos paralelos foram definidos por unanimidade como “se nao
tiverem pontos em comum”, mas quatro duplas acrescentaram que dois planos seriam
também paralelos quando “uma reta do plano A for paralela a uma pertencente ao plano
B”. Isso nao é sempre verdade: por exemplo, sejam dois planos concorrentes, a e 5. Assim,
eles possuem uma reta r como interseccdo. Dado um ponto de cada plano, A € e B € 8
- que nao pertencam também a reta de intersecgao, existe uma tnica reta paralela a reta
r passando por cada um dos pontos escolhidos sejam s a reta paralela a r que passa por
A et a reta que paralela a r que passa por B. Por transitividade, s e t sdo paralelas, em
planos distintos, mas os planos sao concorrentes. Essa conclusao pode ter sido induzida
pela generalizagao da propriedade de paralelismo entre uma reta e um plano. A Figura
69 mostra a resposta de um dos questionarios para essa questdao. Uma outra dupla, além
de omitir a possibilidade de planos concorrentes, condensou o caso dos planos paralelos
e coincidentes. Eles escreveram como resposta “Paralelos se coincidem (tem todos os

pontos em comum) ou se nao tem nenhum ponto”. E possivel que os discentes tenham
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Figura 69 — Posicoes relativas entre dois planos

tentado unir as defini¢oes encontradas em algum livro (em algumas bibliografias o caso
de coincidéncia é um caso especial de paralelismo) em apenas uma resposta, mais curta,

seja por falta de tempo seja por praticidade.

A pentltima questao solicitava o esboco de figuras referentes as questoes 7, 9 e
11. Apesar de ser solicitado que os alunos usassem apenas lapis e borracha numa folha
de papel. O objetivo dessa questdao era mostrar que as construgoes de pontos, retas e
planos sao dificeis de representar utilizando os materiais habituais em sala de aula. Todos
os grupos utilizaram construgoes com régua, algo que nao afeta o objetivo da atividade.
Era esperado os alunos tivessem grande dificuldade em desenhar as figuras, mas, pelos
resultados finais, o desenho nao foi um desafio tao grande. Ja em contato com o software e
conhecendo os diferentes angulos de visualizacao, foram criadas figuras que exemplificam
bem cada situacao, salvo alguns trabalhos. Alguns alunos utilizaram lédpis de cor para
colorir e tornar as figuras mais claras, como ja haviam feito ao solicitar o método para
colorir figuras no GeoGebra durante a realizacao da atividade. Destaca-se também o uso
de linhas tracejadas para indicar profundidade e perspectivas, a rotulagao dos elementos
em alguns esbocos e a escolha de alguns angulos para construcao das figuras, claramente
uma contribuicao do software, especialmente para a Questao 9. Alguns dos desenhos
criados pelos alunos sao exibidos nas Figuras 70, 71 e 72, incluindo construgoes nao tao

eficientes.

A dltima pergunta do questionario requeria que os discentes discorressem sobre as
vantagens do uso do software em relagao ao uso dos materiais habituais da sala de aula.
Era esperado que os alunos destacassem a facilidade para a plotagem dos graficos e a
riqueza da ferramenta que gira a janela de visualizacdo. No entanto, todas as respostas
foram bastante curtas e simples. A Figura 73 exibe a resposta que foi considerada a mais

completa e objetiva. Quando perguntados se as figuras construidas seriam visualizadas
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Figura 70 — Esbocos dos alunos para as questoes 7, 9, 11

com a mesma facilidade em um livro didatico, das cinco duplas cujas respostas foram
sim, trés acrescentaram que nao teriam tanta facilidade em visualizar as situagoes. Uma
das duplas nao respondeu essa pergunta e trés mencionaram nao, sendo um exemplo
desse caso a Figura 73. Sobre as vantagens do uso do software, seis duplas citaram
o uso do programa para construir figuras mais facilmente, como por exemplo a dupla
que respondeu que ¢ As vantagens de usar o software sao diversas, tanto na visualizacao,
possibilitando assim um entendimento maior, como na praticidade na realizagao de figuras
geométricas”. Como nessa resposta, outras cinco destacaram a facilidade de visualizagao
das figuras, possivelmente se referindo a habilidade de gira-las, amplid-las e reduzi-las que

¢é proporcionada pelo GeoGebra.

A andlise do questiondrio entregue aos alunos revelou que a atividade foi efetiva
para o estudo de Geometria Espacial de modo geral. Além disso, salientou as dificulda-
des de representacao, interpretagao e lacunas de aprendizagem na Geometria, que quase
sempre ¢é delegada para o ano seguinte por falta de tempo para chegar a tal contetido. Os
contetudos trabalhados na atividade poderiam ser facilmente generalizados se a base dos

alunos na area fosse mais forte. A dificuldade para generalizacao de defini¢oes bésicas foi
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Figura 71 — Esbocos dos alunos para as questoes 7 e 9

notada durante todo o questionario, mesmo quando grupos pareceram ter retirado res-
postas de outra fonte de consulta. Os alunos também tentaram incluir o méaximo possivel
de propriedades como defini¢ao, mas seria interessante que eles soubessem que a defini¢ao
pode ser dada por uma tnica propriedade e o restante delas ser apenas consequéncia. A
linguagem usada por alguns alunos acusa a falta de contato com a area, com o uso de
palavras intuitivas e praticas para indicar fatos geométricos, como “cruzar” para indicar a
interseccao e a notagao incorreta para alguns elementos. O GeoGebra parece ter sido bem
recebido pelos alunos, uma vez que a maioria das construgdes por eles propostas foram
corretas, mesmo com a omissao de detalhes importantes. Algumas vezes notou-se uma
tentativa de adaptar uma construcao da atividade para uma construgao do questionario,
e nem sempre essa adaptacao foi bem sucedida, vide a Figura 64. Os resultados aqui ob-
tidos foram satisfatérios, mas é possivel que acrescentando mais um periodo de aula para
que os alunos respondam o questionario, tais resultados sejam mais espontaneos e revelem

mais sobre as dificuldades dos alunos e como a atividade foi efetiva para o saneamento
dessas dificuldades.
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Figura 72 — Construgoes desenhadas pelos alunos
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Figura 73 — Resposta de um aluno para a oitava pergunta do questionario
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6 Proposta de Atividade sobre Geometria Es-

férica

Nesse capitulo é sugerido uma atividade com o uso da Janela de visualizacao 3D
do GeoGebra usando o modelo esférico para a Geometria Eliptica. Similar a atividade
anterior, os alunos serao convidados a fazer hipdteses e verifica-las usando os recursos do
software. Para tornar a atividade mais dindmica e as construgoes serem feitas em menos
passos, é usado o recurso de criar novas ferramentas (e botoes) do GeoGebra. O professor
pode optar por introduzir o software com os botoes ja prontos ou pode incluir a atividade
de construgao das ferramentas para os alunos (recomenda-se que ela seja inclusa em casos
em que os alunos ja tiveram contato com o GeoGebra). Antes da aplicagao da atividade é
importante revisar e/ou introduzir o estudo dos elementos de uma esfera, como proposto

no capitulo 3.

6.1 Conteldos

A atividade proposta nessa se¢ao pode servir de complemento aquela proposta na
secao 5.6, abordando a esfera e algumas propriedades de seus elementos, como descritas
em 3.2. Como essa se¢do mostra, as propriedades relativas a retas esféricas sao justificadas

por meio de afirmacoes presentes na segao 5.6.

6.2 Pré-requisitos

A atividade aqui proposta deve servir para um encerramento aos estudos de Ge-
ometria Espacial de Posicao, entao sao pré-requisitos posicoes relativas de pontos, retas
e planos no espago, a definicdo de esfera e alguns de seus elementos. Também é impor-
tante introduzir, ainda que brevemente, a historia do surgimento das Geometrias Nao

Euclidianas, para fins de motivagao para a atividade.

6.3 Pdblico Alvo

Alunos do Ensino Médio que ja estudaram Geometria Espacial de Posicao. A
atividade pode também ser realizada no Ensino Superior, como complemento a um curso
de Geometria Euclidiana, mas nesse caso, recomenda-se solicitar aos alunos, além das

conclusoes a respeito das questoes propostas, suas demonstracoes.
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6.4 Duracao

A atividade apresenta duas questoes opcionais, cujas constru¢oes podem usar um
periodo de cinquenta minutos. As questoes obrigatérias necessitam de quatro periodos

de cinquenta minutos.

6.5 Objetivos

Essa atividade apresenta como objetivos:
e Apresentacao de um modelo de Geometria nao Euclidiana, bem como introdugao
da mesma;

e Estimular a Investigacao Matematica, incentivando os alunos a conjecturar propri-

edades relativas a retas e pontos sobre a superficie de uma esfera;

e Usar dispositivos eletronicos para melhor visualizar elementos da Geometria Eliptica

no espaco;
e Explorar as propriedades de uma esfera e alguns de seus elementos;

e Apresentar aos alunos o software GeoGebra, que pode ser uma ferramenta impor-

tante para estudos posteriores;

e Trabalhar com as limitagoes do software disponibilizado e da representacao em duas

dimensoes de objetos que estao definidos no espaco;

e Comparar os resultados com os materiais habitualmente utilizados, por exemplo

régua, compasso, papel e lapis;
e Explorar o emprego da linguagem matemaética.

e Comparagao de propriedades e elementos da Geometria Euclidiana Plana com seus
correspondentes na Geometria Eliptica, utilizando o modelo da esfera, como pontos,

angulos, retas e posi¢oes relativas entre elas.
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6.6

Atividade Opcional - Construcao da Ferramenta Reta Esférica

6.6.1 Reta Esférica dado um dos polos

(a)

Com o GeoGebra aberto, exiba a Janela de Visualizacao 3D clicando em Janela
de Visualizacdo 3D no menu Visualizacao. Com a ferramenta ponto selecionada,
clique na origem do sistema, o ponto de encontro dos trés eixos cartesianos, criando

o ponto A, ou escreva A = (0,0,0) no campo entrada.

Clique na seta lateral direita do botao esfera e selecione a ferramenta Esfera dados
Centro e Raio. Selecione entao o ponto A e, na janela em que aparece em seguida,
digite algum valor entre 6 e 8 (de sua preferéncia) para o raio da esfera. Serd

construida a esfera a.

Selecione a ferramenta Ponto sobre objeto no botao Ponto e trace um ponto qualquer
sobre a esfera, B (sugere-se ocultar os eixos coordenados, o plano cinza e a grade
apos esse passo. Para isso, clique no botao Girar Janela de Visualizagao 3D, e no

submenu da barra Janela de Visualizagdo 3D e desmarque as trés primeiras opgoes).
Com a ferramenta Reta, trace a reta 1@ , clicando sobre os pontos A e B.

No botao Plano, selecione Plano Perpendicular. Clique no ponto A e na reta /@ ,

aparecera o plano b.

Selecione a ferramenta Interseccao de Duas Superficies e clique no plano e na esfera
construidos anteriormente (ou diretamente na intersecgao entre os dois). Serd tra-
cado o circulo maximo ¢, correspondente ao ponto B. Aperte a tecla Esc no teclado

ou clique no botao da ferramenta Mover (o primeiro botéo, em forma de cursor).

Selecione o circulo méximo ¢ e no menu Ferramentas, clique em Criar uma Nova

Ferramenta.

Na nova janela que aparece, verifique que Circulo ¢: curva de interseccao de b, a é

0 unico objeto na caixa de didlogo e clique em préximo.

Normalmente, ao escolher o objeto final, 0 GeoGebra automaticamente determina os
objetos iniciais necessarios para construi-lo, mas o recurso nao funciona bem nesse
caso. Remova todos os objetos que aparecerem na caixa de didlogo, selecionando-os
e clicando no botao X na parte inferior da janela. No menu deslizante dessa janela

selecione os objetos: ponto A, esfera a e ponto B em a. Clique em proximo.

A préxima janela serve para finalizar o botao que sera criado. Para o nome, sugere-
se Reta Esférica Polo, o programa vai automaticamente definir o comando como

RetaEsféricaPolo. Para a ajuda da ferramenta, escreva:“ Selecione o centro de uma
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esfera, a esfera e um ponto sobre a Superficie Esférica (polo da reta esférica)”. E
também possivel escolher um icone para o botao, selecionando uma imagem salva

no computador.

(k) Finalmente, clique em Concluido. O novo botao aparacerd ao lado das outras fer-

ramentas.

(1) Oculte o plano e a reta criados, clicando no circulo a direta de cada objeto na Janela
de Algebra. Salve o arquivo em formato .ggb, padrao do GeoGebra. Ele pode ser

util em seguida.

(m) Para salvar a nova ferramenta, no menu Ferramentas, clique em Gerenciar Ferra-
mentas. Uma nova janela serd aberta, selecione a nova ferramenta criada e clique

em Gravar Como... Salve o arquivo com o nome que desejar, com extensao .ggt.

(n) Para importar ferramentas salvas para outros arquivos, abra uma nova janela do
GeoGebra, clicando no menu Arquivo > Nova Janela. Na nova janela, ative a
Janela de Visualizagao 3D (feche a Janela de Visualizagao 2D, se ela nao for fechada
ao abrir a 3D) e clique em Abrir... no menu Arquivo. Na janela que aparece,
selecione a ferramenta .ggt criada. Ela estara disponivel na barra de ferramentas
da nova janela. Caso isso nao acontega, vd em Ferramentas > Configurar barra de
ferramentas, selecione o botao desejado na lista a direita, clique em inserir, seguido
de aplicar. Para que o GeoGebra abra sempre com essa ferramenta, selecione Gravar

Configuragoes em Opcoes.

(o) Caso o processo descrito no item anterior ndo funcionar, recomenda-se que apos
a construcao ferramenta, sejam excluidos objetos auxiliares para a construcao da
ferramenta, permanecendo exibidos apenas a esfera e seu centro e seja salvo o ar-
quivo. Toda vez que for necessaria uma construcao com essa ferramenta, partir

desse arquivo salvo.

6.6.2 Reta Esférica dados dois pontos ndo antipodas

(a) Abra o arquivo de extensao .ggb criado no ultimo passo da subsecao anterior.

(b) Trace dois pontos, B e C', ndo antipodas sobre a esfera, usando a ferramenta Ponto

em Objeto.

(c) Com a ferramenta Plano por trés pontos, selecione o centro da esfera, A, e os pontos

B e C para tracar o plano determinado por esses trés pontos.

(d) Usando a ferramenta Intersecgdo de Duas Superficies, clique no plano e na esfera
construidos anteriormente (ou diretamente na intersecgao deles). Serd tracado um

circulo maximo.
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(e)

Selecione o circulo méaximo construido e no menu Ferramentas, clique em Criar uma

Nova Ferramenta.

Na nova janela que aparece, verifique que Circulo ¢: curva de interseccao de b, a é

o Unico objeto na caixa de didlogo e clique em préximo.

Normalmente, ao escolher o objeto final, o GeoGebra automaticamente determina os
objetos iniciais necessarios para construi-lo, mas o recurso nao funciona bem nesse
caso. Retire todos os objetos que aparecerem na caixa de didlogo, selecionando-os
e clicando no botao X na parte inferior da janela. No menu deslizante dessa janela

selecione os objetos: ponto A, esfera a e os pontos B e C' em a. Clique em préximo.

A proxima janela serve para finalizar o botao que serd criado. Para o nome, sugere-
se Reta Esférica 2 Pontos, o programa vai automaticamente definir o comando como
RetaEsférica2pontos. Para a ajuda da ferramenta, escreva: “Selecione o centro de
uma esfera, a esfera e dois pontos sobre a Superficie Esférica”. E também possivel

escolher um icone para o botao, selecionando uma imagem salva no computador.

Finalmente, clique em Concluido. O novo botao aparacerd junto ao botao Reta

Esférica 2 Pontos.

Apague os objetos auxiliares para a construcao, deixando apenas a esfera e seu
centro na Janela de Visualizacao. Salve os arquivo com um nome adequado, ja que
ele servird como ponto inicial para todas as construgoes a seguir. Sugere-se o nome
AtividadeEsferica.ggb.
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6.7

Atividade Proposta

= Para cada Questao Proposta, abra o ar-
quivo AtividadeEsferica.ggb, disponivel

na area de Trabalho.

< Para salvar a construcao de cada ques-
tdo, use SOMENTE o recurso Gravar
Como no menu arquivo, e salve com um
nome diferente de AtividadeEsferica.ggh.
Se nao deseja salvar o arquivo, ao fechar

0 GeoGebra, escolha a opcao Nao Gra-

var na janela que aparece ao clicar em

fechar.

Questao 1. Pontos e Retas em uma esfera

Neste modelo de Geometria, chamada de Geometria Eliptica ou Esférica, os pontos

sao os elementos usuais da Geometria Euclidiana, mas o elemento reta é representado por

um circulo maximo de uma esfera. Nos préximos itens serao tracados pontos e retas na

esfera.

(a)
(b)

(c)

Abra o arquivo AtividadeEsferica.ggb disponivel na Area de Trabalho.

Para construir um ponto sobre a esfera, selecione a ferramenta Ponto em Objeto no

botao Ponto e clique onde deseja tracar um ponto sobre a esfera.

Para construir uma reta sobre a esfera, use a ferramenta Reta Esférica Polo e seleci-
one o centro da esfera, a préopria esfera, e finalmente um ponto da esfera que servira
como polo relativo ao circulo maximo, que é uma reta nesse modelo de Geometria
(Atengao: o ponto a ser usado como polo deve ser construido antes do uso da Ferra-
menta Reta Esférica Polo). Doravante, Reta Esférica se refere a um circulo maximo

da esfera, enquanto que a reta no sentido euclidiano serda chamado apenas de Reta.

Selecione a ferramenta Girar Janela de Visualizagao 3D e arraste o cursor do mouse

para visualizar as retas esféricas construida sobre a esfera.

Usando a ferramenta Ponto em Objeto, construa varios pontos sobre a reta esférica

do item anterior. Quantos pontos é possivel tragar sobre uma reta esférica?

Usando o ferramenta Ponto em Objeto, trace varios pontos sobre a esfera, mas fora
da reta esférica tracada. Quantos pontos é possivel tracar fora da reta esférica e

sobre a esfera?
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Solucgao 1. O objetivo dessa questao é introduzir o modelo de Geometria Esférica, além de
servir para mostrar que os postulados de existéncia continuam valendo quando o “plano”
considerado é uma esfera. A conclusao esperada para as duas perguntas propostas é a
mesma da Geometria Euclidiana: que existem infinitos pontos numa reta e fora dela.
Durante o tracado dos pontos sobre a reta esférica, pode parecer impossivel construir um
ponto entre outros dois muito préoximos. Nesse caso, use o recurso ampliar que se encontra
junto ao botao Girar Janela de Visualizagao 3D (evite que a visualizac¢ao vé para o interior

da esfera). As Figuras 74 e 75 mostram solugbes para a atividade proposta.

Figura 74 — Pontos tracados sobre a reta esférica

Figura 75 — Pontos tragados fora da reta esférica

Questao 2. Retas Esféricas passando por dois pontos

(a) Trace dois pontos nao antipodas sobre a esfera, usando a ferramenta Ponto em
Objeto.

(b) Com a ferramenta Reta Esférica 2 Pontos selecionada, clique no centro da esfera,

na esfera, e nos dois pontos tracados no item anterior.
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(c) Seria possivel tragar outra reta esférica que passa por esses dois pontos?

(d) Trace dois pontos antipodas. Para isso, trace um ponto sobre a esfera usando a
ferramenta Ponto em Objeto. Em seguida, use a ferramenta Reta para construir
a reta (no sentido euclidiano) que passa pelo ponto na esfera e pelo seu centro.
No botao Ponto, selecione a ferramenta Interseccao de Dois Objetos e selecione
a reta construida e a esfera. Ird aparecer o ponto antipoda correspondente ao
ponto tracado, além de um ponto coincidente com o primeiro (pois este também é

intersecgao da reta e da circunferéncia).

(e) Selecione a ferramenta Reta Esférica 2 Pontos e clique sobre o centro da esfera, na
esfera e nos dois pontos antipodas. O programa acusa “indefinido” na Janela de

Algebra. Por que isso acontece?

(f) Trace um ponto qualquer sobre a esfera, usando a ferramenta Ponto em Objeto.
Clique na ferramenta Reta Esférica 2 Pontos e selecione o centro da esfera, a esfera,
o ponto tracado e um dos pontos antipodas. E tragada uma reta que contém ambos

os polos (use a ferramenta Girar Janela de Visualizacdo para verificar).

(g) Repita o procedimento do item anterior, para outro ponto da esfera, diferente do
primeiro e dos polos. E tracado mais uma reta que contém os pontos antipodas.

Quantas vezes esse processo pode ser repetido?
(h) Quantas retas passam por pontos antipodas?

Solucgao 2. Essa questao é equivalente ao postulado de determinacao da Geometria Eu-
clidiana. Na Geometria Eliptica, é nec