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RESUMO

Este trabalho apresenta uma pesquisa sobre os fractais, sua historia, conceitos
matemaéticos utilizados e aplicacoes. Foram desenvolvidas algumas construgoes de
fractais utilizando-se alguns conceitos basicos de Teoria dos Numeros, Trigonometria
e Algebra Linear que podem ser explorados no Ensino Médio. Foram apresentadas
algumas atividades que podem ser aplicadas em sala de aula do Ensino Médio no de-
senvolvimento de conceitos matemaéticos como Progressao Geométrica, Geometria,
Trigonometria, Logaritmo e nogoes de limite entre outros temas.

Palavras chaves: Geometria Fractal, Progressao Geométrica, Logaritmo, Trian-
gulo de Pascal, Matrizes, Algebra Linear, Ensino Médio.



ABSTRACT

Here we present a research about fractals, its history, mathematical concepts
and applications. Some constructions were developed using some basic concepts
of the Theory of Numbers, Trigonometry and Linear Algebra that can be applied
in High School. We presented some activities that can be applied in High School’s
classes in order to develop mathematical concepts such as geometric transformations,
Geometry, Trigonometry, Logarithm, notions of limit among other topics.

Keywords: Fractal Geometry, Geometric Transformation, Logarithm, Pascal Tri-
angle, Arrays, Linear Algebra, High School.
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INTRODUCAO

e também o mundo,

com tudo aquilo que contém,

como tudo aquilo que nele se desdobra

e afinal é a mesma coisa variada em copias iguais

Alvaro Campos (Fernando Pessoa)

Este trabalho trata de uma pesquisa bibliogrifica sobre a geometria fractal e
aplicagoes em diversos campos da ciéncia, aplicagoes no Ensino Médio e o desen-
volvimento de algumas construgoes de fractais utilizando conceitos da Teoria dos
Ntumeros, Trigonometria e Algebra Linear

O objetivo é produzir um material didético que possa ser utilizado por profes-
sores do Ensino Bésico, principalmente do Médio, ao trabalhar com fractais. Tanto
servindo de uma base para quem desejar conhecer um pouco sobre geometria frac-
tal, como para complementar atividades na sala de aula explorando alguns conceitos
matematicos de forma diferenciada.

A matematica nas escolas aparece sempre como uma das principais causas da
repeténcia e abandono escolar, além de ser considerada, pelo senso comum, a disci-
plina menos apreciada pela maioria dos alunos, e vista como uma disciplina fechada
em si mesma, sem relagao com a vida real e estagnada no tempo. Um dos objetivos
do professor, anterior ao "ensinar"matematica, deve ser fazer com que os alunos
aprendam a gostar da matematica com suas multiplas caracteristicas, entre elas a
logica, a beleza, a diversidade de campos de aplicagao. Fazer o aluno descobrir que
a matematica ainda tem muito a ser descoberto, que nao é uma ciéncia pronta,
acabada. A escolha do tema fractais vai ao encontro desses objetivos, fascina pela
beleza nas construgoes e resultados, é de facil compreensao na sua esséncia, é comu-
mente reconhecivel na natureza, e traz muito de conhecimentos matematicos, além
de estimular o uso de novas tecnologias em sala de aula. Outrossim possibilita uma
atuacao diferente na sala de aula, transformando o aluno em um sujeito ativo da
sua aprendizagem, entre o aplicar a matemaética e o fazer arte.

O trabalho foi dividido em 4 capitulos, um pouco da historia dos fractais, carac-
teristicas e conceitos matemaéticos envolvidos, algumas construgoes de fractais e as

xiil



INTRODUCAO

possibilidades de aplicacoes em sala de aula. A seguir detalhamos cada um desses
capitulos.

O Capitulo 1 trata do surgimento da terminologia fractal e seu precursores, al-
gumas definicoes gerais e aplicacoes em diversas areas. E a partir dele que podemos
perceber o quanto a geometria fractal é contemporéanea e fascinante. Ainda nesse
capitulo pode-se encontrar um pouco da bibliografia dos mateméticos criadores de
alguns "monstros"matematicos, além de outros pesquisadores que contribuiram para
o desenvolvimento dessa &rea com recursos computacionais. K, por fim, apresenta-
mos a biografia de Mandelbrot que foi o criador da terminologia fractais, nao dos
fractais, pois como veremos os fractais estao em toda parte, na natureza, na tecno-
logia e até na arte.

O Capitulo 2 detalha caracteristicas e classificacoes dos objetos fractais e é nesse
capitulo que o leitor podera encontrar os célculos envolvidos na geometria fractal,
incluindo defini¢oes de conceitos relacionados com a dimensao fractal. Além disso,
sao mostrados alguns exemplos de relagoes intrigantes de objetos que apresentam
medidas nulas de areas ou volumes limitados por perimetros ou superficies com
valores infinitos, uma caracteristica marcante dos objetos fractais. Todos os desen-
volvimentos matematicos apresentados utilizam, na maioria, contetidos presentes no
Ensino Médio, como PG, nimeros complexos, logaritmos, geometria, matrizes.

No Capitulo 3 sao apresentadas alguns aplicagoes relacionadas as éareas da Te-
oria dos Numeros, Trigonometria e Algebra Linear para construcdao de fractais. A
abordagem utilizada pode facilmente ser adaptada aos conhecimentos mateméticos
trabalhados no Ensino Bésico, como conceitos de miltiplos, restos, trigonometria,
geometria, matrizes, entre outros.

O Capitulo 4 mostra algumas atividades relacionadas com o Ensino Médio que
esperamos fascinar o aluno no desenvolvimento do conhecimento matematico e es-
timular sua criatividade. As atividades s@o agrupadas por areas de acordo com
os PCN - Parametros Curriculares Nacionais, mesmo quando nao se limita a uma
Unica area. Mostrar ao aluno que o logaritmo tem aplicagoes bem interessantes, que
a matematica e artes podem se misturar e até desafid-lo na construcao de conceitos
matematicos relacionados a limite.

Finalmente, nas Consideragoes Finais apresentamos as aprendizagens adquiridas
e algumas dificuldades encontradas ao longo do desenvolvimento desse trabalho.

As ilustracoes, quando nao citadas as fontes, foram na sua maioria produzidas
com o auxilio do Geogebra e planilhas eletronicas, sao de autoria propria, como
também algumas imagens fotogréficas.
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Capitulo 1

GEOMETRIA FRACTAL E SUA
HISTORIA

"Aqueles que ouvem falar de curvas [irregulares| sem
tangentes, ou de fungbes sem derivadas, pensam fre-
quentemente que a natureza nao apresenta tais compli-
cagoes, e nem mesmo as sugere. O contrério, contudo,
é verdadeiro, e a logica dos matematicos manteve-os
mais préoximos da realidade do que as representacoes
empregadas pelos fisicos (...)"

Perrin - comego do século XX [17]

Durante muitos séculos utilizamos conceitos relacionados a geometria euclidiana
para representar objetos mateméticos e modelar elementos da natureza, exempli-
ficar e explicar fendmenos naturais. A geometria euclidiana geralmente representa
bem objetos criados pelo homem, porém em muitos casos, ou nao tem uma boa
representacao, ou representa de forma muito complexa diversos fendémenos ou ob-
jetos naturais. No final do século XIX e inicio do século XX, alguns matematicos
criaram curvas (objetos) que foram classificados como "monstros" matematicos ou
patologias por desafiar conceitos matematicos consolidados e que aparentemente nao
teriam aplicagoes objetivas.

Apenas no final do milénio, associada a inquietagao sobre a nao representacao
de vérios objetos da natureza pela geometria euclidiana, ou até pela, muitas vezes
utilizada uma representacao simplista - montanhas representadas por cones, nuvens
por esferas, trajetoérias por linhas, e mapas por contornos continuos - o matematico
francés Benoit B. Mandelbrot associa a alguns objetos e fenomenos da natureza o
termo de objetos fractais desenvolvendo assim a geometria fractal.

A terminologia usada para referenciar a geometria fractal criada pelo seu inici-



Fractais e aplicagbes nas Ciéncias e Tecnologias CAPITULO 1

ador Mandelbrot, ao publicar diversos estudos sobre o assunto em 1975, surge do
nome fractal, adjetivo fractus, do verbo frangere em Latim, significando partir em
segmentos irregulares, mas no sentido em que as particoes mantém um padrao pre-
sente que representa o todo [16]. Quando fazemos referéncia a geometria fractal,
estamos relacionando o estudo dos fractais, aplicaveis a diversas areas de conheci-
mento, onde no objeto de estudo reconhece-se a repeticao de determinados padroes,
mesmo alterando-se a escala do objeto observado, e que possamos identificar numa
parte a auto-similaridade com o todo. A auto-similaridade e outras caracteristicas
dos fractais sera detalhada no Capitulo 2, assim como alguns exemplos mais deta-
lhados dos até entao classificados "monstros" mateméticos que ganham uma nova
terminologia: objetos fractais.

1.1 Fractais e aplicagoes nas Ciéncias e Tecnologias

Atualmente, o estudo dos fractais tem uma larga aplicagao em diversos campos
da ciéncia e tecnologia [1] e [15].

No desenvolvimento de tecnologias podemos citar a utilizagao de antenas para
equipamentos moveis, que além da otimizagao de espago aumentam a capacidade
de transmissao, tanto na ampliacao de banda de frequéncia como na diversidade de
banda, consequentemente aumenta-se a diversidade de servigos a serem oferecidos.
Outro exemplo é o misturador de fluidos, que com um consumo menor de energia,
potencializa o resultado de todo o processo.

Na agricultura, a analise de solos, nebulosidade da area, movimentos dos rios e
estrutura de varios cristais podem ser modelados por fractais.

Nas ciéncias médicas e biologicas, encontramos diversos exemplos que podem
ser modelados através da geometria fractal. Como exemplo, na fisiologia animal,
as ramificagoes pulmonares, veias e artérias seguem padroes de ramificagoes, que
sao bem representados por fractais. Um ritmo cardiaco, apesar de aparentemente
constante, tem variagoes aleatorias, porém, identificou-se padroes fractais nessas
variacoes em diferentes escalas. A anélise de imagens no diagnéstico precoce de
cancer e do Mal de Alzheimer pode ser feita através de modelagem utilizando-se os
fractais.

Na biologia, encontramos diversos exemplos de estrutura fractal: plantas e micro-
organismos apresentam estruturas fractais. Em artigo recente [1], um grupo de
cientistas explica porque animais de maior porte fisico tém melhor aproveitamento
de energia. A justificativa se d& justamente pela estrutura fractal de ramificagao
das veias e artérias, potencializando o consumo de oxigénio e de alimentos, toma
como exemplo, a comparagao entre um rato e um elefante, em que a relacao entre
volumes da massa corporea e o volume de alimentos ingeridos sao muito diferentes.

Além de relacionar objetos da natureza de forma mais representativa, o estudo



Caracteristicas dos fractais CAPITULO 1

dos objetos fractais esta diretamente ligado a Teoria do Caos. Varios fenémenos,
antes ditos como aleatorios, tém sequéncias aproximadas em diferentes escalas, como
variacoes da economia, ruidos em transmissao telefénica, movimentos de animais e
produgao agricola.

Uma outra aplicacao do estudo dos fractais é na computagao gréfica, bastante
utilizada no cinema na criacao de cenérios naturais, como rios, explosoes, conjunto
montanhosos e plantas. Tendo em vista a boa aproximacao da representacao destes
através dos fractais, o modelo topologico utilizado simplifica o que seria bastante tra-
balhoso se fossem utilizadas outras técnicas para fazé-lo. Nas técnicas de compressao
de imagens também sao utilizados algoritmos baseados em fractais. Podemos dizer
que a geometria fractal revolucionou a computacao grafica e o advento do recurso
computacional possibilitou o aprofundamento dos estudos dos fractais.

Na pintura, arquitetura e até na musica, podemos identificar estrutura fractais.
Os fractais apresentam um forte apelo visual, pela beleza que carrega, o que encanta
a todos logo quando apresentados a esses modelos, mesmos os que sao criados pela
matemaética, como é o Conjunto de Mandelbrot (Figura 2.26). Sendo esse elemento
mais um aliado para utilizacao em sala de aula.

1.2 Caracteristicas dos fractais

Apresentaremos algumas defini¢oes e caracteristicas utilizadas por varios estudi-
osos da Geometria fractal.

Mandelbrot inicialmente usou a seguinte defini¢ao [3]: "Um fractal é por defini-
¢ao, um conjunto para o qual a dimensao Hausdorff-Besicovitch excede estritamente
a dimensao topologica."

Por Feder: "Um fractal é uma forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob
alguns aspectos".

Por Falconer: o conjunto F é fractal se pode ser expresso através de um
procedimento recursivo ou iterativo."

As caracteristicas apresentadas em [17], reinem um pouco de cada uma dessas
definicoes:

n

e Auto-similaridade - E a semelhanca que uma parte tem com o todo. Pode ser
exata, aproximada ou estatistica, mas em qualquer desse casos mantém uma
semelhanca independente da escala que observamos o objeto;

e Complexidade infinita - Qualquer que seja a ampliacao do objeto fractal, po-
derfamos seguir ampliando pois nunca teriamos uma imagem finalizada;

e Irregularidade - No sentido de rugosidade (nao-suavidade) ou fragmentagao;
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e Dimensao nao-inteira - A maioria dos objetos objetos fractais apresentam di-
mensao nao inteira. A dimensao fractal quantifica, de certo modo, o grau de
irregularidade, fragmentacgao ou intensidade do conjunto considerado.

No capitulo seguinte abordaremos com mais detalhes essas defini¢oes e caracte-
risticas na medida em que iremos apresentando, construindo e medindo os fractais.

1.3 Alguns Matematicos relacionados com os frac-
tais

Faremos nessa secao uma breve apresentacao de alguns matematicos que serao
citados nos capitulos seguintes [14].

Sierpinski

Waclaw Sierpinski
(Varsovia (Polonia), 1882 - Varsovia (Polonia), 1969)

Contribuiu em varias areas da Mateméatica como na Teoria

| dos Nimeros e Topologia de Conjuntos.
‘ 'I Apesar de dificuldades impostas pela ocupacao da Polonia
p - N pelo Império Russo, que nao facilitava o ingresso de poloneses
: no nivel superior, Sierpinski iniciou seus estudos na Universidade
de Varsévia em 1899, entao considerada uma universidade russa.
| Ainda estudante desenvolveu trabalhos reconhecidos até hoje. Foi

Fonte: [14]. professor nas Universidades de Lyov e Varsovia.
Criador dos "monstros" matematicos Triangulo e Tapete de
Sierpinski (Figuras 2.6 e 2.7). O Tapete de Sierpinski pode ser considerado uma
generaliza¢ao do Conjunto de Cantor (Figura 2.5) para duas dimensoes, como tam-
bém o Tapete de Sierpinski é considerado uma base para a Esponja de Menger em
trés dimensoes. Também conta como sua criagao a Curva de Sierpinski, uma curva
fechada iniciada por um quadrado, que preenche toda uma area quadrangular, tendo
aplicagoes em otimizagao de rotas.
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Peano

Giuseppe Peano
(Cuneo (Italia), 1858 - Turim (Italia), 1932)

Conhecido pelo axiomas de Peano, que trata dos ntimeros na-
turais, deu varias contribuigoes nas areas de Teoria dos Conjun-
tos, Algebra Linear, Calculo Vetorial e em aplicacoes geométri-
cas de Calculo Infinitesimal. Contribuiu consideravelmente para
a linguagem matemaética na Teoria dos Conjuntos e Logica Mate-
matica, pela precisao e rigor logico utilizados em seus trabalhos.
Considerado por alguns como o pai da Loégica.

Nasceu em uma fazenda a 5 km de Cuneo. Parte da sua infan-
cia percorria esses 5 km a pé para frequentar a escola em Cuneo.

Fonte: [14]. Para continuar seus estudos, mudou-se para Turim, graduando-

se doutor em Matemaética na Universidade de Turim em 1880 e
neste mesmo ano comecgou a lecionar nessa universidade. Foi professor também da
Academia Militar de Turim.

Em 1890, publica seu "monstro"matematico, a Curva de Peano (Figura 2.1),

proposto para cobrir totalmente uma superficie plana quadrangular.

Hilbert

David Hilbert
(Konigsberg (Alemanha), 1862 - Gottingen (Alemanha), 1943)

Contribuiu em varias dreas da Matematica, consolidou a Teo-
ria dos Invariantes, abordagem axiomética da geometria euclidi-
ana, teoria dos nameros algébricos, criagao dos espacos de Hilbert
que trata de equagOes integrais e formas quadraticas. Conside-
rado um dos mais notaveis matematicos cujos topicos de suas
pesquisas sao fundamentais em diversos ramos da matematica
atual.

Hilbert graduou-se na Universidade de Konigsberg em 1885.
Foi professor da Universidade de Gottingen até aposentar-se em
1930, acompanhou o declinio dessa instituicao pelo Império Na-
zista, vendo vérios de seus colegas perderem seus cargos por terem
alguma ligacao com judeus.

Em 1891 publica a Curva de Hilbert (Figura 2.3), para cobertura de uma super-
ficie quadrada, sem intersecao de pontos, um dos "monstros" matemaéticos, hoje é
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utilizada em técnicas de compressao de imagens [1].

Cantor

George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor
(Sao Petersburgo (Russia), 1845 - Halle (Alemanha), 1918)

Conhecido por ter elaborado a moderna teoria dos conjuntos.
Foi a partir desta teoria que chegou ao conceito de niimero trans-
finito, incluindo as classes numéricas dos cardinais e ordinais e
estabelecendo a diferenca entre estes dois conceitos, que colocam
novos problemas quando se referem a conjuntos infinitos.

Filho do comerciante dinamarqués, George Waldemar Cantor,
e de uma musicista russa, Maria Anna Béhm, aos 11 anos mudou-
se para a Alemanha, continuando os seus estudos. Estudou no
Instituto Federal de Tecnologia de Zurique. Doutorou-se na Uni-
versidade de Berlim em 1867. Foi professor na Universidade de
Halle.

Sofreu varias crises de depressao associadas aos estudos excessivos em Mate-
mética, provavelmente sua doenca seria diagnosticada como Transtorno Bipolar.
Morreu em um hospital psiquidtrico em Halle em 1918.

Embora os conceitos mateméaticos inovadores propostos por Cantor tenham en-
frentado uma resisténcia significativa por parte da comunidade matematica da época,
reconhece-se atualmente a grande contribui¢ao dada por Cantor & Matematica. Can-
tor provou que os conjuntos infinitos nao tém todos a mesma poténcia, diferenciando
os conjuntos enumeraveis dos continuos. Provou que o conjunto dos niimeros racio-
nais Q é enumeravel, enquanto o conjunto dos ntmeros reais R é continuo através
do conhecido método diagonal.

Foi criador de uns dos "monstros" matematicos em 1883: o Conjunto de Cantor
(Figura 2.5), o qual demonstrou nao ser um conjunto enumeravel.

Fonte: [14].

Lyapunov

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(Taroslavl (Russia), 1857 - Odessa (Russia), 1918)

Matemético e fisico, é conhecido por seu desenvolvimento da Teoria da Esta-
bilidade de Sistemas Dinamicos e valiosas contribui¢oes na distribui¢ao potencial
elétrica em superficies, mecanica celeste, equacoes diferenciais e teoria das probabi-

lidades.
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Filho de um conhecido astrénomo, professor da Universidade de Kazan, teve sua
infancia conturbada. Devido a motivos politicos, sua familia mudou-se para uma
pequena cidade. Aos 11 anos, apés a morte do pai, é educado por um tio, cuja filha
Lyapunov casa-se.

Conclui seus estudos bésicos em 1876. Gradua-se em 1880 na
Universidade de San Petersburgo, concluindo seu mestrado em
1884 e em 1892 seu doutorado, tendo recebido varios prémios por
trabalhos sobre fisica dos corpos celestes, hidroestéatica e estabi-
lidade em sistemas dinamicos.

Foi professor na Universidade de Jarkov, no Instituto Politéc-
nico de Jarkov e na Universidade de Sao Petersburgo. Foi membro
da Sociedade Matemética de Jarkov e da Academia Russa de Ci-
éncias. Apods a morte de sua esposa, tenta suicidio dando um tiro
em si proprio, chegando a falecer 10 dias depois.

E dele a criacio do Conjunto de Lyapunov (Figura 2.29), ob-
jeto fractal gerado por recorréncias, aplicavel em sistemas dinamicos.

Fonte: [14].

Menger
Karl Menger (Viena (Austria), 1902 - Illinois (EUA), 1985)

Teve vérias contribuicbes nas areas de Algebra, Geometria
Hiperbolica, dimensao topologica, teoria dos jogos e nas ciéncias
sociais.

Filho do famoso economista Carl Menger. Quando jovem de-
senvolveu seus talentos em literatura, mas em 1920 ingressou na
- Universidade de Viena para estudar Fisica. Interessou-se na area
© de Matematica em estudos topologicos. Em 1921 contraiu tu-
I*"f
Lt |

berculose, e durante o tempo de dois anos de isolamento para
tratamento dedicou-se aos estudos e, ao retornar, pouco tempo
depois, em 1924, concluiu seu doutorado em Espaco Topologico.
Foi professor nas Universidades de Amsterdam e Viena, no Instituto Tecnologico de
Illinois e na Universidade de Notre Dame.

Em 1926 apresentou a Esponja de Menger (Figura 2.8) ao explorar o conceito de
dimensao topologica. Como cada face da Esponja de Menger apresenta o Tapete de
Sierpinski (Figura 2.7) cuja linha central representa o Conjunto de Cantor (Figura
2.5), é considerado uma expansao tridimensional desses outros objetos fractais.

Fonte: [14].
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Koch

Niels Fabian Helge von Koch
(Estocolmo (Suécia), 1870 - Estocolmo (Suécia), 1924)

Desenvolveu trabalhos nas areas de Teoria dos Numeros e
Equacgoes Diferenciais.

Graduou-se em Matematica pela Universidade de Estocolmo,
onde também adquiriu o titulo de doutor. Foi professor nesta
universidade.

Foi criador do "monstro"matematico Curva de Koch (Figura
2.2) que aplicada aos lados de um tridngulo equilatero gera a Ilha
de Koch (Figura 2.38), ou floco de neve, pela semelhanga que tem
com os flocos de neve. Koch define esta curva como um exemplo
de curva continua em todo o intervalo, porém nao diferenciavel
em parte alguma. Uma importante aplicacao derivada da Curva
de Koch foi proposta por Mandelbrot para o dimensionamento fractal de linhas cos-
teiras.

Fonte: [14].

Diirer

Albrecht Diirer
(Nuremberga (Alemanha), 1471 - Nuremberga (Alemanha), 1528)

Diirer, além de ter sido um matematico, também é reconhe-
cido como um dos grandes pintores da sua época e como um dos
primeiros a introduzir perspectiva nas suas pinturas. A imagem
apresentada ao lado é um auto-retrato.

Diirer, dentre outras profissoes e habilidades, era professor de
matemaética e explorava conceitos de geometria.

Entre os seus desenhos geométricos gerou ao que classificamos
hoje de fractais Tipo Diirer (Figuras 2.10, 2.11 e 2.12). As cons-
trugoes geométricas dos poligonos feitas por Diirer apresentavam
resultados bastante precisos.

Fonte: [14].
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Hausdorff

Felix Hausdorff
(Breslau (Alemanha), atual Wroclaw (Polonia), 1868 - Bonn (Alemanha), 1942)

Desenvolveu varios estudos em Matematica Aplicada a Astro-
nomia, Teoria dos Conjuntos, Topologia e Analise.

Filho de judeus, teve forte incentivo dos pais para os estudos.
Desde a infancia mostrava facilidade em matematica, mas tinha
fascinio pelas areas de literatura e musica e teria seguido a car-
reira de compositor caso nao fosse pressionado pelos pais para a
escolha de sua profissao. Graduou-se em Matematica em 1891
pela Universidade de Leipzig, onde também concluiu seu douto-
rado em 1895. Foi professor nas Universidades de Leipzig, Bonn e
Greifswald. Em 1935 foi obrigado abandonar a universidade por
Fonte: [14]. ser judeu, passou por varias dificuldades e em 1942 seria mandado

a um campo de concentragao, quando suicidou-se junto & mulher

e cunhada.

Além da carreira de matemaético, mantendo entre seu circulo de amigos escritores
e artistas de varias areas, foi escritor sob o pseudénimo de Paul Mongré, publicando
vérios trabalhos literarios e filos6ficos.

Em 1919 desenvolveu conceitos sobre dimensao topologica, criando a Dimensao
de Hausdorff, ou como iremos tratar, Dimensao Fractal pelo método de Hausdorff
no Capitulo 2.

Julia

Gaston Maurice Julia
(Sidi bel Abbeés (Algeria), 1893 - Paris (Franca), 1978)

Conhecido pelo desenvolvimento do Conjunto de Julia (Figura
2.24).

Desde crianca ja demonstrava sua facilidade para os estudos
e, em especial, para mateméatica. Quando jovem ao servir na
Primeira Guerra foi gravemente ferido, perdendo o nariz. Prova-
velmente produziu grande parte do seu trabalho no longo periodo
de internacao. Submeteu-se a varias cirurgias mas nao conseguiu
livrar-se da maéscara de couro a qual foi condenado a usar pelo
resto da vida.

Atribui-se a ele o precursor da Geometria Fractal com sua im-
portante contribuicao.

Fonte: [14].
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Mandelbrot

Benoit Mandelbrot
(Warsaw (Polonia), 1924 - Massachusetts (EUA), 2010)

Mandelbrot foi o grande responsavel pelo desenvolvimento da
Geometria Fractal, ao nomear e ao fazer associagoes dessa geo-
metria a varias areas de conhecimento relacionando-os a objetos
e fendbmenos naturais, fatos aparentemente caéticos, tendo como
um grande aliado o computador.

Teve uma infancia e adolescéncia bastante conturbada devido
a familia judia, tendo sido obrigado a morar na Franca fugindo
da perseguicao do governo Nazista. Como consequéncia, foi em
parte educado por um tio, que era um conceituado professor de
Matemética, e que pouco valorizava a preferéncia por geometria
que o jovem tinha.

Ainda em 1945, seu tio apresenta o trabalho de Fatou e Julia, mas na época nao
desperta nenhum interesse ao jovem geémetra. Estudou na Escola Politécnica de Pa-
ris, quando conheceu Paul Lévy de quem teve muitas influéncias. Em 1952, conclui
seu doutorado na Universidade de Paris. Em 1958 muda-se permanentemente para
os EUA a convite da IBM que buscava jovens talentos com ideias criativas. E com
esta oportunidade Mandelbrot retoma os trabalhos de Fatou e Julia, implementando
os resultados com auxilio dos computadores, visualizando-os pela primeira vez em
1970, ao desenvolver programas para gerar graficos .

Além desse importante trabalho, nomeou de Geometria Fractal, os objetos que
apresentavam as caracteriticas de auto-similaridade e podiam ter dimensao conforme
definicao de Hausdorff. Reconheceu padroes na Economia, ruidos em linhas de
transmissao e objetos da natureza.

Fonte: [14].

1.4 Breve linha do tempo

Embora a terminologia Geometria Fractal tenha sido criada por Mandelbrot na
década de 80, muitos estudos antecederam essa época e varios objetos matemaéticos,
hoje classificadas como fractais, criados por varios matematicos, eram reconhecidas
como "monstros" ou patologias conforme ja mencionamos. Vamos apresentar em
ordem cronologica alguns fatos relacionados com a histéria da Geometria Fractal
[14], alguns ja mencionados na segdo anterior.

10
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e 1500 - Diirer desenvolve construgoes de poligonos regulares, gera os fractais
que leva o seu nome.

e 1883 - Cantor publica a primeiro objeto fractal a Curva de Cantor.
e 1890 - Peano publica a sua curva.

e 1891 - Hilbert publica sua curva com a ideia de preenchimento quadrangular,
hoje bastante utilizada em compressao de imagens.

e 1904 - Koch publica as Curva de Koch e a Ilha de Koch como solucoes de curvas
continuas e nao derivaveis em nenhum ponto, como Cantor nao valorizava o
aspecto de auto-similaridade.

e 1918 - Hausdorff publica resultados sobre estudos topolégicos e com isso a
Dimensao de Hausdorff, utilizada por Mandelbrot anos depois para a defini¢ao
de fractais.

e 1918 - Julia publica um artigo com 199 paginas sobre o seu conjunto gerado
num plano complexo. Julia nao chega a ver o resultado belissimo dos seus
conjuntos, dado que ele s6 conseguia fazer poucas implementacoes.

e 1918 - Fatou publica trabalho semelhante ao de Julia porém nao tem muita
repercussao

e 1921 - Menger apresenta a Esponja de Menger ao explorar conceitos de dimen-
sao topologica.

e 1938 - Lévy descreve sobre a propriedade de auto-similaridade de algumas
curvas,

e 1967 - Mandelbrot publica seu artigo sobre a topologia da costa da Gra-
Bretanha, iniciando um novo capitulo sobre a Geometria Fractal.

11



Capitulo 2

CLASSIFICACAO E DIMENSAO
DOS FRACTAIS

Nuvens nao sao esferas,
montanhas nao sao cones,
continentes nao sao circulos,
um latido nao é continuo e
nem o raio viaja em linha reta.
Benoit Mandelbrot

Nesse capitulo apresentaremos algumas classificagoes dos fractais, algumas ideias
associadas a dimensao fractal de para fractais geométricos e um processo para o
calculo dessa dimensao aplicavel em linhas costeiras, como também serao abordadas
algumas caracteristicas dos objetos fractais relacionados a perimetro, area, volume
e nocoes de limite relacionados a essa medidas.

A classificagao utilizada nao é apresentada nas publicacoes de Mandelbrot, tendo
sido feito para fins didaticos seguindo as classificagoes utilizadas em [3], [10] e [17],
que facilita a compreensao das caracteristicas e propriedades relacionadas aos objetos
fractais e suas construgoes.

2.1 Classificacao

Podemos agrupar os fractais em trés grupos de acordo com a forma de geracao
e o grau de autossimilaridade observada:

e Fractais definidos por sistemas de funcoes iteradas
e Fractais definidos por uma relacao de recorréncia

e Fractais aleatorios

12
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2.1.1 Fractais definidos por sistemas de fungoes iteradas

Denominado fractal deterministico ou geométrico - possui uma regra fixa de
substituicao geométrica bem definida. Os fractais gerados por funcgoes iterativas
possuem auto-similaridade exata, caracteristica marcante e evidente. O fractal é
idéntico em diferentes escalas. Alguns fractais desse grupo bastante conhecidos sao
o Conjunto de Cantor, a Curva de Peano, a Curva e a Ilha de Koch, o Tapete e o
Triangulo de Sierpinski, a Curva e a Ilha de Koch, a Curva do Dragao de Harter-
Heighway, a Esponja de Menger, a Curva de Hilbert, alguns desses denominados
como "monstros"mateméaticos, conforme citamos no Capitulo 1. No Capitulo 3
serao abordadas algumas construgoes desse grupo utilizando Teoria dos Numeros,
Trigonometria e a Algebra Linear.

A seguir apresentamos alguns desses objetos fractais e, de alguns deles, os algo-
ritmos da funcao iterada, chamamos de gerador, a figura "Nivel 1". Vamos dividi-los
em grupos de acordo com as formas geradoras conforme classificagao apresentada
em [3]:

e Fractais pela Fronteira

Fractais por Remocao

Fractais Tipo Diirer

e Fractais Tipo Arvore

A medida que forem apresentadas as figuras dos objetos fractais, optamos em
indicar a dimensao fractal de algum deles, que seré detalhado na segao 2.2.

Fractais pela fronteira

As fungoes iteradas para construgao de fractais pela fronteira sao definidas a
partir da substituicao de uma determinada parte pelo seu gerador, aumentando-se
assim o seu comprimento ou area a cada iteragao.

Curva de Peano

Algoritmo da fungao iterada:

Passo 1: Considere um segmento de reta;

Passo 2: Divida o segmento em trés partes iguais, complete um quadrado para
cima e para baixo na divisao central;

Passo 3: Considere os novos segmentos de reta e retorne para o Passo 2.

13



Classificacio CAPITULO 2

Na Figura 2.1 temos a constru¢ao da Curva de Peano apoés 5 iteragoes. De-
vido & rapidez de preenchimento do espaco, o que se relaciona com a dimensao de
Hausdorff, a ser tratada na proxima se¢ao, podemos observar, na escala em que apre-
sentamos essa figura, que temos praticamente o espago preenchido de um quadrado
cuja diagonal mede exatamente o segmento inicial.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

Figura 2.1: Curva de Peano com 5 iteragoes
Dimensao Fractal D = 2
Fonte [20].

Vale a pena ressaltar que o espaco delimitado pelo quadrado gerado sempre tera
pontos nao pertencentes a curva, como por exemplo, se o segmento inicial tiver uma
medida racional, e é paralelo ao eixo oz, entdo todos os pontos da forma (I, I,)
onde I, I, € R\Q néo pertencerao a Curva de Peano. Valendo também para o caso
em que o segmento tenha um valor irracional entdo os pontos da forma (Q,,Qy)
onde @)z, Q, € Q estarao fora da Curva.

Curva de Koch

Algoritmo da fungao iterada:

Passo 1: Considere um segmento de reta;

Passo 2: Divida o segmento em trés partes iguais, retire a parte central, substituindo-
a por dois segmentos de mesmo tamanho, inclinados como se fosse formar um tri-
angulo equilatero sem base;

Passo 3: Considere os segmentos de reta e retorne para o Passo 2.

Na Figura 2.2 a construcao da Curva de Koch com 5 iteragoes. Mandelbrot faz
referéncia a essa curva ao tratar de linhas costeiras [15].

14
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Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

S S 8 U

Figura 2.2: Curva de Koch com 5 iteragoes
Dimensao Fractal D=1,262

Curva de Hilbert

Observemos que apesar de ter um preenchimento intenso, a Curva de Hilbert,
Figura 2.3 nao apresenta pontos que se tocam nas iteragdes e veremos que essa
caracteristica impacta diretamente na dimensao fractal.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

St

Figura 2.3: Curva de Hilbert com 4 iteragoes
Dimensao Fractal D=1,465

Curva do Dragao de Harter-Heighway:

Algumas apresentacoes adaptadas dessa curva, consideram como o fator gerador
o nivel 2, de acordo com a Figura 2.4, nessas iteracoes seriam apresentadas apenas
as figuras de niveis pares, porém os resultados sao semelhantes quando temos um
ntmero grande de iteracoes.

Nivel O Nivel 1L Nivel 2 Nivel 3 HNivel Y4 Nivel § Nivel &k

Figura 2.4: Curva do Dragao de Harter-Heighway com 6 iteragoes
Dimensao Fractal D=2
Fonte: [19].
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Fractais por remocao

Os fractais por remocao, conforme o nome sugere, sao objetos em que sao remo-
vidas partes do mesmo de forma iterativa.

Conjunto de Cantor

Algoritmo da funcao iterada:

Passo 1: Considere um segmento de reta;

Passo 2: Divida o segmento em trés partes iguais e elimine a central,

Passo 3: Considere os segmentos de reta restantes e retorne para o Passo 2.

Na Figura 2.5 podemos ver a constru¢ao do Conjunto de Cantor apos 5 iteragoes.
Na figura, os segmentos foram representados por barras para facilitar a visualizacao.

Nivel 0 I
Nivel 1 I |
Nivel 2 I ] | ]
Nivel3 mH W H = H . H b
Nivel4 11 11 11 11 11 11 11 11

Nivel 5 1111 I I e

Figura 2.5: Conjunto de Cantor com 5 iteragoes
Dimensao Fractal D=0,631

Triangulo de Sierpinski

Algoritmo da fungao iterada:

Passo 1: Considere um triangulo equilatero;

Passo 2: Ligue os pontos centrais de cada lado. dividindo o triangulo em quatro
triangulos iguais, retire o triangulo central;

Passo 3: Considere os triangulos restantes e retorne para o Passo 2.

A Figura 2.6 mostra a construcao do Triangulo de Sierpinski apos 5 iteracoes.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

Figura 2.6: Triangulo de Sierpinski com 5 iteragoes
Dimensao Fractal D=1,585

Podemos aplicar o mesmo processo do Triangulo de Sierpinski para um triangulo
qualquer.
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Tapete de Sierpinski

Algoritmo da funcao iterada:

Passo 1: Considere um quadrado;

Passo 2: Divida o quadrado em nove quadrados, retire a parte central;
Passo 3: Considere os quadrados restantes e retorne para o Passo 2.

A Figura 2.7 mostra a construcao do Tapete de Sierpinski apds 4 iteragoes.
Podemos observar que a linha central do Tapete de Sierpinski representa o Conjunto
de Cantor (Figura 2.5).

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 2.7: Tapete de Sierpinski com 4 iteragoes
Dimensao Fractal D=1,863

Esponja de Menger

Geramos a Esponja de Menger retirando os volumes centrais de cada face e o
central, conforme algoritmo abaixo:

Algoritmo da funcao iterada:

Passo 1: Considere um cubo;

Passo 2: Divida o cubo em 27 cubos, retire 7 cubos das partes centrais;
Passo 3: Considere os cubos restantes e retorne para o Passo 2.

Na Figura 2.8 podemos ver a construcao da Esponja de Menger apos 3 iteracoes.

Podemos observar que as faces da Esponja de Menger sao formados pelo Tapete de
Sierpinski (Figura 2.7).
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Nivel O Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
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Figura 2.8: Esponja de Menger com 3 iteracgoes
Dimensao Fractal D=2.727
Fonte [10].

Piramide de Sierpinski

Esse fractal é gerado a partir de um tetraedro, onde sao removidos volumes
centrais de cada face do tetraedro. Também conhecido como Tetraedro ou Esponja

de Sierpinski (Figura 2.9).
Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 2.9: Piramide de Sierpinski com 4 iteragoes
Dimensao Fractal D=2
Fonte [20].

Podemos observar que cada face da Piramide de Sierpinski é representada pelo

Triangulo de Sierpinski (Figura 2.6).
O volume a ser retirado a cada iteragao nao tem uma forma regular, porém pode
ser calculado comparando-se o volume inicial V;, com o volume V, que sao quatro

piramides com o fator de reducao r = 2, logo

1\* 1
Ve=4| — Vi==-.V
! (2) o2

ou seja, o volume retirado é a metade do volume inicial.
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Fractais Tipo Diirer

Na construcao de fractais Tipo Diirer, utilizamos inicialmente um poligono re-
gular, e a cada iteragao substituimos cada vértice por um poligono regular com a
mesma quantidade de lados, de forma que um vértice desse poligono coincida com
um vértice do poligono inicial e ao menos outros dois vértices coincidam com os vér-
tices de dois novos poligonos localizados nos vértices vizinhos. Os novos poligonos
sao semelhantes e devem estar igualmente espacados.

Nas Figuras 2.10, 2.11 e 2.12 temos o pentagonal, hexagonal e o octogonal de
Diirer, respectivamente, com 3 iteragoes.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

o e £x 2

Figura 2.10: Fractal Tipo Diirer - pentagono com 3 iteragoes

Nivel O Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

O G b

Figura 2.11: Fractal Tipo Diirer - hexagono com 3 iteracoes

No fractal Tipo Diirer hexagonal, podemos verificar facilmente o fator de reducao
r=3, dado que o triangulo formado pelo lado do hexagono inicial e dois hexégonos
gerados, ¢ um triangulo equiléatero.

O desafio que temos na geragao desses fractais é determinar a medida dos lados
dos poligonos gerados a cada iteragao, implicando assim uma dificuldade para o
calculo do fator de reducao que é utilizado para gerar o nivel seguinte. No Capitulo
3 apresentamos uma forma de calcular o fator r para quaisquer poligonos regulares.
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Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

‘\/N

Figura 2.12: Fractal Tipo Diirer - octégono com 3 iteragoes

Além de um visual bastante interessante, conforme podemos observar nas figuras
apresentadas, uma aplicacao pratica desse tipo de fractal é na construcao de cabos
Opticos, onde se faz a distribuicao agrupada das fibras, semelhante a distribuicao
encontrada no fractal Tipo Diirer [11].

20



Classificacio CAPITULO 2

Arvore

Como o nome sugere, os fractais gerados por fungoes iterativas Tipo Arvore, tém
em seu processo iterativo ramificacoes que geralmente se assemelham a arvores.

Arvore Bifurcada

Para geracao de uma Arvore Bifurcada, fazemos bifurcacoes onde consideramos
o angulo de bifurcagao e o fator de redugao. Nas figuras que serao mostradas nesta
secao, facilmente identificamos a semelhanca com vérios objetos e fendémenos da na-
tureza, como arvores, rios, sistema venoso, raios, que podem ser modelados através
da geometria fractal.

Algoritmo da funcao iterada:

Passo 1: Considere um segmento de reta horizontal (tronco principal);

Passo 2: Na extremidade, desenhe dois segmentos reduzidos formando o angulo
de bifurcagao entre eles e simétrico em relagado ao segmento anterior;

Passo 3: V& para o passo 2.

Na Figura 2.13 apresentamos uma iteracio para a construcao de uma Arvore
Bifurcada, com angulo de bifurcacao ( e fator de redugao r.

p

— —_4a

Figura 2.13: Arvore Bifurcada - nivel 1

Na Figura 2.14 temos varias Arvores Bifurcadas com 7 iteracoes, variacoes dos
angulos de bifurcacao de 20°, 60°, 90°, 150° e 180°, e com fator de reducao r=1,5.
As Arvores Bifurcadas com fator de reducéo 7, tal que 1 < r < 2, néo sao limitadas
a uma regiao. Veremos essa demonstracao no final dessa segao.

Na Figura 2.15 temos varias Arvores Bifurcadas com 7 iteracoes e com fator de
reducdo r=2. As Arvores Bifurcadas com fator de reducao r, tal que r > 2, sdo
limitadas a uma regiao.

Na Figura 2.16 temos varias Arvores Bifurcadas com 7 iteracoes e com fator de
redugao r = 2,5.
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90° 180°

Figura 2.14: Arvores Bifurcadas - varios angulos de bifurcacdo - r = 1,5 e 7 iteracoes

[ e

150° 180°

20° 60°

150°

Figura 2.15: Arvores Bifurcadas - varios angulos de bifurcacio - r = 2 e 7 iteracoes

I TTTT

150° 180°

Figura 2.16: Arvores Bifurcadas - varios angulos de bifurcacdo - r = 2,5 e com 7
iteragoes
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Vamos verificar a limitacao de uma Arvore Bifurcada a uma regiao. Pela Figura
2.13, temos que o tamanho do novo segmento é dado por
a) — —
r
e para o segmento da n-ésima iteracao temos
Qp = 7’_”’
dai teremos que os crescimentos maximos horizontal H; e vertical V; de uma rami-
ficacao sao dados por:

lesen(g) xalzsen(g) xg
Vlzcos(g) xalzcos<§) x%

e para a n-ésima iteracao temos:

H, = |sen (ﬁ)‘ X “@
2 rh
Vi = |cos (ﬂ> X i.
2 7

Logo o crescimento em n iteragbes serd no maximo a soma Sy de todos os

13 a
Sen <§)‘ X F,

crescimentos na horizontal, dado por:

n

Sp=>_

=1

mas [sen(f)| < 1, entao

Assim, segue que

" a "1
i=1 i=1
Identificando a progressao geométrica com razao dada por ¢ = %, e termo inicial
ap = %, como ¢ < 1, da equagao (2.10) temos:
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ay a r a
Sy < - (—) -
=1 I r/ \r—1 r—1
O mesmo procedimento pode ser feito para Sy .
Vamos entao analisar para os dois casos citados: » > 2e 1 <r < 2.

Para o fator de reducao r > 2,

Su <

< a.
1"_

Decorrendo dafi a regiao que limita a Arvore.

Para o fator de reducao 1 < r < 2,

a

> a. 2.1
r—1 ¢ (2.1)

Logo nao existird uma regiao que limite a Arvore Bifurcada.

Uma das aplicagoes desse tipo de fractal é feita na construcao de misturadores
de fluidos, onde utiliza-se bifurcagoes em T de forma tridimensional, ou seja, angulo
de bifurcacao de 180°, e fator de reducao menor que dois, reduzindo assim as tur-
buléncias e aumentando a capacidade de transporte (mistura) dos fluidos [1].

Arvore Pitagorica

A Arvore Pitagérica é um fractal Tipo Arvore em que as ramificagoes sao cons-
truidas com triangulos e quadrados.

Algoritmo da fungao iterada:

Passo 1: Considere um triangulo qualquer, com uma das bases (preferencialmente
o lado maior) posicionada na horizontal;

Passo 2: Construa um quadrado a partir de cada lado do tridngulo e com a
medida desse lado. Considere o tronco principal o lado posicionado na horizontal;

Passo 3: A partir do lado livre central do quadrado, construa um tridngulo
semelhante ao triangulo que gerou o quadrado;

Passo 4: Em cada lado livre do triangulo construa um quadrado de lado igual
ao triangulo, retorne para o passo 3.
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Na Figura 2.17 temos a criacio de uma Arvore Pitagorica em um triangulo
retangulo 345, a formacao inicial (Passos 1 e 2) e ao lado uma sequéncia com 6
iteragoes.

' A |
s -V
p 14
/ o J
R

Figura 2.17: Arvore Pitagoérica - triangulo retangulo 345: Inicio e com 6 iteraces

Nas Figuras 2.18 temos Arvores Pitagoricas construidas com triangulos escaleno
e isosceles.

AR AR

>
e 2N
i \\ }
(‘L'
. /

ey Q o
| v

V'S

Figura 2.18: Arvore Pitagorica - tridngulos escaleno e isosceles com 6 iteragoes

Vamos agora mostrar o que aconteceréd quando ao menos um dos lados do trian-
gulo é igual ou maior que a base. Na Figura 2.19 temos um triangulo equilatero e
na Figura 2.20 temos um triangulo com um dos lados maior e o outro igual a base:

AvQ\‘A'A

Figura 2.19: Arvore Pitagorica - tridngulo equilétero com 6 iteracoes
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'4 ‘
A A@ A
4 )
Figura 2.20: Arvore Pitagorica descaracterizada - lados igual e maior que a base
com 6 iteracoes

A

Podemos observar que na Arvore Pitagorica construida a partir de um triangulo
equilatero é formanda uma sequéncia de ladrilhos.

Quando aplicamos o algoritmo em um tridngulo cuja a base é igual ou menor
que um dos lados teremos ramificagoes sempre maiores ou iguais ao tronco, nestes
casos é visivel que o fractal nao é limitado.

Observe que caso a base (lado posicionado na horizontal) seja o maior lado, a
arvore tera ramificagoes cada vez menores, porém nao podemos afirmar que o espago
seja limitado.

Podemos observar que uma Arvore Pitagorica construida a partir de um trian-
gulo, tera a caracteristica de uma Arvore Bifurcada em relacdo ao crescimento onde
a bifurcacao se dé de forma diferenciada em cada ramo.

Porém por uma das propriedades dos triangulos, dado um triangulo cuja base
mede b e os outros lados medem z e y, teremos:

b<z+y.

Esse fato implica que ou z ou y é maior que g,

supor que x > seja maior.
Como x > g entao o fator de redugao serd dado por

sem perda de generalidade vamos

b
r=- < 2. (2.2)
e como estamos tratando dos caso em que a base é maior que os lados: b < x,
implica que
b
r=- > 1. (2.3)
Entao pelos resultados (2.2) e (2.3), temos que 1 < r < 2, utilizando o resultado
(2.1) pelo menos uma das ramificagoes nao seré limitada, logo nao existe uma regiao

que limita uma Arvore Pitagorica.
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2.1.2 Fractais definidos por uma relacao de recorréncia

Esses fractais sao também denominados de fractais de fuga de tempo, possuem
uma forma mais livre de similaridade, definida como quase-auto-similaridade, o frac-
tal apresenta pequenas copias do fractal inteiro de maneira distorcida ou degenerada
por isso nao sao auto-similares exatamente. O fractal gerado por Mandelbrot, vi-
rou praticamente um simbolo dos fractais. Os conjuntos de Mandelbrot e Julia e o
fractal de Lyapunov sao exemplos desse grupo de fractais. Hoje utiliza-se recursos
computacionais para reproduzir esses objetos fractais de extrema beleza e comple-
xidade.

A aplicacao desses fractais estao associadas a modelagem de sistemas dindmicos,
cujos estudos tém o objetivo de prever o seu comportamento para determinadas con-
digoes [1]. Quando o sistema tende a um conjunto fechado de resultados, chamamos
estes resultados de atrator [9].

Um exemplo, simples e de facil compreensao, de um sistema dindmico é um
péndulo, cujo atrator é a posicao de repouso, na vertical. Todo o conjunto de mo-
vimentos que oscilam até o repouso é definido como o conjunto atrator do péndulo,
que dependeré da condicao inicial: a altura que soltamos o péndulo.

Definicao de atrator, repulsor e 6rbita

Dado um sistema, definimos como atrator o valor (ou conjunto de valores) para
o qual ele converge (ou regiao limitada de convergéncia). Chamaremos de repulsor
ou fuga quando o valor se afasta da sua origem indefinidamente, e denominaremos
de orbita a trajetoria definida pelos valores assumidos ao longo de um tempo (ou
quantidade de iteragoes). Quando, dada uma condigao inicial, o valor final nao ¢
alterado, chamamos de ponto fixo.

Antes de apresentar alguns fractais gerados pelo processo de recorréncia, mos-
traremos alguns exemplos de atrator, repulsor e 6rbita, utilizando recorréncia com
fungoes reais [3].

Consideremos a fung¢ao f(z) = y/x, onde para um dado = > 0, para todo n € N
temos a seguinte relacao de recorréncia:
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Inicialmente verificaremos que para = 0, f,(0) = 0, entdo = 0 é ponto fixo.
Tomemos outros exemplos x = 81, z =1, x = 0,81 e x = 0,0081, calculando-se
7 iteragoes, obtemos a Tabela 2.1.

n | x=81 | x=1 | x=0,81 | x=0,0081
119,000] 1 0,900 0,090
213,000 1 0,949 0,300
311,732 1 0,974 0,548
411316 1 0,987 0,740
5| 1,147 1 0,993 0,860
61071 ] 1 0,997 0,928
711035 1 0,998 0,963

Tabela 2.1: Recorréncia f,(z) = 3/x

Podemos verificar que para x = 1, os valores de f,, = 1, denominamos x = 1 e
x = 0 de pontos fixos para f,(z) = /.

Para x = 81, z = 0,81 e x = 0,0081, podemos verificar que f,(x) tende a 1,
denominamos entao x = 1 de ponto fixo atrator para os valores x # 0, e a sequéncia
de resultados f,(z), denominamos de orbita de z.

Consideremos um outro exemplo, a fungao definida por f(x) = 2z — 2, entdo a
recorréncia f,(x) = 2f,_1 — 2 aplicada 3 vezes nos pontos z = 10, x =2, z = 0,5 e
x = 0 resultara em (Tabela 2.2):

n | x=10 | x=2 | x=0,5 | x=0
1 18 2 -1 -2
21 34 2 -4 -6
3| 66 2 -10 -14

Tabela 2.2: Recorréncia f,, =2+ f,_.1 — 2

Podemos observar que temos x = 2 como ponto fixo, pois f(2) = 2, porém para
qualquer valor x # 2 a sequéncia diverge, definimos entao como ponto repulsor.

Veremos uma outra situagao, consideremos a fungao quadratica dada por f(x) =
22 —2, note que f(z) = x se, e somente se, 22 —x —2 = 0, e assim teremos os pontos
fixos 2, e —1, sendo pontos atratores para 1, 0 e —1, conforme veremos na Tabela
2.3.

Podemos identificar que para os valores de z tais que |z| > 2, estes x sdo pontos

repulsores, e que x = —1 também é ponto fixo. Veremos o que acontece para outros
pontos de (—2,2) na Tabela 2.4.
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n =3 r=2|z=1|x=0|x=-1|z=-2| x=-3
1 7 2 -1 -2 -1 2 7

2 47 2 -1 2 -1 2 47

3 2.207 2 -1 2 -1 2 2.207

4 | 4.870.847 2 -1 2 -1 2 4.870.847

Tabela 2.3: Recorréncia f, =2+ f2 | — 2

Recorréncia | x=1,5 | z=0,5|2=0,1 | xr=-0,9 |z =-1,9
(n)
1 0,25 -1,75 -1,99 -1,19 1,61
2 -1,94 1,06 1,96 -0,58 0,59
3 1,75 -0,87 1,84 -1,66 -1,65
4 1,08 -1,24 1,39 0,75 0,72

Tabela 2.4: Recorréncia f, = f>_; — 2 - intervalo (—2,2)

n—1

Neste caso, nao é possivel fazer uma analise numérica, tendo em vista que os
nimeros oscilam entre 2 e -2, sendo assim, aumentamos o niimero de iteragoes para
20 para analise grafica.

— A\trator

x=1,5

i (x) ——x=0,5

e x=-0,1

=4—x=-1,9

Figura 2.21: Gréfico f, = f2 | — 2, para |z| < 2
Podemos verificar pelo grafico da Figura 2.21 que os valores oscilam em torno de
—1, sendo assim, —1 sera ponto fixo atrator para a faixa de valores |z| < 2.
Esse conceito sera utilizado para os Conjuntos de Mandelbrot, Julia e Lyaponov
que apresentaremos em seguida.
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Conjuntos de Mandelbrot e Julia

Para a construcao dos Conjuntos de Mandelbrot e Julia é utilizado o conjunto
dos ntimeros complexos, z = x+iy = (7,y), onde 1> = —1 e a relagao de recorréncia
2, : C — C definida por 2,41 = 22 + ¢,onden € Ne c € C, isto ¢, c = a+ib = (a, b)
ou ¢ = (a,b).

A constante ¢ atua como parametro das curvas geradas pelas n iteragdes sobre o
ponto zg = x +1y. Para um conjunto de valores de ¢, construido no plano complexo,
2, mantém-se numa regiao fechada, regiao de ponto atrator, para outros distancia-se
da origem infinitamente, regidao de ponto repulsor ou de fugal9] e [16].

E definido como Conjunto de Julia, associada a constante ¢, os nimeros comple-
X0S z, para os quais essa sequéncia é limitada, ou seja |z,| < k, representando-se no
plano complexo os valores de z.

O Conjunto de Mandelbrot pode ser definido como o conjunto das constantes c,
para um dado zp, para os quais o Conjunto de Julia é limitado, representando-se no
plano complexo os valores de c.

Para um melhor entendimento vamos exemplificar para z = 0, construindo a
sequéncia {zq, 21, 22, 23, -+ Zny -+ 1

2w=0—>z1=2+c=c

n=c—zn=2x+c=c%+c

n=c+c—on=2x+c=(*+c)+c

Znl =22 +c
Mandelbrot idealizou a representacao desse conjunto utilizando o plano complexo
ao marcar de preto as constantes ¢ pertencentes a esse conjunto, ou seja os valores

de ¢ para os quais a sequéncia é limitada. A Figura 2.22 mostra uma representacao
desse conjunto:

Figura 2.22: Conjunto de Mandelbrot - adaptagao com n =7

Atualmente, com os recursos computacionais essas curvas sao desenhadas rela-
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cionando cores para os diversos valores de z (Conjunto de Julia) ou ¢ (Conjunto
de Mandelbrot) indicados geralmente por preto quando pertencentes ao conjunto
e a um padrao de cores e tonalidades relacionando a velocidade que z, vai para o
infinito. Essa velocidade é denominada por velocidade de fuga.

Vamos exemplificar uma construgao simples para o Conjunto de Julia para ¢ = 0,
onde o padrao de cores serd definido por apenas 3 cores para n = 1(Figura 2.23):

e Preto - Valores de z = a + b, para os quais a sequéncia ¢ limitada. Podemos
verificar que para quaisquer (a, b) tal que a® + b* < 1 implica que |z,| < 1.

e Vermelho - Valores de z = a + @b, tais que |z| < 4.
e Laranja - Valores de z = a + b, tais que |z < 9.

e Amarelo - Valores de z = a + ib, tais que |z1] > 9.

Figura 2.23: Conjunto de Julia - ¢ =0

Na Figura 2.24 apresentamos algumas figuras do Conjunto de Julia, onde varia-
mos os valores de c.

c=(0.275, 0) c=(0.25, 0) c=(0, 0) c=(-3/4, 0) c=(-1.312, 0) c=(-1.375, 0)

c=(2,0) c=(0.285, 0.535)  c=(-0.125, 0.75) c=(-0.5, 0.563) c=(0, 1) c=(0.687, 0.312)

Figura 2.24: Conjunto de Julia
Fonte: [9].
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Pode-se observar que para c real, encontramos uma simetria nos eixos real e
imaginario, e quando ¢ possui b diferente de zero ha uma simetria de rotagao. Em
todos os casos, exceto ¢ = 0, os Conjuntos de Julia exibem a caracteristica de auto-
similaridade dos fractais. Sao chamados de conjuntos conectados, os conjuntos que
contem pontos no seu interior (regiao central de cor preta apresentada na Figura
2.24, exceto na primeira e ultima, estes ditos conjuntos nao conectados).

O Conjunto de Mandelbrot, conforme citado anteriormente, foi criado a partir
do Conjunto de Julia. Fazendo-se zy = 0, e uma faixa de parametros c, tal que
a € [-2,1/2] e b € [-2,2], teremos um Conjunto de Mandelbrot, conhecido por
Diagrama de Constelacao de Fractais, que contem todos os conjuntos conectados de
Julia. A Figura 2.25 indica 8 dos Conjuntos de Julia, presentes nesse diagrama. Os
Conjuntos de Julia nao conectados nao pertencem a nenhum Conjunto de Mandel-
brot.

E% Aot

Figura 2.25: Constelagao de Mandelbrot
Fonte: [9].

Na Figura 2.26 ¢ mostrado o Conjunto de Mandelbrot com amplia¢oes sempre
dos pontos centrais. Abaixo de cada figura temos o fator de ampliacao utilizado.

Além desse conjuntos apresentados a partir da recorréncia z,41 = 22 + ¢, podem
ser criados outros conjuntos de Mandelbrot a partir da recorréncia z,,; = 2z + c.
Na Figura 2.27 sao mostrados exemplos para k = 3 e k = 4.
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M=10" M=10°

M=101" M=1012  M=107

Figura 2.26: Conjunto de Mandelbrot
Fonte: [9].

Figura 2.27: Conjunto de Mandelbrot - para z,.; = 2* + ¢
Fonte:|8].
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Fractais de Lyapunov

Desenvolvidos pelo matematico russo Aleksandr Lyapunov, esses fractais sao
gerados a partir da recorréncia:

T(n41) = 7nnl'n(l - xn)a

onde r,, assume valores a ou b, definido a partir de uma sequéncia periddica simples

§ == (r1,r2,73,...,7), com periodo p, entdo a sequéncia R = (ry, 72,73, . ..) seré:
R = (flﬂ“z, T3y ey Tpy Tptds Tpt2 - - - ),onde Ty =1,
'

S, p termos

Por exemplo :
p=1:S=(a) =>ri=are=a,r,=a

1 termo

p=2:5=(a,b) =1 =a,712=">07T1 =a,19,=0b

R=( a,b ,a,ba,...)
——

2 termos

p=3:5=(a,bb) > 11 =a,ro =b,r3 =b,73,11 = a, 7352 =b,r3, = b

R={(a,bb,a,bb,...)
3t

A representagao grafica dos fractais de Lyaponov utilizam o expoente de Lyapo-
nov, bastante utilizado para representacao de Sistemas Dinamicos Cadticos, que sao
sistemas que possuem pontos repulsores, podendo apresentar também pontos fixos
e ponto atrator.

Em um sistema definido por uma recorréncia, x,.; = f(z,), definidas duas
condigoes iniciais nos pontos xy e x, bem proximas, a distancia entre esses pontos
serd dada por

do = |wo — g,

e a cada iteracao calculamos a distancia entre eles:
dy = |z — 24| = | f(zo) — f(z0)]
dy = |my — 25| = | f*(x0) — f2(x5)],
apos n iteracoes a distancia sera
dn = |wn — 7| = | f"(20) — f"(5)]-
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Em [22| para n muito grande, d,, pode ser aproximada por:
dn ~ doen)‘7 (24>

onde A é o expoente de Lyaponov.
Sendo assim, teremos as seguintes situagoes 9], as quais procuramos ilustrar ma
Figura 2.28:

A<0 A=0 A>0

Figura 2.28: Orbitas e o Expoente de Lyaponov

e )\ > 0 implica que os pontos se distanciam entao temos um comportamento
caotico.

e )\ < 0 implica que os pontos estao se aproximando, e tém ponto atrator.

e )\ = (0 implica que os pontos sao pontos fixos, e mantém uma distancia cons-
tante para n muito grande.

Na Figura 2.29 sao mostradas algumas dessas sequéncias, onde as cores sao
definidas por faixas de valores para os expoentes de Lyaponov A(S) causando uma
visao tridimensional. Essa implementacao grafica foi desenvolvida por Maro Markus
em 1990, motivo pelo qual esses fractais sao também conhecidos por fractais Markus-
Lyaponov. Tem-se a seguinte relagao entre o expoente de Lyaponov A(S) e a palheta
de cores:

e \(S) > 0 - cor tnica (preto)

e A\(S) <0 - variagao de cor (escala de cinza) relacionada a velocidade de apro-
xXimagao

e A(S) =0 - cor tnica (branco) na érbita ou ponto neutro

Os eixos contem os valores de a e b, onde para cada sequéncia periddica S o ponto
teréa a representagao definida de acordo com o valor de A(S) conforme indicado acima,
dando ao resultado um aspecto tridimensional.
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a3

(a,a,a,bb.b) (a,a,a.a.bb.b.b)

(a,b)

(a)

(a,a,b) (a,b.b)

Figura 2.29: Conjunto de Lyaponov
Fonte: [9].

Na Figura 2.29 temos outros exemplos de sequéncias S, onde foram utilizadas
outras variacoes na palheta de cores.

Podemos observar que quando a = b, teremos a sequéncia {a}, a representacdo
grafica reduz-se a um diagrama de bifurcagao. Na Figura 2.30 mostramos outros
exemplos de fractais de Lyapunov.

Figura 2.30: Outros exemplos de Conjuntos de Lyaponov
Fonte: [9].
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2.1.3 Fractais aleatorios

Também chamados de fractais naturais ou gerados por processos estocasticos
ao invés de processos determinados [3], esses fractais sdo relacionados aos estudos
da Teoria do Caos, aos fractais encontrados na natureza e associados as simulagoes
de imagens na computacao grafica. Os terrenos, costas, plantas sao exemplos de
fractais desse grupo.

Possuem auto-similaridade estatistica, sendo a forma menos evidente de auto-
similaridade. A similaridade desse grupo de fractal est4 nas medidas numéricas ou
estatisticas que sao preservadas em diferentes escalas, tendo como consequéncia a
preservagao da dimensao fractal [10].

O estudo dos objetos fractais aleatorios é utilizado para modelagem em diversas
areas, como medicina, biologia, mercado financeiro, geologia, entre outras.

Na Figura 2.31 podemos encontrar alguns exemplos de fractais encontrados na
natureza e na figura 2.32 sao mostrados objetos gerados por computador utilizando
algoritmos da geometria fractal.

Bactérias Arvore Nervura de folha Couve-flor

Nuvens Rios Cachoeira Raios Floco de neve

Figura 2.31: Diversos exemplos de fractais na Natureza
Fonte [1].

Figura 2.32: Alguns exemplos de fractais gerados por Computador
Fonte [1].

No Capitulo 4 apresentamos uma atividade intitulada como "Jogo do Caos"[3],
onde geramos um fractal a partir de um processo aleatério. Esse jogo foi criado por
Michael Barnsley.
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2.2 Alguns conceitos matematicos

2.2.1 Dimensao dos fractais

Um conjunto é dito Fractal se a dimensao
Hausdorff-Besicovitch deste conjunto for
maior do que sua dimensao topoldgica.
Benoit Mandelbrot

Antes de definirmos a dimensao fractal veremos a forma que estudamos o conceito
de dimensao na Geometria Euclidiana.

Definimos pontos com dimensao 0, linhas com dimensao 1, superficies com a
dimensao 2 e o espago com dimensao 3, ou seja, para representar uma figura nesses
espagos geométricos a dimensao tem como caracteristica de representacao o nimero
inteiro positivo a partir do zero. A geometria fractal possui figuras cujas dimensoes
podem ser fracionarias ou mesmo irracionais.

"Para caracterizar essas figuras, poder-se-ia comecar
por dizer, de um modo grosseiro, que uma figura cuja
dimensao se situa entre 1 e 2 devera ser mais «afiladay
que uma superficie ordinaria, sendo, contudo, mais
«macicay que uma linha ordinaria. Em particular,
se se tratar de uma curva, deverd ter uma superficie
nula, mas um comprimento infinito."[16].

Veremos mais adiante que poderemos ter também figuras de dimensao entre 1
e 2 que possuem uma area limitada com perimetro infinito. Da mesma maneira,
poderemos obter objetos com superficies infinitas e volume nulo cuja dimensao esta
entre 2 e 3. Mas para caracterizar o objeto fractal nesses exemplos citados, mesmo
com medidas infinitas a distancia entre dois pontos quaisquer, pertencentes & curva
ou & superficie fractal, tem um valor limitado.

E importante observar que quando trabalhamos nas dimensdes 0, 1, 2 ou 3,
o fazemos de maneira intuitiva, tendo em vista que os objetos na realidade, seja
um véu, um fio ou uma bola, por menores que sejam, sempre terao dimensoes
tridimensionais, porém sao considerados matematicamente modelos com dimensoes
2, 1 ou 0, respectivamente.

Vamos exemplificar, tomando um exemplo citado por Mandelbrot [16]: um no-
velo com 10cm de didmetro feito com um fio de Imm de didmetro (aproximadamente
seriam 100 camadas desse fio para formar o novelo), ao ser representado em reso-
lugao de 10m, serd representado como um ponto, logo um objeto de dimensao 0.
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Numa resolucao de 10cm seria representado por uma bola, logo um objeto de di-
mensao 3. Numa resolugao de 10mm, seria representado por um conjunto de fios,
logo objetos de dimensao 1. Numa resolugao de 0,1lmm, seria representado por
colunas (fios), logo voltando a ter dimensao 3, ampliando-se a resoluc¢do teriamos
conjuntos de fibras a formar cada fio, objetos de dimensao 1, ampliando-se mais e
mais chegariamos a dimensoes atomicas, logo dimensao 0, depois dimensao 3, e as-
sim sucessivamente. Nessa geometria, temos a dependéncia numérica relacionando o
objeto e o observador em dimensoes sempre inteiras delineando zonas de transigao.

Na geometria fractal serao definidas zonas fractais, que serao as dimensoes intei-
ras ou nao, geralmente fracionérias, que associarao aspereza, espessura, densidade,
textura dos objetos fractais estudados.

Dimensao de Hausdorff-Besicovitch

Dimensao fractal, pela definicaio de Hausdorff, feita a partir de caracteristicas
métricas no espaco.

Quando utilizada para dimensionamento de objetos fractais gerados por fungoes
iteradas, em que as medidas do gerador se relacionam de maneira bem definida com
o objeto inicial [3], isto é, existe uma rela¢ao de homotetia, a dimensao é definida

por
_ logn

~ logr’
onde n é a quantidade total de partes e r o fator de reducao, definido pela razao
entre a medida inicial e a medida final, conforme apresentaremos em seguida.
Para objetos com outras construgoes existem outros métodos para o calculo da
dimensao fractal, falaremos de mais um, método de Box-Counting na segao seguinte.
Vamos iniciar a forma de calcularmos a dimensao fractal tomando como exemplo
trés objetos: um segmento de reta, um quadrado e um cubo.

Segmento de reta (dimensao 1):
Dado um segmento de reta, vamos dividi-lo em 2, 3 e 4 partes, conforme a Figura
2.33 e preencher a Tabela 2.5.

Segmento de reta Divisdo em 2 partes Divisédo em 3 partes Divisédo em 4 partes

Figura 2.33: Segmento dividido
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Pegas geradas | Fator de reducao | Relacao entre n e r
n r n=rl
1 1 1=1!
2 2 2 =2!
3 3 3=3!

Tabela 2.5: Segmento de reta - relacao entre partes geradas e o fator de redugao

Quadrado (dimensao 2):

Vamos dividi-lo em 4, 9 e 16 partes, ver Figura 2.34 e preencher a Tabela 2.6.

Quadrado Divisdo em 4 partes

Divisdo em 9 partes

Figura 2.34: Quadrado dividido

Divisdo em 16 partes

Pecas geradas | Fator de redugao | Relagao entre n e r
n r n=r?
1 1 1=12
4 2 4 =22
9 3 9 = 3°

Tabela 2.6: Quadrado - relagao entre partes geradas e o fator de reducao
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Cubo (dimensao 3):
Vamos dividi-lo em 8, 27 e 64 partes, conforme mostrado na Figura 2.35 e pre-
encher a Tabela 2.7.

Cubo Divisdo em 8 partes Divisdo em 27 partes Divisdo em 64 partes

Figura 2.35: Cubo dividido

Pecas geradas | Fator de redugao | Relagao entre n e r
n r n=r?
1 1 1=1°
8 2 8 =23
27 3 27 =33

Tabela 2.7: Cubo- relagao entre partes geradas e o fator de redugao

Podemos verificar nos trés exemplos, segmento de reta, quadrado e cubo, inde-
pendente da dimensao D, quaisquer que sejam as divisoes auto-similares temos que
a relagao entre a quantidade de pecas geradas n e o fator de redugao r é dada por

n=r-.
Entao podemos expressar D em funcao de n e r

_logn

logr’

Vamos entao exemplificar a dimensao fractal para alguns objetos de acordo com
o calculo de dimensao de Hausdorff, Tabela 2.8.

Pela definicao de Euclides a dimensao pertence ao conjunto {0, 1,2,3}, pela
definicdo de Hausdorff a dimenséo fractal pertence ao conjunto [0, 3], e conforme
definido em [15] a dimensao fractal deve refletir a textura, consisténcia, completude,
densidade.

Gerados a partir de um segmento de reta de mesma medida, ilustramos o Con-
junto de Cantor, a Curva de Koch e a Curva de Peano, na Figura 2.36, colocados
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Fractal Pegas geradas | Fator de reducao | Dimensao Fractal
logn
n r =
1 4logr
Curva de Koch 1 3 D =250 _1 262
log 3
log 2
Conjunto de Cantor 2 3 D=282_ 0,631
log 3
I
Curva de Peano 9 3 D= 089 = 2,000
%og?)
3
Triangulo de Sierpinski 3 2 D=5 _ 1,585
log 2
log 8
Tapete de Sierpinski 8 3 D=5°_ 1,893
1log3
20
Esponja de Menger 20 3 D =220 _9 797
log 3
log4
Tetraedro de Sierpinski 4 2 — %82 _ 2,000
log 2

Tabela 2.8: Céalculo da dimensao fractal de varios objetos

lado a lado nos niveis 0, 3 e 5 e respectivas dimensoes que estao entre 0 e 2, para
ressaltar o aspecto da densidade.

Nivel 0 Nivel 3 Nivel §

Conjunto de Cantor
D=0,631

Curva de Koch D — m “”“ngjé e

D=1,262

Curva de Peano
D=2

Figura 2.36: Comparativo das dimensoes fractais

Podemos verificar que o Conjunto de Cantor, Figura 2.5, perde a caracteristica
de um segmento de reta, no limite seria um conjunto com infinitos pontos colineares
(representado na figura por retangulos para facilitar a visualizagao), a Curva de Koch
(Figura 2.2) terd um comprimento infinitamente maior que o segmento original,
porém nao preencheré o plano e a Curva de Peano, inicia-se com um segmento de
reta, porém vai preenchendo um espago delimitado por um quadrado de diagonal
com a mesma medida do segmento original, uma curiosidade é que a Curva de Peano
apresenta dimensao igual a 2, caracterizado pelo fato de possuir pontos comuns no
seu modelo gerador, como podemos observar entre os niveis 2 e 3 da Figura 2.1.
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Dimensao pelo processo de Box-Counting

O processo de Box-Counting consiste em um processo de contagem de cubos que
envolvem determinado objeto fractal. Utilizaremos nessa demonstracao o quadrado
por tratar de uma superficie plana [21]. Iniciamos com um quadrado que cubra
totalmente a figura, logo um quadrado contém uma representacao da mesma. A
cada etapa reduzimos a medida do lado do quadrado e contamos a quantidade de
quadrados que contém alguma parte do objeto em questao. Repete-se esse processo

e calcula-se o valor da relacao:

g - logn

" logr’
onde r representa a reducao feita e n a quantidade de quadrados necessarios para
cobrir o objeto, assim d tende a estabilizar em torno de um valor, que sera a dimensao
fractal D.

Podemos ver a aplicagao desse método utilizando a Curva de Koch, conforme
mostrado na Figura 2.37.

P S 2y
R 3 .
)mf’ém k) Ry Urd Ly 5 Qm?
b3 < 4 <
by o~ m% o &
oy b EP iy b o o, S G %
D€ 5 € B -~ 5 € w5 ¢ - & = 5« < T -~
L5 s LA VN A PN WY 570" TS S AP PP S 25" 1 U]
I-escala 1:1 1I-escala 1:2 1II - escala 1:4
ST ST »
- ”emg’ Emf A ENEN =]
£, 5 g
5, - k 5™ 5 o, A kY B =
PECTe Y e RIS SN o S s | fsrnd EHE R mE
IV -escala 1:8 V -escala 1:16 VI - escala 1:32

Figura 2.37: Processo Box-Counting aplicado a Curva de Koch

Na Figura 2.37 destacamos os quadrados que cobrem a curva em cada escala,
pintando-os de amarelo. O proximo passo é preencher a Tabela 2.9. Verificamos que
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depois de alguns passos a variagao de d, vai estabilizando em torno de um valor,

definido como a dimensao fractal pelo método de Box-Counting.

Quadro | Escala 1:r | Contagem n | logn | logr = 11(:)?;
I 1 1
11 2 2 0,301 | 0,301 1,000
I1T 4 8 0,903 | 0,602 1,500
v 8 17 1,230 | 0,903 1,362
V 16 33 1,519 [ 1,204 | 1,261
VI 32 86 1,934 | 1,505 1,285

Tabela 2.9: Método de Box-Countig para a Ilha de Koch

Podemos observar que o valor da relacao d, =
dimensao calculada através do método de Hausdorff, D = 1,262. Conforme citamos,
o método de Hausdorff, da forma que foi apresentado, é indicado para o célculo de
dimensao de objetos fractais auto-similares, que preservam uma relacao tnica de

fator de reducao a cada iteracao.

logn
logr

se aproxima do valor da

O método de Box-Counting, apesar de poder

ser utilizado em objetos auto-similares, conforme o exemplo da Curva de Koch, é
bastante indicado para objetos fractais quase similares e aleatorios como no caso de
estudos topograficos, processos estatisticos, ramificagoes, entre outros.

No Capitulo 4, sugerimos uma atividade semelhante para o célculo da dimensao
fractal de uma costa, onde tomamos como exemplo a Ilha de Fernando de Noronha.
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2.2.2 Medidas nos fractais

Nas secoes anteriores vimos exemplos de alguns fractais, vamos agora inferir
algumas medidas que podem ser feitas utilizando os fractais e conceitos de limite de
forma intuitiva com a ajuda de algumas defini¢oes utilizadas em PG - Progressoes
Geométricas.

Antes de iniciarmos a anéalise de cada situacao, vamos apresentar as equacoes
utilizadas em Progressao Geométrica:

Seja uma sequéncia de termos nao nulos {ay, as, as, ..., a, }, essa sequéncia é uma
PG - Progressao Geométrica quando cada termo, a partir do segundo, é dado pelo
produto do termo anterior por uma constante ¢ € R, denominada razao da PG.

Logo o termo de um PG é definido por

Qp = Ap—1 "¢

e o termo geral sendo definido como

ap =ay - q (2.5)
A soma de n termos de uma PG S,, = a; + a2 + a3 + ... + a,, é dada por

" =1
qg—1
Nas aplicagoes de geracao de fractais, s6 utilizaremos valores de ¢ > 0 e ¢ # 1.

Observe que quando temos n — oo, os valores a,, e S, dependerao da razao q,
e teremos duas situagoes ¢ < 1 e g > 1.

(2.6)

Sn:al.

Caso 1: ¢ > 1
De (2.5), temos
lim a, = lim a; - ¢" ' = oo. (2.7)
E por (2.6), segue que
"—1
lim S, = lim a; - =1 = 00. (2.8)
n—00 n—00 qg—1
Caso 2: ¢ < 1
De (2.5), temos
lim a, = lim a; - ¢"' = 0. (2.9)
n—o0 n—o0

E por (2.6), segue que
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n—1 —1
limSn:limal-q =q - — = il )
n—00 n—o00 qg—1 qg—1 1—g¢q

(2.10)

Embora alguns livros do Ensino Médio fornecam essas expressoes para n — oo,
é importante explorar esses conceitos de forma intuitiva, além da forma algébrica.

Calculo do perimetro e da area da Ilha de Koch

A Tlha de Koch é obtida a partir de um tridngulo equilatero, onde a cada lado
do tridngulo iteramos de forma similar & Curva de Koch (Figura 2.2), resultando
na curva mostrado na Figura 2.38. Este fractal ¢ também denominada de Floco de
Neve de Koch pela semelhanga que apresenta com um floco de neve. Calculando

o perimetro e a drea a cada nova iteracao, obtemos os resultados conforme Tabela
2.10.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 6

Figura 2.38: Ilha de Koch inscrita em uma circunferéncia

Vamos agora verificar para quais valores a area e o perimetro da ilha de Koch
tendem quando n vai para o infinito.
Podemos verificar que o perimetro p é dado por

A\
n=3 13 La
=3 (3)

onde n é a quantidade de iteragoes feitas.
Se associarmos esse termo a uma PG onde o perimetro p,, é dado por:

4 n—1
n =3L |z )
meit(5)

Como ¢ > 1, por (2.7), temos

ondep1:3Leq:%.

4 n—1
lim p, = lim 3L <§> = 00

n—oo n—o0
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Nivel | Namero | Comprimento | Perimetro | Area de Area
n de Lados do Lado Total cada novo Total
triangulo | Acrescida
0 3 L 3L
L 4 A A
1 3-4 — 3= )L — 3-4-—
3 (3) 9 9
L 4\’ A A
2 - 42 — -] L — 42 =
s 32 s (3) 92 ¥ 92
L 4\’ A A
3 343 — 3(=) L — 3-43. =
33 (3) 93 93
L % A A
4 344 — 3(=) L — 3-4%. —
34 (3) 94 94
L 4\" A A
34" — 3({=] L — 3.4 —
" 3 (3) on on

Tabela 2.10: Area e perimetro da Ilha de Koch

Por outro lado, a area acrescida seré a soma de uma PG, cujo termo geral sera
dado por

Ay

C4I3A 4I3A A (AT
o o9n gntlg 3\ 9

ondeAlzéeng.

Entao por (2.6), temos que a soma das novas areas sera

O s

4
i=1 1=3
como ¢ < 1, por (2.9), segue que
A 1-(H" 4 9 3
i 4, 1206 AL 93
n—oo 3 1—3 3 5 b
Adicionando ao tridngulo inicial, obtemos
3 8
Area(mina de Koch) = A + = A= = A.
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Sendo assim, temos um aumento de % da area, ou 60%.

Ou seja, temos uma &area limitada por um perimetro infinito, que pode ser visto
na Figura 2.38 quando inscrevemos a Ilha de Koch em uma circunferéncia.

Calculo da area e do volume da Esponja de Menger

A Esponja de Menger (ver Figura 2.8) como exemplo de fractais auto-similares,
criados por remocao, ¢ um bom exemplo para verificarmos a érea e o volume a
cada iteragao, tendo em vista que os volumes que permanecem ou sao retiradas
sao sempre cubos, sendo assim, de facil visualizagao. Na Figura 2.39 mostramos o
volume retirado em uma iteragao, que totaliza sete cubos, cujas arestas medem 1/3
das arestas do cubo inicial.

Figura 2.39: Esponja de Menger - volume retirado

Na Tabela 2.11 mostramos os resultados das &rea da superficie e volume da
Esponja de Menger a cada iteracao:

Area da Volume Volume

Nivel | Cubos Face Superficie | de um Total
n Total cubo
0 1 F 6F =S5 V Vv
1 4 1 20
1 2 “\rF = — =
6 G)s () Gy
1\’ n% 1)’ 20
2 — _ — -
| [(5)r] () 5| (2) V] () v
1\’ 4\’ 1\’ 0\*
203 —| F - —
e 1(5) el G) s () v () Y
1\" 4\" 1\"
20" - | F - —
L 16 L) s ) v G

Tabela 2.11: Superficie e volume da Esponja de Menger
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Sendo F' a area de cada face do cubo inicial, a superficie inicial S, sera dada por
S =6 F, temos que a superficie a cada iteracao é dada por

4 n
S,=(=) &
(5)

Onde temos uma PG com termo inicial S; = %S € razao q =
Como ¢ > 1, por (2.7) temos

4 n—1
lim S, = lim (—) S = o0.
n—00 n—oo \ 3

Por outro lado, o volume resultante sera o termo de uma PG, cujo volume inicial

éV,erazao q = %, sendo o termo geral

20 n—1
V% ::‘/ (E;;> .

Como ¢ < 1, segue de (2.10), que

n—1
lim V, = lim V <2O> = 0.

n—o0o n—o00 33

4
3

Ou seja, temos uma superficie infinita de um volume nulo.

Destacamos esses fatos como uma das caracteristicas dos fractais mencionada por
Mandelbrot [15] associada & dimensao fractal. Podemos percorrer distancias infinitas
em espacos limitados, como verificamos na Curva de Koch, apesar da distancia
limitada entre os extremos da curva, o comprimento da curva é infinita quando
fazemos iteragoes infinitamente, pois teremos o comprimento da curva dada por n
iteragoes como (%)”. Ou ainda, encontramos objetos com area de superficie infinita,
limitando um volume nulo.

No Capitulo 4 sugerimos o calculo de medidas de outros fractais, para serem
trabalhados na sala de aula, onde podemos introduzir nogoes de limites de forma
intuitiva utilizando modelos que despertam a curiosidade dos alunos, a exemplo dos
fractais.
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APLICACOES DA TEORIA DOS
NUMEROS, TRIGONOMETRIA E
ALGEBRA LINEAR NA
CONSTRUCAO DE FRACTAIS

Nesse capitulo mostraremos alguns fractais criados a partir de conceitos estuda-
dos na Teoria dos Numeros, Trigonometria e Algebra Linear de forma simples que
podem ser facilmente trabalhados com alunos do Ensino Médio.

3.1 Aplicacoes da Teoria dos Numeros para cons-
trucoes de fractais com o Triangulo de Pascal

Uma das atividades sugeridas no Capitulo 4 foi adaptada de [3] e consiste em
pintar em um Triangulo de Pascal com 20 linhas, os miltiplos de um dado nimero
e verificar essas formas. Numa das etapas da atividade os alunos sao convidados a,
de forma intuitiva, projetar o que acontece se trabalhédssemos com mais linhas, e dai
reconhecer a presenca de padroes fractais.

Com o intuito de mostrar aos alunos os resultados dos miltiplos de um ntmero
m no Triangulo de Pascal com mais linhas, surgiu a necessidade de gerarmos resulta-
dos com uma quantidade superior as 20 linhas utilizadas na atividade, e utilizamos
para isso uma planilha eletrénica que destacava os multiplos de um dado m. Imedi-
atamente verificamos que era inviavel trabalhar com essa planilha devido a ordem
de grandeza dos nimeros, pois como podemos observar na Figura 4.6 com apenas
20 linhas ja encontramos elementos maiores que 10, na 30° linha os nimeros sao
da ordem de 107. Para possibilitar essa implementacao surgiu a ideia de utilizarmos
um Triangulo de Pascal adaptado & atividade com 100 linhas utilizando conceitos

50



Aplicacdes da Teoria dos Numeros para construcdes de fractais com o Tridngulo de
Pascal CAPITULO 3

de congruéncia.

3.1.1 Triangulo de Pascal e congruéncia

No Triangulo de Pascal com n linhas, cada elemento ¢;. da linha [ e coluna c,
com ¢ <[ < n, é definido como

tie = ta-1) (c=1) + ta=1) (o) (3.1)

sendo tgo = 1.

O Triangulo de Pascal também pode ser construido por ntimeros binomiais, con-

forme em [13],
l il
te = ( . ) = U= (3.2)

A relagao de Stiffel [13| pode ser utilizada para verificar as equivaléncias entre

(3.1) e (3.2), dada por
()-()-(2)

Pela definigdo binomial, dada em (3.2), podemos observar que existe uma sime-
tria entre os elementos de uma mesma linha, pois

tlc:(i) - (l—l!c)!c!:c!(ll!—c)!:<lic)7

dado que os elementos de uma mesma linha [ que estao nas posicoes c e [ — ¢ tém
o mesmo valor. Sendo assim, essa caracteristica do Triangulo de Pascal ira refletir
nas imagens geradas, pois elas serao ao menos simétricas.

Dado um niimero m natural, precisamos identificar quais elementos ;. sao mul-
tiplos de m, ou seja, t;. pode ser escrito da forma:

tlc:k'ma

k natural, ou seja temos que encontrar os valores de t;. para os quais % = k. Para
isso denotaremos por resto(n,m) o resto da divisdo de n por m. Pela relagdo de
congruéncia temos que

resto(p + g, m) = resto(resto(p, m) + resto(q, m)).
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Sendo assim, podemos construir um Tridngulo de Pascal adaptado a um ntimero
m, como um triangulo formado pelos restos de ;. por m, que denotaremos apenas por
Triangulo de Pascal adaptado (Figura 3.1), formado pelos elementos a;., definidos
por

e = I'eStO(a(l_l)(c—l) + au-1)(c), m).

1 1

11 11

21 12
13 3 1 13 3 1

1414114141

1 2 1

11 22 11

21 2 4 2 1 2
13 3 1 211 2 13 3 1

141412 3 2 3 214141

1 3 3 1

11 3 3 3 3 11

21 31 3 31 3 12 1
13 3 1 3 4 4 3 3 4 4 3 13 3 1

14141323 233232314141

Figura 3.1: Congruéncia no Triangulo de Pascal - m =5

Assim qualquer elemento desse Triangulo de Pascal adaptado (ver Figura 3.1)
serd a;. < m — 1, pois por definicao temos que:

resto(n, m) < m — 1,¥n, m naturais,

o que reduz consideravelmente os célculos a serem feitos pois a;. < m.

3.1.2 Miuiltiplos e o Triangulo de Pascal

Utilizando o Tiangulo de Pascal adaptado para os miltiplos de m, implica em
identificar os a;,. = 0. Ao trabalharmos com uma quantidade maior de linhas,
verificamos que todo ntimero primo m = p e os nimeros representados como poténcia
de um tnico primo m = p’, formam fractais.

Nas Figuras 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, temos alguns exemplos para m = p e m = p',
p primo. Conforme anunciamos anteriormente, podemos identificar nessa figuras,
alguns padroes fractais.

Na Figura 3.6, temos alguns exemplos para m = pq e m = p'¢’, p e g primos.
Podemos observar rapidamente que nao ha padrao fractal para esses niimeros.
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Figura 3.2: Triangulo de Pascal - miltiplos de m composto da forma 2

m=32 m=33

m=3

Figura 3.3: Triangulo de Pascal - multiplos de m composto da forma, 3

Figura 3.4:

Figura 3.5: Triangulo de Pascal - multiplos de 7 e 11
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VVY'VVVV
YYYYYYYYY

m=3x7

m=2%x 47

Figura 3.6: Triangulo de Pascal - miltiplos de ntimeros compostos da forma m = pg
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3.1.3 Restos e o Triangulo de Pascal

Utilizar o Triangulo de Pascal adaptado para identificar os multiplos de m, im-
plica em identificar os a;. = 0, conforme utilizamos na se¢ao anterior. Nesta secao
verificaremos o que acontece com os demais restos, ou seja, observaremos quais
padroes sao formados para 0 < a;. < m — 1 e se os mesmos geram fractais.

Dado um namero m, e o resto r, identificar quais elementos do Tridngulo de
Pascal ao ser dividido por m que deixam resto r, equivale a identificar no Triangulo
de Pascal adaptado os elementos a;. = r. Na Figura 3.7, temos alguns exemplos
para m composto.

o

A

v

A\,

m=12, r=1 m=15, r=2 m=35, r=15

Figura 3.7: Triangulo de Pascal - restos de ntimeros compostos

Nos exemplos dados, quando m é composto, nao aparecem padroes fractais.

Vamos agora analisar quando m é primo. Observamos que o padrao fractal esté
presente para todos os restos. Figuras 3.8 e 3.9.

Além do padrao fractal, identificamos também que para os ntimeros m primos,
quando r = 1, apresenta um padrao nas m primeiras linhas e que se repete nas
laterais da imagem gerada, conforme podemos observar na Figura 3.8.

Esse mesmo padrao presente nos niimeros primos para r = 1 pode ser encontrado
também nas imagens geradas para os demais restos r > 1, como podemos observar
na Figura 3.9.
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m=11 m=19 m=41 m=101

Figura 3.8: Triangulo de Pascal - nimeros primos - resto r = 1

m=19, r=2

Figura 3.9: Triangulo de Pascal - nimeros primos - resto r > 1

56



Aplicagbes da Trigonometria para a construgdo de fractais Tipo Direr ~CAPITULO 3

3.2 Aplicacoes da Trigonometria para a construcao
de fractais Tipo Diirer

Em [3] e [11] s@o apresentadas construgoes de fractais Tipo Diirer para poligonos
regulares com 5, 6 e 8 lados e os célculos para chegarmos ao fator de redugao dos
mesmos, mas nao encontramos nenhuma generalizacao na construcao de n lados.
Vamos apresentar nesta se¢ao uma forma generalizada para o calculo do fator de
redugao r para quaisquer poligonos regulares.

Para um poligono regular de n lados medindo L, (Figura 3.10), considere a
circunferéncia circunscrita de raio R:

Figura 3.10: Poligono regular inscrito em uma circunferéncia

Usaremos as seguintes propriedades e relagdes (para detalhes veja [4] e [5]):

a) Todo poligono regular é inscritivel em uma circunferéncia. Denotaremos por
R o raio e por O o centro desta circunferéncia.

b) Todos os n triangulos formados por dois vértices consecutivos V; e Viy1 e o
centro O da circunferéncia sao isosceles, com lados medindo L.R e R, cujo
angulo central o mede:

360

3.3
=" (33)
c) O raio R pode ser escrito em funcdo de L e do angulo o como:
L
R=—7—1—. (3.4)
2sen (%)
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d) Os poligonos regulares com n lados, com n par, tém § pares de lados opostos
paralelos.

e) A mediatriz da base de um poligono regular contem o centro da circunferéncia
circunscrita e divide em quantidade iguais os vértices do poligono.

Na geragao de fractais Tipo Diirer, conforme mencionado no Capitulo 2, temos
1 (ou no méximo 2) vértice coincidente, o qual denotaremos por V., a cada dois
poligonos gerados (lados e raio medindo L; e Rj, respectivamente) e esté sobre a
mediatriz de um dos lados do poligono inicial com lado medindo L, veja a Figura
3.11 para uma melhor compreensao. Um dos vértices de cada novo poligono coincide
com um dos vértices do poligono inicial, o vértice V,, é o vértice comum ao poligono
inicial e ao poligono gerado.

mediatriz

1
'
1
'
1
E
Ve

Figura 3.11: Poligonos gerados e vértice coincidente

Com essas consideragoes calcularemos o fator de redugao r para a construcao
dos fractais Tipo Diirer para poligonos regulares com n lados, onde n = 4k + 1,
com k =1,2,... et =0,1,2,3. Para isso necessitamos identificar qual é o vértice
coincidente. Em seguida apresentaremos os 4 possiveis casos para i.

Notemos que se fizéssemos k = 0 e ¢ = 3, poderiamos gerar um triangulo, porém
aplicando o mesmo processo de geragao de fractais Tipo Diirer, estariamos gerando
o Triangulo de Sierpinski.

Identificacao do vértice coincidente

O vértice coincidente V, deve ser o mais distante da mediatriz da base, caso
contrario, terfamos os poligonos vizinhos se sobrepondo.

De (e) temos que a mediatriz da base do poligono divide em quantidade iguais os
vértices do poligono, denotaremos por V; o primeiro desses vértices do lado direito
da mediatriz.
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Denotaremos por L a medida do lado do poligono inicial, e L; a medida do lado
dos poligonos gerados cujo raio serd R;. Precisamos encontrar o fator de reducao
que é dado por r = L%

Vamos analisar os possiveis casos para i:

e Caso 7 = 0 - Como n = 4k, temos 2k vértices de cada lado, ou seja, temos
pares de vértices equidistantes da mediatriz, um dos vértices mais distante seréa
o vértice Var. Logo os vértices coincidentes serao Vi e Vii1. Esse é o tnico

2

caso em que temos dois vértices coincidentes (Figura 3.12).

Caso: 4 =0

Figura 3.12: Poligonos regulares com 4k lados

e Caso v = 1 - Como n = 4k + 1, entao temos um vértice que pertence a
mediatriz, logo temos 2k vértices de cada lado. Sendo o mais distante o Vi,
(Figura 3.13).

‘ Caso: i1 =1 i 2t

3 Mediatriz
Vit

Vi

Figura 3.13: Poligonos regulares com 4k + 1 lados
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e Caso i =2 - Como n = 4k + 2, entao temos 2k + 1 vértices de cada lado, e o
vértice central sera Vi4q (Figura 3.14).

‘ Caso: j = 2 ‘ Va
i
Med\atﬂzi

Vais1

V, iV

Figura 3.14: Poligonos regulares com 4k + 2 lados

e Caso 7 = 3 - Como n = 4k + 3, entao temos um vértice que pertence a
mediatriz, logo temos 2k + 1 vértices de cada lado, e o vértice central sera Vj,4
(Figura 3.15).

‘ Caso: ¢ =3 Va1 }

Mediatriz §

Vaiq1

Figura 3.15: Poligonos regulares com 4k + 3 lados

Como para todos os casos, o vértice coincidente é V1, calcularemos a projecao
do raio deste vértice sobre a base do poligono inicial, que mede L.

Entre V} e Vi1, temos k tridngulos. Por (3.3) o dngulo de cada triangulo mede
@, logo o angulo entre o raio e a mediatriz da base do novo poligono sera ko + 5.

Entao a projegao de raio em Vj; sobre a base do poligono inicial seréa:

2k +1
5 .

Rl'cos<koz+%—90>:Rl-sen<a~
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Pela Figura 3.16 podemos entao escrever:
¢ Mediatiz dabase

Ry

Figura 3.16: Poligonos regulares com 4k + ¢ lados

L L 2k +1
3 ?1+R1-Sen(a~ + )

2
L 1
Por (3.4), temos que Ry = — -

————, logo
2 sen ()
2

L Ly L 1 ( 2k+1)
==+t ——F gy sen|a- ,
2 2 2 Sen() 2
2
ou seja,
sen (o - 2&+L
L:Ll ( a? )
(3
- L .
Como o fator de reducao r é dado por — entao:

2k +1
sen | -
2
r=1+4
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3.3 Aplicacoes da Algebra Linear na construcao de
fractais

A utilizacdo de Agebra Linear na construcio de fractais facilita a implementacao
na computacao. Mostraremos detalhadamente as transformacoes para o Triangulo
de Sierpinski (baseado em [2]) e depois exemplificaremos com outros dois objetos
fractais.

Apesar do curriculo do Ensino Médio néo incluir a Algebra Linear, podemos
encontrar em alguns livros do Ensino Médio referéncias a transformacoes em R? nos
assuntos relacionados a matrizes, trabalhando com produto por um escalar (contra-
¢oes e dilatagoes), produto de matrizes (rotagao) e soma de matrizes (translacao)
como por exemplo em [13], que exemplifica a aplicagdo de matrizes para uso de
recursos computacionais, sendo esta uma grande aplicagao utilizada para gerar os
fractais através de softwares.

Antes de iniciarmos as aplicacoes definiremos os conceitos dentro da Algebra Li-
near das transformacoes de homotetia, rotacao e translacao, denotados respectiva-
mente por H, R e T (Figuras 3.17, 3.18 e 3.19 respectivamente) que serao utilizadas
na construgao dos fractais.

Seja C' um conjunto limitado de pontos (z,y) em R?, entao definiremos as trans-
formacgoes H(C), R(C) e T(C), tais como:

a) Homotetia

Para uma razao de semelhanca s definiremos a transformacao H, :R? — R?

AH IR

A homotetia de razao de semelhanga s é chamada de dilatacao quando s > 1
e de contragao quando 0 < s < 1. Na geragao de fractais temos sempre a
contragao com § = %, onde r é fator de reducao utilizado.

y y i
Hipr

e

e
L Lir
X X

Figura 3.17: Transformagao H; aplicada a uma figura dada
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b) Rotagao

Para um angulo de rotagao 6 definiremos a transformacao Ry :R? —R? por
R x _ | cosf —sen | | x| | wcost — ysend
"\ y | senf cos6 y | | wcosh+ysend |-

y 4 y 4

I H&

X X

Figura 3.18: Transformacao Ry aplicada a uma figura dada

c¢) Translagao

Para um ponto (a, b) definiremos a transformagéo T, :R*—R* por

(3D -5 T L255]
& T(ab) EA

Figura 3.19: Transformagao {4 aplicada a uma figura dada

Definiremos a transformacao S : R? — R? como a aplicacao simultanea de H, R
e T a um conjunto C' como

S = T(a,b) o Rgo Hy

g x B cosf —sent | | x 4|
y ~ | senf cosf Yy b |-
Na linguagem utilizada no Capitulo 2 a transformagao S sera o gerador dos

objetos classificados como fractais de fungoes iteradas, onde a cada iteracao dada
aplicamos a transformacao 5.
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y A Y
S|
. e
X d X

Figura 3.20: Transformagao S aplicada a uma figura dada

3.3.1 Construindo o Triangulo de Sierpinski com a Algebra
Linear

Utilizando alguns conceitos da Algebra Linear e o auxilio do GEOGEBRA cons-

truiremos o Tridngulo de Sierpinski a partir de um tridngulo (ver [2] para mais

detalhes) como forma bésica, em seguida aplicaremos o mesmo modelo para outras
figuras planas.

Utilizando um triangulo is6sceles como figura basica

Seja Sy um triangulo isosceles conforme a Figura 3.21, com vértices A = (0,0),
B=(0,L) e C = (L,0), de lado medindo L.

L2
5 /

C, c

L X L/ 2 L x
Figura 3.21: Transformagao S aplicada a um triangulo retangulo isosceles

A transformacao S sobre Sy com um fator de redugao r = 2 sera definida como
o conjunto uniao dos 3 conjuntos C4, Cy e Cjs:

S1=CUC,UCs

onde
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G = H(1/2)(SO) )
CQ = H(1/2) e} T(U,%) (So),
C13 = H(1/2) © T(%,O)) (So),

onde H e T sdo transformagoes definidas anteriormente em (a) e (b). Entao para o
Triangulo de Sierpinski temos

on= N NO
| I |

No nivel 1 (primeira iteragao): S; = S(Sp)

No nivel 2 (segunda iteracdo): Sy = S(S1) = S%(Sy)
No nivel 3: (segunda iteragao): Sz = S(Ss) = S3(Sy)
No nivel n: S, = S(Su-1)) = S™(S).

Na Figura 3.22 mostramos a transformagao S aplicada 4 vezes ao triangulo Sy.

Yy y
L
g
So o
L x L x

Figura 3.22: Transformacao S* aplicada a um triangulo isésceles
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Utilizando uma figura qualquer

Vamos agora utilizar a transformacao S apresentada anteriormente para gerar o
Triangulo de Sierpinski a partir de outras figuras.

Na Figura 3.23 utilizamos a transformacao S aplicada 4 vezes ao quadrado Qg
de lado medindo L. Fazendo Sy = Qy, assim teremos Sy = S*(Qy).

Y Y
L [
S nnil
o — _q\j\ anl
EERMNEEE
:H:H:H::h\
L x L x

Figura 3.23: Transformacao S; em um quadrado

Na Figura 3.24 utilizamos a transformacao S aplicada 4 vezes ao setor Fy com
raio L. Fazendo Sy = Py, teremos Sy = S*(P).

.
| [
\ ’ i <
\ P S4 S Ji%
\ — i%
ST
i J\J\J; J\M;
S S R S S
_ —_ NNNNNNNNNNNNNN
L X L X

Figura 3.24: Transformagao S; em um setor

Podemos observar que com poucas iteracoes, independente da figura inicial, en-
contramos a similaridade com o Tridngulo de Sierpinski gerado a partir de um tri-
angulo.
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3.3.2 Construindo a Curva de Koch com a Algebra Linear

Seja K um segmento de reta, com extremos localizados nos pontos A = (0,0)
e B = (L,0). A transformacao S sobre Ky com um fator de redugao r = 3 seré
definida como o conjunto formado pela uniao dos conjuntos C, Cs, C3 e Cy:

51201U02U03UC47

onde
Ol = H(l/s)(KO)’
Cy = H(1/3) o R% o T(%’O (Ko),
C; = H(1/3) o R? o T%’% (Ko),
C, = H o T . (Ko),

(1/3) (2

0)
onde H e T sao transformagoes definidas anteriormente em (a) e (b). Entao para a
Curva de Kock, temos

.

67



Aplicacdes da Algebra Linear na construcdo de fractais CAPITULO 3

3.3.3 Construindo o Conjunto de Cantor com a Algebra Li-
near

Seja Gy um segmento de reta, com os extremos localizados nos pontos A = (0, 0)
e B = (L,0). A transformacao S sobre Gy com um fator de reducdo r = 3 sera
definida como o conjunto uniao de C e (s,

S; = C1 Uy,

onde

Cl - H(1/3)(G0)7

Cy = H(1/3) © T(%’O) (G0>>
onde H e T sao transformagoes definidas anteriormente em (a) e (b). Entao para o
Conjunto de Cantor, teremos

SHHE
s [i) [0 ]
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Capitulo 4

A GEOMETRIA FRACTAL E O
ENSINO MEDIO

"... O despertar e desenvolver do senso estético pode

muito bem ser cuidado e aproveitado com o tema frac-
tais, quer apreciando o belo, quer observando a regu-
laridade harmoniosa nas suas préprias irregularidades

(.)"
Barbosa [3]

O fractal é facilmente compreendido na sua estrutura béasica até por uma crianca,
e existem varios exemplos na natureza para exemplificarmos, basta mostrarmos a
folha de uma samambaia, uma couve-flor ou determinadas arvores. Essa estrutura
bésica a que nos referimos é a auto-semelhanca e a recursividade, sendo assim um
fator que contribui para a motivacao. Além desse aspecto, sao reconhecidas as
diversas areas tais como biologia, computacao, ecologia, geografia, medicina, bolsa
de valores, engenharia, artes, fendbmenos naturais, entre outras [20].

Além disso, relacionando ao ensino da matemaética, podemos constatar que a
quantidade de conceitos mateméticos que podemos abordar é bastante grande, desde
semelhanca de figuras, escala, trigonometria, geometria plana, geometria espacial,
geometria analitica, sequéncias, progressoes, fungoes, logaritmos, matrizes, algebra
linear e vetorial, limites, recorréncias, enfim, sao muitos os conceitos que podemos
abordar na sala de aula s6 dependera dos conhecimentos prévios dos alunos e os novos
que exploraremos. Aqui abordaremos algumas atividades relacionadas com o Ensino
Médio, mas os contetdos, como citamos acima, vao desde o Ensino Fundamental até
o Superior.

O objetivo desse capitulo é relacionar alguns contetidos envolvendo fractais que
podem ser trabalhados na sala de aula e que estao presentes nos PCN (Parametros
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Curriculares Nacionais) do Ensino Médio correspondentes & area de Ciéncias da Na-
tureza, Matematica e suas Tecnologias, e atendendo as recomendacgoes gerais, onde
o conhecimento a ser trabalhado deve ser significativo, aplicavel e interdisciplinar.
Entendemos que o uso de fractais traz consigo um atrativo diferenciado, despertando
assim a curiosidade do aluno, como também estimulando a criatividade, por ser em
alguns aspectos relacionado com arte visual pela sua beleza, além de estar direta-
mente relacionado com vérias aplicagoes em diversas areas conforme ja citamos no
Capitulo 1.
No sentido desses referenciais, este documento procura
apresentar, na secao sobre o sentido do aprendizado na
area, uma proposta para o Ensino Médio que, sem ser
profissionalizante, efetivamente propicie um aprendi-
zado tutil & vida e ao trabalho, no qual as informa-
¢oes, o conhecimento, as competéncias, as habilidades
e os valores desenvolvidos sejam instrumentos reais de
percepcao, satisfagdo, interpretacao, julgamento, atu-
acao, desenvolvimento pessoal ou de aprendizado per-
manente, evitando topicos cujos sentidos s6 possam ser
compreendidos em outra etapa de escolaridade.
Consultado em [7].

Entre os diversos contetdos a serem trabalhados, o uso de fractais na sala de
aula pode levar também ao uso de softwares, sendo esse um outro fator que provoca
e motiva o aluno, fazendo-o participar das atividades e favorecendo a aprendiza-
gem a partir dos seus proprios erros, caracteristica marcante do uso de recursos
computacionais na sala de aula. Aqui nao nos referimos apenas ao uso de softwares
geométricos e graficos, planilhas eletronicas também podem ser exploradas no preen-
chimento de tabelas como por exemplo as medidas de comprimento, area ou volume.

Competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica em
acordo com os PCN

Contextualizacao s6cio-cultural:

Relacionando etapas da histéria da Matematica com a evolugao da humanidade
pode-se reforcar que as pesquisas em geometria fractal cresceram significativamente,
conforme dito no Capitulo 1, nos ultimos 30 anos. Os estudos envolvendo fractais
tém aplicagoes bem amplas em diversas areas da ciéncia, da propria matemaética,
artes, entre outras. Um bom exemplo é a estrutura das antenas fractais utilizadas
em celulares, que além da estrutura compacta, possui uma capacidade receptora de
diversas frequéncias simultaneamente, tendo como consequéncia um gama maior de
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servigos a serem ofertados.

Investigacao e compreensao:

As estruturas fractais simulam varios objetos da natureza, que se criados pela
geometria euclidiana teriam processos muito complexos, porém utilizando-se de pro-
cessos iterativos utilizados na geometria fractal, tornam-se algoritmos de facil com-
preensao. Sendo assim a utilizagao de atividades com objetos fractais implicam no
desenvolvimento de raciocinios dedutivos e indutivos, utilizando-se da experimenta-
¢ao e recorrendo-se a modelos e fatos conhecidos.

Sendo os trés temas estruturantes em acordo com os PCN+ [6]:

e Tema 1. Algebra: Numeros e funcdes
e Tema 2. Geometria e medidas

e Tema 3. Analise de dados

Encontramos na Tabela 4.1 os assuntos explorados e a distribui¢cao por ano e por
temas estruturantes.

TEMA | 1* Série 22 Série 32 Série

1 Nogao de fungao; fungoes | Fungoes seno, cosseno e | Taxa de variagao de gran-
analiticas e nao analiticas; | tangente. dezas.
analise grafica; sequéncias
numéricas; funcao expo-
nencial ou logaritmica.

Trigonometria do tridn- | Trigonometria do tridn-
gulo retangulo. gulo qualquer e da pri-
meira volta.

2 Geometria plana: seme- | Geometria espacial: po- | Geometria analitica: re-
lhanca e congruéncia; re- | liedros; soélidos redondos; | presentagoes no plano car-
presentacoes de figuras. propriedades relativa & | tesiano e equagoes: inter-

posicao; inscricao e cir- | secgdo e posigoes relativas
cunscrigao de soélidos. de figuras.

Métricas: areas e volumes;

estimativas.

3 Estatistica: descricao de | Estatistica: analise de da- | Probabilidade
dados; representagoes gra- | dos
ficas

Contagem

Tabela 4.1: Distribui¢ao dos contetidos - PCN

Fonte: [6].
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A partir desses trés temas apresentaremos algumas atividades e roteiros que po-
dem ser utilizados na sala de aula. Fica a critério do professor se essa atividade seréa
desenvolvida antes, durante ou depois de apresentar os contetidos teéricos relacio-
nados ao tema que sera trabalhado.

E muito importante, que toda atividade pratica seja vivenciada pelo professor
antes de aplica-la sua sala de aula. No planejamento deve estar bastante claro o
objetivo da atividade, e de que forma a mesma sera avaliada, se durante a execucao,
através de relatorio de atividade, autoavaliagao, ou como um item que compora um
exercicio de avalia¢@o a ser aplicado posteriormente [18|. Além disso, o professor deve
estar aberto a criticas e sugestoes, habituar-se a fazer relatérios com os resultados
das atividades, e lembrar que cada grupo de jovens a trabalhar tem uma reagao
diferente.

Fica a critério do professor, fazer uma breve apresentacao sobre o que sao frac-
tais, conceitos associados a geometria fractal, dimensao, aplicagoes nas diversas
areas, fractais na natureza. Nas aulas onde trabalhei com fractais, na maioria das
vezes apresentei o tema, apos a atividade desenvolvida como uma forma de desper-
tar o interesse do aluno sobre o assunto, mantendo o foco principal no contetudo
matematico a ser trabalhado. Porém nao é impeditivo, solicitar que os mesmos fa-
¢am uma pesquisa sobre fractais, o que geralmente é bem aceito por todos, devido
a forte caracteristica visual que os fractais possuem.

As atividades apresentadas a seguir estao distribuidas conforme a divisao dos
temas apresentados nos PCN. A ideia nao é a segmentacao de contetudos, pois é
facil observar que os assuntos a serem trabalhados nao estao limitados a uma tnica
area, perpassam por varias areas da propria matematica, extrapola para conceitos
geralmente trabalhados no ensino superior como limite e geometria analitica, utili-
zando vetores, Teoria do Caos, como também para outras areas do conhecimento,
que além das aplicages praticas, os fractais podem ser citados para modelagem de
varios elementos da natureza.

Essas atividades ja foram aplicadas em algumas turmas do Ensino Médio nas mo-
dalidades Regular, Técnico Integrado, Profissionalizante, EJA - Educacao de Jovens
e Adultos, como também em capacitagao de professores do Ensino Fundamental. Al-
gumas ja sofreram adaptacgoes mediante o resultado em sala de aula, de uma forma
geral, todas tiveram 6timos resultados, tanto de aprendizagem tanto de participacao
na turma.

Além dessas atividades sugeridas, pode-se fazer trabalho de pesquisas sobre os
fractais, exposicao de fractais construidos, entre outras atividades.
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4.1 Tema 1: Algebra: Numeros e Fungoes

Na construcao de objetos fractais com sistemas de funcgoes iteradas podem ser
explorados conceitos relacionados a sequéncias de diversas formas. Utilizando esse
recurso, ¢ muito importante que o aluno compreenda o algoritmo de iteragao envol-
vido na construgao do objeto fractal.

4.1.1 Cartao fractal: Triangulo de Sierpinski e Progressao
Geométrica

Atividade adaptada de [12].

Contetdo a ser trabalhado: Sequéncia numérica, PG - Progressao Geométrica.

Material utilizado: duas folhas de papel, preferencialmente colorido, régua, te-
soura e cola.

Passo 1- Dobrar as duas folhas de papel ao meio. Reservar um folha.

Passo 2- Marcar a partir da dobra, uma reta com metade do comprimento da
largura da parte dobrada.

Passo 3- Faga um corte nessa marca.

Passo 4- Dobre para dentro a parte superior.

Passo 5- Anote os dados no quadro. Para contar os volumes criados, serd neces-
sario desdobrar a folha.

Passo 6- Repita os passos 2 ao 4, quantas vezes seja possivel cortar e dobrar.

Quadro de registro: Tome a medida da largura da folha como L e a medida de
comprimento como C'.

Caso nao seja possivel executar o nivel 5, deve-se deduzir os valores e assim
descobrir a forma geral para o nivel n. Na figura 4.1 temos as etapas geradas.

Apo6s a atividade deve ser feita a conexao entre o termo geral de cada item
observado do fractal e o termo geral de uma progressao geométrica, identificando o
primeiro termo a; e a razao q.

Questionamentos a serem feitos:

e Porque a altura do degrau tende a zero?
e QQuais os valores de cada item se fizéssemos infinitas vezes esses passos?

e Porque o nimero de novos volumes tende a infinito?

Qual seria a soma da altura de todos os degraus?

Qual seria a soma da profundidade de todos os degraus?
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Item Nivel 0 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 4 | Nivel n
Quantidade de | 20=1 | 21 =2 | 22=4 | 22=8 | 2 =16 2
degraus  (folha
dobrada)
Quantitade  de 30=1]3"=3| 3=9 | 33=27| 3!
novos  volumes
(folha  aberta

90°)

] I 1 111 1 1 1 1
Comprimento do =3 |2~ 1| P -3 "16|B "3 |
degrau (C)

1 1 1 1 1 1
e 2t 2122 412 8|2 16 2n
grau (L)

Tabela 4.2: Atividade Cartao Fractal - Triangulo de Sierpinski

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Folha dobrada

Folha aberta
(90°)

Figura 4.1: Etapas do cartao fractal

Para ajudar nas respostas, pode-se pedir que os alunos ponham as informacoes
em um grafico. Deve ser feita a associacao entre uma PG e a funcao exponencial,
relacionando as formulas a, = a;¢" ' e f(n) = a;¢""!, como também explorar
variaveis continuas e variaveis discretas das fungoes. Se quando foi trabalhado PA
- Progressao Aritmética foi feita essa associacao entre a funcao afim e uma PA, é
provavel que o aluno nao apresente nenhuma dificuldade em verificar a relacao.
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Muitos alunos tém dificuldades em relacionar o termo progressao para sequéncias
que nao sao crescentes, além disso, apresentam dificuldades no célculo de poténcia
de fragoes. Essa atividade de forma bem prética pode facilitar o manuseio de nu-
meros fracionérios e a percepcao do resultado do produto de um ntmero qualquer
por um decimal entre zero e um.

Figura 4.2: Cartao fractal - outros exemplos
Existem véarias criacoes que podem ser feitas utilizando o mesmo processo na
geragao de um cartao fractal, o professor podera levar alguns modelos ja prontos

e solicitar que os alunos criem outros objetos adaptando também uma tabela de
medigoes para cada novo modelo de cartao fractal. (Ver Figura 4.2)
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4.1.2 Logaritmos e a dimensao fractal

Essa atividade pode ser desenvolvida como uma aplicagao pratica do uso de
logaritmos, apesar de ser uma atividade bastante simples provoca nos alunos a
curiosidade diante do calculo da dimensao fractal. Nessa atividade é imprescindivel
que o professor apresente alguns exemplos de como calcular a dimensao fractal de
objetos fractais gerados por fungoes iteradas.

Para trabalhar as propriedades dos logaritmos como produto, poténcia e mu-
danca de base, o professor pode fornecer uma tabela de logaritmos formada apenas
por ntmeros primos, (ver Tabela 4.3), e revisar a decomposi¢do de numeros em
fatores primos. O uso da calculadora pode e deve ser estimulado, e até o uso de
planilhas eletronicas para efetuar esses céalculos, no caso desses recursos forem aces-
siveis a todos, em qualquer caso pode ser utilizado para comprovar as propriedades
dos logaritmos.

n°| log [n°| log | n° log

210,301 | 37 | 1,568 | 83 | 1,919
310477 |41 | 1,613 | 89 | 1,949
510,699 | 43 | 1,633 | 97 | 1,987
7 10,845 | 47 | 1,672 | 101 | 2,004
11| 1,041 | 53 | 1,724 | 103 | 2,013

13 | 1,114 | 59 | 1,771 | 107 | 2,029
17 1,23 | 61 | 1,785 | 109 | 2,037
19 | 1,279 | 67 | 1,826 | 113 | 2,053
231,362 | 71 | 1,851 | 127 | 2,104
29 11462 | 73 | 1,863 | 131 | 2,117
311,491 | 79 | 1,898 | 137 | 2,137

Tabela 4.3: Tabela de logaritmos decimais de nimeros primos < 137

Contetudo a ser trabalhado: Logaritmos e suas propriedades.

Material utilizado: Desenho de fractais os quais sejam possiveis calcular a dimen-
sao fractal. Sugerimos utilizar a Curva de Peano (Figura 2.1), Curva de Koch (Figura
2.2), o Tapete de Sierpinski (Figura 2.7), a Curva do Dragao de Harter-Heighwayde
(Figura 2.4), a Esponja de Menger (Figura 2.8), a Piramide de Sierpinski (Figura
2.9).

Primeira etapa: Em um primeiro momento solicite que os alunos estimem o
intervalo ao qual a dimensao fractal pertence. Estimule para que os alunos discutam
entre si sempre que houver divergéncias e que os mesmos argumentem pela sua
estimativa.

Pega que os mesmos calculem a dimensao fractal dos objetos apresentados de
acordo com o método de Hausdorff.
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Com os resultados questione se pode-se inferir sobre os conceitos definidos por
Mandelbrot sobre a ocupacao, densidade ou textura.

Segunda etapa: Solicite que os alunos criem um novo fractal, desenhando pelo
menos até o nivel 3, e calculem a sua dimensao.

Figura 4.3: Algumas sugestoes de geradores para atividade em sala de aula

Sugerimos a ideia de remoc¢ao do Tapete de Sierpinski, pela facilidade de uso em
papel quadriculado. Na Figura 4.3, sao mostrados alguns geradores a partir de um
quadrado dividido em 9,16 e 36 partes, ou seja, com fatores de reducao r igual a 3,
4 e 6, respectivamente.

Uma outra variedade, é utilizar papel com malha isométrica, para variagoes do
Triangulo de Sierpinski.
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4.1.3 Logaritmos e medidas de uma costa

Essa atividade foi adaptada de [15].

Sugerimos que essa atividade seja complementar a anterior. Além disso, que seja
feito o calculo da dimensao fractal da costa de uma regiao conhecida. Os alunos jéa
devem conhecer o conceito de dimensao fractal e o método de Hausdorff. Deve-se
dar énfase ao significado de dimensao fractal, e antes de iniciar a atividade, deve-se
pedir que os alunos indiquem qual o intervalo que a dimensao fractal de uma linha
costeira deve pertencer.

Contetudo a ser trabalhado: Logaritmos e suas propriedades.

Material utilizado: folha de papel com uma curva fractal gerada por iteracao
desenhada em papel quadriculado com diferentes quadriculagoes. Folha de papel
com um linha costeira desenhada em papel quadriculado com diferentes escalas.

Primeira etapa

Solicitar que os alunos utilizando uma folha com a curva de Koch, ver Figura
2.37, através do processo de contagem, preencham a Tabela 2.9. Compare com o
resultado obtido através do método de Hausdorft.

Segunda etapa

Solicitar que os alunos fagcam o mesmo procedimento com o mapa de Fernando de
Noronha, Figura 4.4, preenchendo a Tabela 4.4, similar a tabela anterior, e estimem
a dimensao fractal dessa ilha costeira.

Escala 1:r | Contagem n logn log r d, = 11‘;%
1 1
2 4 log4 = 2log 2 log 2 2,000
4 10 log 10 = log 2 + log 5 log4 = 2log 2 1,661
8 20 log20 = 2log2 +logb | log8 = 3log?2 1,441
16 41 log 41 log 16 = 41log 2 1,339
32 92 log 92 = 2log 2 + log 23 | log 32 = 5log 2 1,305

Tabela 4.4: Método de Box-Countig para a Ilha de Fernando de Noronha

O resultado da contagem de forma manual geralmente difere (a Tabela 4.4 foi
preenchida como exemplo), principalmente quando aumentamos o valor de r, porém
pode-se verificar que os valores finais nao terao grandes divergéncias.
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. .
I Escala 1:1 ITI Escala 1:2

. .
IIT Escala 1:4 IV  Escala 1:8
\" Escala 1:16 VI Escala 1:32

Figura 4.4: Processo Box-Counting - Fernando de Noronha
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4.2 Tema 2: Geometria e Medidas

A geometria pode ser bastante explorada ao utilizarmos a geometria fractal, para
calculo das medidas de comprimento, area e volume de objetos fractais gerados por
processos iterativos, além de facilmente associarmos aos estudos de PG, soma de
PG e nocoes de infinito conforme ja citamos nas atividades anteriores.

4.2.1 Comprimento, area, volume

Conteudo a ser trabalhado: Comprimento, perimetro, area, volume, semelhanca
de figuras, conceitos de limite, limites de uma PG.

Material utilizado: folha de papel com objeto fractal gerada por iteragao e tabela
para preenchimento de dados.

As tabelas podem seguir conforme os modelos apresentados no Capitulo 2, Tabela
2.10 e Tabela 2.11.

Nas atividades devem ser reforcadas as relagoes entre medidas lineares e as de
area e volume quando reduzimos uma figura por um fator de redugao r, que sao
dadas pelas expressoes Ay = % e Vi = ;/—3 respectivamente, onde A; e V; sao as
medidas iniciais e Ay e V; as medidas apds a iteracao.

Uma das dificuldades observadas nas medigoes relacionadas aos perimetros de
objetos fractais gerados por remocao, por exemplo o Triangulo de Sierpinski, Figura
2.6, é o aluno reconhecer os perimetros da regiao interna. Reforcar esse conceito
antes de iniciar a atividade, ajuda ao aluno focar no conhecimento novo que sera
explorado. Uma sugestao é exemplificar com o perimetro de um municipio que
contenha um outro em seu interior, ou conforme sequéncia apresentada na Figura
4.5.

Unidade de area - 1 ua

——  Unidade de comprimento - 1 uc

Figura 4.5: Sequéncia didatica para medi¢ao de perimetro em figuras vazadas
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Pode-se explorar nessa atividade soma dos termos de uma PG e consequente-
mente conceitos intuitivos de limite.

Apresentamos a seguir algumas medidas de curvas, perimetros e areas de outros
objetos fractais apresentados no Capitulo 2, Tabelas 4.5 e 4.6.

Pecas | Fator de | Medida da | Medida de
Fractal geradas | redugao curva L, lim L,
n—oo
n r n iteracoes
4 T
Curva de Koch 4 3 (g) 00
2 T
Conjunto de Cantor 2 3 (§> 0
Curva de Peano 9 3 (g) =3" 00
4 T
Curva de Harter 4 2 <§) =2" 00

Tabela 4.5: Aplicagao: medidas de algumas curvas

Pecas | Fator de | Medida da | Acréscimo de
Fractal geradas | reducao area A, perimetro p,

n T n iteragoes | a cada iteragao
3 n 37171
Triangulo de Sierpinski 3 2 (?) o
Tapete de Sierpinski 8 3 ) m~

apete de Sierpinski —

P P 32 3n

Tabela 4.6: Aplicacao: medidas - area e perimetro

Podemos observar que nos exemplos citados na Tabela 4.6, a area tende a zero
e o perimetro a infinito.

A atividade pode ser investigativa, sugerindo o calculo para um dado nivel, ou
ser feito sobre um fractal criado pelo préprio aluno. Ver sugestoes na Figura 4.3.
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4.3 Tema 3: Analise de Dados

4.3.1 Combinatéria e probabilidade

Atividade adaptada de [3] e [12].

Geralmente os livros apresentam o Triangulo de Pascal, relacionando apenas a
simetria do eixo vertical. Poderemos ver nessa atividade que além da simetria de
eixo vertical o Triangulo de Pascal carrega uma caracteristica de auto-similaridade
relacionada aos miltiplos de alguns nimeros, ou seja, quando destacamos os milti-
plos de um nimero, a figura formada podera ser um objeto fractal, e curiosamente,
para os miultiplos de 2 formamos o Triangulo de Sierpinski (Figuras 4.6 e 4.6).

Conteudo a ser trabalhado: Triangulo de Pascal e suas propriedades, miltiplos
e simetria.

Material utilizado: folha de papel com Triangulo de Pascal (a ser preenchido ou
nao), papel quadriculado ou com malha hexagonal.

Primeira Etapa (opcional)

Solicitar que os alunos preencham (ou completem) o Triangulo de Pascal. Nessa
atividade a importancia deve ser dada no entendimento da geracao do Triangulo de
Pascal, um ¢ elemento da linha L e coluna C, £(;, ) pode ser determinado por:

e soma dos dois elementos superiores
tieey=tr1,0-1+1iL10
e combinagao da L-ésima linha pela C-ésima coluna
tir,c) = Crc.

Recomendamos que essa etapa nao ocupe muito tempo da atividade, tendo em
vista que a aplicacao direta de formulas nao deve ser o foco da atividade.

Segunda Etapa

Solicitar que os alunos destaquem os multiplos de 2, 3, 4, 5 ou 6, pois sao nime-
ros que tém miltiplos mais faceis de identificar. Nas Figuras 4.6 e 4.7, mostramos
esses resultados para um Triangulo de Pascal com 19 linhas destacando os multiplos
de 2 e 3 respectivamente.

Terceira Etapa
Em folhas quadriculadas ou com malhas hexagonais, solicitar que os alunos fa-
¢am projegoes para mais linhas do Triangulo de Pascal.

Questionamentos a serem feitos:
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CAPITULO 4
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Figura 4.6: Triangulo de Pascal - mul-
tiplos de 2
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Figura 4.7: Triangulo de Pascal - mul-
tiplos de 3

e Para os multiplos de 2 a partir de que linha iniciou-se a marcac¢do? (e para

3,4,5 € 6)? O que podemos deduzir?

e Qualquer niimero gera um fractal? O que podemos conjecturar?

e Ha algum divisor que todos os niimeros sejam pintados 7

e Esse processo tem fim?

Na Figura 4.8 temos a representacao do Triangulo de Pascal com 101 linhas,

representando os multiplos de 2 a 7.
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Figura 4.8: Triangulo de Pascal - multiplos de 2 a 7
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4.3.2 Jogo do Caos

Atividade adaptada de [3].

Contetudo a ser trabalhado: Processos aleatorios, ponto médio.

Material utilizado: transparéncia com triangulo equilatero inscrito em uma cir-
cunferéncia, marcados os vértices ABC, régua, retroprojetor, dados de 6 faces, mar-
cadores para transparéncia e régua.

Primeira Etapa

Em duplas os alunos recebem um dado, uma transparéncia, uma régua e um
marcador.

Os alunos devem associar cada vértice ABC a um par de nimeros do dado
(Exemplo: A=1,4, B=2,5, C=3,6). Neste caso, se o resultado do dado for 5, entéo
o vértice escolhido sera o B

Deve-se escolher um ponto dentro do circulo em uma das condigoes abaixo:

e Grupo I - O ponto é externo ao triangulo;
e Grupo II - O ponto pertence aos lados do triangulo;
e Grupo IIT - O ponto é interior ao triangulo,

Passo 1 - Joga-se o dado para sortear um vértice;
Passo 2 - Marca-se o ponto médio entre o novo ponto e o vértice escolhido;
Passo 3 - Considere o ponto médio como o novo ponto e va para o passo 1.

O aluno deve ter o cuidado de marcar apenas o ponto médio. Reforgar que nao
pode tragar uma linha para determinar o ponto médio.
Cada dupla deve repetir o procedimento entre 20 e 30 vezes.

Segunda Etapa

Devem ser mostradas por grupos as marcagoes feitas, e depois juntar todos. Os
alunos devem perceber que existem areas nao preenchidas, e que o desenho se as-
semelha ao Triangulo de Sierpinski, independente do ponto inicial, ou dos vértices
sorteados. Esse é um processo gerador de fractal de maneira totalmente aleatoria,
uma maneira de introduzir este conceito.

Na Figura 4.9 sao mostrados os resultados com 100 e 300 pontos gerados para
cada grupo I, IT e III.

Na Figura 4.10 sao mostrados os resultados dos grupos I, IT e III agrupados,
totalizando 900 pontos marcados.

Uma outra forma que pode ser explorada ¢ aplicar o Jogo do Caos utilizando-se
o GEOGEBRA e um data-show. Cada aluno cria um tridngulo equilatero, de lado
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Tema 2: Analise de dados CAPITULO 4

100 pontos

300 pontos

Figura 4.9: Jogo do Caos - 100 e 300 pontos

Grupos I, 1T e III

Figura 4.10: Jogo do Caos - 900 pontos

predefinido e a circunferéncia circunscrita, escolhe um ponto inicial e depois é sortear
o vértice e aplicar a ferramenta ponto-médio. No final os arquivos sao sobrepostos
formando o Triangulo de Sierpinski
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Capitulo 5
CONSIDERACOES FINAIS

O uso dos fractais em sala de aula provoca a quebra de paradigma que a matemé-
tica é uma ciéncia pronta. Como tem aplicagoes praticas e de facil compreensao, e
reconhecido a semelhanca com diversos elementos da propria natureza, mostra que a
matemaética que se estuda é aplicavel. Estimula o uso de computadores, provocando
mais fascinio para quem ensina e para quem aprende. Mesmo que abordados em di-
ferentes niveis, o uso da geometria fractal provoca nos alunos um olhar diferenciado
no mundo que nos rodeia.

Ao pesquisar sobre objetos fractais, e a necessidade de crid-lo em um ambiente
grafico adquiri uma maior experiéncia na utilizagao destes, utilizando de forma pra-
ticas varios conhecimentos relacionados a Teoria dos Numeros, Numeros Complexos,
Sequéncias, Geometria Analitica e Algebra Linear. Essa nova experiéncia me capa-
citou melhor para a utilizagao desses softwares no ambiente da sala de aula, inclusive
com outras abordagens além do uso de fractais.

Uma das dificuldades encontradas na pesquisa foi relacionada com o material a
ser utilizado. Encontra-se facilmente na internet sites que abordam o tema, e uma
quantidade razoavel de dissertacoes e teses recentes sobre o tema apresentando, na
sua maioria, aplica¢oes praticas utilizando a geometria fractal para modelar diversos
fendmenos, porém necessitamos de mais material publicado na area de desenvolvi-
mento matemaético.

Deixo aqui os desafios para demonstracoes das conjecturas feitas sobre a partir
dos resultados graficos sobre os miiltiplos e restos do Triangulo de Pascal apresen-
tadas no Capitulo 3.

Enfim, espero seguir pesquisando e descobrindo novos recursos e aplicagoes para
utilizar em sala de aula nesse fascinante mundo da geometria fractal.
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