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RESUMO

O presente trabalho visa mostrar a aplicabilidade da matematica na solucao de
problemas fisicos. Primeiramente, sera observado o comportamento de uma solucéo
através da analise local. Em seguida, demonstrar as solugdes por séries de poténcia
e as funcdes especiais (Bessel, Hermite, Legendre e Laguerre) e, por fim, a aplicacéo

por equacdo diferencial ordinaria (EDO).

Palavras-chave: SolugBes por séries de poténcia. Funcdes especiais. Equacao

diferencial ordinaria.



ABSTRACT

The present work aims to show the applicability of mathematics in the solution of
physical problems. First, the behavior of a solution will be observed through local
analysis. Next, demonstrate the solutions by power series and the special functions
(Bessel, Hermite, Legendre and Laguerre) and, finally, the application by ordinary

differential equation (ODE).

Keywords: Power series solutions. Special functions. Ordinary differential equation.
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1 INTRODUCAO

A matemética contribui para diversas areas na solucdo de problemas
importantes e significativos da fisica, ciéncias sociais e da engenharia. Assim,
tomando os padrdes matematicos as questbes solucionaveis nas areas ja citadas

exigem a determinacdo de uma funcédo chamada equacdes diferenciais (EDO).

Existem alguns métodos de resolucdo de Equacdes diferenciais ordinarias
(EDOs) que nos levam a solugdes fechadas, ou seja, que séo representadas de forma
explicita ou implicita por formulas analiticas. Esses métodos sé@o bastante eficazes,
porém sao restritas a um conjunto diminuto de casos. Sendo assim, esses métodos
podem falhar ou produzirem solucdo bastante complexa. Com isso, uma outra

possibilidade utilizada é a de determinar aproximadamente o comportamento da

solucdo.

Logo, este trabalho tem como prioridade inicial observar o comportamento de
uma solucado através da analise local. O objetivo dessa andlise local € a forma de
representar as solucdes, que ndao podem ser obtidas como expressdes simples, em
termos de funcdes elementares. Os resultados que sao obtidos de uma analise local

sdo, de forma geral, validos em uma vizinhanga de um ponto.

Sera observado no primeiro capitulo, a representacéo local em uma vizinhanca
de um ponto Xo, de solugdes de EDOs lineares homogéneas em séries de poténcias.
Ir4 ser realizada a classificagdo do ponto Xo como um ponto ordinario, singular regular
ou singular irregular e, com isso, a escolha da forma mais prépria para a série,

utilizando - se dessa classificacao.

De forma geral, € de bastante utilidade o conhecimento de como se obter
solucdes para problemas com certo grau de dificuldade em termos de séries infinitas.
Esse enfoque pode nos levar a uma analise extremamente complicada a uma
sequéncia de operacdes simples para a geracao de termos da série. Tem — se ainda
gue os primeiros termos da série geram uma aproximacao para o comportamento local

da solucédo de uma equacao diferencial.
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Ainda serdo estudadas as fun¢des especiais aplicadas na fisica. Em especial:
a funcéo de Bessel aplicada nas vibra¢cdes da membrana elastica circular; a funcéo
de Legendre aplicada no campo elétrico e potencial gravitacional, a funcdo de
Laguerre aplicada no modelo atdbmico de hidrogénio e a funcédo de Hermite aplicada

na mecanica quantica.
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2 SOLUCOES POR SERIES DE POTENCIAS

As propriedades e definicbes mais importantes serdo abordadas, nesta secéao,
para que sejam utilizadas nas solu¢des em séries de EDO de segunda ordem.

2.1 Convergéncia

A série de poténcias
Zak(x—xo)k =a,+a,(X— X)) +8,(X—X%,)* +... é convergente em um ponto x quando o
k=0

N
.. - k . , . , .
limite le E a, (Xx—x,)" existe. Para x = xo, chamado de centro da série, a série de
—>0 k=0

poténcias converge e seu limite é ao.
A propriedade de Convergéncia possui algumas particularidades, dentre elas:

2.1.1 Convergéncia absoluta

o] k . , .
A série E a, (X—X,)" converge de maneira absoluta em um ponto x se a série
k=0

k
formada pelos valores absolutos dos seus termos, Z‘ak(x—xo) ‘ converge. Se uma
k=0

série converge de forma absoluta, entdo ela converge. Entretanto, a reciprocidade

nem sempre € necessariamente verdadeira.

2.1.2 Convergéncia e divergéncia em um ponto:

. - k . .
Considere a série, Zak(X—Xo) , convergindo em um pondo xi, com isso ela
k=0

converge de maneira absoluta para todo x tal que |X—X,|<|x —X|. ~Se a série diverge

no ponto x = X1, logo ela diverge para quaisquer ponto x que satisfaz |X— x0| > |x1 - x0| .

2.1.3 Raio de convergéncia:

E um ndmero R que pertence a série de tal forma que a série converge
absolutamente se |X—X,|<Re diverge se [x—X,|>R. Uma série converge apenas

para x = Xo quando R = 0. Caso a série convergir para quaisquer valor de x, entdo R

é infinito.
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2.1.4. Teste da Razao:

. ~ . , . = k .
Para analisar a convergéncia de uma série Zak(x— X,)" pode — se aplicar o
k=0

k+1

A (X=X)
teste da razdo. Este teste é baseado no resultado de que se lim ‘ o ° =r<l

ko ‘ak (X_ Xo)k‘

~ - k
entdo z a, (X—X,)" converge absolutamente.
k=0

k+1

g (x=%p) - .
Agora, considere que lim—————"—1=r>1 entdo Y a,(x—%,)" diverge.
ko ‘ak (X_Xo) ‘ k=0

_ A . .||
Logo, o raio R de convergéncia satisfaz R = hmH.
k—w a
k+1

Se o limite r = 1, entéo, o critério ndo € conclusivo, portanto, deve — se utilizar

outro método para analise.
2.2 Soma e subtracédo de séries:

De termo—a—termo as operacfes de adicdo e de diferenca podem ser

realizadas. Ou seja, Y a,(X—%) > B (Xx=%)" = ¢ (x—%,)", tal que C, =a, b,
k=0 k=0

k=0

;. k. ., . ;. 7
A série ZCk(x—XO) irA convergir nos pontos onde as duas séries, apds a
k=0
adicdo ou diferenca, convergem. Logo, o raio de convergéncia € igual a pelo menos o
menor valor entre 0s raios das séries iniciais.

2.3 Multiplicacéo e Divisédo de Séries:

Essas operacdes podem ser realizadas entre as séries de poténcias.

Na multiplicagdo vale (iak(x—xo)k](ibk(x—xo)kj=ick(x—x0)k, tal que
k=0 k=0 k=0

K
¢ =ab +ab ,+..+a_b+ab = Zanbk—n .

n=0
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De maneira anéloga as situacdes anteriores, o produto das séries ira convergir

em todos os pontos onde ambas as séries fatores convergem.
Na divisdo, tem — se que o coeficiente da divisdo na série € calculado por:
k

N (X - Xo)

= idk(x_xo)k

bk (X_Xo)k k0

1 [ED4:

=
Il
o

Pode — se utilizar a multiplicacdo para representar os coeficientes da divisdo

da seguinte forma:

(ibk (X_Xo)k)[idk(x_xo)ka iak (X_XO)k

Através da formula do produto das séries e utilizando a igualdade dos
coeficientes dos termos de mesmo grau em ambos 0s membros, resulta nos

coeficientes dx.
2. 4 Funcéao representada por série convergente:

Considere uma série de poténcias convergentes em um intervalo |x— X0| <R,

onde R € positivo. Essas séries representam, nesse intervalo, uma funcao continua e

contém derivadas de todas as ordens continuas.
f(x)=> a,(x=%)|x=x%|<R
k=0

Todas as derivadas de f(x) conseguem se expandir em séries de poténcias,
obtidas pela diferenciacédo termo a termo da série matriz, com raios de convergéncia

R. Para a primeira e segunda derivadas de f(x) tem - se:
fi(x) = ka, (x=%) " [x=%| <R e f"(X) =D k(k-L)a, (x—x%,) 2 |x=x%|<R
k=1 k=2

2. 5 Funcéao analitica:

Caso uma funcdo f(x) admita a representacdo em série de poténcia
considerando o0 centro X = Xo € raio de convergéncia positivo, R, logo os coeficientes

das séries sdo unicos.
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Podemos chamar essa série, que representa f(x), de série de Taylor

& PO (%) ‘
f (x) ZZT(X—XO) , para [x—X,|<R.
k=0 .
Pode — se observar que a série é determinada pelos valores da funcéo e de

todas as suas derivadas num Unico ponto, o centro da série, Xo.

A funcéo f(x) que pode ser representada por uma série de poténcias de centro

Xo € raio de convergéncia R positivo € chamada de analitica no ponto Xo.

Para ilustrar, observa - se que 0 polinbmio

N
Pu(¥) =a, +a,(X—X,) +a,(X—=X)? +...+a (X=%)" =D (x—X,)" sdo exemplos de séries
k=0

de poténcias.

No polindbmio de grau N, os coeficientes dos termos de grau acima de N sao
nulos. Os polinbmios séo fungdes analiticas cujas séries de Taylor possuem raio de

convergéncia infinito. Ocorre isso para soma, subtracdo e multiplicacédo de polinémios.

A divisdo de polindbmios ndo € um polinbmio em geral, porém uma série de
poténcias com um nuamero infinito de termos. Ela fornece uma fung¢éo que € analitica

em qualquer ponto xo onde o polinébmio do denominador é ndo — nulo. Nessa situacéo,

a convergéncia da série é garantida somente em uma vizinhanca finita, |X—x0| <0,

do seu centro Xo.
Exemplo: Determine a representacdo em forma de série de poténcias

centradas na origem a funcéo f(x):l%, bem como o raio de convergéncia da
+ X

série.

Essa fungéo é a divisdo de polindbmios, P1(x) = 1 e P2(x) = 1 + x2. Observando
o denominador P>(x), nota — se que ele ndo se anula para nenhum valor real x, vé —
se que f(x) é bem definida em IR. Logo, a expansao de f(x) em série de Taylor em

torno do ponto x = 0 ndo converge em todos os pontos de IR. Essa expansdo €&
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1 = . . o
o =Z(—l)”x2”, a qual possui o raio de convergéncia R =
+X° =

representada por f(x) =

1, ap0s a verificagdo utilizando o teste da razao.
2.6 Classificacao de pontos singulares de equacdes lineares homogéneas:

Inicialmente, classifica — se 0 ponto Xo como um ponto ordinario, singular
regular ou singular irregular da equacéo diferencial ordinaria de segunda ordem para
comecar o procedimento da andlise local.

y"+P(X)y'+Q(x)y =0

A classificacéo citada gera a primeira indicagédo da natureza das solugdes na

vizinhancga de xo, e sugere o caminho para uma analise sistematica.

E preciso observar que o ambiente natural para o estudo da singularidade de
EDOs é a teoria das funcdes de uma variavel complexa. Isto ocorre devido as
guestdes como a determinacgao das singularidades de uma funcéo, ou a determinacao

do raio de convergéncia de uma série de poténcias sao respondidas nesta teoria.
2.6.1 Pontos ordinarios e singular:

O ponto xo € chamado de ponto ordinario de y"+P(x)y'+Q(x)y=0 Se as

funcdes P(x) e Q(x) forem analiticas em Xo, Ou seja, se valem as representagdes:

P(x) =2 Pa(X=%,)", [x=x,| <R,
n=0

Q(X) = ZQH(X—XO)” , |X— X0| <R,, onde R e Rz sd0 nlmeros positivos; do contrario, Xo
n=0

€ dito um ponto singular de y"+P(x)y'+Q(x)y =0.
Exemplo: Classifique 0 ponto xo relativo a EDO Y"+e”y'+e*y=0 isso

acontece porque os coeficientes da EDO P(x) = exp(2x) € Q(x) =exp(x), sao funcdes

analiticas em todos os pontos de Xo.
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2.6.2 Teorema l

Todas as solugfes y(x) da EDO y"+ P(x)y +Q(x)y =0 séo analiticas no ponto

ordinario xo = 0, ou seja, podem ser representadas da maneira:

y(x)=> a,(x-%)", [x=%|<R, tal que R é um niimero positivo. Pode — se afirmar
n=0

gue R é no minimo igual ao menor dos raios de convergéncia, R1 e Rz, das expansdes

em séries de poténcia centradas no ponto Xo, dos coeficientes da EDO, P(x) e Q(X).
2.6.3 Ponto singular regular

De maneira geral, pode — se afirmar que as solugdes de uma EDO linear ndo
séo analiticas em um ponto singular xo € mostram singularidade nesse ponto. A origem
dessas singularidades € variada e depende do tipo da singularidade que a equacao
apresenta em xo. Convenientemente, classificam — se 0s pontos singulares de uma
EDO de acordo com algumas caracteristicas das funcdes P(x) e Q(X) nestes pontos,

gue influenciardo o comportamento demonstrado pelas solucdes nesses pontos.

O ponto xo € um ponto singular regular de y"+P(x)y'+Q(x)y =0 quando, ao
menos uma das func¢des P(x) e Q(x) ndo é analitica em Xo, porém sao analiticas as

funcdes
P(X) = (Xx=%)P(x) e Q(X) = (X-%)*Q(x).

Nota — se que, em termos dos novos coeficientes I3(x)e (_Q(X) ,a EDO inicial
pode ser escrita na forma (X—X,)>y"+ (X — XO)E(X)y'-I- Q(x)y =0, onde |3(X) e (_D(X) sdo
funcdes analiticas em Xo.

Exemplo: Classifique a origem xo = 0, relativamente as EDOs

X2y||+xy|: y e X3y||+ XyI:(X‘I‘l)y .
Considere para a primeira EDO |3(X) =1, Q(X) =-1, enquanto para a segunda,

X+1

P(X)=0, 9(x) =-=
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O ponto xo = 0 é um ponto singular regular da primeira equagéo e um ponto

singular n&o regular da segunda.

Considerando as expansfes em série de poténcias das funcbes analiticas

Po(x) = Zp_n(x—xo)” e Q,(x)= Za(x— X,)" , tem — se que o comportamento local das
n=0 n=0

solugdes da equagéo y"+ P(x)y'+Q(x)y =0 em um ponto singular regular xo depende

das raizes s: e s2 do polinémio indicial
f(5)=s(5—1)+ p,S+0,.
Especificamente, se estas raizes s&o ordenadas de modo que Re(s;) > Re(s,)

, onde Re(z) corresponde a parte real do nUmero complexo z, portanto é aceitavel o

teorema 1. Sem perda de generalidade, consideramos solucdes a direita do ponto Xo.
A aplicacéo do método para a equacédo obtida através da alteracdo de variavel x para

— X nos leva a solucdes da equacéao original a esquerda do ponto Xo.
2.6.4 Teorema 2

Caso xo seja um ponto singular regular de y"+P(x)y'+Q(x)y =0, entéo, esta

equagao possui sempre uma solugéo y = yi(x) representada por:
y1(X) = (X_Xo)%zan(x_xo)n ) aO 0.
n=0

A segunda solucéo linearmente independente y = y»(X) existe de acordo com

as possibilidades:

| — Caso s1 — s2 ndo é um inteiro positivo, logo
y2(x)=(x—x0)sngn(x—x0)”, b, %0,

Il — Caso s1—s2 =0, logo

¥, (X) = Y,(X) In|x—x0|+(x—x0)slgbn(x—x0)” 0 #0

Il—Sesi—s>=N, talque N=1, 2, ..., portanto
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Y2(X) = CYl(X) In|x—x0|+(x—x0)522bn(x—x0)” ) bo iO,

No caso (lll), a constante C pode eventualmente se anular.

As solucdes acima terdo validade em um intervalo & direita de xo, 0<X-X%, <R

, com R no minimo igual ao menor dos raios de convergéncia das expansées em série

de poténcias de funcdes I3(X) e (_Q(X) ao redor de Xo.
2.6.5 Ponto singular irregular:

Qualquer ponto singular da equagao y"+P(x)y'+Q(x)y =0 que nao seja um

ponto regular, € chamado de ponto singular irregular.

Ndo ha uma teoria capaz de dar resultados especificos sobre o
comportamento local de solu¢gbes em torno de um ponto singular irregular qualquer.
Entretanto, caso Xo seja um ponto singular irregular isolado da equacgéo

y"+P(xX)y'+Q(x)y =0, ou seja, se as fungbes P(x) e Q(x) forem analiticas em uma
vizinhanca O<|x—xo|< p, esta postura pode ser determinada qualitativamente em

termos de séries assintotas.
2.6.6 Ponto no infinito:

Em varias ocasides, é importante observar o comportamento das solucdes de
uma EDO para numeros grandes da variavel independente x. Por exemplo, se em um
determinado problema x representa o0 tempo, esse comportamento determina a
existéncia de solucdes de equilibrios (as solucbées ndo mudam com o tempo), de

solucdes periddicas e a estabilidade dessas solucdes.

Para que seja feito um estudo do comportamento das solu¢des da equacao

y"+P(x)y'+Q(x)y =0 noinfinito, sera considerada a mudanca de variavel ¢ = 1 e, com
X

isso, 0 estudo do comportamento das solugcbes da equacdo alterada

y"+P(X)y'+Q(x)y =0em & =0. Este ultimo estudo é feito de acordo com a discusséo

precedente.
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2.7 Solugdes navizinhanga de um ponto ordinario:

Nesta parte, sera mostrado como podemos obter solugdes de uma EDO linear
de segunda ordem ao redor de um ponto ordinario. A forma de obtencao das solugfes
chamado de método das séries de poténcias, € representada a seguir.

2.7. 1 Método das séries de poténcia

Para que se visualize de uma melhor maneira, utiliza — se 0 exemplo a seguir

para mostra o método das séries de poténcia:
Sejay = y(x). Resolva a EDO
y'+y=0

Observe que pelo teorema 1, temos que os coeficientes da EDO iguais a P(x)
=0 e Q(x) = 1, onde séo funcdes analiticas em todos 0s pontos, tem — se a certeza
de que as solucdes a determinar também possuirdo essa propriedade, ou seja, suas
expansdes em série de poténcia ao redor de xo = 0 convergirdo em todos 0s pontos.

Logo, terdo raios de convergéncia infinitos.

Como representado acima, considera — se y(X) uma solucdo aleatoria de

y"+y =0na maneira de uma série de poténcias (convergentes para todo x)

y(X) ZZaan tal que os coeficientes an devem ser determinados. Derivando termo a
n=0

termo duas vezes a série e substituindo na EDO y"+y =0 temos que:

Y n(n-1)a,x"*+> ax" =0 perceba que no primeiro somatdrio inicia em n = 2, pois 0s
n=2 n=0

dois primeiros termos, correspondentes a n = 0 e n =1, em y(x)=2anxn sao
n=0

eliminados pelas duas diferenciacdes. Realizando, nesse somatério a mudanca de
indices n+ n+2 obtém —se Z[(n +1)(n+2)a,., +a, ]X" =0, que acarreta a seguinte
n=0

a

formula de recorréncia para os coeficientes de an, a,,, =——————
P "2 T ) (n+ 2)

,paran=1, 2,
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Essa formula permite a determinacdo de todos os coeficientes pares em

funcBes de ao, e de todos os impares em funcéo de ai. Perceba que isso significa

especificar a primeira solugdo por {8, 20,8 =0} e para a segunda, {8,=0,a #0}.

D" =Dt
(2n)|a0 e a2n+1 ( 1)|

Portanto, a,, = ———a, paran=1, 2, ..., fornecendo, assim,

o0

0(2 )' Z(Zn D’

2n+1

para a solucéo geral da EDO y"+y =0 Y(X) = , tal que

ac e a1 sdo constantes aleatorias. Perceba que as duas séries em

o0

y(x) =2

2n+1 e . ~ . .
E iniciam com poténcias de x diferentes, o que
0 (2 (2n +1)l P g

garante que as duas solucdes que elas representam séo linearmente independentes.
Nota — se que ainda mesmo sendo comecgado com uma Unica serie, obteve

duas solucgdes linearmente independentes e, consequentemente, a solucao geral da

equacgédo y"+y=0. Portanto, percebe — se que a primeira série é a expansao de

Taylor de cos x e a segunda a expansao de Taylor de sen x. Logo, podemos

2n+1

como sendo

representar a solugdo geral de y(x) =a

(2 )' Z(2n 1)'
y(x) =&, Ccos X +a,senx

Os caminhos acima, aplicados no exemplo, podem ser generalizados para

uma EDO na forma vy =y(x),

y"+P(X)y'+Q(x)y=0.
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2.7.2 Teorema 3

Os coeficientes {an} e {bn} de duas solu¢bes linearmente independentes

() =D "a,(x=%)" e ¥,(x)=D_b,(x=x%)" ao redor de um ponto ordinario xo da EDO

n=0 n=0

Y+ P()y+Q(x)y =0, onde P(x)=> p,(x=%)"e Q(X)=20,(x=%)" podem ser

n=0 n=0

l n
Z[(k +1) P + O],

erados pela relacdo de recorréncia a,.,.,=————
g p Q n+2 (n + 2)(n +1) e~

para todo n =0, 1, 2, ... , através, respectivamente, das escolhas {ap = 1, a1 = 0} e
{ao =0, a1 = 1}.
Exempilo:

Sejay = y(x). Resolva a EDO y"+&”y'+€*y=0, em torno da origem.

Nessa situacao, utiliza — se a formula de recorréncia descrita pelo teorema 3.

As expansoes serao:

P(x) =e* :Z% e Q(x)=¢" :Z% tem — se para os coeficientes {pn} e {gn},
n=0 - n=0 -

2 1

p"_n!eq”:ﬁ'

Logo, a ., =— ! Zn: ! [2"*(k+Da,., +a,]
90 &2 =T ) 2l (n—k) e T8

2. 8 Solucdes na vizinhanca de um ponto singular | - Primeira solucéao:

Sera apresentado nesta parte, um procedimento sistematico, o método de
Frobenius, para a determinacdo de solucdes ao redor de um ponto singular regular.
Esse método ira nos fornecer as duas solucdes linearmente independentes indicado

no teorema 2.
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A EDO de Bessel visando uma descricdo mais operacional do método de

Frobenius, trabalha — se com a sua aplicacdo a um exemplo protétipo, a EDO de

Bessel de ordem p, a saber, y = y(x), X'y"+Xy+(x’ - p°)y=0.

Nessa equacao, considera — se que o parametro p € uma constante em geral

complexa com parte real ndo negativa (Re(p)=0). Para convenientes escolhas de p,

a EDO acima é capaz de ilustrar os procedimentos empregados pelo método em todos

os diferentes casos.
2.8.1 Método de Frobenius — Construcao da primeira solucédo

Através do teorema 2, a primeira solugéo, yi(x), da EDO y"+ P(x)y'+Q(x)y =0

numa vizinhanca a direita de um ponto singular regular Xo tem o formato

100 = (=) Y, e-%)", 2 20.

A série no formato acima & chamada de série de Frobenius, e a variavel s seu

expoente inidicial.

Escolhendo xo = 0, uma vez que a troca & =X—X, transforma o ponto x = Xo

no ponto £=0 e mantém a forma da equagdo y"+P(x)y'+Q(x)y=0. Com isso, a

formula ¥;(X)=(X—%)° > a,(x=%,)", 8 #0 é reduzida para :
n=0

V() =x>ax"=>ax", a#0, x>o0.
n=0 n=0
Exemplo: Primeira solucédo da equacéo de Bessel

Construa a primeira solucéo da equacdo de Bessel Xy"+Xy'+ (X’ —p*)y=0

de ordem p na regido x > 0.

s+n

Para a solucéo existe a tentativa Y,(X) = XSZanx , 8,20, x>0, valendo as

n=0

expressoes para as derivadas ¥;'(X) = (s+na,x""*, & #0,
n=0
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¥, "(X) =Z(s+n)(s+n—1)anx””‘2 , 8, %20, podendo ser reduzida um tnico somatério,
n=0

através de convenientes mudancas de indices
[57 - "l +[(s+1° — pla™ + Y {[(s+n+2)" - p’la,,, + 8, =0.
n=0

Esta equacdo deve ser valida para quaisquer x > 0, na vizinhanca onde é
satisfeita. Com isso, 0s seus coeficientes devem se anular. Seguem — se, entao as

equacdes
[s° - p’lay =0,
[(s+2)°-p’la, =0,
[(s+n+2)°-p°la.,+a =0.
Considerando a condicéo d, #0, tem — se da equacéo [S2 - pz]al0 =0, arelacdo

2 2 o~ ye s , ~ , .
f(s)=s"-p°=0, chamada de equacao indicial. Ja a funcdo f(s) é denominada de
polinbmio indicial e as suas raizes, que sao as solucdes da equacao indicial, sdo s =
p e s = - p. Escolhe — se como expoente indicial da primeira solucdo a raiz de maior

parte real. Considerando a possibilidade de que Re(p)=>0, utiliza s1 = p. Substituindo

essa raiz na equacao [(s+1)*—p?Ja, =0, logo o coeficiente a1 deve ser nulo.

Entretanto, inserindo s1 = p na equacéo [(S+n+2)°-p°la..,+a =0obtém —

a

n

T (+2)2p+n+2)°

se a seguinte relacédo de recorréncia a,,, =

Como a; = 0, portanto os an, tal que n € impar, séo nulos.

Agora, para os coeficientes pares, tem — se

a _ a‘2n
M2 (2n+2)(2p+2n+2)°

8, %20 qualquer.

Fazendo alguns coeficientes, paran =0, 1, 2, obtém — se
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a0
a=——"—
41.(p+1)
a =— aZ _ aO
Y 42(p+2) 4%22.1.(p+2)(p+))

a, _ a,
* T 23 (pra) £3(p+3(p+2)(p+D)

entdo, a expressao geral para ax €

Q= (=Da,
2l (p+n)..(p+d)

Ao obter a raiz indicial e a relacédo de recorréncia dos coeficientes, esta sendo
formada a primeira solucdo da EDO de Bessel de ordem p, ou seja

- 1
Yo () =x"> @, x™" szzznnl(;Jr)n)a oD x" , na dependéncia do coeficiente de

ordem zero , aleatdrio e possivel em uma vizinhancga a direita de xo = 0. Considerando

gue os coeficientes da EDO de Bessel Is(X) =1, é(x) =X - p2 , sao funcdes analiticas

em toda a reta (raio de convergéncia infinito), segue — se que a primeira solucéo da

EDO de Bessel acima obtida € valida para todo x > 0.

Se p € um numero inteiro, a solu¢cdo acima pode ser normalizada com

AT

Essa solucéo normalizada € conhecida como funcdo de Bessel de ordem p de

primeira espécie, admitindo a seguinte expressao

oo (3]
V() =3,(9 = ( j S o e x> 0,pintiro,

& ni(p+n)!

E conveniente observar que, a partir desse exemplo, se o parametro p, que

aparece na equacao de Bessel, ndo € um inteiro, ndo se pode considerar a

normalizacdo a,2" p!=1
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Com isso, é importante inserir uma funcdo especial (serd apresentada e
estudada no proximo capitulo) que é denominada de funcdo gama, representada por
I'(z), como sendo a generalizagao da funcao fatorial.

Logo, a fungéo pode ser representada pela seguinte integral impropria
I(2)=[t"edt
0

tal que Re(z)>0. Utilizando a integracdo por partes, obtém — se a propriedade

fundamental
T'(z+1) =2z1(2).

Através desse resultado, pode — se afirmar que I'(p+1) = p!, onde p € um

inteiro positivo. E dessa expressdo que se conclui que a funcdo gama é a

generalizacao da fungéo fatorial. Logo, pode — se trocar p! por I'(p+1) na escolha

ay=——0 i
de ap em 4@, 2pp!,ouseja,

Lo 1
° 2°I(p+))°

Diante dessa escolha, a funcdo de Bessel de ordem peR, Re(p)>0, €

primeira espécie, representada por Jp(x), pode ser exposta na forma

. (1)( j
i (X)=J,(x) = ( j > ——22 x>0,

—=nT(p+ n+1)

Os caminhos utilizados para que se obtivesse a primeira solucao realizados
no exemplo acima podem ser generalizados para equa¢des mais gerais. O teorema a

seguir € o resumo dos resultados obtidos para esses casos.
2.8. 2 Teorema 4:
A primeira solucgéo, y1(x) da EDO

(X=X,)°y"+ (X~ xo)ﬁ(x)y +Q(X)y =0, na vizinhanca a direita do ponto singular

regular, xo, com
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POO= 7P, (x—%)" & Q0= 38, (%)
€ dada por uma série de Frobenius
yl(x)z(x—xo)slian(x—xo)”, tal que s1 é a raiz de maior parte real do polinémio
n=0
indicial f(s)=s(s-1)+ p_os +q_0 , @ também os coeficientes {an} satisfazem a relacéo de

recorréncia

1 n-1 -
a8, =———— ) [, +K) P + 0 o,
f(31+n)§ 1 k k 15

considerando para quaisquern=1, 2, 3, ....

Para que se fixe os resultados do teorema, ira ser apresentado dois exemplos.
O primeiro exemplo serd um caso particular da EDO de Bessel de ordem p, ja o

segundo caso, € a EDO de Euler.
Exemplo: Equacéo de Bessel de ordem1/4

Considere y = y(x). Compute a primeira solu¢do da equacao de Bessel de ordem 1/
4.

XY+ xy'Jr(X2 —%) y=0, para x> 0.

O polinémio indicial dessa equacéo é:

1
f(s)=s’-p°=s*-—,
(s) p 16
1 n-1 -
jadarelacdo de recorréncia a, = —WZ[(S1 +Kk)p, .+, ]a, se reduz as equacdes
1 + k=0

8 f(s+1)=0a f(s+n)=-a _,, paran>2.

Logo, as raizes do polinémio indicial séo s1 =1/ 4 e s> =- 1/ 4, respeitando o
critério de que s1 € a raiz com a maior parte real. Colocando a raiz s;1 = 1/ 4 nas

equacOes acima, obtém — se
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1 Y1
a, Z+n _E =—ad, ,,paran>2.

Na primeira equagéo, conclui- se que a: = 0, o que implica, em vista da
segunda equacdao, que todos os coeficientes an, para n impar, sdo nulos. Portanto, a

férmula de recorréncia para s=1/4¢

aZn—Z

a, =—— 22 __ >1.
= an(n+1/4) ' PAE 21

Utilizando essa formula de recorréncia e mostrando, de forma explicita, os

coeficientes (para n par) em funcéo de ap = 1 temos, para os trés coeficientes iniciais,

1 1

a, = =
> 4A(5/4) 5°

a, 1
a, =-— = ,
8.(9/4) 259

a1
12.(13/4) 1.2.359.13°

ag

1
Inserindo a normalizacdo h=—7—¢© utilizando as propriedades da
24T (514)

funcdo gama, obtém — se como solucéo a funcdo de Bessel de primeira espécie e de

ordem1/4

_ e ()" (x/2)”
Tua(X) =X nzz;‘ n! T(n+5/4)’

Esta série converge para qualquer x >0, uma vez que, os coeficientes da EDO
de Bessel sdo fungBes analiticas cuja expansdo em série tem raio de convergéncia

infinito.
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Exemplo: Equacao de Euler

Seja y = y(x), ache a primeira solugédo da EDO de Euler para uma vizinhanca
a direita de xo = 0.

xzy"+ Xp—oy 4 q_oy =0, onde p_0 e % sao constantes.

Utilizando o teorema 4, a equacao indicial dada pela equacéo

f(s)=s(s—1)+ p,5+0, reduz —se a

n-1 -
a,f(s+n=->[s+k)p, +0Ja,=0n=1,2,3, ...

k=0

Para a primeira raiz, si, sabe — se que f(S,+n)#0paratodon=1, 2,3, ... .,
0 que nos leva ao resultado 8, =0, paran=1, 2, 3, ....

Considerando ao = 1, obtém — se a solucdo Y,(X) = X, x> 0.

2.9 Solucdes navizinhanca de um ponto singular regular 1l — Segunda solucéao:

A segunda solucéo de uma EDO seréa construida agora em torno de um ponto

singular regular.

O ponto singular regular estara na origem, Xo = 0 e as solu¢des em intervalos

a direita desse ponto, ou seja, x > 0.

Considerando que o polinébmio indicial assume, em principio, duas raizes,
entdo, busca — se a segunda solucéo y2(x) da EDO usando a mesma estrutura
utilizada para encontrar a primeira solucdo, entretanto, utilizando a segunda raiz s =

S2, portanto

Y,(x) =D b, x*", x> 0.
n=0
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A seguir, veremos que, mesmo no caso de raizes distintitas, s, # S, 0 uso da
série de Frobenius pode, em alguns casos isolados, ndo conduzir a uma segunda
solucdo.

Exemplo: segunda solucéo da equacgao de Bessel

Construa a segunda solucao da EDO de Bessel de ordem p utilizando a série

de Frobenius (Y,(X)= XSZanxS+n , 3,20, x > 0) e indique quais falhas podem ocorrer .
n=0

O polinémio indicial para EDO de Bessel de ordem p é f(s)=s’-p®, com

raizes s1 = p e sz = - p. Considerando p =0, as raizes do polinémio indicial sdo iguais,

s1 =s2 = 0. Sendo assim, o procedimento falha.

Considere as raizes distintas, as equacdes de relacdo de recorréncia

, ~ b, b
particulares paras2=-pséo b, =

Tf(n-p)  (n-py-p>

Analisando as equacdes acima, para que as resolva é preciso supor que o
fator (n— p)®— p®seja ndo nulo para todo n inteiro positivo. Caso n&o, se para algum
inteiro positivo N = 1, 2, ... tivermos S1 = s2 + N, obtém — se uma diviséo por zero e o

procedimento falha.

Das consideracfes desse exemplo, temos que as raizes séo distintas e

diferem por um nimero néo inteiro, ou seja, valem as restricoes
121 s, #5,;

22 5 —-s, =N, paraN =1, 2, 3, ..., logo, o método de Frobenius pode ser utilizado

para a segunda raiz, obtendo — se uma segunda solucéo linearmente independente

da primeira.

A seguir, sera feita uma analise de cada um dos trés casos: raizes distintas

diferindo de um néo inteiro, raizes iguais e raizes distintas diferindo de um inteiro.
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2.9.1 Raizes distintas diferindo de um néo inteiro:

Sendo a segunda raiz da equacédo indicial distinta da primeira raiz e a

diferenca entre ambas é um valor ndo inteiro, a segunda solucéo é descrita por uma

série de Frobenius, (yz(x)=2bnx52*”, x > 0) correspondente a segunda raiz. O
n=0

exemplo a seguir sera utilizado para mostrar como encontrar a segunda solucao, a

partir da segunda raiz do polinémio indicial.
Exemplo: equagéo de Bessel de ordem1/4

Sejay = y(x). Ache a segunda solucéo da EDO de Bessel de ordemp=1/4
X2y"+ xy'+ (x> =1/16)y =0.

Sabe — se que a primeira solugéo que corresponde araizsi1=1/4¢é

) _1 n X/2 2n+1/4
R

= n! I'(n+5/4)

Sabe — se que a diferenca entre as duas raizes, s1—S2 =1/, ndo € um inteiro
positivo. Logo, pode — se aplicar novamente o método de Frobenius para encontrar

a segunda solucéo.

Ao particularizar as equacoes de recorréncias
1 n-1 -
(8 =-——— 2 [ +K)p, G, Ja) para sz = - 1 / 4, obtém - se
f(s,+n)i=

2
b, (—1+nj L1 =-b ,,paran=>2.
4 16

2
Da primeira equacdo acima (b{(—%ﬂj —%}:0), segue que b: = 0,

concluindo assim, que todos os coeficientes impares se anulam. A formula de

recorréncia para os coeficientes (pares) € dada por
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b :
b, =——=22— para n>1, que relaciona o valor de b2, com o de bz, - 2. Os
4n(n-1/4)

primeiros coeficientes pares, em funcao de bo,

sdo b, =— b, =—&,
43/4) 3

b2 _ bO
Y 42(714) 237

_ b4 _ bo
° 1211/4) 2.33.7.11°

Através das propriedades da funcédo gama, I'(x), segue — se que a formula
geral para os coeficientes b2, pode ser escrita como

b, - (-1)"T(3/4)

—————= para n>1.
" 022"nI(n+3/4) P

Sendo assim, a segunda solucédo de Frobenius corresponde as;=-1/4¢
dada por

z( 1) 2—ﬂ4r(3/ 4) [zj%—lm |

Y (x) = ~ nl I'(n+3/4)

Inserindo a normalizagéo h,2"7*T'(3/4) =1, o resultado é a expansdo em série

De Frobenius da funcao de Bessel de primeira espécie de ordem —1/4

} ( 1) X 2n-1/4
Jya(X) = gn.r(n+3/4>H |

Conclui — se, no caso da equacéo de Bessel de ordem 1/ 4, que o método de
Frobenius fornece diretamente duas solucdes linearmente independentes,
correspondentes as duas raizes distintas s=+1/4 do polindmio indicial. A solucéo
geral da EDO de Bessel de ordem p = 1 / 4 pode ser representada como

y(x)=CJ,,(x)+C,J ,,(x) tal que C1 e Cz sdo duas constantes aleatorias. Esses

resultados, podem ser generalizados e sumarizados sob forma de um teorema.
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2.9.2 Teorema 5:
Sob as condi¢des do teorema 4, se para a segunda raiz do polinémio indicial
vale que s,#s, e f(s,+n)=0 para todo n>1, uma segunda solu¢do linearmente

independente da primeira pode ser obtida da mesma forma, ou seja,

Y,(X) = (X=%)2 D b, (x=%,)" = > b, (x=%,)*", com os coeficientes {bn} satisfazendo
n=0 n=0

1 U T
as mesmas relagfes de recorréncias (a, =—m2[(31+k)pn_k +0,.Ja,) com s
1 k=0

no lugar de s1. Essa solugdo é para uma vizinhanga a direita de xo, 0 < x—x, <R, onde
R é no minimo igual ao menor dos raios de convergéncia das séries de poténcias de
P(x) e Q(x).

Exemplo: Equacéo de Euler — Segunda opc¢éo

Ache, ao redor da origem, xo = 0, a segunda solucdo da EDO tipo Euler

2, ,mn

X“y"+7xy'+4y=0.

De acordo com a equacgdo f(S)= s(s—1)+p_os+%do teorema 4, o polindmio

indicial é dado por

f(s)=s(s-D)+7s+4,

tal que as raizes séao s, = —3++5 e S, = —3-4/5. Nesta situacdo, pode — se verificar
que as raizes diferem por um numero néo inteiro, ou seja, f(s,+n)=0 paratodon =
1, 2, 3, ... . Portanto, obtém — se uma segunda soluc¢éo por y,(x)=x*, x>0, que

esta de acordo com o teorema 5, escolhendo b,=1e,paran=1,2, 3, ....

Logo, a solucéo geral da EDO do tipo Euler é y(x) =Cx* +C,x*, x>0, onde

C. e C, sdo constantes aleatorias.
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2.9.3 Raizes Iguais

Na situagéo de que se tenha duas raizes do polinémio indicial sendo iguais, a
segunda solucao obtida através da chamada série de Frobenius generalizada. Essa

série se utiliza da primeira solucéo, que deve ser obtida inicialmente.

No exemplo a seguir, utiliza — se a EDO de Bessel, de ordem p = 0, para que
seja inserido a definicdo da série da de Frobenius e mostrar sua aplicacdo na obtencéo

da segunda solucao linearmente independente dessa EDO.
Exemplo: equacao de Bessel de ordem zero

Seja y = y(x). Obtenha a segunda solucdo da EDO de Bessel de ordem p = 0.
X°y"+xy'+x°y =0, a direita de xo = 0. A primeira solucéo é a funcédo de Bessel de

ordem zero,

O-Sarlz)

A segunda solucéo, linearmente independente da primeira, € gerada na forma

de série de Frobenius generalizada

Y, (X) :cJo(x)Inx+ibnx” , X>0,

n=1

tal que os coeficientes ¢ e b, serdo ainda determinados. Derivando duas vezes esta
equacao, substituindo o resultado na equagdo x°y"+xy'+x’y=0 e rearranjando 0s

termos, obtém — se

b, +4b,x+ Y [n%, +b,_, )} =-2¢3,'(x)..
n=3

© (_q\N 2n
Derivando a expresséo Jo(x) na equagéo J,(x)= Z( ?2 (g) tem — se
n=0 .

o(X) Z_ll( )ZZH(I’I') X"
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Portanto,

b1+4b2x+nz=3:[n2bn+bn_2] ‘l—cZ( )Mz%(m) Xt

Otimizando o céalculo dos coeficientes bn, multiplica — se a expressdo acima
por x e desmembra — se 0 somatorio do primeiro membro em dois somatorios,

respectivamente, nas poténcias impares e pares, ou seja,

{b1X+Z[ 2I‘l+1 Dy1s b2n—lj| 2n+l} {4bX +Z[ 2n) b2n+b2n_2}x2”}

n+l
= an
= X2+C -1 —in_
2

Desta expressao, pode — se afirmar que b1 = bs = bs = ... = 0, ou seja, os

coeficientes impares se anulam. Ja para os coeficientes pares temos 4b, =c,

4n on

4n’b, +b, , =c(-1)"* 7 (1) X

, para n>2, O que nos gera a relacdo de

recorréncia para os coeficientes bzn

C 1 1 1 C 1 1
b, =<, b= 1+= |=— 1+= |, by, =)™ ot — .
27 g2 T 22.42( 2) 24(2!)( 2) o = (D 27 (n1y? ( 2 HJ

Substituindo estes resultados na série geral (y,(x) =cJ,(x)In X+anx" , X >
n=1

0), obtém - se a segunda solucao

)
I+—+..+— || = | .
(k1)? 2 kJ\ 2

Utilizando a normalizacdo ¢ = 1, a segunda solucdo obtida € chamada de

yz(x) cJ (X)|n X+Z( 1)k+1

funcdo de Bessel de ordem zero e segunda espécie, sendo representada por Yo(X).

1 1)(x)"
Yo(0 =, Inx+ > (-1) % (“T"'“JG) .

o1 n

Portanto, a solucdo geral de Bessel de ordem zero pode ser representada por

y(x) =C,J,(x)+C,Y,(x), tal que C1 e Cz séo constantes aleatorias.
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2.9.4 Teorema 6

Em caso de raizes iguais s, =s, =« do polindmio indicial, f(s), uma segunda

solucéo, y2(x), a direita do ponto singular regular, xo, linearmente independente com a

primeira, yi(x), pode ser obtida pela série de Frobenius yl(x):ian(x—xo)“”,
n=0

suposta conhecida, pode ser dada por vy, (x) :cyl(x)In|x—x0|+2bn(x—x0)“+n ,com as

n=1

determinacoes, b= _2a,+pdy , e
f(a+1)
1 n-1 - n-1
b, =- a+K)p,.+a, |b+ k@ +2na |, paran=2,3,4, ...
f(mn){;[( ) P + 0 |y %[p 2, }} p

Exemplo: equacgéo de Euler — Raizes Iguais

Seja y = y(x), encontre, em torno da origem, xo = 0, a solucdo geral da EDO

tipo Euler
x°y"-5xy'+9y =0,
Nesta situacdo, segundo a equacio f(S) :S(S—1)+Eos+q_0do teorema 4, o

polinémio indicial é dado por f(s)=s(s—1)-5s+9=(s—3)*, cuja raiz s = 3 tem

multiplicidade igual a dois. A primeira solugéo é dada por y, (x) = x°.
Utilizando o teorema 6, tem — se que a segunda solucao é representada por

¥, () =7, In() + 3 b,

n=1

Considerando pn = gn = an = 0, para n = 1, 2, ..., utilizando as equagodes
b =- 28, + p,3y e
f(a+1)
LS arn g o S e ona]
b, =- a+K)p,.,+a, b+ P, 8, +2na, },conclui—se que b, = 0,
f(a+n) i ( ) “ I k=0 < "
paran=1, 2, .... Logo, a segunda solugéo é y,(x) =y, (x)In(x), tal que foi escolhido c

=1, e asolucdo geral dessa equacéo de Euler é:
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y(x)=C.y,(X)+C,y,(X)In(x), x>0, onde C: e C; sdo constantes aleatdrias.

2.10 Raizes diferindo por um inteiro positivo

Considere a segunda raiz indicial do polinémio indicial diferindo da primeira
por um inteiro positivo, s1 —s2 =N, N =1, 2, ..., uma segunda solugdo, linearmente
independente com a primeira, pode ser adquirida por uma série de Frobenius
generalizada. A construcdo da segunda solucéo y»(x) através da série de Frobenius
generalizada, precisa de uma primeira solucéo yi(x), ja determinada.

Exemplo: equagéo de Bessel de ordem um

Seja y = y(x), ache a segunda solucéo da equacéo de Bessel de ordemp =1

X2y"+xy'+(x* 1)y =0, ao redor de xo = 0.

Considerando a segunda raiz da equacdo indicial, no caso s> =- 1, resulta em
falha (ocorre uma divisdo por zero). Utilizando, entdo, uma série de Frobenius

generalizada

¥, (x)=cJ,(x)In X+ibnx_1+n , x>0,

n=0

Utilizando a normalizacéo ¢ = 1, a solucao

Y,(X) =J,(x)In X—x_li(_l)n [Hn + Hn+1](§

2n+l 1 1
,onde, H, =1+=+...+=.Asolucéo é
215 ni(n+1)! 2 n

valida para x > 0.
Exemplo: equacao de Bessel de ordem 1/ 2

Seja y = y(X), ache a segunda da equacéo de Bessel de ordemp=1/2
X2y xy'+ (x> =1/4)y =0.

As raizes do polinémio indicial sdo s1=1/2 e sz =- 1/ 2, sua diferenca sendo,

entdo, s1 — Sz = 1, inteiro positivo.

As equacdes que determinam os coeficientes an da série Frobenius

correspondentes a s1 = 1/ 2, solugdo da equagdo x’y"+xy'+(x*—1/4)y=0, sdo
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» 11
a1|:(31+2) —Z}—O,

a, {(s1 +n)? —ﬂ =-a,,, paran>2.

Essas equacdes determinam a primeira solucdo, a qual, devidamente
normalizada, constitui — se a funcao de Bessel de primeira espécie de ordemp =1/
2, y1 (X) = Ju2(x). Observe — se 0 que ocorre ao inserir na relagéo de recorréncia acima
a segundaraiz s =- 1/ 2 no lugar da primeira raiz s; = 1 / 2. Utiliza — se a notacéo
{bn} para os coeficientes a determinar no lugar de {an}, notacao ja utilizada na obtencéo
da primeira solugdo. Com sz = - 1/ 2, a primeira destas equac¢des se reduz a uma
identidade, independentemente do valor do coeficiente b:. Por outro lado, as outras
equacdes determinam os coeficientes pares em funcdo de bo, uma constante
arbitraria, e os coeficientes impares em funcdo de b;, também uma constante

arbitraria. Especificamente,

bo_P __ b ho_Pi__Db
221 21 ° 32 3!
boo_P D __b b
Y43 4 ° 54 5l
em geral,
b,, = Sle) , a, ., = D' , para n>1
(2n)! (2n+1)!

Obtém — se assim uma solucéo de Frobenius y(x) na forma

0

X N x*"2 ‘nara x > 0, tal que bo e bi sdo constantes
y(x) = 2(2 n)! Z;, n+1)' p q o€ b1

aleatorias.
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Considerando a normalizacao

b,2"°T(3/2) =1 b, =0 tendo em vista as propriedades da fungéo I'(x), a solugéo
y(x)= XV ip > CD_yonewz , para x > 0, reduz — se & primeira solugéo a
0(2 )' "= (2n+D)!

funcéo de Bessel de ordem p =1/ 2 e primeira espécie, obtida pela série de Frobenius

com s1=1/2, asaber

yz(X): yl(X):Jllz(X) Zw:nlrén]—fB/Z)(xj .

Utilizando a normalizagéao

» 0 _1)[1
2°T(1/2)=1, b,=0, asolugdo y(x)=b, x*" 2 4 h (_in+1/2 fornece
b, 27T (1/ 2) cdo y(x)= HZO(Z ~y %(Znﬂ)!

w ( 1) 2n-1/2
a segunda solucao =J - )
g 680 1,0 =300 = YO 2]

Nota — se que as funcdes de Bessel J_,,,(x) acima obtidas pode ser reescritas

de forma analitica, utilizando as fun¢des trigonomeétricas sen x e cos X. Considerando
— se as representacfes em séries de poténcias dessas funcdes trigonométricas,

obtemos as expressodes alternativas

Jy,(X) = ( jsenx JM(X):(%J cosx, x>0.
w

A solucéo geral da equacéo de Bessel de ordem 1/ 2 é, portanto,

1/2
y(x) =C,J,,(X) +C,J_,,(X) :(ij [Cisenx+C,cosx], x>0, tal que C1 e Cz
X

sdo constantes aleatorias.

2.10.1 Teorema 7

No caso em que as raizes s1 e s> do polindbmio indicial, f(s) satisfazem
condicdo s1 —s2 =N, onde N € um ndimero inteiro positivo, uma segunda solu¢éo, y2(x)

a direita de um ponto singular regular, xo, pode ser obtida na forma
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Y, (X) =cy, (X) In(x—x,) + ibn(x —X%,)®™", tal que y1(x) € uma primeira solucéo em
n=0

série de Frobenius
y,(x)=>a,(x=x%)*",  com a, #0,
n=0

Suposta conhecida e os coeficientes {bn} e ¢ sdo dados por:
1°Paran=0en=N,
b, #0 qualquer, by, =0

2°Paran=1,..,N—-1(N=1)

n-1

TG, +n) k_o[(82+k)pn-k +qn_k]bk_

FPparan=N+1, N+2, ..,

1 n-1

b =_m{z[(sz +K) Py i+, by +c{f (s, +N+n)a, +§ pn_kak}}-

k=0

4° O coeficiente ¢ é dado por

_ (sgne)t & — —
Cc= s+ Na s, +N)a kz_;,li(sz +K) Py + 0y })k .

Perceba que a formula acima permite que c tenha o valor nulo. Sendo assim,
a segunda solugéo, y2(x) também tem a forma de uma série de Frobenius, similar a

primeira solucéo, yi(x)
Y, (X) = Z (X— Xo)sz+n .
n=0

Exemplo: Raizes diferindo por um inteiro

Seja y = y(x), obtenha, em torno da origem Xo = 0, solucdo geral da EDO tipo

Euler

2 "

x“y"-3xy'+3y=0.
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Nesta situacdo, segundo a equacéo f(S) :S(s—l)+Fos+q_odo teorema 4, o

polinbmio indicial é dado por
f(s)=s(s-1)—-3s+3=(s-3)(s-1),
Cujas raizes s1 = 3 e s = 1 diferem por um nimero positivo. A primeira solucédo
é dada por
y,(x) =x°.

Pelo teorema 7, a segunda solucédo € dada por

¥, () = 07,0910 + 3 b, x "

n=1

Comopn=0gn=an=0,paran=1, 2, ..., usando as equacdes b, =0 qualquer,

(sgn(x)" & — .

by =06 c=—————> | (S, +K) P, + U, B, conclui—se que b, =0, paran =1,
N f (SZ+N)aO ;[ 2 k k Pk

2, ... e ¢ = 0. Logo, a segunda solugdo é y,(x)=x', onde bo = 1. Com C1 e C»

constantes aleatdrias, a solucédo geral dessa equacao de Euler, para x>0, é

y(x) =Cx* +C,x
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3 FUNCOES ESPECIAIS
3.1 Funcéo gama

A funcdo gama é uma das mais importantes funcfes especiais de tal forma
gue sua teoria € um pré-requisito para o estudo de muitas funcdes, entre elas a funcao

Bessel. Para x > 0, a fungcdo gama € definida pela formula
I'(x) = j t*Yetdt .
0

Essa integral é impropria e converge para todo x > 0, e converge

uniformemente no intervalo 5§ <x<1, para quaisquer 6>0e ; L<o; logo, I'(x)é

10
15k /

continua para qualquer x > 0.

Figura 1: Grafico da funcdo gama

A funcdo gama satisfaz a equacéo funcional, a seguir, para todo x > 0:
I'(x+1)=x1(x).

Este resultado segue diretamente da definicdo via integracdo por partes:

[(x+1) = Itxe“dt =-t'e™ ‘:: + xJ‘tX‘le‘tdt = XI'(X) .
0 0
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O valor numérico de TI'(x)pode ser facilmente determinado para alguns

valores de x. Por exemplo,

@)= j eldt=1
0

r(%) = [t tdt=2[e " dt =z
0 0

Os resultados acima, juntamente com a equacao funcional (T'(x+1) = xI'(x) ),

permitem as seguintes deducdes

'(n+1)=nl,
1, 123.(2n-1) ~ (20!
TR

validas para n inteiro positivo. Essas formulas séo verificadas por um argumento de

inducdo. A primeira delas explica o porqué da funcdo I'(x) ser considerada uma

extensao do fatorial.

Uma consequéncia também possivel da equacéao funcional é que os valores
numéricos da funcdo gama podem ser computados a partir do conhecimento destes

valores em um intervalo k <x<k+1, para k > 0 qualquer.
Escrevendo a equacéo funcional de uma outra forma, temos que:

I'(x+1)
X

r'(x)= , logo, T'(x) ~1, quando x—0, uma vez que I'(x) é continua para
X

todox>0e I'(1) =1.

I'(x+1)

Além disso, a formula T'(x)= permite a extensdo da definicdo da

funcdo gama para valores negativos nao inteiros de seu argumento. Por exemplo,
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2 2
e
(-4

Geralmente, para x diferente de um inteiro negativo temos

I(x) = '(x+m+1)
X(X+1)...(x +m)

tal qgue m é um valor inteiro positivo. Percebe - se que esta formula mostra que
I'(x) se torna ilimitada quando x tende para qualquer inteiro negativo. Caso o
inteiro m € escolhido de forma que m-1<-x<m+1, obtém - se da formula

'(x+m+1)

Ir'(x)=

X(X+1)...(x +m)

I'(x) ~ , quando X —-m.
X+m

Uma identidade importan que relaciona a funcdo gama a funcdes mais

familiares é
r(X)re-x)=—=
senzx

verdadeira parax=0,£1,+2,... . Essa identidade mostra que a fungdo gama nao

é diferente de

possui zeros,ja que o lado direito da equacao I'(x)I'(1-x) = i
senzx

zero para todos os valores ndo-inteiros de x (para os quais a identidade € valida)

e que para valores inteiros de x a funcdo também nao se anula.

Uma identidade importante, bem utilizada em varias transformacodes e

célculos envolvendo I'(x), € conhecida como a férmula de duplicacao

27 (X)C(X+ %) =J7T(2%)
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Para finalizar, apresenta — se, sem demonstragcéo, um resultado que fornece

0 comportamento assintético de I'(x) , para valores altos de x. Ou seja,

. T'(x+1)
lim——==2r.
xoe xXa X [x

Este resultado, é representado na forma

I'(x+1) ~ x*e*yJ/2zx chamada de foérmula de Stirling

quando x € um inteiro positivo.

3.2 Funcgéo de Bessel

As funcdes de Bessel séo certas solugdes da equacao diferencial linear

de segunda ordem

X2y" + xy' + (x> — p?)y =0, y = y(X),

tal que p € um parametro. Esta equacao € chamada de equacédo de Bessel
de ordem p, e surge no estudo dos fendmenos de propagacdo de ondas, de
conducéao de calor e de equilibrio eletrostatico em dominios cilindricos. Devido
a sua grande importancia pratica, com aplicacfes nos mais variados campos da
fisica, engenharia e matematica, as funcdes de Bessel merecem um estudo mais
detalhado.

3.2.1 Funcéao de Bessel de primeira ordem

O método de Frobenius quando aplicado a equacgdo x2y" + xy' + (X2 —

p?)y = 0 para a formac&o de solugbes da forma

y(x)=x°> ax", nos leva & equagéo indicial s’—p®=0 (com raizes £p) e & relagéo
n=0

de recorréncia sera [(n+s)’ - p*la, =-a,_,, onde a, =0 e a, #0.
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Considerando, sem perda de generalidade, p > 0 (j& que p aparece como
p? na equacdo x¥" + xy' + (x> — pd)y = 0), as equacdes s°—p°=0 e

[(n+s)*—p’la, =—a,_, determinam a solugé&o

0= UZ [E O

= nT'(p+n+1)

1

correspondente a raiz s = p e escolhendo a, =m.
p+

Esta fungcdo Jp(x) € denominada como funcdo de Bessel de primeira
espécie de ordem p. Para p =0,

2P (x/2)t (x/2f
@ @y @y

‘]o(x) =

parap =1,

AT T T
2 112! 213! 3141

A férmula J (x) e os exemplos acima permitem afirmar que se p = 0

ou se p € um inteiro par, Jp(X) € uma funcéo par, e que se p € um inteiro impar,
Jp(x) € uma funcdo impar. Entretanto, se p ndo € um inteiro, em geral a
funcdo Jp(x) admite valores complexos quando x < 0. Caso queira evitar estes
valores, e a consequente necessidade de utizacao da teoria das funcdes de
variaveis complexas, deve - se considerar Jp(X) definida apenas para x > 0 quando

p ndo é um inteiro.

O teste da razdo aplicado a série de poténcias na equacdo de J (x)

mostra que seu raio de convergéncia € infinito. Este resultado é devido ao fato

de que x = 0 é ponto singular da equacio x2y" + xy' + (x> — p?)y = 0. Logo, a func¢éo

-P 0 _1n 2 2n
(gj Jp(x)zz ( )(X/) ’

o nIT(p+n+1)
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é uma funcédo analitica para todo x e para qualquer valor do parametro p>0.

A série acima pode ser considerada para valores negativos de p, é necessario
que se tenha atencdo quando p € um inteiro negativo. Percebe — se que se p é
um inteiro negativo, p+ n+ 1 admite valores negativos paran =20, 1, 2, ..., - p -
2, e o valor zero paran =-p - 1. Logo, I'(p+n+1)se torna ilimitada para estes
valores de n.. Nesta situacédo, define — se 0s termos correspondentes da série
acima como zero. Com esta definicdo, a série converge nao apenas para todos

os valores de x mas também para todos os valores do parametro p,tal que esta
convergéncia é uniforme em cada variavel na regido |x|<R e |p|<N,onde R e
N sdo aleatoriamente grandes. Ou seja, € importante observar que se n é grande,
entdo a razdo entre os valores absolutos do (n+1)®™ e do n*™ termos daquela
série satisfaz a desigualdade

2

X R’
<
An+)(n+1+p) 4(n+D)(n+1-N)

tal que o termo da direita € positivo, independente de x e de p e tende a zero

i D"/

, obtida sob a
= nIT'(p+n+1)

p
quando n Do. Logo, a férmula J (X)= ( )

hipotese p > 0, forma uma funcao analitica para qualquer valor de p. Além
disso, como os termos dessa série sdo fungdes continuas das variaveis x e p,
a convergéncia uniforme desta série em ambas variaveis permitem afirmar que
Jp(X) € uma funcdo continua da variavel p. (isto é, € uma funcdo continua da

variavel p).

Visto que p ocorre somente como p? na equacgao x&y" + xy' + (x> — p?y =

0, espera — se que a funcéo

J,p(X) ( j_ ZOO: (_1)H(X/2) )

o NII(—p+n+1

seja uma solugdo desta equagdo. A funcéo J_ (x) € denominada funcéo de

Bessel de primeira espécie de ordem - p. Verifica-se pela substituicdo na equacéao

X%y" +xy' + (x* —p?)y = 0 que J_ (x) € solucdo desta equag&o.
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Se p é um inteiro positivo, p = m, 0s m primeiros termos da série

-p 9] _ 2n
J (X)= ( j > ()"(x/2) se anulam, sendo, assim, escrita na forma
P = nIl'(-p+n+1)

1Lw-(3] x e

nom NIC(=m+n+1)

considerando n = k + m, tem — se
0 _1 k X 2 2k
L=y (2] 3 L
= KIT(m+k+1)
Logo,
J,00=(-1)"J3,(x), param=1,2, ..,

ou seja, as funcdes de Bessel de ordem inteira negativa sédo diferentes por um

sinal das funcdes correspondentes de ordem inteira positiva.

i (D2

p
Salienta-se que as formulas J (x)= ()
P = niT(p+n+1)

P& (D"(x/2)* . . .
J,(x)= Z , que definem as funcdes de Bessel de primeira
o nII(-p+n+1

espécie de ordens p e — p, respectivamente, combinam — se na formula

p n 2n
= (-D"(%/2) A "y
J (X E tal que o parametro ode ser positivo ou
()= ( j = nil(-p+n+1) . P PP P

negativo.
Esta férmula ndo nos da muita informacéo qualitativa sobre as funcdes de

Bessel de primeira espécie, 0 que nos permite a procurar outras representacdes.

Com esta finalidade, comeca — se por apresentar as seguintes relacdes, obtidas

da formula J_(x) = ( )pi nfl_“?j;())ii)inl)’

%[xp\]p(x)]:xp\]p_l(x),
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%[x“’\] (0 ]==x"3,.,(%),

possiveis para qualquer p. Destas relacdes obtém - se as formulas

xJ,(x)+ pd, (x) =xJ,,(X),
xJ,(X) = pJ, (x) =—xJ ;4 (X).

A formula xJ,(x)+ pd, (X) =xJ . (x) segue de %[prp(x)]=prp_l(x) ap6s

divisdo por xP1. Da mesma forma, a férmula xJ'p(x)— pJ,(X)=-xJ,,(x)segue de

p+1

%[x“’\]p(x)]=—x‘p\]pﬂ(x). A adicdo e a subtracdo de xJ,(x)+pd,(x)=xJ,,(x) e

xJ,(x)— pd, (x) =—xJ,,(x) seguidas da divisédo por x fornecem

J p—l(X) —J p+1(X) = 2‘]p(x)
2p
J p—l(x) +J p+1(x) = T‘J p(X)

Esta ultima equacdo permite o calculo dos valores numeéricos de Jp(X)
para qualquer valor inteiro de p a partir do conhecimento destes valores para as
funcdes Jo(s) e JIM. Isto denomina - se relagdo de recorréncia pura, uma vez

gue ndo envolve as derivadas.

A funcéo geratriz para a funcao de Bessel Jn(x) é

gty =3 3, ("

N=—o0

o I B ) T
FPIRNCIESDICNCER I _z(t Jg

a solucao desta equacéo diferencial &

sco-g0eo 312
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Onde x=0,g(0,t) = gy(t) = 3 J,(O)t" =1, j& que Jo(0) = 1 e Jn(0) = 0

N=—o0

para n=#0. Logo, a funcdo geratriz é

g(x,t) = i J,(t" :exp{%(t—%jx}

N=—o0

Observa-se que, para cada x fixo, esta funcdo é a representacdao em

série de Laurent da funcéo exp exp{%(t—%)x}, tal que os coeficientes sao

dados por

1 1 1
J(X)=—/| expi=|t—=|x it
(%) 27ri-[C p{Z( t) }

tal que C é uma curva fechada qualquer no plano complexo envolvendo a origem.

Ao escolher a circunferéncia unitaria t=e" para esta curva, obtém — se
1 (2 .
Jn(x):zj'g exp{i(xsend—no)}de,
ou, por simetria,
1 7
J.(X) = —I cos(xsend —n@)déo .
7z' 6
3.2.2 Solucao geral da equacao de Bessel. Funcdes de Bessel de segunda

espécie

Considerando que p > 0 ndo é um inteiro, entdo as funcdes Jp (X) € J-p(X)
sao linearmente independentes. Para x = 0 a funcéo Jp (X) se anula de modo que
Jp(X) se torna ilimitada. O comportamento assintético destas fun¢des quando
x—0é dado por

_XI2)" e
I'(p+1)

(x/2)°

I () I(-p+1)

I, (0~
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Logo, para p > 0 nao inteiro, a solucado geral para a equacao de Bessel
X%y" + xy' + (x* — p?)y = 0 é dada por y(x)=CJ,(x)+C,J_,(x) tal C» e C2 s&o
constantes aleatorias.

Quando p é um inteiro, as solu¢des Jp(X) e rp(x) sdo linearmente depen-
dentes. Assim sendo, a solucao representada acima ndo é mais uma
expressdo para a solucéo geral da equagdo x2y" + xy' + (x> — p?)y = 0. Para que
se obtenha uma expressao para a solucédo geral desta equacao que seja valida

para qualquer valor de p, introduz a seguir as funcdes de Bessel de segunda

espécie.

TN ) RN E- 2 P
X(ap] +x(ap]+(x p)(ﬁpJ 2py =0.

Como J_,(x)=(-1)"J,(x), entdo

3y e
5, YV

p

p=m

E uma solucdo da equacéo de Bessel (x3y" + xy' + (x> — p?y = 0) para

Motivados por isto e pela regra de L'Hospital define —se as funcdes de

Bessel de segunda espécie de ordem p

J,(x)cos pr—J_,(x)

Y, (X)=
senpz

J,(x)cos pr—J_,(x)
senpz

Para p = minteiro, o lado direito de Y (X) = se torna

indeterminado, e sendo assim, define — se Y,_(x), como o limite

)

_ 1[(es, a1,
Yo (X) = !)I_Il]an(X) = ;[(E—(—l) a—pj
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i (D"

p
Ao substituir as series J.(X)=
P = nil(p+n+1)

-p 9] _ 2n
J,(X)= ( j Z (D' (x/2) nesta expressao, diferenciando-as com respeito a
o NII(=p+n+1)

p e fazendo p = m, obtém - se

V00 =23 (x)(ln +y] e D'[J PR LI (X/Z)m(nf ZEJ

7ao  n(m+n)! K&

tal que y=-T"'(1) =0,57721566... € a constante de Euler. Quando m =0,

_2 (=D)"(x/2)* 1 1
Y, = J(x)(ln +yj Z oy (1+2+3+...+ j

7T n=0 n

A independéncia linear das funcBes Jp(X) e Yp(X) € originada da
independéncia linear de Jp(x) e J-p(X), para valores néo inteiros de p, e do seu

comportamento préximo de x = 0, para valores inteiros de p.
O comportamento assintotico de Ym(x) guando x —0segue de

=20, (g | LSRR A (3

7ao  ni(m+n)! 1 K

Y -m
Yo(x)-ng, quandox —0, Ym(x)~_M(§
T 2 -

2) , quando x —0, param =

1,2, ...

Isso mostra que Ym(X) se torna ilimitada quando x—0. Logo, para qualquer

valor de p a solucéo geral da equacéo de Bessel (4.15) pode ser escrita como

y(x)=CJ, (x)+C,Y,(x), onde Ci1 e C> sdo constantes aleatorias.

As funcdes de Bessel de segunda espécie satisfazem as mesmas relacdes

de recorréncia que as funcdes de primeira espécie.Por exemplo,

%[prp(x)] =x"Y, ,(X),

%[x‘pr () ==X, (%),
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Y100+, 00 =22V, (0,

Yp—l(X) _Yp+1(X) = 2Yp l(X) .

Com p néo-inteiro, a validade destas férmulas segue de

J,(x)cospr—J_, &)

Y, (X)=
senpz

e das relagdes correspondentes satisfeitas por Jp(x).

Para valores inteiros de p = m, estas formulas séo obtidas tomando-se o

limite p—>me observando-se que todas as funcdes envolvidas dependem

continuamente de p.

. . 1|(0od aJ_
A férmula Y, (x)=IlimY (x)== 6—”—(—1)'“8—p
p—>m T p p

} traz como

consequéncia que, se p = m é um inteiro, entao

Y . .(X)=(=D"Y,(x)e isso a dependéncia linear de Y, (x)e Y_, (x) reduz o calculo

dos valores numéricos de Y__(x)aqueles de Y, (X).

3.2.3 Comportamento das funcdes de Bessel

Em varios aspectos as funcdes Jp(x) e Yp(X) tém comportamento bastante

similar ao das funcdes (senx)/~/x e (cosx)/+/x ou melhor, ao de uma combinacéo
linear destas funcbes. Podemos ver isto introduzindo na equacéo
(x?y" + xy' + (x> — p?)y = 0) a mudanca de variaveis u(x) =\/§y(x) , que a altera na

seguinte equacao para a funcao u(x)

_ 2
u..+(1+1 4p Ju o,
4x

denominada forma normal da EDO de Bessel de ordem p. Quando x —x, esta

equacao se aproxima da equacao

u+u=0
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Tal que as solugdes linearmente independentes sao

u(x)=cosx e u,(x)=senx.

Logo, para valores grandes, o comportamento de J (x) e Y,(x)seja o de

uma combinagao linear das funcdes (cosx)/+/x e (senx)/+/x . Isto gera os seguintes

resultados

A notagdo O(1/x”) (que se Ié "ordem de O(1/x"")) indica que o erro

cometido na aproximacdo € majorado, para X positivo e grande, por uma
constante positiva multiplicada pelo fator 1/x*. Quando x tende ao infinito, o

erro vai para zero, assim como 1/x*.

Uma consequéncia destas formulas é que as funcdes Jp(X) € Yp(X)
possuem um numero infinito de zeros, localizados nas proximidades dos zeros

das funcdes cos(x—z/4—prl2)e sen(x—x/4-prl2), respectivamente.

Apresenta-se no quadro abaixo os primeiros zeros das funcdes de
Bessel Jo(x), Ji(x) e J2(X).

Jo(X) |2.404 5.520 8.654 |11.792
Ji(x) |3.832|7.016 |10.17313.323
J2 (X) [5.1358.417 11.619 14.795

Os gréficos das fungdes Jo(x), Ji(x) e J2(x), e os das func¢bes Yo(x),

Y1(x) e Y2(x) séo apresentados nas Figuras 2 e 3, respectivamente.

Quando p=%1/2, a forma normal da EDO de Bessel se reduz a

equacdo u'"+u=0. Neste caso, valem os resultados
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2
J,(X) = Esenx

/ 2
Yy, (X) = —~ COS X

O comportamento assintotico das fungdes de Bessel Jp(x) e Yp(X) quando

X —0 segue das féormulas Jp(x):(gj i ng;i)_”ﬁi)inl), Jp(x):(gj i ns;i)_“ﬁi)inl)

J,(x)cos pr—J_,(x)

Y,(X)=
e senpz . Obtém — se

1 x\° ,
L0 =ap(3) [1000], (x0)

1 X P 2
roft) o) oneo
Y, (x) = )
X 2
;['”(Ej O,5772..1[1+O(x )] (X0, p=0)
1
Jo
0.8
J1
0.6¢ Jo
0.4

2 : 6 g 10
Sl
=04

Figura. 2: Grafico das funcdes de Bessel Jn(X), paran=0, 1 e 2.
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|
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Figura 3: Grafico das funcOes de Bessel Yn(x), paran=0,1e
2.

3. 2.4 Ortogonalidade das funcdes Jp(Ax)

A equacdo x’y"+xy'+(A°x*—p?)y=0, y=y(x), tal que 1 € um parametro,
gue surge com frequéncia quando o método da separacao de variaveis € utilizado
para a resolucdo das equac0Oes diferenciais parciais fundamentais da fisica. As
solucdes desta equacédo sdo obtidas a partir das solucdes da equacédo (x?y" + xy'
+ (x> — p?)y =0). Se a fungdo y = y(x) € uma solucéo desta Gltima, a fungéo y =

2. ,mn

y(AX) € uma sélucdo de x*y"+xy'+(A°x* —p?)y=0.

Sera apresentado relagdes de ortogonalidade satisfeitas pelas funcfes Jp(
AX). Estas relagbes sdo de extrema importdncia para o problema da
representacdo de funcdes nas chamadas séries de Fourier-Bessel. Esta
representacdo é um caso a parte da teoria de representacdo de funcbes em

termos das autofuncdes dos chamados operadores de Sturm-Liouville.

Considere A e u dois valores ndo-negativos e considere as funcdes

y=J,(x) e z=J (ux), com p>-1.De acordo com as observacoes,estas funcdes

satisfazem, respectivamente, as equacdes:
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XCy"+ Xy '+ (A2 - p*)y =0,

X2z xz'+ (uxt - p?)z=0.
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Realizando a subtracdo da primeira equacdo multiplicada por z da

segunda multiplicada por y e dividindo o resultado por x, obtém — se
[X(yz'-2y)]'= (A - " )nyz.
Integrando esta Ultima equacao de 0 a 1, o resultado é
. N 2 2 i
[x(yz'-zy )]Lzo =V -u )Ixyz dx
0

como
y=3,(0=x"() e 2=J ()XY,
tal que ¢(x) e w(x) sdo fungdes continuamente diferenciaveis, portanto

[x(yz'-2y")]

=0

x=0

1
x=1
para p>-1.Logo, no lugar de [x(yz — zy')]‘X=0 =(A° _ﬂz)!Xyz dx
escreve — se
1
3, (A3, (1) =23, ()3, '(2) = (2 = 1) [ X3, (Ax)3 , (ux)lx .
0
Quando A= u, a formula acima pode ser escrita também como

1 3,03, (1) - 23,(1)3, ()
! xJ, (A3, (x)dx = T

Para obter o valor da integral quando A= considera-se o limite x—p

na equacao acima e usa-se a regra de L'Hospital para conseguir a indeterminacao

do membro do lado direito desta equacgao, obtendo o resultado



61

1 ) 1 Y i 2
IOXJp(ZX) dX=E[(Jp (ﬂ«)) +[1_%)(‘]p(ﬂ“)> }

Estas duas Uultimas equac¢fes nos fornecem as seguintes conclusoes:

1% Quando A e u sdo raizes da funcdo de Bessel J (x), ou seja,

3,(1)=3,()=0,

tem — se

0

1 ’ se 1#
xJ (AX)J (ux)dx = M
X0, G0 1 e
2 se A=u.

2% Quando 4 e u sao raizes da derivada de J (x), ou seja,
3,/4) =3, (1) =0

tem —se
01
1 2 se A#u,
joxJp(/lx)Jp(ﬂX)dXZ 1 _p_z (Jp(;t))z,
2 A se A=u.

32 Quando A e u séo raizes da equacao xJ'p(x)+th(x) =0, tal que h é constante,

ou seja,
23,'(2)+h3 (2) = a3, () +h3, (1) =0,

tem — se também
0,

X3, ()3, (X)dx =1 1(, h?—p? )
k E(1+Tfj(Jp(z)) ,

se A#u,

se A=u.



62

3.2.5 Funcdes de Bessel com argumento imaginario

E com frequeéncia que se observa os problemas da fisica matematica que
levam a equacdes muito parecidas com as equacOes de Bessel. Entre elas,
merece um destaque especial a equacao

XZyn_l_Xyl_(XZ_l_pZ)y:O y:y(x)
conhecida como equacédo de Bessel modificada de ordem p. As solugcdes desta
equacao podem ser obtidas através das solucbes das equacBes de Bessel

correspondentes pela substituicdo x> ix nestas Gltimas. Qualquer solucéo

desta equacao pode ser escrita como y(x) =C,J (ix) +C,Y, (i), tal que Ci e C>
séo constantes aleatorias. Contudo, estas solugdes admitem valores complexos.
Por isso, escolhe — se

y(x)=CJ, () +C.K, (x)

tal que as fungdes Ip(x) e Kp(x) sdo denominadas fun¢des de Bessel modificadas
de primeira e segunda espécies, respectivamente. Estas funcdes estdo ligadas

as funcdes Jp(X):

1,09=(0)"3, ()

Z pr_lp(x)
K, (X) = 2 senpr para p=0,+1,+2,...,
Lpr(x),

para m=0,+1+2,....

Verifica — se, a partir da representacdo em série de poténcias da funcao
Jp(X) que Ip(x) e, portanto, Kp(x), admitem valores reais para valores reais e
positivos da variavel x. Além disso, estas funcdes ndo possuem zeros no eixo

real positivo x > 0, isso pode ser observado na figura 4.
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Figura 4: Grafico das funcdes de Bessel modificadas Ip(x) e Kp(x),
parap=0,1le?2.

z I—p -1 p(X)

As fungdes 1, (x)=()"J (ix) e K (x)= 2 senpr ' tornam evidente que
lim K (),
p—>m

as funcbes Ip(x) e Kp(x) satisfazem propriedades analogas aquelas satisfeitas

pelas funcdes Jp(x). Como exemplo,

d
100+ a0 =2 [ 1,09]

1200~ 110 =221,

d
Ky 209+ K, () =2 K, (9]

Ky 10— Ky 00 = 22K, (0

As relacdes envolvendo a funcao /p(x) sdo deduzidas pelas propriedades

Z I—p -1 p(X)
da funcao Jp(x). Estas relagdes ligadas a definicdo K (x)= 2 senprw 7permitem
limK_(x),
p

p—>m

a deducéao das correspondentes envolvendo Kp(x) para valores néo inteiros de
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p. Os resultados podem ser estendidos para valores inteiros de p usando-se a

dependéncia continua de Kp(x) em p.

Duas outras formulas sao

para m=0,+1,+2,...,

| (0 =1,(x),
{Kp(x): K, (%),

para p=0,+1,42,... .

O comportamento assintético das fungdes Ip(x) e Kp(Xx), quando x—0

, € caracterizado pelas relacdes

1 X\’ X
|p(x)=r(p+1) (EJ {1+00)},

1 x) " )
Er(p)(ij {1+O(X )}’ para p>0,

K, (x) =
—[In (§]+o,5722..}{1+0(x2)}, para p=0.

e, quando X —» o, pelas relacdes

1 1
I (X)= e"+0| —
0= +0[ s |

T 1
Kp(X): Ze +O(W]

De maneira analoga ao caso da equacdo de Bessel, a equacdo de

Bessel modificada ocorre muitas vezes na forma que possui um parametro

2.,m

Xy"+xy'=(AC+pY)y=0  y=y(x),

tal que as solucdes, para qualquer valor de p, podem ser obtidas diretamente das

solucbes da equacdo de Bessel modificada pela substituicdo X+> AX:

y(x) =C,1 ,(1x) +C,K (1x) .
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Outra equacéao relacionada com a equacédo de Bessel que possui

uma grande importancia €

XY+ Xy '+ (=" = p*)y =0.
Esta equacédo pode ser considerada ou como a equacao de Bessel

de ordem p com parametro A=+-i ou como a equacido de Bessel

modificada de ordem p com parametro A=4/i. Observando o primeiro ponto

de vista, sua solucéo geral pode ser escrita como
y(x) =CJ, (V=ix)+C,Y, (v-ix).
Ja de acordo com o segundo tipo, pode ser escrita como

y(x)=Cl, (\/i_x)+C2Kp(\/i_x).

Uma solucédo geral pode ser formada a partir de quaisquer duas

solucBes particulares linearmente independentes. E comum, quando se trata
do estudo de X°y"+xy'+(-ix*~p°)y=0, a escolha do par Jp(J—_ix), Kp(\/i_x),
para este objetivo. Com esta escolha, e lembrando que —i=i%, temos a

seguinte expresséo para a solugdo geral de X°y"+Xy'+(=ix*— p®)y=0

y(¥) =C,J, (i**x)+C,K, (i"*x) tem —se

. o (1) (i¥2x / 2
Jp(is/zx)_( a ]Z( )( X )

~ nll'(p+n+1)

Lembrando que i*" assume apenas os valores +1 e +i, dependendo
de n ser par ou impar, a série acima pode ser separada em sua parte real e
sua parte imaginaria:

32y i o (_1)1'()(/2)41 (%2 % (X/2)4j+2
T ( j Z( 2P (p+2j+1) ( 2 ] ,Z_;‘(ZJ+1)|F(p+21+2)

]
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*3p/2

Ainda, como i**° =cos(3zp/4), pode — se escrever

(2 {2 22

tal que Z e Z correspondem a primeira e a segunda série em
i

r

:3/2 i > (_1)1'()(/2)41' (32 o (X/2)4j+2
e ( j'Z(ZJ)'F('“ZJ”) ( 2 ] §(21+1)'r(p+21+2)

respectivamente.

Esta Gltima expressdo separa as partes real e imaginaria da funcao
Jp(i%/2x). A série que constitui a parte real define a funcédo berp(x) e aquela que
constitui a parte imaginaria define a funcéo beip(x). Esta nomenclatura é sugerida

pela relacédo destas fungdes com as funcdes de Bessel.

De maneira similar, a funcdo Kp(i'/?x) pode ser decomposta em suas

partes real e imaginaria, que definem as funcdes kerp(x) e Kkeip(x),

respectivarnente. Logo, a solugio geral de X' Y"+Xy'+(-ix*~p?)y=0 pode ser

representada na maneira
y(x) =C, (ber, (x) +ibei, (x)) +C, (ker, () +ikei, (x))

Nota - se que a funcao berp(x) + beip(x) € finita em x = 0 e é ilimitada

guando X —oo, a0 mesmo tempo que a funcao kerp(x) + i keip(x) se torna ilimitada
guando x—0 e tende para zero quando Xx—>x. Observe as figuras 5 e 6 a

sequir.
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_101.

Figura 5: Graficos das funcfes de berp(x) e beip(x), parap =0, 1.
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Figura 6: Graficos das func¢bes de kerp(x) e keip(x), para p =0, 1.
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3.2.6 Equagdes redutiveis a Equacéo de Bessel

H& véarias equacbes diferenciais tal que as solucbes podem ser
expressas em termos das funcbes de Bessel. As equacbes a seguir séo

exemplos deste fato.

2.,m 2., 2. ,m

Xy e xy (A -ph)y=0; Xy xy=(x*+pY)y=0;  Xy"+xy'-(Ax*+p’)y=0;
X2y "+ xy '+ (<ix* - p?)y =0,

Estas equacdes, sao casos particulares da classe de equagdes a seguir

X*y"+ x(a+2bx")y +[ c+dx* +b(a+r—Dx +b’x* [y =0.

que, se (1-a)°>4C e d,r,s 0, possui como solugéo geral

Y(x) = x"e [ CI,(Ax°) +C,Y, (Ax) |,
, 2
tal que a:]%, 1329, l:@ e p:%
r S

Caso d <0, as fungdes J, e Y, devem ser substituidas pelas funcdes 1, e
K, respectivamente. Caso p nao seja um valor inteiro, as fungdes Y, e K, podem

ser trocadas pelas funcdes J,el .
3.3. Funcédo de Legendre
As solucdes da equacédo de Legendre de ordem p
(L-x)y" -2+ p(p+1) =0, y=y(),
tal que p € um parametro real ou complexo.

A equacdao de Legendre (com p inteiro) aparece, por exemplo, quando se

estuda a equacao de Laplace em coordenadas esféricas.
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Representando a equacao de Legendre na forma

2x ., p(p+2)
_ =0
1—x2y+ 1-x? y

yll

Percebe — se que a origem x = 0 é um ponto ordinario para esta
equacdo. Por consequéncia, o método de Frobenius pode ser aplicado para a

construcdo de duas solucdes linearmente independentes na forma de séries de

poténcias centradas na origem, convergentes, no minimo, no intervalo |x|<1.

A substituicdo da série
y(X) =chxk
k=0

na equacao de Legendre fornece a relacdo de recorréncia

(p=Kk)(p+k+1)
C = C =
n+2 (k+1)(k+2) K para k=0,1,2,...,

2z
1-2°

P(z) = e Q(z)zw tal que co e c1 arbitrarios, de onde obtém — se
—Z

y(x):c[l— p(p+D) o, P(P-2(P+D(P+3) o, j+cl[)(_(|o—1)(|0+2)X3+(|o—1)(|o—3)(|o+2)(|0+4)XE—,+ j
0 21 41 3! 41

De maneira mais complexa, a solucédo acima pode ser escrita como
y(X) =Cop, (X) +C,0,(X)

tal que

" :1+§(—1) p(p—2)...(p—i|;:)f)(p+1>...(p+2k—1) -

q,(x) = X+g(—1) (p—1)(D—3)---§§k—+21|;;r1)(p+2)---(|0+2|<) 2K
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Pode — se verificar que, as duas séries de poténcia acima sé&o
convergentes para |X<1 e representam, neste intervalo, fungdes linearmente
independentes. Consequentemente, como Co € €1 S80 constantes arbitrarias, a

equagdo Y(X)=C,p,(X)+¢q,(X) define a solucdo geral da EDO de Legendre
(L-x")y"-2xy"+ p(p+1)=0.

Agora, observa — se 0 caso de p ser um inteiro ndo-negativo p = n.

. . < . _ (p=k)(p+k+1)
Referindo-se a relacéo de recorréncia C,,, =— C,, vemos que

(k+1)(k+2)

Como consequéncia, quando n € par, a série para pn(x) termina em x",
enquanto a série de gn,(x) tem infinitos termos. Quando n é impar, a série para
gn(x) termina em x", enquanto a série para pn(x) é infinita. Ou seja, para n par,

pn(x) € um polindbmio de grau n. Para n impar, gn(x) € um polindmio de grau n.

Os polinémios pn(x), para n par, e gn,(x), para n impar, apos as apropriadas
normalizacdes indicadas a seguir, constituem os polindémios de Legendre, deno-
tados simplesmente por Pn(x). E usual referir-se aos polindmios de Legendre
Pn(x) como funcdes de Legendre de primeira espécie e ordem n. Estes po-
linbmios séo utilizados na resolucdo de problemas da fisica matematica. Da
mesma maneira, as séries infinitas correspondentes as outras solucdes que nao
0s polindbmios Pn(x) sdo denotadas por Qn,(x), e também chamadas de fungdes

de Legendre de segunda espécie de ordem n.

As normalizacfes que definem as fun¢cdes de Legendre Pn(Xx) sdo simples-

mente aquelas que fazem estas funcdes admitirem o valor 1 para x = 1. Temos

P(x)= { P (x) /Py (L), se n é par,
d,(x)/q, (@),

se n é impar.

Nas funcdes Qn(x), as normalizacdes sdo dadas por

P, ®)d, (x), se n é par,

o (X) = {—qn @, (%)

se n é impar.
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Os polinbmios de Legendre Pn(x) podem ser escritos na forma

{n/Z, se n € par,

(n-1)/2, se n é impar.

Sao as seguintes expressodes para os polindmios de Legendre de ordem
n=0,1, 2, 3, 4,5; o grafico correspondente corresponde a figura 7 a

sequir.

P,(X) = %(3X2 -1,

P,(x) =%(5X3 -3x),

P,(X) = % (35x* —30x* +3),

P.(x) = % (63x°> —70x> +15X) .

Figura 7: Graficos dos polinbmios de Pn(x) paran=0,1, 2, 3,4 e 5.
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Os polindmios de Legendre Pn(x) assumem, ainda, uma outra
descricdo, chamada de férmula de Rodrigues

1 d
2"nldx"

P.(X) (x*-1)".

Pela formula de Rodrigues, o polinbmio de Legendre Pn(x) é dado em
termos de n diferencia¢des do bindmio (x*-1)". Para verifica-la, desenvolve —

se o referido bindbmio pela formula de Newton

2 n N\ Nk n! 2n-2k
00" =2 0 e o

e diferencia - se o resultado m vezes.

As funcgbes Qn,(x) podem ser obtidas diretamente pelo método de
reducdo da ordem, aplicado a equacao de Legendre, utilizando-se a primeira

solucédo Pn(x), e as normaliza¢cbes dadas pela. condigdo dita anteriormente (

P, (D)g, (%),

_qn (1) pn (X)! )

Qn(X)={

Tem — se as seguintes formulas para as funcdes Qn(x) de ordem n = 0,

1, 2, 3; cujo gréfico é representado na Figura 7:

QO(X)=%|HG+—XJ,

Q () =R Xx)Q () -1,

Q) = Pz(x)Qo(x)—gx,

Q(x) = Ps(X)Qo(X)—gXZ +§ .

As expressdes acima para Qn(x) afirmam que estas fun¢cbes ndo séo

definidas nos extremos do intervalo - 1 < x < 1.
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A solucéo geral da EDO de Legendre (1-X°)y"-2xy"+p(p+1)=0 de ordem

inteira n&o negativa p = n, pode ser representada na maneira
y(x)=C,P (x)+C,Q,(x)

tal que Ci e C2 sdo constantes aleatdrias, onde Pn(x) € a funcdo de Legendre
de primeira espécie (ou polinbmio de Legendre) de ordem n e Qn(x) € a funcao
de Legendre de segunda espécie de ordem n (dada por uma série infinita con-

vergente no intervalo |x|<1).

Os polinbmios de Legendre possuem varias propriedades que tornam
mais simples a sua utilizacdo. Sendo assim, especial destaque ocupam as

férmulas de recorréncia que relacionam polindmios de ordens consecutivas.

Figura 8: Graficos das funcdes de Legendre de segunda espécie Qn(x),

paran =0,1,2e 3.
3.3.1 Ortogonalidade dos polinbmios de Legendre

Os polinbmios de Legendre satisfazem as seguintes relacdes de

ortogonalidade no intervalo - 1 < x < 1:

0, para m=n,

[ PP dx=1 2
2n+1’

para m=n.
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3.3.2 FunglOes de Legendre associadas

Sdo funcbes bem usuais nas aplicagcdes da fisica matematica as
chamadas fungdes de Legendre associadas. Estas func¢des séo certas solucdes da
equacao de Legendre associada

2

(1—x2)y"—2xy'+{n(n+l)—lm 2}y:O y =y(X),

tal que n e m sdo inteiros, n>2m, e n>0.

Observa — se primeiro a situacdo em que m € um inteiro nao-negativo.

Inserindo na equacao acima a alteracao de variaveis
2\m/2 . ~
y(X) =(1-Xx7)""u(X), no intervalo |x|<1, tem — se que x(x)a nova equag&o

(1-x*)u"=2(m+D)xu'+(n+m)(n+m+Yu=0.

Esta equacdo é a mesma obtida apés m derivacdes da EDO de
Legendre de ordem n. Como consequéncia, pode - se representar a solucao

geral da EDO de Legendre associada de ordem n e grau m (

m2

1-x?

(l—xz)y"—ny'+{n(n +1) - }yzo) na forma

y0) =)™ v ()
dx
tal que

Y (X) = CO I:>n (X) + C1Qn (X)

€ a solucédo geral da EDO de Legendre de ordem n e C1 e C2 sdo constantes

aleatoérias.
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Define - se as funcbes de Legendre associadas de ordem n e grau m de
primeira e segunda espécies, denotadas, respectivamente, por P"(x) e Q" (x),

pelas expressoes

m

PM(x) = (L x2)™2 ;’Xm P.(X)

Q==X £ 20,0
X

Como caso particular, tem — se

PPX)=R(X) e Q(x)=QX).

As funcOes de Legendre associadas de primeira espécie Pnm(x) de
ordem n = 1,2, sdo dadas por

R(x) = (L-x*)";
Py (x) =3x(1-x*)"?;

P2(X) =3(1— ).

Figura 9: Funcdes de Legendre associadas Pm(x), param =0, 1 e 2.
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Figura 10: FungGes de Legendre associadas Q,'(x), param =0, 1 e 2.

Nas figuras 9 e 10 apresenta - se os graficos das fungdes B,"(x) e Q;'(x),

respectivamente, param=20, 1 e 2.

Define - se as func¢des de Legendre associadas de ordem n para graus inteiros
negativos -m, ou seja P,"(x) e Q,"(x), comm=1, 2, .... tem — se
(n — m)l m

P () =(1)" —=R"(X)

(n+m)! "

(=M om (x)

(n+m)!

Q" () =(-D"

Observe-se que, para qualquer grau m, as funcdes de Legendre

associadas de ordem n de primeira especie P"(x) séo limitadas nos extremos

dointervalo —-1<x<1. As fun¢des de segunda especie, Q"(x), sdo ilimitadas nos

extremos x=41.
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3.4 Funcdo geratriz para Pn(x)
A funcao geratriz para os polinbmios de Legendre é definida por

G(x 1) =

x4t

Expandindo-se a expressao acima em série de poténcias em relacdo a

variavel
t (utilizando, por exemplo, a expansao do bindmio de Newton), encontra — se

13 13..(2n-1)

1 .
G(x,t)= (-2t +t) Y2 =[1-t(2x -] =1+=(2x 1)+ —— (2x-t)* +..+ t"(2x-1)" +
(x,1)=( ) =[1-t( )] 2( ) 222!( ) o (2x-1)

A série acima é valida, por exemplo, para [t|<le |X|<1. Verifica — se que

seus coeficientes sdo os polinbmios de Legendre Pn(x), dados pela equacao

L (-Df@n-2K)!
(P”(X):kz_:;2”k!(n—k)!(n—2k)!x )

Na regido de convergéncia da série, tem — se

G(x,t) =

P (x)t"
\/1 2xt +t2 nz;' ()

permitindo que a funcdo G(x, t) seja denominada de funcdo geratriz para os

polinbmios de Legendre.

Da série de poténcias acima, pode - se obter varias propriedades dos

polinébmios de Legendre Pn(x). Como exemplo, observando que a funcdo G(x,t)

satisfaz a equacado a derivadas parciais de primeira ordem

(1—2xt +t?)

%Jr(t—x)G(x,t):O,

e inserindo nesta equacdo a expansédo (G(x,t)= \/7 ZP(x)t ) para
1-2xt+t

G(x,t) ,0btém - se, apds separacdo em iguais poténcias de t, a importante formula

de recorréncia (denominada pura),
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(2n +1) XPn (X) = (n +1) Pn+1(X) + nPn—l(X) )

a qual estabelece que, dados Po(x) e P1(x), pode - se obter, um a um, todos

os demais P, (x).

A segunda relagdo de recorréncia para os polindbmios P (x) pode ser

obtida, utilizando-se, desta vez, a expansao em série de poténcias de t da

derivada parcial da funcao geratriz em relacéo a x, ou seja

=t(l-2xt+t*)¥? = ;G(x,t) ,

oG(x,t)
OX 1—2xt +t2

e utilizando-se as expansdes, em séries de poténcias em t, das funcdes G(x,t)e

t/(1- 2xt+ t ), pode - se determinar a correspondente expansdo em série para o
membro da esquerda da equacdo acima, envolvendo apenas o0s polinbmios
Pn(x).
Substituindo-se na equacao acima e igualando-se os coeficientes de
igual poténcia de t, obtém - se a nova relacéo de recorréncia
P, (X) = P,.. (%) = 2xP, () + P, 4 (X)

Através destas duas relacbes de recorréncias pode — se adquirir a

denominada férmula de diferenciacéo

(X" =R, (x) =P, '(x) = nxP, (X) -nP,_; (x)..

Pela equacio acima e também de (2n+1)XP,(x)=(n+1)P _,(X)+nP. ,(X), szo

obtidas as importantes operacdes

1-x* _,

P (X)=xP, (x)+ . P.'(x), bara ns1
1-x*

P (X) =xP,(x) - P '(x), para n>0,
n+1
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as quais nos dao, respectivamente, P, ,(x) e P, ,(X), quando se conhece P, (x).

Vale verificar que as duas operacdes acima podem ser manipuladas para a
EDO de Legendre de ordem n.

d*R(x)

dx®

2 8P 00)

1-x%) +n(n+1)P.(x) =0,

3.5 Funcéo de Hermite

Define — se os polinbmios de Hermite (Hn(u)) € como os coeficientes da

série de poténcias da seguinte funcéo geratriz

© 7"
g(Z, U) _ e—zz+22u _ 2_

H,(u)
n=0 n!

Tal definicdo é util, pois possibilita a derivacéo de relacdes de recorréncia

A : . . 0 ~ .
entre os polinbmios de forma muito simples. Apllcandoa— na equacgao acima:
z

0 n-1 n

00 Zn o Z
H =) —H_ ()= @uH,-H)z°+) (2uH, -2nH_,)—=0
n=1 (n —1)| n( ) ; n! n+1( ) ( ° 1) g( n n—l) nl

aq =(-2z+2u)g =
oz
proporciona a relacéo de recorréncia:

2uH, - 2nH, , =H n= 012,.

n+1?

gue permite a obtencdo de qualquer Hn(u) conhecendo apenas Ho. Como
g(O,u) = 1, tem - se que Ho(u) = 1. Logo, os primeiros polindmios podem ser

facilmente encontrados através da equacao acima:

H,(u) =1 H,(u) = 2u; H, (u) = 2(2u* -1); H,(u) =12u (%uz —1).
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Agora, deriva - se a funcao geratriz em relacéo a variavel u para encontrar

outra recorréncia:

+

g_gzzzg:zZ_Hr;(u):zzz H,(u) = H,2nH, (u)
n=1

n
= n! n!

H W= H, W =3

n! = nl!

Derivando a equagéo acima e usando a equagdo 2uH,— 2nH,_, =H
chega - se a EDO de Hermite:

n+1

H, (u)—2uH, +2nH_(u)=0

3.6 Funcéo de Laguerre

Os polindbmios de Laguerre surgem na analise de solugcfes para a seguinte

equacao diferencial

xy"+(1—-2)y'+ny=0

Ao desenvolver y em séries de poténcias, obtém — se a relacao de recorréncia
entre coeficientes consecutivos,
a, =" 4 k-012. e y(x)—ia X
k+1 (k +1)2 k 1 17 e — k -
Pode — se ver que quando n é natural o coeficiente da poténcia de grau maior
e diferente de n de anula. Entdo, uma solucédo linearmente independente € um
polinbmio de Laguerre de ordem n , denotados por Ln(x). Para que se determine a

segunda solucéo linearmente, deve — se estudar as solu¢bes da seguinte equacao:

y )+ p()y'(x)+a(x)y(x) =0
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O polinémio de Laguerre de ordem n é definido da seguinte forma:

L= ((%De & e

desenvolvendo essa representacéo, tem — se:

. nin! o nin!
L(X)=> (D" [=x =) () ———x*.
() kZ::;( ) (kjk! kZ:;‘( ) (n—k)'k!k!
Os polinbmios de Laguerre também podem ser definidos através da seguinte

integral:

Xt

e (l_t)

1
L00=5q¢ o

onde a integragdo é realizada no sentido anti-horario sobre qualquer caminho

fechado em torno da origem do plano complexo contido no disco |t| <1.

3.6.1 Funcéao geradora dos polinémios de Laguerre

A funcéo geradora dos polindbmios de Laguerre é dada por:

pxt)=3 L"(Ix)t“ =ii(_k1|) (ijkt“, t| <1

o N n=0 k=0

Trocando — se a ordem dos somatorios, fazendo a mudanca m=n—-k e

reordenando os termos, encontra — se:

o (11K w k

Se:
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Com isso, a partir da funcéo geradora, desprezando — se a poténcia e
derivando em relacdo a t, chega — se a uma relagéo de recorréncia da seguinte

forma:

La (0 =(@n+D)L, () -1°L, ,(9)

3.7 Exemplos

01. Mostre que a equacédo de Legendre pode ser escrita na forma

[(1— xz) y‘]l =—a(a+1)y,

o que fornece para qualquer polindmio de Legendre P, (x)a relagéo

[(1— x?) Pk'(x)} = —k(k +D)P,(x).
Tome k =n na equacéo acima e multiplique ambos os membros por P, (x) . Da mesma
forma, tome k=m e multiplique ambos os membros da referida equagao por P,(X).
Diminua as duas equacdes resultantes e integre membro a membro no intervalo [—1,1]

. Utilizando a integracao por partes, mostre a chamada propriedade de ortogonalidade

dos polindbmios de Legendre no intervalo [—1,1], a saber

2
[ PP, dx={2ns1" "™
0, n=m.

- [@-x*)y'] =—a(a+1)y
Usando a regra da cadeia, tem — se

1L-x)'y'+(1-x)y"=-a(a+1Dy
=2xy+(@1-x)y"=—a(a+1)y
y'(L-x)+y'(=2X)+a(a+1)y=0

Em particular, para y =P,(x) (Legendre), tem — se

P/ (X)L X*) +P,(x)(-2X) + P,(¢” + @) =0.
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Il — Para provar a ortogonalidade, seja < f(x),g(x) >= J:ll f (x)g(x)dx (produto interno)

2
Mostrar que J'_ll P.(X)P, (x)dx={2n+1’
0  nzm.

n=m,

Usando o fato I, tem — se (L— x*)P. (x) — 2xP,(xX) +n(n+1)P,(x) =0
e decorre di[(l X )Pn'(x)]+ n(n+1)P,(x) =0 (*).

Multiplicando (*) por P, (x) e tomando a integral do produto no intervalo [—1,1]
tem —se n(n+1)[" P, ()P, (x)dx =[P (x)i[(l—xz)P'(x)]dx
N m - g m dx n '
Integrando por partes a equacgao supracitada obtém — se
(n+Dn[" P, ()P, (x)dx = (1 x*)P, ()P, (X)] | + [ 1~ x*)P;(x)dx , donde
1 1 . . .
(n*+m) [ P OIP,()dx = [ (1=x*)R, ()R, ()dx . (i)

Analogamente, invertendo os papéis de “n” e “m”, que é o equivalente a

iniciar a equagéao por P, (x) e tomar o produto por P,(X), é trivial constatar que

(m? +m)[" PO, ()= [ @-x*)P(x)Ps (x)dx . (i)
Fazendo (i) = (ii), tem — se

n(n+D)] P,(x)P,()dx =m(m+1)[" P, (x)P, (x)dx..

Claro que, se n=m, entdo J': P.(x)P,(x)dx=0 (**).

1 0
Para m=n, tome I'(x,t)=(1-2xt+t*) 2=> P (X)t". Assim

n=0

0

r’(x,t) = o0l =D POOt"Y R, ()t" = > P, (X)P,(X)t"" e integrando em x sobre
XU+ n=0 m=0 n,m=0
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=3t [ P (9P, (x)dx.

[-11], tem —se Ill il

Usando o resultado (**) acima e fazendo m=n

2

0

Illl 2xt +t? z I [F.00] d

n=0

Desenvolvendo j ' Lz _tem — se
-11-2xt +t
[ de_Ing-2xt+ ) [ln(1+2xt+t2)—|n(1—2xt+t2)}=
11— 2xt +12 -2t

-1

:%[In(1+t)—ln(1—t)]:%Kt_E+E—E+...j+(t+£+§+ﬁ+...ﬂ

Comparando os coeficientes de t*" nas séries anteriores, tem — se

se n=m.

1 2
P (xX)P, (x)dx = ,
[P OOR, (dx ==

02. Mostre que o polinbmio de Legendre P, (x) pode ser escrito

[n/2] (2n-2k)! n-2k
R (x) = g znk!(n_k)!(n—Zk)!X ,

onde [n/2]significa 0 maior inteiro contido em n/2 (ie.<n/2).

w2 (2n—2K)!
| — Para provar que P,(x)=» (-1 . ’
p q n (X) kzz;,( 2"k1(n—k)!(n—2k)!

tem — se
1.35..(2n-3)
ni2"

M) [ Paa(0dx=(-1)"

1 0
Para (i) considere a geradora I'(x,t) = (1-2xt +t?) 2 = Z P,()t" . Logo

n=0

paran>2 e I:PZH(x)dx:O, para n>1.
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1
_Ja st ’
N2+ e —Lﬂt T +3£ St —--}:

it“jlp (x)dx:r(l—ththz)_%dx:
" Jo n 0 2 21 22

=1+ l—lizt%—.;sts—....
2 212 312

Comparando os coeficientes com respeito a t" na série, decorre o resultado.

03. Mostre que a funcao

2 drl 2

H,(x)=(-1)"e" e

n

€ uma solucao polinomial da EDO de Hermite

y"=2xy'+2ny =0, y=y(X).

[n/2]

I—Sabe—sequeH(x)_nZ() T 2k)l( X)"2

Sendo assim

£ Hn(X)tn ~ o ([n/2] (_1)k(2X)n—2k ) o (_
2 _Z(Z k1(n—2k)! ]t {Z(;

=0 . n=0\ k=0

D't || & (2X)" . 2 (A" || & (2xt)"
e b e

>

. ~ _¢2 . A .
Obs.: Usou — se acima a expanséo de e e e** por polindmio de Taylor com resto de

Lagrange.
: 2 H, (x)t"
Assim, usando o fato de e*" =y ( ) , tem —se
n=0
Hn(X) :(d_neZthzJ — g~ ( d - e*(x t)? J )
dt o dt o
) . d d ~
Tomando zZ=Xx-t é facill ver que i e, entao,
z

n n

2 2 d _x? -
e’ j =(-1)"e" Fe ", como queriamos demonstrar.
X
X=Z

d
H, () =(-1)"¢" [d”
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04. Com relagéo aos polinémios de Hermite H_ (x) definidos no problema anterior,
verifique a relacao
H, () =2nH, ,(X).

Mostre que

_[:[Hn(x)]zdx=\/;2”n!.

XZ

| — Para a equagdo w_"+(2m+1-x*)w, =0, w, =e 2H_(x) é solugdo. Analogamente,

XZ

w, =e 2H_(x)é solugdo para w, "+(2n+1-x*)w, =0.
Fazendo w, [w, "+(2m+1-x*)w )—w_ (W, "+(2n+1-x*)w,]=0, obtém —se

(w,"w, —w,w,")+2(m-n)w,w, =0 ou di (W, 'w, —w,w, )+2(m-n)w,w, =0.
X

T(x)

Porém, como a integral do 1° termo tem formas —:=, onde T(x)é um
e

AL +o0
polindbmio, o que nos faz ver que se anula nos extremos. Logo, j w, w,dx=0.

Pela formula de Rodrigues, tem — se

n

j HZ(x)e ¥ dx = j H, (-1)"e —e ‘e dx = (1)[ H (x) _eXdx

Integrando por partes
u=H,(x) >du=H,'(x)dx

da" ™
dv=—e dxs>v=—ze™
dx dx
Como u.v = e’XZT(x) nas mesmas condicdes anteriores, tem — se
n 1
j [H, (x)] e dx = (-1 j H, (x) _e¥dx.
Integrando recursivamente (n-1) vezes
jﬁ [H, ()] e dx= ' j H, (x) e “dx = ()™ j H, (x) se X dx=(-1)™ j H, (x) e “ix = .. —(1)j H® (x)e™ dx

tal que H(x)é a n-ésima derivada de H,(x)com relag&o a x.

Como H, (x)tem grau n, tem — se



H{"(x)=nla, =n!2"

. +00 7X2
Para a integral j e " dx observa — se

o] =] e o] e oy =[] e ooy

Usando as coordenadas polares, tem — se k* = .[02” J‘Om e rdrdo=r.
Logo, kX =z =k=+r = fwe‘xzdx =Jr.
Finalmente, [w an(x)e‘xzdx =2"n/r.

05. Mostre que

L=

(x'e”)

€ uma solucao polinomial da EDO de Laguerre

xy"+(@A-x)y+ny=0, y=y(X).

| — Sabe — se que Ln:e (x ) =(-1)"x"+.. +nl—e2[ J(:”'Jdd_ .
X X,

Il — Prova — se
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L, = d n(x &)=e Z( jdk dnnk - Zn:[ Jdk e dxnk Z( ]( Dre*n(n-)(n-2)...(k +Dx* =

0

n n n

X n n-k n-k =X _ n _1\n-k _ _ n—k: n-k ' nl
:eko(kj(—l) n(n=1..(n—k +1)x"*e _kz;‘(k]( )" *n(n-1)...(n—k +1)x kz[;(kj( 1) 0 (1_K)! k)'

_ n (nj(_l)nk Lzzxn—k.
oK k![(n—k)1]

n—k
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4 APLICACOES DE FUNCOES ESPECIAIS NA FiSICA

4.1 Funcéo de Bessel
4.1.1 Vibragdes de uma Membrana Eléastica Circular

Observa — se que as vibracdes transversais de uma membrana elastica fina

sao governadas pela equacao de ondas a duas dimensdes

a’(u, + Uy, ) = U,

Para estudar o movimento de uma membrana circular, é preciso escrever

esta equacao em coordenadas polares:

, 1 1
a Urr+FUr+FUl% :utt

Supondo que a membrana tem raio unitario, que esta presa em toda a
circunferéncia e que, inicialmente, ocupa uma posicao deslocada da posicao de
repouso, independente da variavel angular #, de onde é solta no instante t = 0.
Por causa da simetria circular da condicéo inicial e da condicdo de contorno, &
natural supor que u também é independente de #, ou seja, que u é uma funcgéao,

apenas, de r e t. Nesse caso, esta equacao fica representada por

az(urr+lurj=un, tal que O<r<le t>0.
r

A condicdo de contornoemr =1 é u(Lt)=0, onde t>0, e as condi¢cdes
iniciais sédo
u(r,0)=f(r), 0<r<i},

u,(r,0) =0, 0<r<l,

onde f(r) representa a configuracao inicial da membrana. Por consisténcia, precisa

— se também que f(1) = 0. Finalmente, enuncia — se a condi¢ao que u é limitada em

0<r<«l1.
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Considerando que u(r,t)= R(r)T(t)e substituindo na equacao

R+@/NR 17"

1 .
az(urr +—urj=un, obtém - se A =T —]%, sabe — se que a constante
a

[
de separacdo tem que ser negativa, escrevendo-a como —i°com A1>0.

Esta equacdo nos leva, entdo, as seguintes equacdes diferenciais

ordinérias:
r’R+rR'+A*r’R=0,
T"+1%a°T =0.
Logo, da equagdo T"+A%a°T =0, tem — se
T(t) =k;senlat +k, cos Aat .
Definindo uma nova variavel independente ¢&=Ar na equagao
,d’°R _dR

+&—+E°R=0 que € a equacao de Bessel

de? 7 de

r’R+rR'+A°r’R=0, obtém —se ¢&
de ordem zero. Portanto,
R=cJ,(&)+c,Y, (&),

tal que J, e Y, sdo as fungbes de Bessel de primeira e segunda espécies,

respectivamente, de ordem zero. Em funcédo de r, tem — se
R=cJ,(Ar)+c,Y,(4r).

A condicdo de limitacdo que u(r, t) tem que satisfazer implica que R tem

que permanecer limitada quando r —0. Como Y,(Ar) »oquando r — 0, precisa -

se escolher ¢, =0. A condigéo de contorno (u(l,t) =0) implica, entdo, que
J,(4)=0.

Consequentemente, os valores permitidos para a constante de separacdo sédo
obtidos das raizes da equagdo acima. E importante ressaltar que J,(4) tem um

conjunto discreto infinito de zeros positivos, que se denota por A4,4,,4;,...,4,,..., em

ordem crescente. As fung¢des J,(A4,r)podem ser usadas como base para uma
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expansdo em série da funcdo dada f. As solu¢cbes fundamentais deste problema,

satisfazendo a equacéo diferencial parcial a’ (urr +%urj= u,, acondi¢édo de contorno
(u(@,t) =0)e a condicao de limitagao, séo

u,(r,t)y=J,(4,r)sent.at, n=12,...,

v, (r,t)=J,(4,r)cosdat, n=12,...

Supondo que agora u(r,t), pode ser expressa como uma combinacao linear

infinita das solugdes fundamentais u,(r,t) = J,(4,r)sendat, v, (r,t)=J,(4,r)cos A, at :

0

u(r,t) = i[knun (r.0)+c,v, (r,t)]=>"[k, I, (4,r)sen,at +c I, (4,r) cos A,at].

n=1

As condi¢des implicam que
u(r,0)= 3,5 (40 = £ (r)
n=1
e que

U (r,0)=>" 4 rak J,(4,r)=0.
n=1

~ ~ , . 1 .
A solugdo da equacéo diferencial parcial az(urrjt—ur =u, satisfazendo a
r

condicao de contorno ja citada € dada por

u(r,t) => c,Jo(4,r)cos A at,

n=1

[orf (03,(4,rar
Iolr[Jo(}tnr)]2 dr

onde os coeficientes c, séo definidos pela equagéo ¢, =
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4.2 Funcao de Legendre

4.2.1 Campo Elétrico gerado por um Anel Circular

Z
P
H T
Y
X
Figura 11

Considere uma carga elétrica com densidade linear A, uniformemente
distribuida sobre um anel circular de raio a. Considere o problema de calcular o
potencial elétrico em um ponto qualquer do espac¢o. Suponhamos que tenha sido
colocado um sistema de coordenadas tendo a origem no centro do anel e o plano XY
no plano do anel e vamos usar coordenadas esféricas. Antes de mais nada, observa
— se que, como a distribuicdo de cargas é simétrica em relacdo ao eixo, o potencial

elétrico resultante vai ter esta mesma simetria.

Assim, vai ser uma funcado u, dependendo apenas das coordenadas esféricas
re ¢. Serainserido um método que pode ser aplicado em muitos problemas com este
mesmo tipo de simetria. A idéia €, numa primeira etapa, resolver o problema muito

mais simples de calcular o potencial em um ponto P(0,0,z) sobre o eixo Z . A sequir,

utiliza-se este resultado para obter o potencial em um ponto qualquer do espaco.

A carga elétrica sobre um pequeno arco compreendido por um
1 Jadd

47[50 \ 7’ + a2

7

P. E preciso sO6 notar que que ad@ é o comprimento deste arco e, em

angulo dé, contribui com uma parcela para o potencial no ponto

consequéncia, ladé a sua carga e, v/z*+a’ ¢é sua distancia ao ponto P.
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Figura 12

Segue, entdo, que a carga total sobre o anel gera no ponto P o potencial

Aad@ A a

0,0,
10.0.9)= '[ 4rey \J7% +a° " 2z, V7% +a?

Por exemplo, para |z|>a, tem — se

A a 1 Ala 1a+13a 1.35a’
z 228 2475 2467

u(0,0,2) = e 7 =
z

Agora que ja se possui a expressao do potencial sobre os pontos do eixo do

Z, obtém — se sua expressdao em um ponto qualquer do espaco. Lembre — se que o

potencial € uma fungdo harmdnica e que as fungdes P, (cosd)r" e P (cos@)r"* séo

harménicas, valendo, respectivamente z" e z"* n ponto P(0,0,2).

Tem — se, entéo que

u(r,0)=— 4 1—lr—P(cos¢9) L3r P(cos&)—gr P,(cosé) +...
2¢g, 2a 24a 2.4.6a°
B 3
u(r,¢9):i E—la—sPs(cosahg—P(co 9)—£a—P(cos6’)+ ,Se r>a.
2g,|r 27 24r 246
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4.2.1.1 Potencial gravitacional gerado por um disco homogéneo

Considere o problema de calcular o potencial gravitacional gerado por um
disco homogéneo de raio a e possuindo uma densidade superficial 6 (unidade de
massa por unidade de area). Coloca — se o sistema de coordenadas tendo a origem
no centro do disco e tendo no plano XY como o plano do disco, conforme a figura 3.

Para um ponto P = (X, y, z) do espaco considera — se as coordenadas esféricas

r :‘@‘ e os angulos § de OP com o eixo Z e ¢ de OQ com o eixo X.Considere

também a coordenada cilindrica p = ‘@‘ .

VA

P

r

#
ﬁﬁffﬂ; Y

p

X Q
Figura 13

Agora, calcula — se o potencial nos pontos P(0,0,z) sobre o eixo Z. Para isso,

analisa — se a contribuicdo do anel formado pelos pontos cuja distancia a origem fica

entre p e p+dp.
A distancia de qualquer um destes pontos ao ponto P é igual a /p° + z° .

A érea do anel é igual a

272G _LIP

Jp+17°
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X
Figura 14

Somando todas estas contribuicdes, obtém — se a expressao do potencial

gravitacional gerado no ponto P pelo disco todo

u=2nG§E pdp

/p2+22

Calculando aintegral, tem — se

azé
=226 |1+ | -1
z

u(0,0,2) =22G5+/p° +2°

p=a
p=0

Utilizando a série binomial, obtém — se
u(O,O,z)=27zG§z{——2———4———6—... =

O potencial que esta sendo buscado € uma fungdo harménica e seus valores

nos pontos P(0,0,z), com |z| > a, estdo dados acima. Lembre — se que a funcéo

cosd) A N 1 : :
% € harmonica e coincide com — nos pontos P(0,0, z) sobre o eixo Z, conclui
r z

—seque,para r>a,

_rﬂ(cos@)j& r’P(cosd) 1 r4P4(cose)+ 1.3 r6P6(cose)_m]

u(r,0,p)=2nGdoa|l
(r.6,¢) =27 a 2 a’ 2.4 a’ 2.4.6 at
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4.3 Funcéao de Laguerre
4.3.1 Atomos de Hidrogénio

O conceito de atomo como sendo a mais pequena por¢do indivisivel de
matéria foi introduzido no ano 450 antes de Cristo mas, s6 em 1808, Dalton prop6s
um modelo atémico em que os atomos sao utilizados como os tijolos de que toda a
matéria é constituida. Neste modelo os &tomos ndo podem ser criados, destruidos ou
divididos pelo que teve de ser abandonado quando Thomson em 1897 descobriu os
elétrons. O modelo foi entdo progressivamente refinado surgindo em 1904 os modelos
do pudim de ameixas e o modelo saturniano. No primeiro os atomos eram
considerados como sendo constituidos por uma matriz (massa) positiva onde se
dispersavam elétrons (ameixas) para garantir a eletroneutralidade, enquanto no

segundo existia um cerne positivo (saturno) orbitado por anéis de elétrons.

Em 1911 Rutherford lancou o seu modelo orbital (nacleo positivo e elétrons
em orbitas circulares a volta deste) que, no entanto, possuia algumas limitacdes

Obvias que Ihe limitaram o tempo de vida a uns meros dois anos:

Os elétrons sao cargas elétricas e uma orbita circular € equivalente a um movimento
uniformemente acelerado pelo que os elétrons deveriam radiar energia acabando

virtualmente por precipitar no nucleo.

Os espectros de emissao deveriam ser espectros continuos pois todas as energias
(raios de orbitas) sdo admissiveis. Ora todos os dados conhecidos apontavam para
espectros de emissao de riscas bem definidas como por exemplo a série de Balmer

(visivel) do &tomo de hidrogénio (1885):

Este fenbmeno era reproduzido nas séries de Lyman (UV) (1906-1914),
Paschen (1V) (1908) e posteriormente nas séries de Brackett (1922) e Pfund (1924).
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Em 1913 Moseley descobria o protdo (o neutrdo so6 viria a ser descoberto por
Chadwick em 1932 recebendo o Nobel em 1935) e nesse mesmo ano Bohr publicava

o seu modelo atémico “quantico”

O modelo planetario de Rutherford estd essencialmente correto. No entanto, apenas
as orbitas cujo momento angular mvr seja multiplo da constante universal h/2m séo

permitidas.

Um elétron apenas pode ganhar ou perder energia saltando de uma Orbita permitida
para outra. Nesse processo absorvera ou emitira energia de acordo com a relagéo de
Planck AE = hv.

O modelo atomico de Bohr foi prontamente aceite embora falhasse na
previsdo dos espectros de atomos pesados e ndo explicasse o desdobramento das
riscas em presenca de campos eléctricos ou magnéticos. A descoberta deste ultimo

efeito ja tinha conduzido a atribuicdo de um Nobel a Zeeman em 1902.

Thomson recebeu o Nobel em 1906 e Bohr em 1922. Rutherford recebeu o
Nobel da Quimica em 1908.

Schrédinger em 1926 apresentou a resolucdo da sua equacgéo para o atomo
de hidrogénio. A solucdo da equacao de Dirac (em que o spin aparece explicitamente)

s6 foi conseguida em 1928 (Dirac, Gordon e Darwin).

Assim como Schrédinger vamos comecar por transformar a equacdo de
ondas expressa em coordenadas cartesianas numa equacao equivalente em
coordenadas polares. Neste novo sistema de coordenadas € possivel efetuar uma
separacao de variaveis, o que significa que a complicada funcédo w(r, 8, ¢) pode ser
fatorada num produto de 3 funcbes R(r)P(8)Q(¢d).

Figura 15
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A resolucao da componente azimutal da funcdo de onda conduz a expressao
Q(¢) = exp(xim¢)

O parametro m fica limitado, por imposicdo das condi¢cdes fronteira, ao
conjunto dos numeros inteiros. Este numero que imp8e uma condicdo de
quantificacdo a funcdo de onda é conhecido por n° quantico magnético por a energia
s6 depender dele quando se aplicam campos magnéticos.

Aresolucéo da parte radial da funcéo de onda tem soluc¢des que se identificam
com os polinbmios de Laguerre cuja normalizacdo contém o termo (n-I-1)! o que

implica que n > .

Inicia — se a reescrever a funcdo de onda radial R(p) = e ”?f(p)na forma

R(p) = e””?p'w(p). Pode — se estabelecer facilmente uma equacao para
f'(p) = 1w +p'w' =p'(I/ pw + W)
f'(p) = 1(1-1)p" 7w + 1p7w' + 17w +p'w"=p'[1(1-1)/ p* w + 21/ po W' + W]
Obtém - se, assim, a seguinte equacéao para w(p)
W' + [2(1+1) —plw' + (n =1 -=w =0
Esta equacédo tem a forma geral

(pd?/dp*+ (a—p)d/dp+ b)v(p) = 0

A solucéo desta equacado paraa =1 e b =t sdo os polindbmios de Laguerre
de grauk L (p):

(pd*/dp*+ (1-p)d/dp+ 1) L(p) = O

Os polinémios Li(p) séo definidos por
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L(p) = e’d'/dr[p'e "]

A s-ésima derivada de Li(p) é chamado de polinbmio associado de Laguerre
degraut-s

L*(p) = d°/dp[L(p)]

Os polindmios associados satisfazem a equacgéo
(pd?1dp*+ (s+1-p)d/dp+ (t=s) L°(p) = 0

Escrevendo s:= 21 + 1le t:=n + |, percebe -se que esta equacdo e
corresponde a equagdo a pw" + [2(1+1) —p]w' + (n — | — 1)w = 0 entdo, tem—

se

w(p) = L, ""(p)

Encontra-se também a notagdo L2*', em vez de L*!, pois o grau dos

N+l

polinémios € n+l — (21+1) = n—-1-1. Aordemé 2|+1.

As fungdes e ”?p'L, ,*"(p) sdo chamados de fungdes associadas de Laguerre

4.4 Funcéao de Hermite

4.4.1 Oscilador Harménico Simples

O oscilador harménico simples é um dos primeiros sistemas que estudamos
na Mecanica Classica e também um dos mais importantes. Uma de suas realizacdes
experimentais mais simples é por meio de uma massa m ligada a uma mola ideal de
constante elastica k. A mola exerce sobre a massa uma forca restauradora (Lei de
Hooke) sempre F = —kx que a particula sofre um deslocamento x, medido a partir da

posicdo em que a mola esta relaxada. O sistema € descrito por uma energia potencial

V(X) :%kxz, e as solucbes da equacdo de movimento de Newton sao funcdes x(t)

que oscilam no tempo com a freqliéncia natural do oscilador, w=+k/m .
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Sabe — se que a importancia do oscilador harménico na Fisica Classica vai
muito além do sistema massa-mola. Oscila¢des harménicas surgem em uma imensa

variedade de sistemas: péndulo, fluidos, circuitos eletromagnéticos etc.

Um sistema “massa-mola” quantico é definido por uma particula quantica de
massa m sob acdo de um sistema “massa-mola’ quéantico é definido por uma

particula quantica de massa m sob acdo de um potencial representado na forma

1
V(x)==kx2.
(x) >

Assim como na Fisica Classica, o oscilador harmdénico também tem uma
importancia fundamental na Mecénica Quantica. O motivo para isso € que se pode
aproximar o ponto de equilibrio de um potencial qualquer, V(x), pelo potencial
parabolico do oscilador harménico. Graficamente, isso significa encontrar a parabola
gue melhor se ajusta ao potencial em torno do minimo. Se a energia total da particula
for suficientemente pequena, de modo que a particula passa a maior parte do tempo
em torno do minimo, onde a parabola é uma boa aproximacao a curva de energia

potencial, o sistema sera aproximadamente harmonico.

Fix)

Figura 16: O potencial V(x) (linha cheia), aproximado
na regido do entorno de seu minimo, em X = a, por
um potencial parabdlico, tipico de um oscilador

harménico (linha tracejada)

Analiticamente, encontra — se o potencial harmdnico que aproxima V(X) na
vizinhanca do ponto x = a, em que V(X) tem um minimo, considerando a expansao

em série de Taylor em torno do minimo,
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V(x):V(a)+(x—a)(d—Vj +%(x—a)2(d2\§

1 ,(dAV
m w jxa+...:V(a)+E(x—a) ( ]Xa

dx®
uma vez que a primeira derivada do potencial, em x = a, é nula, por ser um minimo.

N : : A dv ) |
Entdo, o potencial de oscilador harménico com k:[d 2] € uma
X
X=a

aproximacéo de V(x) em torno do minimo.

Logo, o potencial harménico pode ser abordado nas situacdes que existem
pequenas oscilagdes em torno de pontos do equilibrio estavel. Um exemplo disso,

séo as vibracdes de moléculas ou de atomos em um sdlido.
4.4.1.1 Funcdes de onda

As funcdes de onda (&) podem ser representadas na forma

v, (&) =H, (&),

onde as funcdes H_ (&) sao os polindomios de Hermite. As fungdes H (&) satisfazem

2
a equacao de Hermite (d H(¢) -2& dH () +(A-DH (&) = O] para A=2n+1, entdo

d&? dé

d’H, (&) . dH, (&) _
déz 29& dé: +2an(§)_O;

As solucdes desta equacéao sao:
N .
e Par: H, (&)=Y Cé&" (n=2N),
i=0
N
o Impar: H,n.a(6) :Zcigml (n=2N+1).
i=0

Sabendo que a equagéo v, (&) = Hn(f)e"fz’2 € homogénea, os polindbmios de
Hermite est&o definidos a menos de uma constante multiplicativa. E comum escolher

essa constante de modo que o coeficiente £"em H, (&)seja 2". A partir disto, os
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dn+1-4

demais coeficientes das relacbes de recorréncia C,,,=——————C,
2(n+1)(2n+1)

An+3-4

N+l = d
2(n+1)(2n+3)

., tal que, usando os valores permitidos para A, tornam — se

° Par: Ci+l - &
2(i+1)(2i+1)

___ A(i-N)
" 2(>i+1)(2i +3)

¢; (polinémios de grau 2N);

e Impar: d d. (polinémios de grau 2N +1).

Os cinco primeiros polinbmios de Hermite séo
H, (&) =1,
H,($) =2¢,
H,(5)=4¢"-2,
H, (&) =84° -12¢,

H, (&) =16&" — 4852 +12.

Conclui — se que para cada autovalor da energia, E_ = (n +%)ha), corresponde

uma unica autofuncédo y,(x), de tal maneira que pode ser representada como
vy(X) =C,H, (ax)e "2,

tal que a=+mw/h vem da definicdo da variavel &, e C, é uma constante que é

oriunda da exigéncia da funcédo onda estar normalizada, ou seja, que

(0] de= =2 [ e HZ(@)de =1.

(04

A partir de uma propriedade geral dos polindmios de Hermite, de que

[e ' H (HH, (&)dé=r2"nl5,, , tal que 5,,=0 para n=m, §,, =1, obtém — se
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1/2
C, = (Lj ,de onde tem — se a expressao geral para y,(X)
Jz2"n!

12
_ o —a?x2[2
Wn(x)_(\/gznn!j Hn((lX)e .

A figura 17 seguinte, representa algumas fungOes de onda do oscilador
harmdnico. Nota — se que, a medida que aumente a energia, a paridade das funcdes
de onda alternam — se entre par e impar. A energia da particula cresce com o nimero
de nodos de sua funcdo de onda, da mesma forma que se observa nos pocos de
potencial finito e infinito.
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Figura 17
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A expressdo [ e H, (§H, (£)dé=x2"nl5,, leva — nos & ortonormalidade

das fungdes de onda, logo, cada y,(Xx) e v, (X) para n=m sdo ortogonais. Entéo,

[ v 0y, ()dx=3,,.

Através do que se conhece sobre as fungdes de onda y,(x), pode — se

determinar todas as propriedades do oscilador harmoénico quantico. Um exemplo

disso, € que se pode mostrar que o valor esperado da posi¢éo X, para qualquer ., (x)

é nulo.

Pela expressao

2

()= w0, ()dx = [y, ()] xdx,

tem — se que, como y,(x) tem paridade definida, par ou impar, |:,//n(x)|2 vai ser funcao

par, e ao ser multiplicada por X, resulta em um integrando impar nesta equacao.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho é uma contribuicdo para fisica e areas a fins. E muito Gtil
a solucao por séries de poténcias para problemas dificeis. Além disso, foi realizado o
estudo detalhado das funcdes especiais (Bessel, Legendre, Laguerre e Hermite).

Por consequéncia, pode — se concluir que as fungdes especiais possuem uma
grande relevancia em diversas areas da fisica. Portanto, varias situacées podem ser
solucionadas de uma forma mais simples através dessas fun¢fes.Com isso, acredita
— se (que esta dissertacdo sirva como fonte de pesquisa para estudantes da
matematica e fisica.
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