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Resumo

Esta dissertacdo descreve um jogo de baralho com cardter pedagdgico, Resto Zero, o qual apresenta
forte ligacdo com probabilidade, divisibilidade, andlise combinatdria e operagdes aritméticas
elementares. Especificamente calculamos a probabilidade de alguns eventos principais que ocorrem
no desenvolvimento do jogo. Apresentamos também uma relacdo do uso do Resto Zero aos
anos/séries em que pode ser trabalhado.

Palavras-chave: Probabilidade, Combinatéria, Jogo Pedagdgico.






Abstract

In this dissertation we present and develop a simple game based upon a deck of cards which we
call Residue Zero. We study and describe some characteristics of this game by observing its strong
connections with probability, combinatorics and basic arithmetic operations. In particular, we
compute the probability of several events that occur during the development of this game. We
finally provide a relation of the scholar grades in which some features of this game could be worked
out.

Key-words: Probability, Enumerative Combinatorics, Pedagogical Game.
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CAPITULO 1

Introducao

Evidente e comprovada por meio de avaliagdes do cotidiano escolar, por avaliacdes nacionais e
internacionais € a ineficiéncia dos alunos brasileiros em relacao a resolucao de questdes simples
envolvendo as quatro operacdes bésicas, a saber: adi¢do, subtracio, multiplicagdo e, principalmente,
divisdo.

Dentre as avaliagdes nacionais podemos destacar o Simave, Saresp e Saeb. Destaque este
por se tratar de sistemas consolidados e a0 mesmo tempo em constante evolugdo. O Simave foi
criado no estado de Minas Gerais no ano de 2000 e significa Sistema Mineiro de Avaliacdo das
Escolas Publicas. O Saresp ¢ o sistema que foi criado em 1996 no estado de Sdo Paulo e significa
Sistema de Avaliacdo de Rendimentos do Estado de Sdo Paulo. Ambos sistemas sdo caracterizados
como sistemas de avaliac@o externa, o que quer dizer que sdo elaborados fora das escolas em que
sdo aplicados e sem influéncia das mesmas. QOutros estados também avaliam suas escolas, mas
Minas Gerais e Sdo Paulo s@o os que envolvem mais alunos e escolas em todo o Brasil. O Saeb
é o Sistema de Avaliacdo da Educagdo Bésica que avalia em ambito nacional. Quando aplicado
com foco na gestdo dos sistemas educacionais chama-se Avaliacdo Nacional da Educacido Bésica
(Aneb) e é aplicado por amostragem, mas por manter as mesmas caracteristicas é divulgada como
Saeb. Quando tem o intuito de avaliar cada unidade escolar é utilizada a Avalia¢ao Nacional do
Rendimento Escolar (Anresc), divulgada como Prova Brasil. Internacionalmente, a educacéo é
avaliada pelo Pisa que é o Programa de Avalia¢ao de Estudantes que em inglés se 1&€ Programme
for International Student Assessment. Este programa tem como foco de avaliacdo alunos na faixa
etaria de 15 anos. A Organizacdo para Cooperacio e Desenvolvimento Econdmico (OCDE) o
desenvolve e coordena, porém no Brasil € o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira (Inep) que o coordena.

As dificuldades dos alunos sdo remanescentes das séries iniciais da educag@o basica e se
arrastam por toda sua vida escolar. A recuperacao continua nao consegue reverter todos 0s casos,
pois o professor fica entre apresentar o contetido previsto para o ano letivo e recuperar alunos
com diferentes estagios de aprendizagem. Alunos do ensino médio apresentam dificuldades que
deveriam ser caracteristicas de alunos dos anos finais do ensino fundamental.

N3ao € o intuito deste trabalho enumerar e, menos ainda, julgar a metodologia de ensino nas
séries iniciais e finais do ensino fundamental e do ensino médio, bem como a qualidade do mesmo.
Queremos apresentar uma alternativa pratica que possa apoiar a recuperacao da aprendizagem
destes alunos que, por diversos fatores, foi prejudicada ao longo do processo.

A Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo n° 9394, LDB, 1996, prevé em seu artigo 13°,
respectivamente nos itens III e IV, que os docentes incumbir-se-ao de ‘zelar pela aprendizagem
do aluno’ e ‘estabelecer estratégias de recuperacdo para os alunos de menor rendimento’. Como
uma dessas alternativas apresentamos um jogo de cartas, utilizando um baralho convencional, ao
qual a maioria das pessoas t€m acesso e que para a institui¢cdo de ensino representa um gasto
pouco significativo. Elaborar estratégias como esta pode e deve ser feito uma vez que no mesmo
documento, artigo 3°, diz que o ensino serd ministrado com base em alguns principios e dentre eles,
item III, ‘pluralismo de ideias e de concepg¢des pedagdgicas’.

Os Parametros Curriculares Nacionais, PCN, 2010, também apoiam o uso de jogos na educagio
com ressalva:
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Alguns recursos diddticos como jogos, livros, videos, calculadoras, compu-
tadores e outros materiais tém um papel importante no processo de ensino e
aprendizagem. Contudo, eles precisam estar integrados a situacoes que levem
ao exercicio da andlise e da reflexdo, em tiltima instdncia, a base da atividade
matemdtica, caminhos para “fazer Matemdtica na sala de aula”.

Sobre a importincia dos jogos na aprendizagem, os Pardmetros Curriculares Nacionais ainda
mencionam:

... Em estagio mais avancgado, as criancas aprendem a lidar com situacoes mais
complexas (jogos com regras) e passam a compreender que as regras podem ser
combinagoes arbitrdrias que os jogadores definem; percebem também que soO
podem jogar em fungdo da jogada do outro (ou da jogada anterior, se o jogo for
solitdrio). Os jogos com regras tém um aspecto importante, pois neles o fazer e o
compreender constituem faces de uma mesma moeda. A participacdo em jogos
de grupo também representa uma conquista cognitiva, emocional, moral e social
para a criangca e um estimulo para o desenvolvimento do seu raciocinio logico.
Finalmente, um aspecto relevante nos jogos é o desafio genuino que eles provocam
no aluno, que gera interesse e prazer. Por isso, é importante que os jogos facam
parte da cultura escolar, cabendo ao professor analisar e avaliar a potencialidade
educativa dos diferentes jogos e o aspecto curricular que se deseja desenvolver.

Em Gusmao, 1996, pag. 12, Valdir Gusmao esclarece o verdadeiro objetivo da utiliza¢do de
jogos com vistas a aprendizagem.

Ao falarmos de “JOGOS” estamos nos referindo a processos que dinamizem e ndo
a processos infantis por que passamos, sdo na verdade, processos de atividade
com realidades em formas estruturadas, com objetivos definidos que ndo o de
passar o tempo.

Entre nossa populacdo, a propria palavra “jogos” acaba recebendo uma atri-
buicdo cotidiana de marginalidade em alguns casos, e com vdrios significados.
Queremos aqui defini-lo como um processo que desenvolve a capacidade de usar
abstragoes para que obtenhamos atuagoes eficientes.

Na educagio, o jogo deve ter enfoque pedagdgico. E necessrio ficar claro para os alunos qual
€ 0 objetivo e se seu uso estd convenientemente relacionado com o que se estd sendo ensinado.

Sobre a utilizagdo de jogos na educacao Dinello, 2007, diz que ‘€ algo que a crianca realiza com
alegria’ e notamos em nosso cotidiano como professores que esta afirmagao também & verdadeira
quando tratamos de pré-adolescentes e adolescentes. Diz ainda que mesmo estando fora da realidade
objetiva faz com que o jogador incorpore um valor pessoal e que assumindo uma postura ativa se
exercita e consequentemente se aperfeicoa. Esta situacdo de prova faz com que o individuo busque
e organize os recursos pessoais adormecidos.

Neste sentido, segundo Smole et al., 2006, pag. 10,

... e o incomodo por ndo controlar os resultados. Esse aspecto liidico faz do jogo
um contexto natural para o surgimento de situacoes-problema cuja superacdo
exige do jogador alguma aprendizagem e um certo esforco na busca por uma
solucdo.

Com a utilizagdo do jogo nas aulas de matematica o aluno desenvolve sua capacidade de
observar, de analisar, levantar hipdteses, procurar suposicoes, refletir, tomar decisdo, argumentar e
se organizar, pois seu sucesso depende destas questdes.

Como serd exposto adiante, o jogo, denominado convenientemente de Resto Zero, apresenta
continuamente situa¢des em que o aluno deva utilizar pelo menos uma das quatro operacdes bdsicas.
Este é seu verdadeiro trunfo. Em um meio onde as dificuldades com raciocio 16gico e com as
operacdes basicas s@o evidentes, surge como uma op¢ao que atende as necessidades de alunos de
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todas as séries, seja para recuperar alunos com dificuldades ou para ampliar os conhecimentos e
habilidades daqueles alunos que se afinam com a Matemaética.

Mais do que ter um bom rendimento escolar, devemos levar em consideracio os desafios do
cotidiano do aluno. Deve ser permanente a preocupacdo de se formar cidadaos independentes.
de Carvalho, 1994, pag. 79 diz que:

... Eindiscutivel a utilidade de cdlculos mentais, se ndo na escola, ao menos fora
dela. Na vida didria, a memorizacdo ¢ utilizada a partir da heuristicas especificas
diante dos problemas que se apresentam.

Queremos que os alunos do ensino médio possam ser motivados, utilizando-se o Resto Zero,
para estudar e desenvolver suas habilidades nos processos de contagem e probabilidade e que outros
niveis de ensino e séries/anos possam usufruir das possibilidades de aprendizagem oferecidas pelo
mesmo. Principalmente em se tratando de critérios de divisibilidade, assunto abordado na primeira
série/ano dos anos finais do ensino fundamental.

Ao final do trabalho esperamos que o leitor sinta-se apto para aplicar nossas sugestdes em
suas pratica docente e, se ndo for este o caso, que 0 mesmo possa aprimorar suas habilidades e
competéncias no dominio das operacdes bdsicas e lgica.

1. Sobre o Curriculo do Estado de Sao Paulo

Com o intuito de melhorar o ensino na sua rede ptiblica A Secretaria da Educagao do Estado de
Sao Paulo prop6s em 2008 um curriculo tnico a ser seguido pelas escolas publicas estaduais do
Ensino Fundamental II (anos finais) e do Ensino Médio. Considerou neste documento os principios
orientadores para que a escola seja capaz de fazer com que o alunado desenvolva as competéncias
cabiveis a cada série/ano e nivel de ensino. Espera-se que, seguindo as orientacdes do mesmo,
o aluno consiga, além das competéncias previstas, desenvolver outras necessarias para um bom
desempenho na vida e trabalho. Sendo tinico em todo o estado, os alunos que se transferem de uma
escola para outra acabam por serem menos prejudicados. Mais que isso, a Secretaria da Educacdo
pode avaliar toda a sua rede e propor acdes de desenvolvimento.

Como consequéncia, a mesma secretaria lancou os cadernos do Gestor, do Professor e do
Aluno. Os dois primeiros sdo compostos de orientacdes para uma boa gestao pedagdgica dentro
e fora da sala de aula de forma que o curriculo seja cumprido de forma integral e principalmente
com qualidade. O Caderno do Aluno é composto de exercicios e alguns textos auxiliares. Sua
divisdo € feita através de situacdes de aprendizagem que, passo a passo, levam professores e alunos
a fundamentarem conceitos através de exemplos do cotidiano e exercitar o que foi discutido. Muitas
vezes requer o apoio do livro didético, pois hé turmas que conseguem desenvolver as atividades do
caderno, outras estdo aquém ao nivel de dificuldade das mesmas e também por nfo apresentarem a
parte tedrica.

Na apresentacdo do curriculo estd claro que mesmo com pontos de partida iguais, a escola deve
diversificar o tratamento de acordo com sua clientela.

Ainda neste sentido, na pigina 13 do Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo, temos:

...Quando os pontos de partida sdo diferentes, é preciso tratar diferentemente os
desiguais para garantir a todos uma base comum

A Matematica estd inserida em uma grande 4rea: Ciéncias da Natureza e Matematica. Esta
drea abrange a Fisica, a Quimica, a Biologia e a Matemdtica. Também ¢ dividido em Linguagens
e Cdédigos (Lingua Portuguesa e Estrangeira, a educacio Fisica e a Arte) e Ciéncias Humanas
(Histoéria, Geografia, Sociologia e a Filosofia).

Localizaremos na Tabela 1 onde o jogo Resto Zero pode ser diretamente utilizado de acordo o
curriculo em questao.

Na 5“ série (6° ano) o jogo pode ser utilizado diretamente quando se pretende ensinar os
critérios de divisibilidade. De maneira lidica o aluno podera aplicar este contetido, momento em
que conceitos sao refor¢ados e dividas aparecem. Na inquetacio de esclarecer essas dividas e
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resolver os desafios é que a aprendizagem ganha campo fértil para se desenvolver. Com o auxilio
do professor e de amigos de classe, ou mesmo sozinhos, os alunos poderdo perceber a importancia
de se ter um As, um dois ou uma carta baixa em mios e que é interessante a presenca de cartas altas
na mesa. Perceberdo também, por exemplo, que um nimero primo na mesa pode se tornar dificil
de ser captado, pois isto acontece em trés situacdes: se o aluno possuir um As; se o aluno possuir o
mesmo primo que queira captar; se conseguir envolver este primo em uma combina¢io com outra
carta, realizando assim a divisdo. Contudo poderdo entender que utilizando de combinagdes entre
duas cartas da mesa suas chances podem aumentar significativamente. Assim mutiplos e divisores,
ndmeros primos e as operagdes basicas ganham um contexto significativo para serem utilizados.

Na 8% série (9° ano) a probabilidade € trabalhada realcando os conceitos basicos, como
espaco amostral, eventos simples e resolu¢do de probabilidades simples envolvendo processos
multiplicativos e aditivos. Uma ferramenta como jogo Resto Zero pode ser utilizada de maneira
introdutéria. Pode-se apresentd-lo aos alunos como uma opc¢ao de se estudar algumas probabilidades.
Pode ser interessante passar algumas probabilidades j4 calculadas, como por exemplo, a de que,
tendo um As nas cartas presentes na mio do jogador, a probabilidade de se concluir uma divisdo
é de 100% e explicando porque de fato isso ocorre. Outros exemplos podem ser considerados,
sempre levando em consideragao as facilidades e dificuldades apresentadas pela turma.

No 2¢ série do Ensino Médio, estudando parte especifica da Matemadtica , o uso do jogo
Resto Zero é oportuno. Neste momento espera-se alunos capazes de abstrair melhor informacdes
envolvendo andlise combinatdria e probabilidade. O jogo pode ser apresentado, como no 9° ano,
para criar situacdes de aprendizagem que agucem a curiosidade e o raciocinio 16gico. Esperamos
que, com algo concreto, o aluno se sinta mais interessado e estimulado a realizar as atividades
e interiorizar os conceitos. Para as turmas que apresentem defazagem de aprendizagem deve-se
iniciar com cdculos do espaco amostral e de eventos simples. Mas alunos deste nivel devem estar
dptos a compreender isto e algo mais, como por exemplo, a constitui¢do da férmula capaz de
calcular a propabilidade de existir uma carta presente na mesa que possa ser divisivel por uma carta
em de posse do jogador, que apresentaremos no decorrer do trabalho.

Observando a grade de todas as séries/anos podemos ver que em outras situacdes o0 jogo Resto
Zero pode ser utilizado. No 9° ano, por exemplo, ao se ensinar como encontrar a fracdo geratriz de
um nimero decimal muitas vezes fica clara a deficiéncia que os alunos apresentam em simplificar as
fragdes. Eis um momento que o jogo pode auxiliar tanto para relembrar critérios de divisibilidade,
como para exercitd-los.

2. Dados referentes ao desenvolvimento das habilidades dos alunos

Dizemos anteriormente que os alunos apresentam dificuldades elementares. Corroborando
com esta afirmacdo, apresentamos alguns graficos que apontam o desenvolvimento dos alunos da
Diretoria de Ensino de algumas habilidades presentes nas Matrizes de Referéncia do Estado de
Sao Paulo. Esses graficos, chamados de “Mapa de Habilidades”, foram retirados da plataforma
Foco Aprendizagem, FOCO (2017), disponibilizada pela Secretaria da Educacio do Estado de Sdo
Paulo. A partir dos dados disponibilizados nessa plataforma sobre 0 SARESP e sobre a Avaliagdo
de Aprendizagem em Processo !, é possivel fazer varias anlises e programar agdes. De forma clara
e abrangente, na plataforma pode-se analisar o desempenho por diretoria de ensino, escola e por
ano/série.

Todas esses pontos na figura 1 em formas geométricas planas com inscricdes que iniciam
com a letra H dizem respeito a posi¢do que se encontram as habilidades dos alunos de acordo
com o desenvolvimento das mesmas. Tomando como exemplo a habilidade H0O2, ainda na figura
1, na qual espera-se que o aluno possa estabelecer relagcdes entre niimeros naturais tais como
ser miiltiplo de, ser divisor de e reconhecer niimeros primos e niimeros compostos, temos que a
probabilidade de acerto destes alunos frente a uma questao simples, estruturante (Etapa 1), é de

1Sigla AAP. Avaliacio aplicada em 3 edi¢des anuais em todos os anos/série.
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Nivel Série/Ano Contetdo Habilidades

Ensino Fun- 5%/6° Numeros naturais Conhecer as caracteristicas e propriedades dos

damental nimeros naturais: significado dos nimeros
primos, de multiplos e de divisores; Saber rea-
lizar operagdes com nimeros naturais de modo
significativo (adi¢do, subtracdo, multiplicacio,
divisdo e potenciagao)

Ensino Fun- 8%/9° Probabilidade Saber resolver problemas envolvendo proces-

damental sos de contagem - principio multiplicativo; Sa-
ber resolver problemas que envolvam ideias
simples sobre probabilidade.

Ensino Mé¢- 2¢ Andlise combina- Compreender os raciocinios combinatérios

dio téria e probabili- aditivo e multiplicativo na resolucdo de

dade situagdes-problema de contagem indireta do

ITINERARIO DE APRENDIZAGEM

Etapa 3

Etapa 2

Etapa 1

ndmero de possibilidades de ocorréncia de um
evento; Saber calcular probabilidades de even-
tos em diferentes situagdes-problema, recor-
rendo a raciocinios combinatdrios gerais, sem
a necessidade de aplicacdo de formulas espe-
cificas;

TABELA 1. Indicagdo do jogo Resto Zero de acordo a série/ano.

Médio

GRAU DE DOMINIO

H11 - Efetuar célculos com adigdo,
subtracdo, multiplicacéo e divisdo com
negativos.

Tema: TO1 - NUmeros, operagdes, fungdes,
iniciac3o 3 Algebra.

Aproveitamento: 43.49%

HO2 - Estabelecer relagGes entre nimeros
naturais tais como ser multiplo de, ser
divisor de e reconhecer nimeros primos e
numeros compostos.

Tema: TO1 - Numeros, operacdes, funcdes,
niciacao a Algebra.

Aproveitamenta: 40.01%

HO3 - Resolver problemas que envolvam as
quatro operacgdes basicas entre nlimeros
inteiros (adigdo, subtragdo, multiplicagdo
e divis&o).

Tema: TO1 - Numeros, operagdes, fungdes,
niciac3o a Algebra.

Aproveitamento: 51.64%

H38 - Resolver problemas que envolvam a
ideia do principio multiplicativo de
contagem.

Tema: TD4 - Tratamento da informacao /
Probabilidade / Estatistica.

Aproveitamento: 56.52%

FIGURA 1. Probabilidade de acertos nas habilidades propostas ao 7° ano do Ensino Fundamental

40,01% na Diretoria de Ensino de Franca. Isso indica claramente que estes alunos precisam de
apoio em suas aprendizagens, de forma a deixarem de terem um desenvolvimento baixo desta
habilidade e passarem pelo desenvolvimento médio até alcagarem um desenvolvimento alto da
mesma. Para tanto, novas estratégias de ensino devem ser criadas e aplicadas objetivando uma
melhor aprendizagem.

As figuras 2 e 3 nos mostram o desenvolvimento das habilidades dos alunos de forma analoga
a figura 1. Contudo a primeira faz referéncia ao 9° ano do EF e a segunda a 3“ série do EM.
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| H10 - Efetuar célculos que envolvam

1 operagBes com nimeros racionais (adico,
i dogl s

@ @ subtracdo, multiplicagéo, divisdo,

=t = potenciacdo - expoentes inteiros e

radiciagdo).

Tema: TO1 - Numeros, operacdes, fungdes

(racionais / potenciagdo, nimeros reais,

expressdes algébricas, equacdes, graficos

cartesianos, equagdes do 2° grau, funcdes).

Aproveitamento: 53.47%

Etapa 3

H15 - Resolver problemas com nimeros
racionais que envolvam as operages
(adig&o, subtracdo, multiplicagdo, divisdo,
potenciacdo e radiciagdo).

Tema: TO1 - NUmeros, operagdes, fungdes
(racionais / potenciagdo, ndmeros reais,
expressdes algeébricas, equacdes, graficos
cartesianos, equagdes do 2° grau, fungdes).

Aproveitamento: 59.87%

ITINERARIO DE APRENDIZAGEM
Etapa 2

Etapa 1

H45 - Resolver problemas que envolvam
ideias basicas de probabilidade.

Tema: T04 - Tratamento da informac3o.
Aproveitamento: 57.05%

Baixo Médio Alto

GRAU DE DOMINIO

FIGURA 2. Probabilidade de acertos nas habilidades propostas ao 9° ano do Ensino Fundamental

H35 - Resolver problemas gue envolvam o
calculo de probabilidades de eventos que

@ se repetem seguidamente, o bindmio de
Newton e o tridngulo de Pascal.

32, | Tema: T04 - Tratamento da informacao.

sy [rrs] (s3] Aproveitamento: 38.97%

Etapa 3

H34 - Aplicar os raciocinios combinatérios
aditivo efou multiplicativo na resolugédo de
situages-problema.

Tema: T04 - Tratamento da informacao.

Aproveitamento: 45.93%

H33 - Resolver problemas que envolvam
probabilidades simples.

Tema: T04 - Tratamento da informacgdo.
Aproveitamento: 50.27%

ITINERARIO DE APRENDIZAGEM
Etapa 2

Etapa 1

Baixo Médio Alta

GRAU DE DOMINIO

FIGURA 3. Probabilidade de acertos nas habilidades propostas a 3¢ série do Ensino Médio

Importante ressaltar que as habilidades estdo divididas em trés etapas: estruturantes, de consoli-
dacdo e de aprofundamento, e que elas nunca mudam de etapa.

A avalia¢do Saresp € aplicada apenas nos anos/séries citados, mas avaliam habilidades também
de anos anteriores.

3. Breve historia da probabilidade

Sabemos nio ser de hoje, da contemporaneidade, a relag@o entre jogos, jogadores e a Mate-
madtica. Movidos pela curiosidade e vontade de vencer sem precisar contar com a sorte muitos
jogadores e matematicos se prontificaram a estudar melhor os ndmeros almejando vitdria certa.
Com problemas voltados ou ndo aos jogos de azar uma nova teoria foi se desenvolvendo. Exemplo
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disto é Girolamo Cardano, italiano de Pdvia, nascido em 1501. Era conhecido por seu génio e
muitas vezes interpretado como perverso. Foi médico, astronomo, fisico e matemadtico. Seu trabalho
mais evidente foi Ars Magna, tratado em latim dedicado a dlgebra. Eves, 2005, relata que por se
tratar de um ‘jogador inveterado, Cardano escreveu um manual do jogador em que abordou algumas
questdes interessantes de probabilidade’ denominado Liber de ludo aleae.

Neste mesmo sentido, pensando em resolver problemas voltados a divisdo de apostas e outros
assuntos do género, correspodéncias foram trocadas em 1654 entre Pascal e Fermat e desse material
pode-se tirar os fundamentos da teoria matemdtica da probabilidade. O principal problema sobre
divisdo de apostas ficou conhecido como o problema dos pontos. Dentre as publicagdes de Pascal,
podemos citar Traité du Triangle Aritmétique. Em relacdo as publicagcdes de Fermat, evidenciamos
sua colaborag@o aos variados ramos da Matematica de forma a ser considerado o maior matematico
francés do século XVII, além de toda histéria envolvendo o ultimo teorema de Fermat. Fermat,
na margem de seu exemplar da Aritmética de Diofanto, anunciou que ‘Dividir um cubo em dois
cubos, uma quarta poténcia ou, em geral uma poténcia qualquer em duas poténcias da mesma
denominagdo acima da segunda é impossivel e garante ter uma prova admiravel para ela, mas diz
ndo a escrever ali mesmo devido ao fato de o espago, segundo ele, ser demasiadamente pequeno.

O holandés Christiaan Huygens publicou em 1657 bom material relacionado as correnpon-
déncias entre Pascal e Fermat, onde também tratou de um novo conceito chamado de “esperanga
matemadtica”. Entre outros trabalhos, publicou De ratiociniis in ludo aleae, contudo a maior de suas
publicacdes foi Horolagium oscillatorium.

Em 1713, postumamente, foi publicada Ars Conjectandi do sui¢o Jakob Bernoulli que continha
reimpresso o tratado de Christiaan Huygens e mais material desenvolvido.

O francés Abraham De Moivre (1667-1754) também contribuiu de forma significativa sobre
probabilidade. Entre seus trabalhos, Doctrine of Chances contém muito sobre probabilidade.

Outros matemadticos também contribuiram direta e indiretamente sobre probabilidade. Os
coeficientes binomiais de Newton, por exemplo, sdo ferramentas muitas vezes indispensdveis no
célculo de probabilidades.

Uma matemdtica aparentemente improvavel de ser desenvolvida cada dia mais auxilia a
humanidade.

4. Sobre o jogo Resto Zero

A seguir definiremos todas as caracteristicas, convengdes e pontuagdo do jogo Resto Zero, as
quais entendemos ser a melhor opgdo para o desenvolvimento do mesmo no cotidiano escolar.

O leitor tem autonomia de fazer adaptacdes adequadas a realidade da sua escola e de seu
publico alvo sempre que estas modificagdes visem a melhoria da aprendizagem.

4.1. Caracteristicas. Trata-se de uma jogo de cartas desenvolvido com uma baralho conven-
cional de 52 cartas. De maneira lddica, auxilia o aluno no desenvolvimento de seu raciocinio légico.
Competéncias e habilidades referentes as operacdes bésicas, critérios de divisibilidade, andlise
combinatdria e probabilidade podem ser desenvolvidas a partir da utilizacdo adequada do jogo
Resto Zero. Auxilia também no desenvolvimento das competéncias e habilidades necessdrias para
o dominio dos critérios de divisibilidade.

Outro aspecto importante é poder ser oferecido aos alunos de todas as séries, com ou sem
adaptagOes, uma vez que se identifique defasagem das habilidades e competéncias citadas acima.
Verificando dominio pleno das operacdes e dos critérios de divisibilidade, o professor pode utiliz4-
lo como ferramenta de aprofundamento. Pode, por exemplo, discutir com os alunos e criar uma
convencdo que iniba o uso de determinadas operacdes. Pode também motivar o uso especifico de
uma, a potenciacao, por exemplo.

A partir do 9° ano, o jogo oferece a oportunidade de se trabalhar a probabilidade e andlise
combinatoria, adentrando assim em assuntos do ensino médio.
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Por se tratar de baralho, instrumento amplamente conhecido em nosso pais, o jogo Resto Zero
dispensa a confec¢do de material para sua aplicagdo.

Uma de suas principais caracteristicas € a facilidade de seu uso ser facilmente adaptado ao
tempo. Uma vez que os alunos tenham ciéncia de sua utilizacao, pode ser facilmente aplicado em
uma aula de 50 minutos.

4.2. Convencoes. Poderiamos chamar de regras o que aqui denominamos convengdes, contudo
corremos o risco de que, frente a um impasse ou situac@o inusitada, os jogadores sintam-se
desestimulados. Desta forma pode-se criar convencio adequada ao momento ou mesmo a realidade
local.

Estipular o que pode e o que nio pode ser feito é de suma importincia para o desenvolvimento
do jogo e também para o desenvolvimento do jogador. Neste instante o jogador se vé obrigado a
respeitar o outro, entendendo que cada um tem seu espago e que ele proprio também pode e deve
ser respeitado. Um nivelamento dos direitos e deveres dos personagens é evidenciado pelas regras
e convengdes. Visto isso, a socializagdo cria raizes e o papel humano dos jogos se estabelece. Nao
ha problema em discutir as convengdes, pois 0 ambiente € lidico, desde que os alunos cheguem a
um consenso.

A priori estas sdo as convengdes iniciais:

(1) A mesa pode ser constituida de 2 a 6 jogadores;

(2) Um jogador por rodada embaralha e distribui as cartas, iniciando a distribui¢do pelo
jogador imediatamente a sua direita;

(3) Cada jogador recebe trés cartas, inclusive o jogador que as distribuiu, o que dispensa um
jogador coordenador;

(4) Apds os jogadores terem recebido suas cartas, trés cartas entre as restantes sao viradas na
mesa;

(5) O préximo jogador, imediatamente a direta, deve considerar as cartas que estdo em suas
maos como sendo divisores num processo de divisdo e as cartas que estdo expostas a mesa
como sendo dividendos do mesmo processo;

(6) O jogador deve dividir uma carta da mesa por uma das cartas de sua mdo ou uma
combinac¢do qualquer entre duas cartas da mesa (adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo) por uma Unica carta presente em suas maos;

(7) A divisdo entre a carta (ou combinacao da mesa) pela carta em posse do jogador deve ser
exata, sendo assim de quociente inteiro e apresentando resto zero’;

(8) Alcancando o previsto no item imediatamente anterior, o jogador diz a todos a operacdo
feita e guarda todas as cartas envolvidas no processo para serem computados pontos a seu
favor ao final da rodada;

(9) Sempre que uma ou mais cartas da mesa forem utilizadas deve haver reposicao, pois todos
os jogadores devem ter disponiveis trés cartas em sua vez de jogar;

(10) Os demais jogadores sdo responsaveis por verificar se os resultados estdo corretos;

(11) Passa-se a vez ao préximo jogador, repetindo-se o processo até que um dos jogadores
fique sem nenhuma carta em maos, situacdo conhecida como ‘bate’, ou quando acaba o
baralho da mesa;

(12) Nao se pode combinar trés cartas da mesa para se obter um divisor favoravel;

(13) Uma vez que o jogador ndo consegue realizar a divisdo ou a faz de maneira incorreta, deve
‘comprar’ uma carta das que restam >, aumentando as cartas em suas méos e passando a
vez ao préximo jogador.

ZFica a critério dos participantes poder realizar divisdes cujo quociente seja um nimero racional qualquer.

3Cartas que ndo foram distribuidas aos jogadores e também ndo foram utilizadas na mesa. Portanto, estdo agrupadas
em um tnico monte.
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4.3. A pontuacio. Ao fim do jogo os pontos deverdo ser computados para verificar o vencedor
da rodada e, caso continuem jogando, verificar de forma parcial quem estd vencendo o jogo.

A forma de calcular os pontos preza um equilibrio para que nenhum jogador possa consagrar-se
campedo ja nas primeiras rodadas. Neste sentido estipulamos:

(1) Para a contagem dos pontos devem ser considerados os valores absolutos de cada carta*;

(2) O somatdério dos pontos referentes as cartas que ficaram na mao de um jogador apds
a batida assumem valores negativos enquanto que o somatério dos pontos referentes
as cartas conquistadas pelos jogadores ao longo da rodada assumem valores positivos,
calculando entre ambos somatorios o saldo resultante;

(3) Cada jogador verifica seu saldo, que consiste em subtrair da pontuagdo conquistada
(positiva) a pontuacdo acumulada em maos (negativa);

(4) O jogador que finalizar a rodada por meio do ‘bate’ ganha 10 pontos extras;

(5) Caso os membros queiram continuar jogando, anotam os pontos em uma folha para fazer
uma pontuagdo acumulada ao final.

Os jogadores podem conferir seus proprios pontos ou trocar as cartas para que outro faca a
contagem. Poderd ocorrer saldo negativo. Isso geralmente acontece quando o jogador acumula
muitas cartas em suas maos e conquista em suas jogadas cartas cujo valor € baixo. Marcar pontos
negativos ou simplesmente colocar ‘O pontos’ mostrando que o jogador nio alcangou pontos
positivos fica a critério do professor e dos alunos. Este ¢ um momento oportuno de se criar uma
convencdo. Marcar um resultado negativo inicialmente pode desestimular aquele jogador que ainda
tem muitas dificuldades tanto com as operacdes a serem realizadas quanto com as convengdes.
Recomendamos que inicialmente, até que todos se familiarizem com o jogo, que se houver saldo
negativo este seja substituido por ‘O pontos’. J4 estando os jogadores habituados, inicia-se a
marcagdo de saldos negativos.

4As, J, 0, K, valem 1, 11, 12 e 13 pontos, respectivamente.






CAP{TULO 2

Probabilidade no jogo Resto Zero

Neste capitulo consideramos vérios eventos relativamente simples associados ao jogo Resto
Zero. O principal objetivo € motivar o estudo da combinatdria enumerativa e da teoria de proba-
bilidade elementar utilizando vdrias situagdes que ocorrem no jogo. Alguns dos pré-requisitos
necessarios sdo apresentados no apéndice. A maior parte deste material pode ser desenvolvido nos
dltimos anos do Ensino Médio uma vez que sejam revisadas as nogdes basicas de combinagdo e
probabilidade.

1. Duas questoes associadas ao Resto Zero

A primeira parte deste capitulo estd direcionada ao estudo do seguinte problema,

Qual ¢é a probabilidade de que uma carta em posse do jogador divida
uma carta da mesa? Q1)

Mesmo simples, esta pergunta permite definir um espaco de probabilidade apropriado assim como
alguns eventos e a notacdo inicial a ser utilizada. Em seguida, serd considerada uma segunda
questao também relacionada diretamente ao Resto Zero,

Qual ¢ a probabilidade de que uma carta em posse do jogador divida a
soma de quaisquer duas cartas da mesa? (Q2)

Faremos referéncia a questdo em Q; como o problema de ‘Divisdo simples’ e a questdo em O,
como o problema da ‘Divisdo composta pela soma’.

2. Espaco amostral

O espago amostral ao relativo jogo do Resto Zero, do ponto de vista de um unico jogador, € o
conjunto §2 formado pelas amostras ndo ordenadas e sem reposi¢ao de 6 cartas escolhidas ao acaso
de um baralho comum de 52 cartas. Embora as amostras sejam nio ordenadas devemos distinguir
as trés cartas que estdo em posse do jogador das trés cartas que estdo sobre a mesa. Denotamos
por # e 1D os conjuntos formados pelas cartas do jogador e pelas cartas da mesa, respectivamente.
Formalmente, o espaco amostral corresponde ao conjunto

Q = {({wi,wz, w3}, {ws, ws, we}) : Wi, wr, w3 € H; wy,ws,we € D}

Utilizando o principio fundamental da contagem é simples verificarmos que a cardinalidade de € é

de fato
2\ /4
#(Q) = (53 ) <39> = 407170400.

3. O problema da divisao simples

3.1. Eventos. Para respondermos a questdo Q1 tomamos a liberdade de criar um simbologia
de facil compreensdo. Denotamos por g o valor da carta objeto de estudo que sempre deverd ser
visto como um divisor. Os losangos abertos ¢ representam os valores das cartas divisiveis por ¢ mas
diferentes desta ultima, e os circulos abertos o representam as cartas divisiveis, inclusive aquelas
com valor ¢g. Finalmente, o simbolo x representa o valor das cartas ndo divisiveis pela carta em

11
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estudo g. De acordo com a notag¢do usual, denotamos por w;lw; a situagdo onde o valor da carta
wj divide o valor da carta w; € wit wj quando w; ndo divide w;. Reservamos os indices i, j, k para
cartas em # e os indices [, m, n para cartas em . Representamos um evento qualquer formado
pelas trés cartas do jogador e as trés cartas na mesa utilizando a notagdo [ w; Wj Wk| wj Wy Wy |. Para
exemplificar, citaremos trés eventos, explicando-os.

EXEMPLO 2.1. Consideramos o evento [¢ x x[x x x], o qual pode ser formalmente descrito
segundo a notagdo para os elementos do espaco amostral como 3i : w;{# \ {w;}; witD. Ou seja,
dentre as cartas em posse do jogador, existe uma carta com valor ¢, a qual ndo divide nenhuma outra
carta da mao ou mesmo uma carta qualquer da mesa. A Figura 4 apresenta um evento elementar,

ou realizagdo, do evento [¢ x x[x x x]. v

FIGURA 4. Uma realizacdo do evento para o Exemplo 2.1 com g = 2. As trés
cartas em posse do jogador sdo apresentadas a esquerda.

EXEMPLO 2.2. Consideramos agora o evento

(9 o x[x x x|, isto é Ji,j,k : wilwj; witwe; witD.
Neste caso o conjunto # apresenta uma carta ¢ que é multiplo da carta ¢ (também em #) e uma

outra carta x que ndo é multiplo de g. Por outro lado, a carta ¢ ndo divide nenhuma das cartas da
mesa. \Y%

EXEMPLO 2.3. Seja o evento

(4 g o]o o Xx] i ik Lmn: w=wj; wilwe; wil{w,we}s wifws.
Aqui o jogador possui duas cartas com o mesmo valor g e uma terceira carta cujo valor € multiplo
das duas primeiras, ¢. As cartas g também dividem outras duas cartas o da mesa , porém nao
dividem a terceira carta da mesa x. Relembramos aqui que o representa todos os multiplos de g.
Ja ¢ refere-se apenas aos multiplos de g diferentes deste. Vale ressaltar que as duas cartas em &
citadas como multiplas ndo sdo necessariamente iguais entre si. v

Est4 implicito na notacao definida que a ocorréncia do simbolo g se refere a qualquer um dos
valores dentre 1,2, ..., 13. Desta maneira, por exemplo,
13
lq <>x[xxx|=U|i o x[x x x|

i=1
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Esta observagdo torna-se importante aos efeitos dos cdlculos de probabilidade a serem considerados
adiante.

EXEMPLO 2.4. Para uma exemplificagdo ainda mais particular, escolhemos o evento

[3 3 x[o o x|]€[q g x[o o x]

O conjunto dos mdltiplos de 3, representados por o é formado pelas cartas 3, 3, 30, 35, 6,
6M, 60, 65, 9, 9B, 90, 95, O, OB, 00, e Q<. O conjunto dos elementos os quais chamamos
de x, é formado pelas demais cartas do baralho, x € {As, 2,4,5,7,8,10,J,K}, com cada valor
aparecendo 4 vezes devido aos naipes. Desta maneira o evento estd constituido por

sua vez por eventos da forma [3 3 5[3 O 2|ou[3 3 J[6 9 7], dentre outros casos particulares. V

4. Probabilidade das divisoes simples

Descrevemos, um a um, os eventos existentes levando em consideragdo uma divisdo entre uma
Unica carta da mesa por uma carta de posse do jogador. Temos no apéndice, parte entitulada por
‘Eventos para a divisdo simples’ 24 destes eventos, denotados E-E>4. Mostraremos agora que a
probabilidade de cada um destes eventos pode ser calculada com o auxilio de uma férmula. Com o
propésito de motivar o desenvolvimento da mesma, apresentamos primeiramente alguns exemplos.

EXEMPLO 2.5. Apresentamos primeiro o cdlculo para a probabilidade de evento E7, da forma

para g = 2, isto é, quando o divisor em questdo ¢ € uma carta com valor 2. A Figura 5
apresenta um evento elementar deste tipo.

FIGURA 5. Uma realizacdo do evento E7 com g = 2. A trés cartas do jogador sdo
apresentadas a esquerda.

A probabilidade do evento é

<4> <24—4> <28> (24—(1 + 1)> (28— 1>
1 1 1 2 1
P{Eeo o) = AN n
4-20-28-231-27
= 407170400 =0,03431212.
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A escolha da carta com valor 2 pode ser realizada de (T) maneiras, pois isto envolve a escolha de

um dos quatro possiveis naipes com este valor. A expressao (241_4 ) representa o nimero de maneiras
de escolhermos a carta w; como sendo uma carta que € miiltiplo de 2, porém diferente do proprio
2, ou seja do tipo ©. Observamos que o baralho possui 24 cartas cujo valor é miltiplo de 2. De
fato, as cartas com valores multiplos de 2 sdo 2é, 28, 20, 2, 4, 48, 40, 45, 6, 6B, 60, 6,
10, 10a, 109, 10, ¢ O, OB, OO, 0. O fator (218) corresponde ao ndmero de maneiras de
escolhermos a carta w; com valor nao mdltiplo de 2, isto € a escolha da carta do tipo x em posse
do jogador. Claramente temos 52 - 24 = 28 cartas que ndo siao multiplos de 2. O fator (24_(21“))
corresponde ao nimero de maneiras de escolhermos as duas cartas, miltiplos de 2, na mesa. Como
vimos, poderiamos contar com 24 cartas de valor miltiplo de 2, porém deste conjunto ji foram
retirados dois elementos em posse do jogador: a prépria carta com valor 2 e a carta divisivel, esta
diferente de dois. O fator (281_ 1) determina o nimero de maneiras de escolhermos a carta da mesa
ndo multiplo de 2: temos 28 possibilidades, porém ja eliminamos uma destas ao escolher a carta do
tipo x em posse do jogador.

Para determinar a probabilidade do evento E7, observamos que este € constituido pela unido
disjunta de eventos da forma [¢ ¢ x[o o x], com ¢ € {1,2,...,13}. Assim, da aditividade da
funcdo de probabilidade

13 13
P(E7} = P(|J[@ox[o0]) =D P{[gox[o o 5]} @)

g=1 g=1
Seja N, o nlimero de cartas no baralho que sdo multiplos da carta com valor g. Os valores para
N, em um baralho comum sdo apresentados na Tabela 2, sendo Ni = Ng. Observamos que estes
valores contam inclusive as cartas distinguindo os seus naipes. Das férmulas em (1) e (2) obtemos

1 &a 4\ /N, -4\ [52=N,\ (N, -2\ [52—N, -1
e =5 > (1) () ) () )

g=1
102 o
= 5D D (52 - Ng)(Ny =4 (Ny = 3)(Ny - 2)
g=1
Ao substituirmos os valores para N, apresentados na Tabela 2 finalmente resulta
70632
P{E;} = ~ 4 .
{E7} TARATS 0,0943679 v
qg| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
N,|152 24 16 12 8 8 4 4 4 4 4 4 4

TABELA 2. Valores para N,

EXEMPLO 2.6. Passamos agora para uma segunda situacio onde o divisor ¢ em questdo aparece
em duplicidade em wy, wy € w3, € em wy, wWs € wg surgem dois multiplos do mesmo. Trata-se do

evento E15, daforma[g ¢ x[o o x|. Em particular, explicitamos o caso para g = 5, exemplificado

na Figura 6. A probabilidade do evento ¢ calculada de forma andloga ao descrito no
exemplo anterior. Agora, o resultado é o seguinte

()T
()

P{[5°5 x[o o x]} =
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FIGURA 6. Uma realizacdo do evento E|5s com g = 5. As cartas em posse do
jogador s@o apresentadas a esquerda.

_6-44-15-43
© 407170400
52—8)

O fator (3) determina o ndimero de maneiras de escolhermos dois naipes de valor 5. ( 1
corresponde ao nimero de maneiras de escolhermos a carta x em posse do jogador. Para isto é
suficiente observar que o nimero de cartas com valores multiplos de 5, Ns, é 8. Estas ultimas
sdo de fato as cartas S&, S#, 50, 5, 10&, 108, 1090, e 10<. O fator (852) determina o nimero
de maneiras de escolhermos as duas cartas da mesa que sao multiplos do ndmero 5. Dentre as
8 possibilidades devemos retirar duas, correspondentes as duas cartas com valor 5 em posse do
jogador. Por tltimo, (5 2_]8_1) determina o nimero de maneiras de escolhermos a tltima carta da
mesa, com valor ndo multiplo de 5. No total temos 52-8 possiveis valores, porém € necessdrio
retirar a carta deste tipo em posse do jogador.
Para o evento E|5 temos, portanto,
13
P(Eis) =) P{[d 4o o]}

q=1

_ #(IQ) z”: (;1) <52;Nq> <Nq2— 2) (52_zlvq_ 1)

g=1
3 13

T #HQ) > _(52=Ny)(51 = Ng)Ng ~3)(Ng ~2)
g=1

=0,000418203.

Fazendo as devidas substitui¢des para os valores de N, fornecidos pela Tabela 2 obtemos

81009
P{Es} = ——— = 0,006366509.
s} = 1500075 = ? v

E possivel generalizarmos os cdlculos descritos nos exemplos 2.5 e 2.6 para qualquer um dos
eventos em E1-E»4. Apresentamos a seguir uma férmula geral para a cardinalidade de qualquer um
destes eventos. Para tanto, continuaremos especificando o divisor como ¢, seus multiplos como o,
os nao mutiplos como x. Também € importante observar que em determinados momentos, para
efeito de caculo, um nimero nio podera ser considerado multiplo de si mesmo e para isto usaremos
a notacdo ¢. Desta maneira, estamos considerando todos os multiplos descartando o divisor g.
Isso ocorrera sempre em wy, wy € w3, onde as cartas g sdo as primeiras a serem especificadas.
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Assim, quando for preciso especificar as demais cartas, ou seja, os demais multiplos, temos que
ndo consideré-las.

Para as trés cartas wy, wy € w3 que estdo na mdo do jogador introduzimos a seguinte notagao.
Seja g o valor da carta w;, logo sejam

Dglf : quantidade de divisores do valor da carta g dentre wj, wy,
M, : quantidade de miltiplos do tipo ¢ dentre wj, wy,
M}, : quantidade de nao muiltiplos x dentre wj, wg.

Para as trés cartas wy, ws € wg viradas sobre a mesa definimos de maneira andloga as seguintes
quantidades. Sejam

Mg, : quantidade de cartas multiplas o dentre wy, ws € we incluindo o préprio
divisor em estudo ¢,

My, : quantidade de cartas ndo multiplas de ¢ dentre wy, ws € we,
E pensando no baralho como um todo, denotado por B, definimos

D?B : todas as cartas divisores g,

Mg, : todos os miiltiplos o de ¢, incluindo-os,

Mg, : todos os ndo miiltiplos x de g.

PROPOSICAO 2.7. Dado um valor para q € {1,...,13}, a cardinalidade de qualquer um dos
eventos em E|-Eyy € dada pela expressdo
<D%> (M;g —D%) <Mgg> (Mg; - (DI, + M§€)> (Mgg —M§€> ' 3)
DY M3 M, Mz, M,

A Proposicdo 2.7 permite calcular a probabilidade do evento relativo a questdo (Q1).
TEOREMA 2.8. P{Q;} > 0,682536.

DEMONSTRACAO. Para calcularmos a probabilidade de que uma carta em posse do jogador
divida pelo menos uma carta da mesa, devemos somar a probabilidade de todos os eventos em
E1—E>4 que apresentam pelo menos alguma carta do tipo o em wy, ws, wg. Existem no total 24
- 6 = 18 eventos deste tipo. A probabilidade de cada um destes pode ser calculada segundo a
Proposi¢ao 2.7, somando sobre todos os possiveis valores do divisor g de 1 até 13. Entretanto, ha
outra maneira mais eficiente de calcular a probabilidade, baseada na observagao de que existem
somente 6 eventos com as trés cartas do tipo x na mesa: Ey, Es, Ey, E13, E17 € Ep;. Assim,

5
P{Q:} = 1-P{Q1} = 1—P{UE1+4.k} )
k=0

sendo Q; o evento complementar de Q;, ou seja Q; é o evento no qual o jogador niio possui carta
que divida pelo menos alguma carta da mesa.

Observamos primeiro que para os trés eventos Eg, E17 € E>) podemos utilizar diretamente a
Proposi¢do 2.7. Para Ey,

13
P{Eo} = P{[q 0 o[x x x]}
q=2

s (") (%)

13

= 3% qZ:;(sz — N)(51 = N)(50 = N)(N, — SN, —4)
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27308
= 307725 = 0,0150232.

Para E|7 tem-se,

13
P{E\7} = ZP{}

q=2

L0

q=2
1 13
=#ESE:GZ—Npﬁl—Nﬂﬁo—Np@@—Q
q=2
3708
T 748475

= 0,00495407.

Para E21,

13
P{Ey } = ZP{}

q=2

13
~ 1 4\ (52-N,
-2 (5)(5")
q=2
2 13
:55&52262—N061—N060—N@
q=2

_ 1614
~ 978775

Para calcular as probabilidades de E;, E5 e Ej3 devemos proceder de maneira diferente. Para
estes eventos, além da carta ¢, a mao do jogador apresenta uma ou duas cartas do tipo x, as quais
tampouco devem ser divisoras das cartas da mesa. E necessario distinguirmos as cartas do tipo x
em posse do jogador daquelas na mesa. Sejam u ou v quaisquer duas cartas do tipo x em posse
do jogador que ndo dividem nenhuma das cartas sobre a mesa. Denotamos por N, € N, o nimero
de cartas que sdo multiplos das cartas com valor u e v respectivamente. Analisamos primeiro a

situagdo para o evento Es, isto é, para o evento da forma [¢ ¢ u[x x x|. Neste caso tem-se

=0,001649.

13 13
P{Es}=) > P{[goulxxx]}
4=2 ubfzj(zu
1[4\ [N, -4\ (4) <~ (52-N, N,
:mm;QX1jMJ§< )

w:qtu

13 13

8 1
3 W= 4 (52N, = N1 =Ny~ NS0 Ny ~N,)
q=2

T3HO) & —
u:qtu

9088
= 149695 = 0,0607101.

Observamos que ndo € necessario retirarmos os multiplos de ¢, N, dentre os possiveis valores para
X na mesa, pois ¢ é miltiplo de g. Este fato, mesmo sendo elementar, ¢ mostrado no Lema 3.1 do
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apéndice. O niimero 52 — N, inclui, portanto, aquelas cartas que ndo sdo miltiplos de ambos os

valores g e <.
Para o evento E3 procedemos da seguinte maneira.

13 13

P{Ei) =) > P{[qqulxxx]}
=2 u=2
1 w:qtu
13 13
1 4\ (4 52—N,—N,
-2 () (1) 2 (5 )
q=2 u=2
w:qtu
4 13 13
= %D D ) (52-Ny=N)(51 =Ny = Ny)(50 - Ny —N,)
=2 u=2
1 w:qtu
774756
= Ty72a075 = 0- 0608890.

Para o evento E, da forma [¢ u v[x x x], devemos considerar dois casos u # v e u = v, ou seja
13 13 13
PIEN =Y P{[@uv[rxa)) =) B{[@uvxxa)+ > P{@uuxzs).
q=2 =2

q=2

Analisamos separadamente cada caso. Primeiro,

S-S £ ()0 )

q=2 q=2 u=2
w:qtu

4 13 13
> ) (52=Ny=N)(51=Ny=N,)(50-Ny - N,)

#(Q) q=2 u=2

774756
= 12724075 — 0,060889.

Para o caso u # v, definimos N, = N, + N, + N,, logo

S 1o s e | (4 (4 (4 (52=Nyu
ZP{}=i#(Q)ZZZ§ ViCIAE 3
=2 =2 u=2 v=2
1 1 w:qtu vigly
v=u
13 13 13

16 1
= TED DD D (52= Nyun)(51 = Nyuin)(50 = Nyy)
q=2 u=2 v=2
w:qtu vigty
VU

110944
~ 978775

Deduzimos destes valores que probabilidade do evento E; é 0,174239.
Para concluirmos a demonstracao utilizamos a desigualdade de Boole, veja por exemplo Ross

~ 0,11335.

(2010), para a unido em (4), isto €,

5 5
P{ UE1+4-1<} < ZP{E1+4-J<}-
k=0

k=0
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Desse tltimo concluimos que

5
P(Q1} > 1= P{Eisul).
k=0
A necessidade da desigualdade de Boole € justificada ao observarmos que nem todos os eventos
em (4) sdo disjuntos. As interse¢des dependem da escolha da carta com valor g em #€. Além dos
eventos ja considerados, é possivel escolher qualquer uma das cartas do tipo ¢ € # como o divisor.
Esta troca induz as seguintes identidades entre E7 e Es,

Para Ey, com duas cartas do tipo ¢, devemos considerar os seguintes casos. Se as duas cartas do
tipo ¢ possuem o mesmo valor, temos

Ey =[4 0 o[x x x] =" [x 4 d[x x x] = Ens,

e se estas apresentam valor diferentes u # v,

Temos portanto os seguintes eventos
Ey7NE., EsNE;, EyNEs, EyNE, e EyNEs )
constituidos por interse¢des ndo vazias. ([l

OBSERVACAO 2.9. O célculo das probabilidades para eventos em (5), junto ao principio de
inclusdo/exclusiao permite determinar a probilidade exata de Q. Nao consideramos isso aqui e
deixamos em aberto para andlise futura.

5. O problema da divisao composta pela soma

Passamos agora a andlise da divisao do valor da soma de duas cartas da mesa por uma carta
com valor g em posse do jogador. Com o objetivo de mostrar algumas das dificuldades inerentes a
esta questdo e motivar os desenvolvimentos desta secio apresentamos a seguir um exemplo simples.

EXEMPLO 2.10. Suponhamos que o aluno se depare com a situagdo exposta na Figura 7.
Temos nesta figura um evento elementar onde o divisor ¢ = 3 é determinado pela carta 3 e as
outras duas cartas em posse do jogador, KO e K&, compdem soma nao divisivel por q.

Seguindo as convengdes, (e uma delas deixa claro ndo poder somar as trés cartas da mesa) o jogador
pode somar duas cartas de 70 na tentativa de conseguir um multiplo de uma das cartas em #€. Note
que KO e K& nio dividem nenhuma carta de @ e nenhuma das 3 somas que podem ser feitas
entre elas. Contudo, 3 tanto divide 109 + 5& como 109 + J<>, também temos uma soma ndo
divisivel por 3# , a saber 5é + J<. v

Para efeito do cdlculo de probabilidades, os eventos ligados a esta nova operacdo exigem mais
cautela em suas composicdes.

Mudando as cartas da mesa, outras situacdes de soma podem surgir. Umas podem conter duas
cartas multiplas de uma das cartas de w;, wy € ws, outras somas podem inclusive conter uma carta
igual a uma das cartas da mesa. Podem aparecer também somas cujos resultados ndo sdo favoraveis
a divisdo mesmo que um dos valores das cartas seja multiplo do valor de uma das cartas da mesa.
Importante ressaltar que podemos ter somas de cartas na mesa que nao sao multiplas de uma das
cartas de wi, wy € w3 e mesmo assim fornecem um resultado favoravel a divisdo.
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FIGURA 7. Exemplo de um evento favordvel a divisdo da soma de duas cartas em
w4, w5 € wg. As cartas em posse do jogador sdo mostradas a esquerda.

5.1. Principais eventos. Como fizemos anteriormente, elencaremos alguns simbolos para
explicar a composi¢cdo dos eventos a serem considerados.

DEFINICAO 2.11. Sejam w, e wjp duas cartas quaisquer em # ou @. Dado g € {1,...,13}
sejam

S={{wa,wb}:q+(wa+wb)}, E:{{wa,wb}:ql(wa+wb)}, e S=SuU.

O conjunto S é constituido por pares de cartas cuja soma nao € divisivel por ¢, e 3 € o conjunto
formado por aqueles pares cuja soma é divisivel por ¢g. Desta maneira, chamamos qualquer elemento
de S de soma ndo favordvel e qualquer um de X de soma favordvel.

De maneira andloga ao considerado para o problema da divisdo simples, utilizamos a notagao

para denotarmos um evento no qual o jogador possui uma carta com valor g e outras
duas cartas quaisquer, cuja soma Sy deve ser analisada. Neste evento, a mesa apresenta duas cartas
cuja soma S, também deve ser analisada, e uma terceira carta w, a qual pode ser de qualquer um
dos tipos ¢, ¢ ou x. Pensando em todos os casos de somas entre duas cartas quaisquer do baralho,
favoraveis ou ndo, notamos que os conjuntos S e X sdo amplos e precisam ser organizados em
subconjuntos. A seguir, vamos caracterizar os subconjuntos de somas favoraveis e de somas ndo
favoraveis.

5.1.1. Somas ndo favordveis. O conjunto S das somas nao favordveis pode ser particionado
nos subconjuntos S, e S;. So ¢ uma soma entre duas cartas, respectivamente com valores x e y,
tal que gtS, e ¢ = xou g =y, mas nunca ¢ = x = y. Isso quer dizer que o jogador pode se
deparar com o fato de que, entre duas cartas de w4, ws € wg, uma delas é igual a carta ¢, de wy,
wy € w3, € a outra ndo ser divisivel por g. O par de cartas de S, serd do tipo {g,x} e g ndo divide
esta soma. O conjunto S, estd constituido por pares de cartas cuja soma x +y € tal que gf(x +y)
e g # x,y. Nenhuma das duas cartas € igual a ¢, mas uma delas pode ou ndo ser multipla de ¢
e a outra necessariamente ser nao multipla x. Estamos pensando em pares do tipo {¢,x}, {x,x}.
Formalmente consideramos a seguinte definicdo para os conjuntos S, € Sy.

DEFINICAO 2.12. Sejam w, e wj duas cartas quaisquer em # ou D e g € {1,...,13}, e sejam
S, e Sy definidos por

So = {{wawp} 1 gt (wWa +wp); wa =g ouw, =q},

Sy = {{Waawb} :q*(wa"'wi)); Wq #qewh #CI}
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O conectivo ‘ou’ na defini¢do de S, tem cardter de exclusao, por exemplo, se w, = g entdo wy # ¢,
e vice-versa.

O evento S, € consituido por pares de cartas com soma x + y tal que gf(x +y) e g # x, g # y.
Contudo, os pares podem ter, ou ndo, multiplos de g em seus termos. Desta forma, realizamos a
separacdo nos casos S, S e S definidos da seguinte maneira.

S (q) = {{wa,wb} € Sy qlwa, gtwp, wy -T/q},
S;CI(Q) = {{Wua wp} € Syt waa’q)fwbvwa #wb}-
S,,r”(Q) = {{wa, Wb} €8x Cﬁwa, q’fwba Wq = Wb}-

E importante ressaltar que existem somas entre duas cartas cujos valores ndo sio miiltiplos de
g, ambas do mesmo valor, que resultam em soma favordvel. Os pares considerados em S/ incluem
apenas as somas entre dois ndo multiplos com resultados nao favordveis.

5.1.2. Somas favordveis. As somas favordveis podem ser divididas em dois casos definidos da
seguinte maneira.

DEFINICAO 2.13. Sejam w, e wj duas cartas quaisquer em # ou em . Dado g € {1,...,13}

sejam
Yo = {{wawp} : ql(wa +wp); wa =g ouw, =qouw,=wy=q},
Y= {{wmwb} D ql(wa + wp); wa Fqewp _T/Q}e

O conectivo ‘ou’ em X, tem cardter de exclusio, proporcionando trés situacdes diferentes,

O evento X, € um subconjunto que engloba as todas somas entre duas cartas com valores x
eytaisque gl(x+y)e g =xoug =youmesmo g =x =Y. Isto quer dizer que pelo menos uma
das cartas w, ou wp, cuja soma esta sendo considerada, possui o0 mesmo valor da carta com valor g.
Para que o par seja divisivel por ¢, a segunda carta que constituird a soma deve necessariamente
atender a seguinte condicao: ser divisivel pela primeira. Desta forma, a segunda carta pode ser
igual a primeira ou multipla desta. Consideramos portanto os seguintes subconjuntos de >.,.

EQ(Q) = {{wa’wb} €Xoiwg=wp = Q}a

(g = {{wa,wb} €Wy =q,wp = <>}.
No dltimo evento X”(g), o par w,, wp, além de conter uma carta com valor igual a ¢, contém uma
carta multipla de ¢, mas diferente desse.

O evento X, ¢é constituido pelos pares de cartas com soma x +y tal que gl(x+y) ¢ g #x,q #y.
Os pares {x, y} podem ser constituidos a partir de quatro configuracdes diferentes, a saber:

¥ (q) = {{wa,wb} € 3y qlwg, qlwp, we # q,wp # q,wy #wb}
() = {{wa,wp} € Bkt qwa, gtwp, wa # wp }-

¥ (q) = {{wa,wb} € 36 qlwa, glwp, wy = wWp, Wy #q},
V() = {{wa-wp} € Bo : qlwa, gtwp, wa = wp }

A cardinalidade dos subconjuntos definidos nesta secao € apresentada na Tabela 3. Os nimeros
fornecidos por esta tabela serdo utilizados para calcular as probabilidades relativas ao problema
definido pela questao Q.

A Tabela 4 apresenta todos os possiveis eventos da forma , onde S pode ser
qualquer um dos conjuntos S, Sy, 2 ou 2, € a carta wp, pode assumir qualquer uma das formas o,
xougq.

O exemplo seguinte tem como objetivo ilustrar a notagdo definida nesta se¢ao.
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q |2 i@ V(@ T S Si@ S
Al 66 0 12 0 0 0 0
2] 10 21 5 7 36 0 0
3 3 20 3 0 27 16 9
41 1 15 2 3 20 31 7
5/ 0 15 1 0 1 41 11
6| 0 11 1 2 11 44 9
71 o 12 0 0 0 55 12
8| 0 9 0 2 0 57 10
9 0 8 0 0 0 58 12
10/ 0 7 0 1 0 59 11
J|l 0 7 0 0 0 64 12
ol o 6 0 1 0 60 11
K| o 6 0 0 0 60 12

TABELA 3. Cardinalidade de alguns subconjuntos relativos ao problema da divisao
composta pela soma.

EXEMPLO 2.14. Voltando a situagdo proposta pela figura 7 com g = 3, temos os subconjuntos
constituidos da seguinte forma:'

2(3) = {(A,2):(A,5); (A, 8): (A, )); (2,4): (2, 7): (2,10): (2,K); (3,3): (3,6): (3.9): (3, 0);
(4,5);(4,8);(4,7);(5,7); (5, 10); (5, K); (6, 6); (6,9); (6, 0); (7, 8); (7,J); (8, 10);
(8,K):(9,9): (9, Q); (10,.): (J, K); (Q. Q) }.

%.(3) ={(3.3):(3.6):(3.9: (3. Q) }.

,3)={(3.3)},

273)={(3.6):(3,9:;(3.0)},

2:(3) = {(A,2): (A, 5); (A, 8): (A, )); (2,4): (2,7); (2, 10); (2, K); (4, 5); (4, 8): (4, (5.7);
(5,10); (5, K); (6,6); (6,9); (6, Q); (7, 8); (7, J); (8,10); (8, K); (9,9); (9, Q); (10, J);
,K); (0, Q)}

3(3) = {(6,9):(6,0):9,0); }

373) = {(A,2): (A, 5); (A, 8): (A, )); (2,4): (2, 7); (2,10); (2, K); (4, 5); (4, 8): (4,): (5. 7);
(5,10); (5, K): (7,8); (7,): (8, 10); (8, K); (10,.); (J, K); }

37 (3) = {(6,6):(9,9):(0.0)}

S¥3) =0

So(3) = {(3,4):(3,2);(3,4); (3,5); (3, 7); (3,8): (3,10); (3,.): (3. K) } ,

S:(3) = {(A, A): (A, 4): (A, 6): (A, 9): (A, 10); (A, Q) (A, K); (2,2): (2,5): (2, 6): (2, 8): (2, 9);
(2,0);(2,0);(4,4);(4,6); (4,10); (4, 0); (4,K);(5,5); (5, 6); (5, 8); (5,9); (5, );
(5, 0); (6,7); (6, 8); (6, 10); (6,4); (6, K); (7,7); (7,9); (7,10); (7, 0); (7, K); (8, 8);
(8,9);(8,J);(8,0);(9,10);(9,J); (9, K); (10, 10); (10, Q); (10, K); (J, J); (J, Q); (@, K);
(K.K)},

Note que nio estdo sendo considerados os naipes das cartas.
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5.3) = {(A,6);:(A,9): (A, 0); (2,6): (2,9): (2, 0): (4,6); (4,9); (4, 0); (5,6): (5,9): (5, Q);
(6,7); (6, 8); (6,10); (6,J); (6, K); (7,9); (7, 0); (8,9); (8, 0); (9, 10); (9, ); (9, K);
(10,0):(J. 9): (. K) },

S1(3) = {(A,4): (A, 7): (A, 10); (A, K), (2,5); (2,8): (2,); (4, 7): (4,10); (4, K): (5. 8); (5.));
(7.10); (7, K); (8,); (10, K); },

ST (3) = {(A,A);(2,2):(4,4):(5,5);(7,7); (8, 8); (10, 10); (J, J); (K, K) }

6. Probabilidade da divisao composta pela soma

Dentre os 48 eventos apresentados na Tabela 4, unicamente sdo relevantes aqueles que apre-
sentam uma soma favoravel, ou seja, aqueles denotados pelos simbolos 3, ou X, nas cartas em
. A lista inicial de 48 eventos &, portanto, reduzida a uma lista de 24 eventos, os quais, por sua
vez, podem ser agrupados em 8 conjuntos, de acordo as seguintes equacdes definidas para cada
qge{l,...,13},

Gi(q) =[4 S [Ze x| | [¢8c[Beo] | [ 8:[2: 9]
Ga(q) =4 Sc[Zo x| | [4 S:[Zo o] | [4 8+ [Z0 4]
G3(q) =4 So[Zx x] | [4 8o [Zx o] | [4 502, 4]
Ga(q) =4 S0 [Zox] | [4 8o [0 ] | J [4 5050 4]

| | |

| | |

| | |

| | |

Gs(q) =[5 x| | [9=:[Zc o] | [4 2=k 4]
Gos(q) = [4 5[ S0 x| | [45:[Zo o] | [42:[Z0 9]
G1(q) =[4%0[Ze x| | [¢2c][Br o] | [420[2: 4]
Gs(q) = [4 %[5 ¥] | [42a]Ze o] | [426[20 4]

Estes ultimos eventos sdo determinados ao se unirem as trés possibilidades para a carta w, € @

em . Finalmente definimos

13
G=JGig, i=1,...38
g=1

Estes dltimos eventos sdo, em principo, Uteis para respondermos a questdo Q». As probabilidades
dos eventos G a Gg sdo dadas pelos seguintes Lemas.

LEMA 2.15. A probabilidade do evento G ¢é 0,481292.
LEMA 2.16. A probabilidade do evento G, é 0,060579.
LEMA 2.17. A probabilidade do evento G3 é 0,066798.
LEMA 2.18. A probabilidade do evento G4 é 0,00267061.
LEMA 2.19. A probabilidade do evento Gs é 0,903747.
LEMA 2.20. A probabilidade do evento Gg ¢ 0,103954.
LEMA 2.21. A probabilidade do evento G7 é 0,0527602.
LEMA 2.22. A probabilidade do evento Gg ¢é 0,004055078.
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(48 [Se x| [48:]Sex] [a4%]S:x] [45:]S, x]
(48, [S: o] [48.]S o] [a4%.]S, o] [42.]S, ]
19S:]S:a] [a4S:]Sca] [a%:]S q] [94%.]S: 4]
(48, [So x| [48,]S0 x| [a%,]S.x]| [45.]8, x]
(48 [So 0] [48.]Ss 0] [a4%]Ss0] [45.]Ss <]
(48 [Soq] [948.]S.4q] [94%:]Ss4q] [94%.]Ss 4]
(4 S [Zcx] [48. ][5 x] [a% ][5 x] [45,]%, x]
(48, [2 0] [48.]% 0] [a%]%, 0] [43.][%: 0]
(482 q] [4S.]5cd] [9%:]5cq] [45.]5. 4]
(48 [Zox] [48.[Z0x] [a%:]5x] [4%.][%x]
(48 [5c0] [48:][%0] [45:]5:0] [4%:][% 0]
14850 4] [4S:]5.4] [a%:]%.4] [945.]%.4]

TABELA 4. Eventos do problema da divisdo composta pela soma

A demostracio destes Lemas é relativamente simples, porém longa e por isso as descrevemos
no Apéndice 3. Os eventos G;, i = 1,..., 8 ndo sdo em geral eventos disjuntos, pois dependem da
escolha da carta em & que € identificada como o divisor. O seguinte exemplo fornece uma situacio
simples que ilustra essa afirmacao.

EXEMPLO 2.23. Vamos considerar a situagdo exposta na figura 8. Temos nesta figura um
evento elementar onde o divisor g € # pode assumir qualquer um dos valores ¢ = 2, g = 5 ou
g = 11 determinados respectivamente pelas cartas 2, 5é e Jé&. As cartas K&, O e Jé compdem
a mesa. Observamos a seguir que a cada g escolhido é contemplado um caso diferente de G;(g). De
fato para ¢ = 2, o evento elementar em questao corresponde a um elemento do evento

sl

e portanto pertence ao grupo Gs(2). Por outro lado, para ¢ = 5, o mesmo evento elementar pertence

também ao evento
,

e assim, também ao grupo G{(5). \Y,

Poderiamos explorar ainda mais este ou outros exemplos, mas ja estd claro que uma mesma
sequéncia de cartas pode estar relacionada a mais de uma situacdo. O exemplo mostra que os
eventos Gj, i =1, ...,8 ndo sdo disjuntos. Mesmo assim, € possivel utilizarmos os eventos G; para
respondermos O»>. Segundo o principio de inclusido-exclusdo, veja por exemplo Carvalho et al.
(2006), a probabilidade de que uma carta em posse do jogador divida uma soma das cartas na mesa

.—P{éGi}.

Devemos portanto determinar todas as situacdes de interse¢des entre os grupos G;.

8
P(Q) =Y P(Gi}-> P{GiNGj}+ > P{GiNGNG)—..

i=1 i<j i<j<k
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FIGURA 8. Exemplo que mostra as possiveis interse¢des entre os casos Gi(q).

OBSERVACAO 2.24. Neste trabalho nds nfo analisamos tais interse¢des e, assim, deixamos a
questido O, em aberto para andlise futura.






CAP{TULO 3

Apéndice

1. Eventos para a divisao simples

Apresentamos nesta secdo a descri¢do por extenso de cada um dos eventos envolvidos no
problema da divisdo simples. Os simbolos #€ e © representam o conjunto das cartas em posse
do jogador e na mesa, respectivamente. Reservamos os sub-indices i, j, k para cartas em # e
n,m,[ para aquelas em . Um evento elementar em {2 é determinado assim pela sequéncia

({wi» wj wi b, {wrs Wi wn }).

Explicitamos o significado de alguns caracteres para uma compreensao plena da descri¢do dos
eventos. Temos entdo: (| ) divide; () ndo divide; (\) menos; ( :) tal que.
Com o intuito de motivar a leitura e andlise de todos os eventos, descrevemos aqui o E: existe
i, tal que w; ndo divide as cartas da mao, com excessao de w; (ou menos w;); w; ndo divide os

elementos da mesa.

qdx x|xxx
xlo x x

X0 O X

QR (R (R
Ol (=] [=] |=
=

Fi:wit#H \{w;i}; witD

Fi, 1 wit# \{w;}; wilwr; witD\ {w;}

i, Lm,n: wit# \{w;i}; wil{w,wn}s witwy;
Fi:wit# \{w;i}; wilD;

36,7,k @ wilwj; wifwk; wifD

36,7,k 12 wilwj; witwes wilw; wit® \ {w;}
di,j,k:wilFH\{we};elD\N{w,}

i),k wild\ {we};clD

i)k wil#;ctD

i, jk:wil#; et D\ {w}
Ji,j,k:wild;clD\ {wy,}

i wil#H\{w;}; wilD

i,k wi = wil#\ {wi}; ctD

i,k wi = wil#\ {we}; et D\ {w;}
Ji,j,k:wi=wild\ {wi}; clD N\ {wy}
Jij,k:wi=wild\{wi};clD

3i,j,k, 12 wi = wj; wilwe; witD

36,7,k 12 wi = wj; wilwe; wilwy; wit® \ {w;}
i, j,k, Lm,n: wi =wj; wilwe; wil{wr, wa}; wifws
Jij,k:wi =wj; wilwwilD

wi = wj = wi; witD

27

(E1)
(E2)
(E3)
(Es)
(Es)
(E6)
(E7)
(Eg)
(E9)
(E10)
(E11)
(E12)
(E13)
(E14)
(Eis)
(Ei6)
(E17)
(E1s)
(E9)
(Eno)
(E21)
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(9 9 q]o x x i1 wi = wj = wi; wilw witD\ {w;) (Enn)
(4 9 qo o x di,l,m,n: wi =wj=wi; wil{w,wn}; wifw, (E23)
i = = s 1D (2

2. Eventos para a divisao composta pela soma

Reservamos os sub-indices i, j, k exclusivamente para as cartas em # e os sub-indices [, m, n
para as cartas em .

wi # (wj, wk, W[, Wma wn)’

Yy X Jij.k: (E15)
Wi wj + Wi, Wilwy + Wi, Wi Wy
.. wi 7 (W), Wi, Wi, Wiy Wh),
q8,.]%,0 Ji,jk: i 7 e (Eay)
wifwj + Wi, wilw; + Wi, Wilwy;
. w; F (W, Wi, Wi, Wi, Wn) \ Wy,
(48 ]% 4 Jigjok: T e (E3,)
wifwj + Wi, wilws + Wi, wilwy;
. Wi F (W), W» Wi Wins W) \ Wy,
EADE: Sijik 7 e (Es)
wi'i'wj + W, wilwy + wpy, wi'i'wn;
. wi 7 (W, Wi, Wi, Win, wWn) \ W,
qS.]%,0 Jijk: i7 e (Ess)
wifwj + Wi, wilwy + Wi, wilwy;
. wi 7 (W, Wi, Wi, Win, W) \ (Wi, Wi,
(48[54 Sk 7 S e S (Ee)
wifwj + Wi, Wilws + Wi, Wilwy;
. wi 7 (Wj, Wi, Wi, Wi, wn) \ wj,
(9802, x Ji,jk: i 7 e (E7s)
wifwj + Wi, Wilws + Wi, Wi W
. wi 7 (W, Wi, Wi, Win, wWn) \ wj,
q8.]%,0 Ji,j,k: i 7 e (Egs)
witwj + Wk, wilw; + Wi, wilwy;
. wi 7 (W, Wi, Wi, Win, W) \ (W), wn),
qS8.|3:4 di,jk: i7 () e P (E9s)
Wi wj + Wi, wilwy + Wi, Wilwy;
. w;i #Z (Wi, Wk, Wi, Wi, wp) \ (W, wy),
45,50 x Sijk: {7 m )\ (4 (Etoy)
wifwj + Wi, wilwy + Wi, Wi wWas
. w;i 7 (Wi, Wk, Wi, Wi, W) \ (W;, wy),
45,500 ik 7 o)\ (4 (Eniy)
witwj + Wk, wilwy + Wy, wilwy;
.o Wi ((AJ',Wk,W[,LL) , W )\(UJ',W[,W )a
q8,>,4 Jdi,j k- i 7 e ! " (E125)
witwj + Wi, wilwy + W, wilwys
. wi 7 (Wj, Wi» Wi, Win> W),
4y, [2, x Ji,j,k: 7 @ e (Er3s)
wilwj + Wi, wilwy + Wi, Wi was
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wi # (wj’ wka (JJ], Wma wn)a

g%y, 0 3ijk: (E14s)
wilwj + wi, wilwy + Wiy, wilwy;
. w;i # (Wi, Wk, Wi, Wi, Wp) \ W
[45]%. 4 3,k s 7 (ko o ), (E1s,)
wilwj + wi, wilwy + Wi, wilwy;
. w; Z (Wi, Wi, Wi, Wiy Wy) \ W
(G%,[S.x 3,k ;47 (o @ ) A (Exs)
wilwj + wie, wilwy + W, Wi Wy
. wi 7 (Wj» W, Wi, Wins W) \ Wi,
(95420 ik {97 e (E17,)
wilwj + wi, wilwy + Wy, wilwy;
o °J . A
= wilwj + wi, wilwy + wpy, wilwy;
. w; # (Wi, Wi, Wi, Wiy Wy) \ Wi
g%, 3, X Jdi,jk: i 7 (W) Wk W1 s ) \ (E195)
wilwj + wie, wilwy + W, wifwy;
wi # (Wi, Wi, Wi, Wiy W) \ Wi
qzo Zxo Ei,j,ki 17'/( jo Whks Vs Wms n) jo (EZOS)
wilwj + wi, wilwy + wp, wilwy;
.. wi 7 (Wj, Wi, Wi Win> W) \ (W), Wn),
AN Jijk: 7 () m n) \ () n) (Ea15)
wilwj + wg, wilwy + wp, wilwy;
o o 2J . )
wilwj + wk, wilwy + Wy, wifwn;
qz E ° 3 lJ k . wi #(wj, Wk,W[, Wma wﬂ)\(wj$ CU[), (E23 )
[¢] o 9 . A
’ wilwj + wi, wilwy + Wi, wilwy;
L wi # (Wi, Wi, Wi, Wiy wWy) \ (Wi, Wy, Wy)
q EO ZO q 3 l7]7k : ' # ] ’ ’ " " ]’ ’ " (E24S)

wilwj + wi, wilwy + Wy, wilwy;

3. Demonstracao dos Lemas relativos ao problema da divisdo composta pela soma

Apresentamos a seguir a demonstracio dos Lemas 2.15-2.22. Em linhas gerais, todos os Lemas
sdo demonstrados utilizando os mesmos argumentos. Desta maneira, decidimos incluir a descri¢ao
por extenso de unicamente dois dos Lemas, a saber a do Lema 2.15 e a do Lema 2.18. Embora
arbitréria, esta escolha inclui a andlise de um caso simples e outro com maior desenvolvimento.

DEMONSTRACAO DO LEMA 2.15. O evento G(gq) refere-se ao caso onde o jogador tem em
# (em suas maos) um divisor com valor g e outras duas cartas, que somadas, resultam em uma
soma ndo favordvel. Entdo, # estd constituido por uma carta com valor ¢ e outras duas cartas do
tipo Sy. Passamos a andlise das cartas em %) (na mesa). Duas das cartas em % formam uma soma
favordvel do tipo ;. Além das duas cartas da mesa que compdem a referida soma, ainda resta uma
carta em % que pode ser x, ¢ ou g. Desta forma, estamos nos referindo a seguinte uniao

Gi(q) =14 8:[Zex] | [ 8c[Zeo] | [4 S: ]2 4]
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Calcularemos as cardinalidades de g, S, e 2, para finalmente calcular o nimero de maneiras para
escolhermos o valor da tltima carta em 9. Seja g € {1,...,13}. A cardinalidade do evento G(g)

WG) Qs (mms-o+ () (1)s00) () 50)
7)) ()]
L) )roy) -0+ (1) (o (757 ()
) () ()]
IO’y ()=rm-s-asm | (7571)
(57 0)
OO0y « Groon-serm-o]|(7177)
(37 0)
J0) @) () ()= )« () 0)
s ()G ) w77+ ()« O)
)G @) ) ()=l (23 7) - (777 - ()
JO)G)0l)- () ()sl)=o)
1)) 0
#()G)ry) G 57 - (%7« O)
OIG)G) )= G)sroly) ()
1) ()0
+() ()l (%77« (477« O)
LG G)=] ) (%) -0

e ¥7(q). Portanto, temos 1 situagio referente a carta ¢, 3 situagdes referentes ao conjunto Sy, 4
situagdes referentes ao conjunto Y, e 3 situagdes referentes a ultima carta (x, ¢ ou g). Pelo principio
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multiplicativo temos 1 - 3 - 4 - 3 = 36 partes a serem escritas e somadas de tal maneira que nenhuma
combinagdo dessas deixe de ser calculada. Poderd observar que escrevemos apenas 12 partes. Isso
se justifica pela fatoragdo que foi possivel fazer considerando a dltima carta e que explicaremos a
seguir. Apresentaremos agora as 36 situagdes do grupo G1(g) para se ter uma visao geral.

(4 S 2e x| |4 Si@] S <] U4 Si@] i 4]
(4 S [2ig x] U4 Si@[Zg o] U4 Sua[Zig 4]
[ S @ x4 Si@[=i @] U4 Sia[= (9 4]
(4 sio[=@ x| [1 Sk =@ o] U [1 Sia [V 9]
(4 Sl@] 2 x| |4 Si@] S ] U4 Sia] i 4]
(4 Si@[ Sl x| 4 Si@[Zig o] [ 4 i@z 4]
[a i ]Sl x| [ 9 S@]=i@ o] | J[q Sia]Zig 4]

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

(4 St x| [1 Sl o] U [1 Sl @ 4]
(4 SV @] 2 x| | J [ 4 87 @] S ©] U [4 57@] S 4]
(4 V@[ =@ x| |4 V@[ =@ o] U [ 4 SV @] =) 4]
(a4 ST @@= @ x| |1 SV @[ @ o] |1 SV @[ (9 4]

(a4 7@ x| | [ 4 ST @[V o] | [4 V@S9 4]

Os trés primeiros casos abordados em G1(q),
(4 @] 2o x| U [4 Si@[ i o] U [4 Sia[Ziq) 4

podem ser contados pela linha

(EIaCh-s-oe () (]
(5 (-

onde o primeiro bindmio (‘1‘) representa a escolha dos naipes de ¢, sendo possivel escolher um
naipe em quatro opgoes.

Sabemos que S’.(q) sdo pares de cartas com um miiltiplo de g, representado por ¢, e um ndo
multiplo x. 3/(g) sdo pares de cartas com dois ndo multiplos x. Para explicar o contetido presente

)G ()on-s-0+ () (s () ()]

temos que considerar dois casos particulares:

B

e O multiplo de g presente em S’.(¢) é igual a um dos multiplos de g presentes em 3'.(g).
Neste caso, temos que calcular os naipes das duas cartas de S}(q) por (7) (}) e a quatidade
desses pares por S,.(g). Como o multiplo se repete, restam trés para serem contados em
Y'(g) e por isso o bindmio (?) Em seguida, para contarmos o dltimo multiplo de g,
devemos considerar todos seus multiplos, dados por N,. Contudo devemos desconsiderar

quatro deles, os proprios g e o outro multiplo que acabou de ser citado (considerado 4
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vezes devido aos naipes), o que justifica ndo ser utilizado novamente. Desta forma temos
(Ng—4-4).
Ressaltamos que N, abrange todos os multiplos incluindo os diferentes naipes e por isso
ndo hd a necessidade de contar naipes quando citamos N,.

e O mudltiplo de ¢ presente em S’.(¢) é diferente dos miltiplos de g presentes em 3'.(g).
Contamos os naipes por (1) (}) e a quantidade destes pares por S,(q) e os naipes () (})
dos pares ¥/.(g).

Cada um dos bindmios presentes em

)+

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na tltima posicao. Contamos x
por (527]1\/”71) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sdo multiplas de
q, N4, € uma ndo miiltipla que jé foi utilizada. A parte (N "TH) representa a escolha de um multiplo
de Ny, dado que ndo podemos utilizar g (contados como 4 devidos aos naipes) € os trés multiplos ja
foram utilizados. Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se
escolher uma que serd colocada na dltima posicdo, o que justifica a escolha G)

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(4 S [l x| |4 Si@] =@ ] U4 S 4]

calculados por

() m-a- (o™
(5

Estamos querendo resolver S’ - X, considerando suas cardinalidades, e por se tratar de produto,
realizaremos X - S, nesta ordem.

Podemos escolher o naipe de g de quatro maneira e para representar esta escolha utilizamos
(i’) Note que S’.(¢g) é composto por um x e um ¢ e que X7/(g) é composto por dois x diferentes entre
si. Visto isso, hé duas situacdes que devem ser consideradas para explicar a composi¢ao de

)9+ G) ()l ) (%)

¢ O ndo multiplo x presente em S’.(q) € igual a um dos ndo miiltiplos presentes em >/ (g).
Iniciamos calculando a cardinalidade de X (g) considerando os naipes das duas diferentes
cartas por (1) (1)X%(q). A préxima carta é igual a uma j escolhida. Entdo devemos a
escolher entre trés cartas possiveis, logo G) A carta ¢ € mdltipla e, por isso, devemos
recorrer a todas as cartas multiplas descontando os prépios g. Assim, escolhemos ¢ por
(Ng—4).

e Neste caso, todas as cartas sdo todas diferentes entre si. Iniciamos calculando a cardina-
lidade de ¥//(q) considerando os naipes das duas diferentes cartas por (‘D (‘1‘) Y(q). A
proxima carta, além de ser do tipo x, ndo pode ser igual a nenhuma das duas primeiras.
De todas as 52 cartas devemos tirar as que sdo miuiltiplas, N,, € as cartas ja utilizadas. Isso

explica (5 2N fM). A escolha da dltima carta € andloga ao caso anterior.

Cada um dos bindmios presentes em

1))
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representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na dltima posi¢do. Contamos x
por (5 2_’1\/ ‘1_3), dado que sd@o 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sdo mdltiplas,
Ny, e trés ndo multiplas que jd foram utilizadas. A parte (N‘f_l4_1) representa a escolha de um
multiplo de N,, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e o miltiplo ¢ que ja foi
utilizado. Como a primeira carta da sequéncia € um ¢, restaram apenas trés delas para se escolher
uma que serd colocada na dltima posi¢ao, o que justifica a escolha (?)

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(4 S 2@ x4 Si@[=i @] U4 Si@[= (9 4]

calculados por

W G)s(’) «()ome-s-ac-m] (757
(") 0)]

O primeiro bindmio (Al') representa a escolha dos naipes de ¢, sendo possivel escolher um naipe
em quatro opg¢oes.

Sabemos que S.(g) sdo pares de cartas com um mdltiplo de g, ¢, e um ndo multiplo x. X?'(g)
s@o pares de cartas com dois mdltiplos de g, ¢, iguais. Para explicar o contetddo presente em

N (s 4-1 4\ ¢
Kl) <1>SX(Q)< 2 > * <2) N7 (@) (Ng =4 —4)(52 - Ny)

temos que considerar duas particularidades, a saber

e O miiltiplo de g presente em S’.(q) é igual aos muiltiplos de g presentes em X'(q).
Escolhemos os naipes dos pares S(¢) por ({) (), justificando a parte (7) (})S%(¢). Como
as cartas de X'(¢) sdo iguais a uma carta ja escolhida, precisamos escolher duas em trés
que € 0 mesmo que (411).

e O miiltiplo de g presente em S’.(g) é diferente dos mdltiplos de ¢ presentes em X(g).
Calculamos primeiro os pares de X7/ (g) por (g) ¥""(g) considerando que sdo cartas iguais
e por isso escolhemos 2 em 4 opgdes. Essas op¢des ndo poderdo ser escolhidas em S,.(¢)
e, por isso, as tiramos de todos os possiveis miltiplos N, e também os préprios ¢, ficando
(Ny—4—4). A esolha do ndo miiltiplo de ¢ se da retirando das 52 cartas do baralho as
cartas N, que sdo miuiltiplas, ficando assim (52 — N,).

Cada um dos bindmios presentes em

53+

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ € ¢ na dltima posi¢do. Contamos x
por (52—1;/ "_1) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sdo multiplas,
N, e uma ndo multipla que j4 foi utilizada. A parte (N"T‘_S ) representa a escolha de um mudltiplo de
N,, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e trés miiltiplos ¢ que ja foram utilizados.
Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se escolher uma que
serd colocada na tltima posi¢do, o que justifica a escolha (?)

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(4 S x4 Ss@]=v@ o] U4 Si@[= 9 4]

calculados por
4 4 4 ’ 4 _ 1 4 N
D[ (O)s@31)+ (5) mrwm, -axs2-n,-a)
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59+

O primeiro bindémio (T) representa a escolha dos naipes de ¢, sendo possivel escolher um naipe em
quatro opgoes.

Sabemos que S(q) sdo pares de cartas com um miltiplo de g, ¢, e um ndo miltiplo x. X(g)
s@o pares de cartas com dois ndo mdltiplos de g, x, iguais. Para explicar o contetido presente em

N ! ! 4-1 4 iv
[(1) <1)Sx(q>< 2 ) + <2> Xy (q)(Nq—4)(52—Nq_4)}

temos que considerar duas particularidades, a saber:

e O nio miiltiplo x presente em S’.(g) é igual aos dois ndo mdltiplos em %'(¢). Calculamos
os naipes dos pares e a quantidade de pares que estdo nas maos do jogador por (?) (‘1‘) S'(q).
Como as cartas que compdem o par da mesa sio iguais a uma j4 escolhida, escolheremos
duas em trés, ou seja, (*,').

e O ndo miiltiplo x presente em S’.(g) é diferente aos dois ndo mdltiplos pesentes em X(q).
Calculamos primeiro os pares de cartas x, iguais entre si, que estdo na mesa considerando
os naipes de cada uma e sua caracteristica por (g) ¥¥(g). Voltamos nossa atengdo para
as maos do jogador onde o par que queremos contar é composto de um <, multiplo de g
e de um x, ndo miltiplo de g. Para calcular ¢, temos apenas que descontar de todos os
multiplos N, os quatro g, ficando (N, —4). Para escolher o ndo miiltiplo x que falta de
todas as 52 cartas do baralho, descontamos todas que sdo multiplas e ainda aquelas que
iguais as que foram utilizadas na mesa, portanto (52 — N, —4).

Cada um dos binémios presentes em

(1)-()-()

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na dltima posi¢do. Contamos x
por (5 2_11\"1_3 ) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao mdltiplas, N,
e trés ndo multiplas que ja foram utilizadas. A parte (N"_f—l) representa a escolha de um multiplo
de Ny, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g € um muiltiplo ¢ que ja foi utilizado.
Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se escolher uma que
serd colocada na dltima posicao, o que justifica a escolha G)

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(a4 Sl x| | [ 1 St =@ o] |1 Si@] =) 4]
calculados por

()0 Gt ()=l (37) = (7))

Nao hd nenhum tipo de interse¢@o entre os subconjuntos S7(q) e X'(g), pois o primeiro é
composto apenas de ndo mdltiplos de g, diferentes entre si e o segundo subconjunto é composto de
dois multiplos de g, também diferentes entre si.

Analisando a parte
4\ (4\ /4 % 4\ /4 5
(1)) (s () ()=

temos que o primeiro bindmio (‘1‘) representa a escolha da primeira carta que é o proprio divisor

q. A sequéncia (‘1‘) (‘]‘) S”(q) esta ligada a quantidade de pares S’ (q) e os naipes de cada uma das

cartas que formam este tipo de par. De forma similiar ocorre com a sequéncia (‘11) (‘11) ¥ (q), onde
sdo contados os naipes de cada par do subconjunto >'.(g).
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Cada um dos bindmios presentes em

(5919

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ € ¢ na dltima posi¢do. Contamos x
por (52711\/ qu) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao multiplas,
Ny, € duas ndo multiplas que ja foram utilizadas. A parte (N"T‘_z) representa a escolha de um
miuiltiplo de Ny, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro ¢ e dois miltiplos ¢ que ja foram
utilizados. Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se escolher
uma que serd colocada na ultima posicao, o que justifica a escolha (?)

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(14 U@l x| |4 Si@]=l@ <] U4 Sia] =l 4]

calculados por @ [(52 o G) (‘:) (‘D St(g)+ Hq]
(0]

O primeiro bindmio (‘1‘) representa a escolha dos naipes de g, sendo possivel escolher um naipe em
quatro opgoes.

Sabemos que S”(q) sdo pares de cartas ndo miltiplas de g, x, e diferentes entre si. ¥ (q) sdo
pares de cartas com dois ndo multiplos de g, x, também diferentes entre si. A constitui¢do de S7(q)
e X"(g) é a mesma, contudo a soma das cartas do primeiro subconjunto néo é divisivel por ¢ ao
contrédrio do que ocorre em X (q).

Para explicar o conteddo presente em

3\ (4 (4
s2-n-4-9(3) (1) (7)sto

temos que considerar duas particularidades, a saber:

e Os pares S7(g) e ¥/(q) possuem uma carta em comum. Observe que, mesmo sendo
as quatro cartas ndo multiplas x, nesta situacdo elas ndo podem ser todas iguais, pois a
natureza dos pares sao diferentes. Todas cartas iguais levam a pares iguais, o que seria
um absurdo visto que um par ¢ divisivel por ¢ e o outro ndo. Inicialmente, (})(7)S%(q)
calcula quantos sdo os pares do tipo ¥/(g) e os naipes de cada carta do par. A carta de
S”(q) que é igual a uma das cartas de X/ (g) pode ser escolhida entre apenas trés, visto
que uma j4 foi utilizada e, por isso, contada por (?) Até o momento, de todos os valores
ndo miiltiplos de g, 52 — N,, utilizamos dois. Entdo, para contar a tltima carta x que falta,
fazemos (52 — N, — 4 —4). Quando ndo podemos utilizar um valor, em se tratando de
baralho, devemos retird-lo 4 vezes, pois um valor é representado por quatro cartas que se
diferenciam pelos naipes. Por isso —4 — 4.

e Todas as quatro cartas presentes nos dois pares sdo diferentes. Neste caso nao foi possivel
fazer uma generalizacdo. Para solucionar este caso, contamos separadamente quantas
possibilidades existem a partir de cada g e colocamos os valor encontrado na Tabela 5. O
codigo H, € uma varidvel com ¢ variando de 1 a 13, no mbito dos nimeros inteiros, com
valores pré definidos.

Cada um dos bindmios presentes em

)00
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representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na dltima posi¢do. Contamos x

por (5 2_];’ ‘14) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao multiplas,

Ny, e quatro ndo multiplas que ja foram utilizadas. A parte (N‘fl_4) representa a escolha de um
miiltiplo de N,, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e nenhum outro foi utilizado.
Como a primeira carta da sequéncia € um ¢, restaram apenas trés delas para se escolher uma que
serd colocada na dltima posicao, o que justifica a escolha (?)

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(4 Sl x| |4 Si@] =@ <] U4 Sia] =i 4]

calculados por
4\ (4N (4N ) 4\ (4N 52-N,-2 N,—4-2 3
(1)@ () (=l (7)) ()]

Nio héd nenhum tipo de interse¢éo entre os subconjuntos S/ (¢) e X (¢), pois o primeiro é composto
apenas de nao multiplos de ¢, diferentes entre si e o segundo subconjunto é composto de dois

multiplos de g, iguais entre si.
4\ (4\ (/4 4
(1> < 1) <1> Si(@) <2> C)

Analisando a parte
temos que o primeiro bindmio (‘11) representa a escolha da primeira carta que € o proprio divisor
q. A sequéncia ({) (})S”(¢) estd ligada a quantidade de pares S(¢) e os naipes de cada uma das
cartas que formam este tipo de par. De forma similiar ocorre com a sequéncia (‘2‘) " (q), onde
sdo contados os naipes de cada par do subconjunto X/.(g). Neste caso escolhemos 2 em 4 quartas
devido ao fato de serem numericamente iguais, visando, assim, a escolha do naipe.

Cada um dos bindmios presentes em

(59 (19)-)

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na tltima posicao. Contamos x
por (5 2711\1 ”72) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao multiplas,
Ny, € duas ndo miltiplas que ja foram utilizadas. A parte (N"TH) representa a escolha de um
muiltiplo de Ny, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e dois muiltiplos ¢ que ja foram
utilizados. Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se escolher
uma que serd colocada na udltima posicao, o que justifica a escolha G)

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(4 Sl x| 4 Sia]=v@ o] U4 Sia]=i@ 4]

I (Ol [ (1 ()

O primeiro bindmio (‘11) representa a escolha dos naipes de g, sendo possivel escolher um naipe em
quatro opgoes.

Sabemos que S”(g) sido pares de cartas ndo miltiplas de g, x, e diferentes entre si. ¥"(g) sdo
pares de cartas com dois ndo multiplos de ¢, x, porém iguais entre si.
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Para explicar o conteddo presente em

(D) ()s0G) (1) () )=wo)

temos que considerar duas particularidades, a saber:

e Uma das cartas de S”(g) é igual as cartas de ¥'(q). Escolhemos a quantidade dos pares
de S'(q) e seus respectivos naipes por (‘1‘) (‘]‘) S”(g). As cartas da mesa, além de serem
iguais entre si, sdo também iguais a uma das cartas jd escolhida, logo temos que escolher
duas em trés opgdes e o fazemos por (3).

e As cartas de S¥(g) sdo diferentes das cartas de chv(q). Os pares sao totalmente independen-
tes. Calculamos os pares S”/(g) e seus respectivos naipes por (‘]‘) (?) 5”(g). Os pares X (q),
por ser compostos de cartas iguais, se faz necessdrio escolher dois em quatro naipes por

4 v
(2) 2 (@)
Cada um dos bindmios presentes em

)00

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na dltima posi¢do. Contamos x
por (5 2_1;] ‘1_4) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao multiplas,
Ny, e quatro ndo multiplas que ja foram utilizadas. A parte (qu—4) representa a escolha de um
muiltiplo de N,, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g € nenhum outro foi utilizado.
Como a primeira carta da sequéncia é um ¢, restaram apenas trés delas para se escolher uma que
serd colocada na tdltima posi¢do, o que justifica a escolha (?) Descrevemos a seguir a contagem
dos casos

(4 V@] S x| |4 V@] S ©] U [4 8V@] S 4]

calculados por
4\ (4N 4\ [4\ o, 52-N,;-2 Ny—4-2 3
(1) Qo) ()l (*77) 0]

Nio héd nenhum tipo de interse¢do entre os subconjuntos S7'(g) e X.(g), pois o primeiro é composto
apenas de nao multiplos de ¢, iguais entre si e o segundo subconjunto é composto de dois multiplos

de g, diferentes entre si.
4\ (4N ., 4\ [4\ o,
3
<1> (2)Sx (q)<1> (1> (@)

Analisando a parte
temos que o primeiro bindmio (‘1‘) representa a escolha da primeira carta que € o préprio divisor q.

A sequéncia (‘1‘) S (g) estd ligada a quantidade de pares S’ (q) e os naipes das cartas que formam
este tipo de par, como as cartas s3o de mesmo valor escolhemos dois naipes em quatro possibilidade.
De forma similiar ocorre com a sequéncia (1) () Z4(q), onde sdo contados os naipes de cada carta
dos pares do subconjunto X’.(g).

Cada um dos bindmios presentes em

(599

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na dltima posi¢do. Contamos x

por (52_1;/ "_2) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao multiplas,
Nq—4—2)
1

Ny, e duas ndo multiplas que ja foram utilizadas. A parte ( representa a escolha de um
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muiltiplo de N, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e dois muiltiplos ¢ que ja foram
utilizados. Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se escolher
uma que serd colocada na ultima posi¢ao, o que justifica a escolha (?)

Descrevemos agora a contagem dos casos

(a4 ST @[l x| |1 SV @[ =i o] | [ 1 SV @[Zi 4]

calculados por

WIEQ) G0 o) (1] [(77) + (%) + ()]

O primeiro bindmio (T) representa a escolha dos naipes de ¢, sendo possivel escolher um naipe
em quatro opg¢oes.
Sabemos que S7'(g) sdo pares de cartas ndo muiltiplas de g, x, e iguais entre si. X(g) sdo

pares de cartas com dois ndo multiplos de g, x, porém diferentes entre si. Para explicar o conteido

presente em
3 4 4 " 4 7 4 4 "
Q)0 ()0 (o) ()

temos que considerar duas particularidades, a saber

e Uma das cartas de >//(g) é igual as cartas de S’ (g). Contamos primeiro os pares 37 (g) e 0s
naipes de cada uma das duas cartas dos pares por (T) (T) ¥(g). Como necessariamente as
cartas de S7’(¢g) devem ser iguais a uma carta j4 utilizada, temos apenas duas possibilidades
em trés, (g)

e Ambas cartas de ¥.//(g) sdo diferentes das cartas de S”'(g). Por ndo existir interse¢do entre
os subconjuntos, podemos calculd-los sem restrigdo. Assim, calculamos os pares S%'(q) e
os naipes das cartas iguais por (g) S"”(q) e os pares X (q) com os respectivos naipes por

() ()= @.

Cada um dos bindmios presentes em

) ()0

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ € ¢ na dltima posi¢do. Contamos x

por (52_1;/ "J') dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao multiplas,

Ny, e quatro ndo miiltiplas que ja foram utilizadas. A parte (qu4) representa a escolha de um
miuiltiplo de N,, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e nenhum outro foi utilizado.
Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se escolher uma que
serd colocada na ultima posicao, o que justifica a escolha G)

Descrevemos a continuagio a contagem dos casos

[ 7 @2 @ x| [ 4 ST @[= @ o] U [ 4 Y@=V (9 4]

calculados por
4\ (4N, 4\ 52-N,-2 N,—4-2 3
()Gl (777 () 0)

Nao hd nenhum tipo de interse¢do entre os subconjuntos S/ (g) e ¥'(g), pois o primeiro é
composto apenas de ndo multiplos de ¢, iguais entre si e 0 segundo subconjunto é composto de
dois multiplos de g, também iguais entre si.
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4 4 /1 4 n
(1) (2) Sy (q) <2) 0@

) representa a escolha da primeira carta que € o proprio divisor g. A

Analisando a parte

4
1

sequéncia G) S"(q) estd ligada a quantidade de pares S’'(q) e os naipes das cartas que formam este
tipo de par, como as cartas s3o de mesmo valor, escolhemos dois naipes em quatro possibilidade.
De forma similiar ocorre com a sequéncia (g) ¥"(g), onde sdo contados os naipes das duas cartas
iguais, dentre quatro possibilidades, do subconjunto 37'(g).

Cada um dos bindmios presentes em

(3099

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ € g na dltima posi¢do. Contamos x
por (5 27]1\] ‘172) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sdo multiplas,
Ny, € duas ndo multiplas que ja foram utilizadas. A parte (N"TH) representa a escolha de um
muiltiplo de N, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e dois muiltiplos ¢ que ja foram
utilizados. Como a primeira carta da sequéncia é um g, restaram apenas trés delas para se escolher
uma que seré colocada na tltima posigdo, o que justifica a escolha (7).

Descrevemos a seguir a contagem dos casos

(a4 ST @[ ¥ @) x| | [ 9 ST @[V o] | ][4 V@59 4]

calculados por

(WG] [(1) () + ()

O primeiro bindmio (‘11) representa a escolha dos naipes de ¢, sendo possivel escolher um naipe em
quatro opgoes.

Sabemos que S (g) sdo pares de cartas ndo mdltiplas de g, x, e iguais entre si. $¥(g) sdo pares
de cartas com dois ndo multiplos de ¢, x, porém iguais entre si. Para explicar o contetido presente

cm
4 " 4 iv
[ <2> Sy (@) (2) 2 (q)]

temos que considerar duas particularidades, a saber,

temos que o primeiro bindmio (

e As cartas de S%(q) e X"(g) sdo todas iguais o que ndo pode ser possivel. Se g ndo divide
S”(q) e divide Efcv(q), ambos conjuntos devem necessariamente ser diferentes. Portanto,
esta parte do caso ndo existe e, para tanto, nao pode ser calculada.

e As cartas de S(q) e Ziv(q) sdo iguais apenas dentro de cada conjunto, mas ndo entre
conjuntos. Calculamos cada parte separadamente. Como as cartas de S/’(¢) sdo iguais,
devemos escolher duas de quatro possibilidades de naipes e ainda quantos pares fazem
parte do subconjunto, (3) $"”(q). De forma andloga, utilizamos o mesmo raciocinio para o

subconjunto " (g), calculando assim (3) £2¥(g).
Cada um dos bindmios presentes em

) ()0

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ € ¢ na dltima posi¢do. Contamos x
por (52_1;/ "J') dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao multiplas,
Ny, e quatro ndo multiplas que ja foram utilizadas. A parte (qu4) representa a escolha de um
miuiltiplo de N,, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e nenhum outro foi utilizado.
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Como a primeira carta da sequéncia é um ¢, restaram apenas trés delas para se escolher uma que
serd colocada na ultima posicéo, o que justifica a escolha G)

Desenvolvendo os coeficientes binomiais que aparecem na expressao para a cardinalidade de
G1(y) € simplificando obtem-se

188 (Hq - Nj (16%Y(q) + X'(q) + 622 (q)) + 12N, ( -4 + 4S(q) + 6857 (q) + 557 (9)
+2657(q)) +2(1059 + 165%(q) (8X%(q) - 9) — 14805 (q) — 2085 (q) - 57622 (q)
+857(q) (3 +16%(q) + 1627 (g) + 652 (q)) + 657 (q) (8Z%(q) + 827 (q) + 3(XY (q) + Ei”(q))))

Somando esta dltima expressdo em g de 1 até 13 e utilizando as Tabelas 2, 3 e 5 obtemos #(G{) =
195967816, portanto

195967816
DEMONSTRACAO DO LEMA 2.16. Sejag € {1,...,13}. A cardinalidade do evento G,(g) é

)G+ () 0)
WIC)C)0) )T 0
) ()0
()0 GG )+ (%)« O)
()G G+ () ()
0GR (47 ()]
f(0)GE)rel) ()IC ) ()G
#(Gz(q)):—564< ((N,—61) N, —16S"(q) - 65" (q) + 488)

— 16 (Si(q) —3S¥(q) +65) + 185;”(q)>

Somando esta ultima expressdao em g de 1 até 13 e utilizando as Tabelas 2 e 3 obtemos
#(G,) = 24665976. Assim finalmente resulta que
24665976
P = & . O
(G2} = 357170800 ~ 0060579

DEMONSTRACAO DO LEMA 2.17. Sejag € {1,...,13}. A cardinalidade do evento G3(g) é

B)C )Gl () () - ()
FEG)m () Gl [+ (%)« 0)
Q)] () (7))
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IO E)G)=o+ ) () ()
) () 0)

Desenvolvendo obtemos
#(Gs(q)) = 564 (8 (Ng—52)2(g) + 8(Ny - 50)S7(q) + 3(N, - 52) X' (g) + 92;‘;@).)

Somando em g e utilizando as Tabelas 2 e 3 obtemos #(G3) = 27162240. A probabilidade de G3 é

portanto

27162240
P = 20T 0.0667098. O
(63} = 107170400 ~ 0067098

DEMONSTRACAO DO LEMA 2.18. O evento G4(q) refere-se ao caso onde o jogador apresenta
em ¢ uma carta com valor g e outras duas cartas, que sdo o divisor ¢ € um nao multiplo x, que
somadas resultam em uma soma ndo favordvel. Entao, em # temos g, g e x. Voltamos nossa
atengdo para as cartas em . Neste caso, duas das cartas em &) formam uma soma favordvel do
tipo 3,. Esse subconjunto é composto por duas cartas multiplas de ¢ onde, necessariamente, pelo
menos uma delas € o proprio g. Desta maneira, pode ser g € g ou g e ©. Além das duas cartas da
mesa que compdem a referida soma, ainda resta uma carta em wy, ws € we que pode ser x, ¢ ou g.
Desta forma, estamos nos referindo a seguinte unifio

Ga(q) =[4 8o [0 x| | J [4 S [Z0 o] | [48:]20 4]

Calcularemos as cardinalidades de ¢, S, e X, sempre nesta ordem para finalmente calcular o
valor da dltima carta. Sejag € {1,...,13}. A cardinalidade do evento G4(gq) é determinada pela
expressao

wean-() ()05
OO0

Com o objetivo de justificarmos esta expressao, observamos primeiro que conjunto S, nao precisou
de ser particionado em subconjuntos. Existe apenas uma situa¢do de um par de cartas, sendo uma
delas necessariamente um ¢, cuja soma de seus valores resultam em um valor nédo divisivel por g:
ser um g somado com um x. O conjunto X, precisou ser decomposto em dois subconjuntosX’ (),
(composto de g € g) e X7(g) ( composto de g e ©). Portanto, temos 1 situagio referente a carta g, 1
situacdo referentes ao conjunto S,, 2 situagdes referentes ao conjunto >, e 3 situagdes referentes a
ultima carta (x, ¢ ou g). Pelo principio multiplicativo, temos 1 -1 -2 -3 = 6 partes a serem escritas e
somadas de tal maneira que nenhuma combinag@o dessas deixe de ser calculada. Os trés primeiros
casos abordados em G4(q)

(4 Ss@[2g x| | ][4 Ss@[Zg ©] | [ 2 S-@[Zig) 4]

podem ser contados pela linha

)OO 0)]
2 1 1 1 1 1 1
O primeiro bindmio G) representa a escolha dos naipes do g que elegemos como divisor e também
do g que compde o par de S.(g), sendo possivel escolher dois em quatro op¢des de naipes. Contando
os naipes € o mesmo que se contar as cartas. Existe uma relacio intriceca entre naipe e valor da
carta.

A segunda carta de S,(¢g), sendo uma carta ndo multipla de g, um x, tem suas possibilidades

contadas retirando de todas as 52 cartas do baralho as cartas multiplas de ¢g. Quando, de todas as
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cartas, retiramos os multiplos o que resta sdo os ndao mdultiplos. Assim calculamos as possibilidades
de x, nesta posido, por (**7).

Na sequéncia aparece g para que calculemos as possibilidades de ocorréncia. Calculamos
separado dos dois primeiros, pois se encontra em wy, Ws € We € NA0 em w1, Wy € w3 como os demais.
Como dois deles ja foram utilizados em wy, wy € w3 entdo temos um possibilidade em duas (e ndo
em 4), dado por (%)

A segunda carta de w4, ws € wg ¢ um multiplo de ¢, um ¢. Todos os multiplos de g estdo
contemplados em N, inclusive o proprio g. Em N, cada carta estd representada quatro vezes por se
considerar os quatro naipes. Se queremos tirar uma carta com um determinado naipe de N, devemos

fazer (N, — 1). Mas se queremos retirar de N, uma carta, independente de seu naipe, devemos fazer
NqA)

N, —4. Para calcular as possibilidades de se obter um muiltiplo diferente de g, utilizamos ( )

Cada um dos bindmios presentes em

(53

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na ultima posicao de wy, ws € we.

Contamos x por (52711\"’71) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sdo

miuiltiplas, N,, € uma ndo miltipla que ja foi considerada nos cdlculos anteriores. A parte (N "TH)

representa a escolha de um muiltiplo de N, dado que ndo podemos utilizar nenhum dos quatro g e

um multiplo ja foi considerado nos cdlculos anteriores. Como a carta g ja foi considerada por trés

vezes, restou apenas uma delas para se escolher na dltima posicao, o que justifica a escolha (})
Os casos abordados em Gy

(4 Se@] i x| | J [ 4 Se@][ =@ ©] U [ 4 S| =i 4]

podem ser contados pela linha

4\ (52-Ny\ (2 52-N,-1 N,-4
+ +0
RO )
A sequéncia (g) (5 ZIN a ) pode ser igualmente justificada como anteriormente. Trata-se da escolha
das trés primeira cartas. Como a terceira e quarta cartas sdo g e duas delas foram consideradas no
primeiro bindmio, temos duas possibilidades de escolha entre as duas que restaram, logo (%)

Cada um dos bindmios presentes em

)

representam, respectivamente a escolha de uma das cartas x, ¢ e ¢ na ultima posicao de w4, ws € we.
Contamos x por (52_]1\/ q_l) dado que sdo 52 cartas no baralho e destas devemos retirar todas que sao
multiplas, Ny, e uma ndo multipla que j foi considerada nos calculos anteriores. A parte (N "14)
representa a escolha de um miiltiplo qualquer de N,, com excessdo dos quatro g. Como a carta g ja
foi considerada por quatro vezes, ndo restou cartas desse tipo para a tltima posi¢ado, o que justifica
o aparececimento do zero. Colocamos o 0 para podermos refletir sobre o porqué da auséncia do
ultimo bindmio.
Desenvolvendo e simplificando a expressdo para #(G4(g)) obtem-se

#(Ga(q)) = 564(Ny —4)(52 - Ny) +282(52 - N,)).
Portanto, utilizando a Tabela 2 e somando em g de 1 até 13 temos #(G4) = 1087392 e assim

1087392
P{G4) = —— 2%~ 0,00267061. O
(G} = 207170400
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DEMONSTRACAO DO LEMA 2.19. Sejag € {1,...,13}. A cardinalidade do evento Gs(g) é

4\ 4\ 4\ 52-N, N,-4-4 3
(1) Q)=o)+ () ()
4\ 4\ iy 52-N,-2 N;,—-4-2 3
*() G0 )™ ) (V) ()]
A e, (2 (@-1 (4 (4 4\ s 9 () -1 2\ (4
W) 06 G (57)-(F3 ) G0
[(52—Nq>+<Nq—4—4)+ 3)]
1 1 1
" 4\ (4\ o, 52-N,-2 N,—4-2 3
Jeria(p) ()| (77« (%7« O)
v 4\ 52-Ny-2 Ny—4-2 3
Jrrof)maf ()< (7))
4\ i 4\ i 52-N,-4 N-4 3
o] )xo-1][(*1 ) () ()]
v , 2-Ny-2 N,—4-2 3
o) (1)l (1) () ()
| ()« () O)
+
a 1 1
4\ s 2 (g -1 4 " () () -1 2\ (4
Gl )0)0) - Gl (57)-(F GG
< 4 4 3>
)+()
4\ o iv - N, -2 N, —-4-2 3
<1)E<q>(>2<>{< P ()0
w1 () 0))
4 4 ” 52 -2 Ny—4-2 3
(1 p0y) (1)o7 7%) + (457) ()]
o)zl (735 (37)- )
| () () O
1 1
4\ ., 4\ o, 52-N,-2 Ny—-4-2 3
() ol (- )
N 4 " 52-N,-4 N N,—-4 N 3
1)1 1 1 1
Ao calcular a cardinalidade de alguns dos eventos relativos a Gs(g), nos deparamos com
situagdes que foram possiveis de serem resolvidas contando caso a caso, porém dificeis de se
generalizar, o que resultou em valores denotados por H,, H,, Hy e Hy' incluidos na Tabela 5.

Note que em G(q) foi utilizado H, e que em Gs(q) foram utilizados os demais. Desenvolvendo e
simplificando esta dltima expressao obtemos

4
1
4
1

[S—

#(Gs(q)) =188 <2H,; +H) + H) +2(325(q) (8%} (q) + 35 ()
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+3(S(g)(15+3251(@) + 25 (@) (85 (9) - 19))

+(12%Y(9) - 1) Z¥(g) + 6(2?)2))

Somando em ¢ de 1 até 13, com o auxilio da Tabela 3 e da Tabela 5, temos #(Gs) = 367979168,
portanto

367979168
P{Gs} = 70100 ~ 0903747 O

q| H, H, HY HY

Al 0 0 1125904 0

2| 0 1209 16480 95184
309120 0 1538 92160
4 | 11568 4032 144 38896
517472 0 0 46448
6 | 14736 2016 0 27504
7 (19008 0 0 33984
8 | 19008 1632 0 19344
9 [ 14272 0 0 14976
10 | 12144 672 0 11376
J | 12128 0 0 11504
Q | 10576 576 0 8544
K [ 10560 0 0 8544

TABELA 5. Cardinalidade do conjuntos H,,, H(’]’, H(’]’ e H;” .

DEMOSNTRACAO DO LEMA 2.20. Sejag € {1,...,13}. A cardinalidade do evento Gg(g) é

(1) Q)= ™)+ () ()

() G)ol)[(%7) (7))
()Gl ) () ()]
()G Q) ) ()« ()
G000l ) [C)() )]
(00 E=aQ)[C) (") ()
(0G0 7) () ()
(0 G 7) () 0)]

Desenvolvendo e simplificando tem-se

#(Go(@)) =1128 (8N, ~ HIZ(@) + BN, ~ HTL(@) + 30V, ~ V(@) + 30N, - T (@)
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Somando em ¢g de 1 até 13, com o auxilio da Tabela 2 e da Tabela 3, temos #(Gg) = 42327072 ¢
assim

42327072
P =— — ~0,1 4 O
tGo) = 307170400 ~ 1039
DEMONSTRACAO DO LEMA 2.21. Sejag € {1,...,13}. A cardinalidade do evento G7(g) é

B al(*)+ (7))
()Gl () () ()]

() () G ()« () )]

() G) Gl (7777) (%) ()
U)o Gl |(%1%)+ (%77 + C)
)" )

Gl

+

+

+
98]

+
\S]

4

+
[\

4
2

) ol (1) () )

QOO () ()l (5
(7))

OOl () )

Simplificando e desenvolvendo os produtos da expressdo acima obtemos

+

#(G7(q)) =188 (8(3N,, -10)X(q) + 83N, - 10)27(q)

+ 9N, (2 (q) + 2¥(q)) — 302 (q) + Eﬁf(cn))

e assim, com a ajuda das Tabelas 2 e 3, #(G7) = 21482384, logo

21482384
P = 27602. O
{67} = 307170400 ~ 0092760
DEMONSTRACAO DO LEMA 2.22. Sejag € {1,...,13}. A cardinalidade do evento Gg(g) é

o) =) )OI () ()]
)G ()
OO ()]

Simplificando esta expressdo chegamos a
#(Gs(q)) = 94(N, — 4)(6N, - 25),
Somandoem g € {1,...,13}, com o auxilio da Tabela 2 obtemos #(Gg) = 1651392, portanto
1651392

P{Gg)} = ———""=_ ~ ,00405578.
(s} = 107170400
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4. Pré-requisitos: Divisibilidade e Probabilidade

Apresentamos alguns resultados elementares sobre divisibilidade e teoria de probabilidade
utilizados no decorrer do trabalho. Os textos em Ross, 2010 e Carvalho et al., 2006 podem ser
consultados para uma exposi¢do mais aprofundada.

4.1. Divisibilidade. O termo nimero nesta se¢do refere-se a um inteiro, isto €, um membro
doconjunto Z = {...,-1,0,1,...}. Sejam a e b dois nimeros. Dizemos que a divide b, alb, se
existe um nimero c tal que b = ca. Caso contrério escrevemos a{b.

LEMA 3.1. Sejam q, o e x niimeros inteiros tais que qlo e qtx. Neste caso tem-se ofx.

DEMONSTRACAO. A demosntragdo é por contradicdo. Suponhamos que olx, ou seja, existe a
tal que x = go. Como ¢lo, entdo existe b tal que o = bqg, portanto x = abg, ou seja existe um nimero
k = ab tal que x = kq, isto é glx. U

Os seguintes critérios de divisibilidade foram utilizados ao longo deste trabalho, em particular
para determinarmos os valores de N, apresentados na Tabela 2. A demostragio de alguns destes
critérios pode ser encontrada em Burton, 2010.

11p: todo niimero p pode ser dividido por 1.

2|p: se, e somente se, o algarismo das unidades de p for qualquer um dos nimeros 0, 2, 4, 6 ou
8;

3lp: se, e somente se, a soma dos algarismos de p também for n divisivel por 3.

4lp: se, e somente se, p terminar em 00 ou também se o nimero formado pelos dois tltimos
nimeros da direita for divisivel por 4.

Slp: se, e somente se, o algarismo das unidades de p for O ou 5.

6lp: se, e somente se, 21p e 31p.

7Ip: se, e somente se, ao duplicarmos o valor do algarismo das unidade de p e subtrair o
resultado do novo nimero obtido ao se eliminar o algarismo das unidades de p, o resultado for uma
nimero divisivel por 7.

8Ip: se, e somente se, terminar em 000 ou também se o ndmero formado pelos trés tltimos
nimeros da direita for divisivel por 8.

9lp: se, e somente se, a soma dos algarismos de p também for divisivel por 9.

101p: se, e somente se, o algarismo das unidades de p for 0.

111p: se, e somente se, 11 dividir a diferenga entre a soma dos valores absolutos dos algarismos
em posi¢ao par pelos soma dos valores absolutos dos algarismos de posi¢do impar de p.

121p: se, e somente se, 3|p e 41p.

151p: se, e somente se, 3lp e Sip.

25|p: se, e somente se, p terminar em 00, 25, 50 ou 75.

4.2. Combinatoria e Probabilidade.

DEFINICAO 3.2. Seja 2 o conjunto formado pelos possiveis resultados de um experimento
aleatdério. Chamamos €2 de espago amostral e qualquer elemento de €2, denotado por w, de evento
elementar.

Consideramos neste trabalho €2 como sendo um conjunto finito.

DEFINICAO 3.3. A classe formada por todos os subconjuntos de €2 é denotada por §. Qualquer
elemento de § é chamado de evento.

DEFINICAO 3.4. Uma fungdo de probabilidade ou simplesmente uma probabilidade definida
em (€, #) éafuncdo P : ¥ — R tal que
O PE) =1,
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(i) 0 < P(E) < 1, para qualquer E € §,
(iii) para quaisquer eventos E,, n > 1, tais que E;NE; = &, Vi # j, tem-se P(U,E,) = Zn P(E,).
Chamamos a terna (£2, 2, IP) de espago de probabilidade.

Duas ferramentas bdsicas utilizada no decorrer deste trabalho sdo o Principio Fundamental
da Enumeragdo ou Principio da Multiplicagcdo e o Principio de Adigcdo, enunciados da seguinte
maneira.

PRINCiPIO FUNDAMENTAL DA ENUMERACAO. Se uma tarefa f; pode ser realizada de n
maneiras e se, uma vez realizada a tarefa 1, a tarefa t, pode ser realizada de n, maneiras entdo o
numero de maneiras de se realizarem as tarefas ¢y € 1, € nin,.

PRINCiPIO DE ADICAO. Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, com n e m elementos respecti-
vamente, entdo A U B possui n + m elementos.

Para qualquer evento E denotamos a sua cardinalidade por #(F). Suponhamos que #({2) =n e
#(E) = k, k < n. O nimero de maneiras de formarmos o evento E ao escolher k elementos de €2
sem reposicio e sem considerar a ordem das escolhas é determinado pelo coeficiente binomial

n n!
(k> T K-k ©

O seguinte resultado elementar justifica grande parte dos cédlculos considerados nesta disserta-
¢do.
TEOREMA 3.5. Seja (2, ©,P) um espago de probabilidade com ) finito e P simétrica', isto é,
P{w} =c¢, 0 < ¢ < 1, para todo w € ). Para qualquer evento E € § tem-se
P{E} = #(E) [#(Q).

lou equiprovavel ou uniforme






CAPITULO 4

Consideracoes Finais

Ao longo da histéria da humanidade podemos ver uma forte relagco entre a necessidade que o
homem tem de resolver problemas cotidianos e a busca de respostas para esses problemas tendo,
muitas vezes, como suporte a Matematica. Dentre muitos desafios, um atual € a aprendizagem de
Matematica. Eis que surge um problema: como aprender Matemdtica recorrendo a ela mesma?
Neste caso, entendemos ser necessdrio utilizar algumas estratégias e recursos.

Dentro da perspectiva de auxiliar na aprendizagem da Matemadtica por meio de estratégias
e recursos, desenvolvemos o jogo Resto Zero. Mais do que caracterizar o jogo, descrever suas
convengdes e oferecer alguns exemplos, procuramos calcular probabilidades que pudessem validar
o fato do jogo oferecer muitas situagdes possiveis de serem exploradas e realizadas. Acreditamos
que essa caracteristica ¢ muito importante, pois de nada vale um jogo que pretende promover a
aprendizagem dos alunos se ndo oferece oportunidades reais de aprendizagem.

Ao oferecer um ambiente lidico de aprendizagem, antes de exigir do aluno habilidades desen-
volvidas no &mbito da Matemdtica, é importante conversar com 0 mesmo para que se sinta seguro e
que se conscientize que ter uma postura competitiva e acertiva sao fatores fundamentais para seu
progresso durante o jogo. Contudo, se o aluno tem essa postura e, ao jogar, nota que o proprio jogo
impde a todo momento situacdes dificeis de serem transpostas, ficard desmotivado.

Com os resultados obtidos, entendemos ser vidvel a utilizacdo do jogo mesmo com alunos que
tenham dificuldades maiores. Os cédlculos que fizemos mostraram que existe um leque amplo de
possibilidades que sdo possiveis de serem desenvolvidas. O aluno tem a seu favor uma probabilidade
maior que 68% de encontrar uma “divisao simples” possivel de ser realizada e, considerando os
casos da “divisdo composta pela soma”, as probabilidades nunca sdo nulas, chegando a 90% no caso
Gs, de encontrar uma divisdo também possivel de ser realizada. Note que consideramos apenas
quocientes inteiros e que ndo entramos em calculos referentes a subtracao, multiplicacdo e divisdo
de duas cartas da mesa. Considerando essas relacdes, aumentam as chances do aluno de encontrar
situagdes possiveis de serem realizadas.

Outras situacdes pontuais merecem destaque, como ter um As na mio ou um 2. O As é divisor
de qualquer carta ou da soma de duas cartas da mesa. J& por paridade, sempre serd possivel uma
adi¢do entre duas das trés cartas da mesa cujo resultado serd par e, consequentemente, divisivel por
2. Veja que se duas cartas forem impares: impar + impar = par; se duas cartas forem par: par + par
= par.

Mais casos interessantes vao sendo descobertos pelos alunos. Por exemplo, se duas cartas da
mesa sdo iguais, basta fazer a subtragdo entre elas que o resultado serd um dividendo universal, o
Zero.

Importante dentre os critérios de divisibilidade é que o aluno entenda sozinho, ou se for o caso
através de orientacdo, que se p for primo s6 poderd ser divido por um (As) ou por uma carta de
mesmo valor p.

Outra coisa a se observar é que ja escolhida uma carta dentre wy, ws € we para ser dividida por
outra dentre wy, wy e w3 , mais uma de wy, ws € we pode ser captada através da multiplicacdo, pois
se p for divisivel um de seus mdltiplos também o €.

Outros critérios podem ser utilizados, ndo sendo apenas estes os existentes. Contudo uma
lista grande de regras poderd mais atrapalhar do que ajudar. Saber os critérios basicos € muito
importante. Notamos no dia-a-dia, por exemplo, a dificuldade que os alunos de todos os anos
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apresentam ao simplificar fragdes. Existem alunos que ndo sabem por onde comecar uma simples
simplificacdo. E acreditamos ser neste sentido a importancia de aplicar o jogo. Motivados pela
competitividade os alunos que dominam os critérios bdsicos aumentam a chance de vencer.

No entanto, nenhum material que tenha como finalidade a aprendizagem de um aluno cumpre
seu papel sem os encaminhamentos e as intervencdes do professor. Neste ponto, o jogo Resto Zero
ndo poderia ser diferente. Seu desenvolvimento com resultados eficientes necessita de comandas
claras, planejamento de aula, questionamentos que levem o aluno a pensar sobre suas estratégias e
jogadas, além, claro, de motivag¢do e compromisso com a aprendizagem.
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