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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar um material para auxiliar os
docentes do ensino médio que desejam uma fonte de pesquisa e um plano de aula
para trabalhar com seus alunos o conteudo de Desigualdade das Médias. No Plano
da Didatica para elaboragdo do nosso trabalho tomaremos como inspiracdo os
trabalhos das professoras Margibel e Meneguetti. No desenvolvimento dos conceitos
matematicos procuramos explorar conceitos elencados no livro "Meu professor de
Matematica e outras Histérias" do professor Elon Lages Lima e aulas vinculadas nas
midias sociais do professor Fabio Henrique Teixeira de Souza. Buscamos trabalhar
com esses professores pois em suas apresentagdes sobre o conteudo que aqui
dissertaremos muito nos agradou suas abordagens geométricas sobre o assunto.
Nosso trabalho também dedicou um capitulo para a producdo de atividades,
algumas com uma contextualizagdo historica e outras com uma abordagem
interdisciplinar, com objetivo de que o aluno através de conceitos basicos ja trazidos
de sua bagagem matematica construa definigdes e conclua as Desigualdades das
Médias.

Palavras-chave: Desigualdade das Médias, Contextualizacdo Histérica, Abordagem
Interdisciplinar.



ABSTRACT

This paper aims to present a material to help high school teachers who want a
research source and a lesson plan to work with their students the content of
Inequality of Averages. In the Didactics Plan for the preparation of our work we will
take as inspiration the works of Margibel and Meneguetti. In the development of the
mathematical concepts we try to explore concepts listed in the book "My teacher of
Mathematics and other Stories" by Professor Elon Lages Lima and classes linked in
the social media of Professor Fabio Henrique Teixeira de Souza. We sought to work
with these professors because in their presentations on the content we will be
discussing, we were very pleased with their geometric approaches on the subject.
Our work has also devoted a chapter to the production of activities, some with
historical contextualization and others with an interdisciplinary approach, with the
objective that the student through basic concepts already brought from his
mathematical baggage constructs definitions and concludes the Inequalities of
Averages.

Keywords: Inequality of Averages, Historical contextualization, Interdisciplinary
Approach.
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1 INTRODUGAO

Um professor sempre quando pensa em lecionar um conteudo deve ter em
mente que sua forma de didatica € mais importante do que a simples transmissao de

conhecimento.

Para isso €& essencial que o aluno perceba que a aula foi planejada e
estruturada e isso percebe-se através da exposi¢cao dos objetivos, dos conteudos e
bibliografia. O professor deve sempre deixar claro para o aluno qual o objetivo na
transmissao de um certo conhecimento, os conteudos que serdo abordados e as

referéncias que serao seguidas para dar embasamento aquele conhecimento.

Também consideramos necessario que o professor tenha uma relacdo de
proximidade com o aluno respeitando seus limites e conhecendo sempre que
possivel a capacidade individual, mas sem discriminar ou favorecer um em

detrimento do outro.

"Um elemento importante é identificar os estudantes, mas com reservas, uma

vez que nao faz sentido rotular os alunos" (GIL, 2010, p. 43).

"O modo como se efetiva a relagdo com os estudantes influencia ndo apenas
o aprendizado dos conteudos que s&do ministrados, mas a satisfacdo pessoal e

profissional do professor" (GIL, 2010, p. 58).

Quando um aluno do ensino médio se depara por exemplo com um problema
matematico de otimizacdo este sempre tenta como método para sua resolugao
enquadrar esse problema como uma funcéo polinomial do segundo grau. Mas nesse
trabalho mostraremos que existe uma gama de problemas elementares que podem
ser resolvidos por outros métodos. E um desses eficientes métodos ¢é a
desigualdade entre as médias. Tal conteudo dificiilmente é visto no ensino médio.
Muitas vezes sendo abordado somente em estudos pos-médio. Nao
aprofundaremos nos distintos métodos das desigualdades abordadas no ensino
superior na disciplina de Matematica Discreta, pois este ndo € o objetivo, visto que

sua linguagem s desestimularia o gosto dos alunos a aprendizagem, mas sim



mostraremos as desigualdades basicas das meédias em diferentes contextos na

construgao da aprendizagem matematica.

A intencdo é apresentar aos professores que podemos propor aos alunos
atividades que apresentem o conteudo das Desigualdades das Médias de uma
forma nao simplesmente conteudista. Nao sera oferecida nesse trabalho a tao
criticada pelo Professor Paulo Freire educagdo Bancaria', mas sim conscientizar o
aluno de métodos alternativos para resolucdo de problemas sob uma otica

construtivista.

Utilizaremos como base de pesquisa o livro "Meu professor de Matematica e
outras Historias" do professor Elon Lages Lima e aulas vinculadas nas midias

sociais do professor Fabio Henrique Teixeira de Souza.

Mostraremos que o ensino das meédias, tanto no ensino médio como no
fundamental, transcende o simples calculo de operacdes basicas. A esséncia das
operacgoes das médias esta na sua interpretacdo e entendimento e ndo a simples

memorizagao.

Mostraremos um embasamento tedrico com o desenvolvimento algébrico dos
conceitos basicos das médias(aritméticas, geométricas e harmdnicas), provando
suas relagcdes por meétodos de indugdo ou outros que achamos conveniente, com
ilustracbes geomeétricas que fundamentam as desigualdades, objetivo do nosso

estudo.

Também consideramos que a metodologia de ensino é o "START" de
qualquer aprendizagem, ou seja, nao adianta o docente ter um conhecimento
indiscutivel sobre o assunto que lecionara se o mesmo nao planejar sua aula de

forma adequada com vista ao publico-alvo.

Traremos uma proposta para os docentes de um plano de aula que abordara

o conteudo das desigualdades das médias de uma forma diferente. Ndo da forma

1 Educacéo que visava a mera transmissdo passiva de contetidos do professor, assumido como
aquele que supostamente tudo sabe, para o aluno, que era assumido como aquele que nada sabe.
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abstrata mostrada em livros didaticos que falam sobre o assunto, mas tentaremos
deixar o assunto agradavel e interessante nao deixando o aspecto ludico de lado,
pois estaremos em um ambiente adolescente. Trabalharemos atividades que
abordarado situacdes intuitivas e historicas com contextos matematicos onde o
préprio aluno chegara as suas conclusdes desencadeando nas desigualdades das

médias.

Uma das situacdes interessantes que sera apresentada no nosso trabalho é a
abordagem interdisciplinar através da aplicacdo da meédia harmdnica com a Fisica
nas atividades propostas, bem como a aplicagdo da desigualdade de Bernoulli na

comparagao entre os regimes de juros simples e juros compostos.

11



2 AIMPORTANCIA DO ENSINO DAS MEDIAS E SUAS RELAGOES NO
ENSINO FUNDAMENTAL E MEDIO

Uma Situacgao Interessante

Pedro dava aula de portugués em um curso preparatério ha 5 anos. Era feliz e
tudo ia as mil maravilhas. S6 que de repente o pais entrou em uma crise financeira.
Lojas fecharam, desemprego em alta, taxas de juros subindo e o pior, Pedro nao
recebia do curso a dois meses. Para compensar esse desespero de falta de
pagamento de Pedro o dono do curso fez uma proposta com o mesmo. O dono
propds no terceiro més que ele pagaria o salario dos dois meses atrasados com
mais um acréscimo da média desses dois meses. Pedro ficou feliz pois dessa vez
poderia ja comecgar a fazer seus planos com o dinheiro que iria receber. Ele fez o
seguinte calculo: o salario do primeiro més atrasado(R$450) com o segundo(R$200)
dividido por dois lhe daria o acréscimo que o dono do curso |he prometera. Entdo
concluiu que receberia R$650,00 com um acréscimo de R$325,00 o que totalizaria
R$975,00. Chegado o dia do pagamento o dono do curso entregou a Pedro
R$950,00 pelos meses atrasados e referente ao acréscimo. Mas Pedro indignado
com o valor argumentou que o dono n&ao havia cumprido com o prometido ja que o
valor da média deveria ser R$325,00. S6 que em uma sacada genial o dono do
curso disse a Pedro que em nenhum momento tinha mencionado que a média que
seria utilizada era a aritmética. Ele resolveu utilizar a média geométrica que diferente
da primeira era a raiz quadrada do produto dos salarios. Que dava o valor de
R$300,00, menor que os R$325,00 calculado por Pedro.

Quando falamos em média, seja aritmética ou geométrica, entre dois valores
sabemos que é certo que o resultado estara entre 0 menor e o maior dos dois
valores dados. Mas fica claro entender porque o dono do curso optou pela média

geomeétrica pois esta nunca resultara em um valor maior que a média aritmeética.

Vejamos por exemplo a tabela abaixo comparativa entre as médias aritmética

e geomeétrica de dois valores quaisquer:

12



Tabela 1: Comparagdo entre Média Aritmética e Geométrica

Valores Média Aritmética( M, ) Média Geométrica( M, )

2e8 M,=28_5 M =2.8=4
2

1e4 M=l s M=V14=2
2

3e12 M,=312 5 M,=/312=6

5e5 M,=5*5_5 M;=V5.5=5
2

6eb M,=56_g M.=V6.6=6
: 2

Fonte: Autor

Observe que, sabendo que a média aritmética € a soma dos termos dividido
pela quantidade de termos e a média geométrica é a raiz de indice "n"(onde n é a
quantidade de termos) do produto dos termos, em nenhum caso a média geométrica
€ maior que a média aritmética acontecendo a igualdade M, = M, apenas

quando os dois valores dados s&o iguais.

2.1 IMPORTANCIA DAS MEDIAS NO ENSINO FUNDAMENTAL

Os Parametros Curriculares Nacionais para a area de Matematica no ensino
fundamental estdo pautados por principios decorrentes de estudos, pesquisas,
praticas e debates desenvolvidas nos ultimos anos(BRASIL,1997, p.19). Sdo alguns
desses principios: cidadania, democracia e a matematica como instrumento de
transformacao da realidade.

O PCN coloca a importancia das operacdes mais simples do dia a dia, como
contar, comparar e operar sobre quantidades. Nos calculos, por exemplo, de tempo
médio de um determinado percurso e frequentemente em interpretagdes de revistas

e jornais, a média aritmética se apresenta como um conhecimento de grande

13



aplicabilidade. Também € de grande importancia em varias areas do conhecimento,

como na geografia e ciéncia.

No mundo em que vivemos uma das coisas mais importantes é o tratamento
e interpretacdes de dados matematicos. Por isso consideramos de suma importancia
responder algumas questdes, tais como: Para que serve o valor da média
aritmética? Esse valor coincide com algum valor da amostra*? Em que situagdes
esses valores sdo iguais? Onde e como usar seu valor? Em que situagdes seu valor

€ necessario para analisar os dados de uma amostra?

Apesar da simplicidade de seu conteudo, e facilidade para calculo de seu
algoritimo, até mesmo por aqueles que ndo sdo amantes da matematica, a média é
um conceito estatistico complexo e muitas vezes sua interpretagdo ndo tem a

compreensao adequada.

Como no exemplo do trabalho de Paulo Jorge Magalhdes Teixeira(PARA
ALEM DO CALCULO DA MEDIA ARITMETICA NO ENSINO FUNDAMENTAL) no VI
Congresso Internacional de Ensino da Matematica na ULBRA, o mesmo menciona
que segundo Watson(1996), criangcas pequenas interpretam a frase: "os casais
jovens tém em média 2,3 filhos" como: " eles tém dois filhos e a esposa esta gravida

do terceiro".

2.1.1 Para que serve o valor da média aritmética?

A média aritmética € calculada pela soma de todos os termos de um conjunto
dividido pelo numero de elementos desse conjunto. O resultado obtido € chamado
de média aritmética ou simplesmente média que é um valor que pode representar

todo o conjunto. Vejamos algumas situagdes de sua utilidade no nosso dia a dia.

Joao no ano letivo de 2016 teve as seguintes notas em matematica: 7, 8, 5 e

4. Qual é a média aritmética das notas de matematica no ano de 2016? Joao foi

2 consiste em um subconjunto representativo, ou seja, em um conjunto de individuos retirados
de uma populacao

14



aprovado ou reprovado no ano de 2016 se a média para aprovacado tem que ser

maior ou igual a 6,07

_7+8+5+4 24 _

Resolugcéo: M, , 1

6 , o aluno foi aprovado.

Observe que na situagao acima a média aritmética serve como parametro de

aprovacao ou reprovacao do aluno.

Nos meses de Janeiro 2016, Fevereiro 2016 e Marco de 2016 a quantidade
de chuva medida foi de respectivamente: 22mm, 27mm, 32mm. Se a média de
chuva se mantiver constante estime um valor para quantidade de chuva acumulado
no més de Abril 2016.

Resolug&do: A média para os trés meses é MAZWZS—;:W’"’“

Podemos entdo estimar uma quantidade de 27mm de chuva acumulada para o més
de Abril 2016.

Observe que a média aritmética serve como valor para se estimar uma

situacao futura.

2.1.2 Esse valor coincide com algum valor da amostra?

O valor da média sempre estara entre o maior e o menor dos valores do

conjunto podendo se igualar a um dos termos da amostra.

Joao no ano letivo de 2016 teve as seguintes notas em matematica: 7, 8, 6 e
3. Qual é a média aritmética das notas de matematica no ano de 2016? Joao foi
aprovado ou reprovado no ano de 2016 se a média para aprovagcdo tem que ser

maior ou igual a 6,07

15



_7+8+6+3 _24 _
4 4

M, 6

Como podemos ver a média aritmética neste caso possui o valor numérico de

um dos termos da amostra.

2.1.3 Onde e como usar seu valor?

Uso das médias aritméticas tem varias serventias como ja foi falado. Estimar
valores futuros e também é de grande serventia para andlise de dados estatisticos.

Observe a situagao abaixo:

(ENEM 2013)

Cinco empresas de géneros alimenticios encontram-se a venda. Um
empresario, almejando ampliar os seus investimentos, deseja comprar uma dessas
empresas. Para escolher qual delas comprard, analisa o lucro (em milhdes reais) de
cada uma delas, em funcdo de seus tempos (em anos) de existéncia, decidindo

comprar a empresa que apresente 0 maior lucro médio anual.

O quadro apresenta o lucro (em milhdes de reais) acumulado ao longo do

tempo (em anos) de existéncia de cada empresa.

Figura 1: Quadro Lucro x Tempo

Empresa Lucro (em Tempo
milhdes de reais (em anos)

F 24 3.0

G 24 2.0

H 25 25

M 15 [

P 9 1.5
Fonte: ENEM

16



Resolucao:
Sabendo que a definicdo de média aritmética é

__somados lucros por ano
4 quantidade de anos

Empresa F: MA:23—4=8(isto significaumlucro de 8 milhdes por ano)

Empresa G: MAZ%:H(isto significaumlucro de 12milhdes por ano)

25

Empresa H: M ,= e 10 (isto significaumlucro de 10 milhdes por ano)
15 : g I

EmpresaM: M ,= T 10(isto significaum lucro de 10 milhSes por ano)
9

Empresa P: M ,=-==6(istosignificaumlucro de 6 milhGes por ano)

1,5

Observe que a média nesse contexto serve para analisar que a

empresa G € a que da mais lucro em média por ano.

21.4 Em que situacoes seu valor é necessario para analisar os dados de uma
amostra?

Como vimos na segao anterior o uso muitas vezes da ferramenta das médias
€ essencial na tomada de decisdes, mas em algumas situagdes de analise de dados

a meédia aritmética pode nos induzir a conclusdes equivocadas.

Ja foi colocado que a média aritmética € um valor que pode representar todo
um conjunto. Imagine que em uma determinada cidade uma pesquisa levante a
informacao de que a média salarial da populagédo é de R$2.000,00. Sera que esse
valor pode representar individualmente o salario dos cidadaos? A resposta € ébvio
que ndo. Sabemos que ha no nosso pais grande desigualdade social fazendo que
alguns ganhem muito e outros ganhem pouco. Logo a média aritmética ndo é a

melhor ferramenta de pesquisa nessa situacao para igualar elementos tao desiguais.

17



2.2 IMPORTANCIA DAS MEDIAS NO ENSINO MEDIO

O PCN traz no Ensino Médio varios saberes para a composicdo da base
curricular. A matematica esta entre eles na area das CIENCIAS DA NATUREZA E
MATEMATICA.

A presenga da matematica nessa area se justifica pelo que de ciéncia
tem a matematica, por sua afinidade com as ciéncias da natureza, na
medida em que é um dos principais recursos de constituicdo e
expressao dos conhecimentos destas ultimas, e finalmente pela
importancia de integrar a matematica com os conhecimentos que lhe
sédo mais afins(BRASIL,2000,p. 93).

Quando trabalhamos o conhecimento de médias pra uma turma de ensino
meédio esperamos desenvolver habilidades de forma com que o aluno possa
entender e aplicar o conhecimento adquirido ndo s6 em situagdes académicas, mas

também no seu dia a dia.
Aqui nesse capitulo falaremos da importancia da média aritmética, geométrica
e harménica no ensino médio e a relagdo de desigualdade entre elas, bem como a

importancia das desigualdades de Bernoulli e Cauchy-Schwarz na resolugdo de

problemas.

2.2.1 Importancia das médias aritméticas no Ensino Médio

O conteudo de médias aritméticas € importante no estudo de Estatistica no 3°
ano do Ensino médio, onde também sdo estudados os conhecimentos de moda,

mediana, desvio padrao e variancia.

A média aritmética tem sua utilidade no auxilio de varios ramos da

matematica como nos conteudos de geometria e progressdes aritméticas.

Por exemplo podemos mostrar que o angulo interno de qualquer poligono
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regular® é igual & média aritmética da soma desses angulos, ou seja, como a soma

dos angulos internos de um poligono regular de n lados é S.=180°(n—2) , seu

A . . S; :
angulo interno sera A,=— . Observe a tabela abaixo:
n

Tabela 2: poligonos regulares

POLIGONO REGULAR | n{(NUMERO DE LADOS) 5, A,
TRIANGULO 3 180°
QUADRILATERO 4 360
PENTAGONO 2 540°

Fonte: Autor

A média aritmética também é utilizada para encontrar um termo central numa

Progresséo Aritmética.

Por exemplo se tivermos uma sequéncia aritmética composta pelos
elementos (3,5,7,9,11,13,15), podemos observar que qualquer termo da sequéncia é
igual a média aritmética de dois termos equidistantes a ele, ou seja, se pegarmos o

numero 9 temos que:

_7+11 ou 9:5+13 ou 9:3+15

9
2 2 2

2.2.2 Importancia das médias geométricas no Ensino Médio

Uma das importancias do estudo das médias geométricas é sua aplicacédo no
campo da matematica financeira principalmente quando falamos em taxas

sucessivas.

3 Poligono de lados e angulos iguais
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Observe a seguinte situagao:
Uma geladeira da marca "X" sofre, em trés meses seguidos, trés aumentos

sucessivos de 30%, 8% e 16%. Qual aumento médio mensal da geladeira?

Note que se o aluno calcular pela média aritmética ele acharia

:30+8+16 _

M
A 3

18 , mas observe que um acréscimo de 18% ao més nos daria

um acumulado de aproximadamente 64,30% em trés meses(1,18% = 1,6430),
enquanto um acumulado de 30%, 8% e 16% nos dara um acumulado de 62,86%

aproximadamente em trés meses(1,30x1,08x1,16 = 1,6286).

Por outro lado se calcularmos pela média geométrica, e lembrando como
estamos trabalhando com aumentos sucessivos, um aumento de 30% significa que
o produto "X" serd multiplicado pelo fator de correcdao 1,30, aumento de 8%
corresponde ao fator de corre¢cdo 1,08 e um aumento de 16% corresponde ao fator

de correcéo de 1,16.

O aumento médio mensal pode ser calculado da seguinte forma:
M_=v1,30.1,08.1,16 = 1,176544. Teremos um aumento médio de 17,65%

ao més aproximadamente.

Um aumento de 17,65% ao més da um acumulado de 62,85%
aproximadamente(1,1765x1,1765x1,1765 = 1,6285). Observe que a média
geométrica € a ferramenta adequada para trabalhar com o calculo de taxas
sucessivas onde temos o chamado juros sobre juros, ou seja, onde o regime de

capitalizagao trabalhado é o de Juros compostos.

2.2.3 Importantes aplicagées das médias Harménicas no Ensino Médio

A média Harménica € uma média relacionada ao calculo matematico das

situagcdes envolvendo as grandezas inversamente proporcionais. Como exemplo,
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temos a relagéo entre velocidade e tempo.

O calculo da média harmoénica é dado pelo inverso da média aritmética dos

inversos dos nimeros dados. Observe a tabela abaixo:

Tabela 3: Cdlculo da Média Harménica para dois valores

Valores Inversos Média aritmética dos inversos Média Harménica
2 € 3 iel l+£ E E:Z,L‘l
23 2 3 6_5 5
2 2 12
deb 1 1 1 1 9 40
Bl Tt Sl S —=4.444. .
¢ 15 20 9 g 7
2 2 40
Ted lei 1.1 5 §:1,5
14 1 4_4_5 5
2 2 8

Fonte: Autor

Uma das importancias da média harménica se da no campo da Fisica no

calculo de velocidade média para percursos iguais. Observe a situagao abaixo:

Um veiculo percorre 30km com a velocidade de 30km/h e, em seguida, a
mesma distancia com a velocidade de 20km/h. Qual sua velocidade média?

Observe que se calcularmos pela média aritmética acharemos

M ,=30%20 55 min
2

Mas essa resposta esta equivocada pois como velocidade é expressa pela

espaco percorrido
tempo

relagao , € 0 espago percorrido € a mesmo para as duas

velocidades, teremos duas variaveis que sao inversamente proporcionais:
velocidade e tempo. A média harmdnica esta relacionada ao calculo matematico das

situagdes envolvendo grandezas inversamente proporcionais.

Em capitulo posterior mostraremos detalhadamente que a média na questao

tera como valor M,=24km/h
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Podemos utilizar uma adaptacdo da média harménica para o calculo dos
problemas das torneiras quando duas ou mais enchem um reservatério. O tempo
que "n" torneiras levarao pra encher um determinado reservatorio juntas sera igual a

média harmdnica dos tempos dividido pela quantidade de torneiras "n".

Exemplo: Uma torneira A enche sozinha um tanque em 10h, uma torneira B,
enche o0 mesmo tanque sozinha em 15h. Em quantas horas as duas torneiras juntas

encherdo o tanque?

Observe que também aqui estamos com uma grandeza inversamente

. . ~ __ volume .
proporcional visto que vazao:t— , OU seja , mantendo o volume constante
empo

,quanto maior vazao menor o tempo .

De forma analoga podemos ter outras situagbes como nos exemplos abaixo:

Capacidade pessoal: Uma pessoa é capaz de construir um muro em 6 horas

e outra pessoa tem a capacidade de trabalho para construir este mesmo muro em 9
horas. Pondo-se as duas pessoas trabalhando em conjunto, em quanto tempo t, o

muro estara pronto?

Resistores em paralelo: Qual é a resisténcia equivalente, em um circuito

elétrico contendo as resisténcias de 4 Ohm e 6 Ohm, ligadas em paralelo?

Capacitores em série: Qual é a capacidade equivalente de um capacitor que

substitui os capacitores 6 Farad e 4 Farad no circuito abaixo se os dois capacitores

estdo ligados em série?

Veremos as resolugdes desses problemas nos proximos capitulos.
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2.2.4 A importancia das desigualdades entre a Média aritmética, Geométrica e
Harménica

Ja vimos que para mesmos valores de um determinado conjunto a meédia
aritmética, geométrica e harménica podem ter resultados diferentes. Isso se da
porque existe uma relagdo entre elas de desigualdade que pode ser expressa da
seguinte forma:

M, =M _=M,

Essas relagdes podem ser de grande utilidades para provar relagbes do tipo:
"A soma de um numero real positivo com seu inverso sempre sera maior ou igual a
2." Ou em questdes de otimizagdo sem uso da ferramenta do calculo, como no

exemplo abaixo:

Numa folha de cartolina de lados 2a retiramos quadrados de lado x < a de
cada vértice, dobrando em seguida as abas restantes para formar uma caixa cuja
base € um quadrado de lado 2a — 2x e altura x. Qual deve ser o valor de x para que

o volume da caixa seja maximo?

Figura 2: Caixa de Cartolina

Fonte: PROFMAT

Essas duas situagdes serdo demonstradas nos proximos capitulos.
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2.2.5 As desigualdades de Bernoulli e Cauchy-Schwarz na resolugao de
problemas

A desigualdade de Bernoulli é de grande utilidade na comparagao entre Juros
Simples e Juros compostos. Entdo ela serve como mais uma ferramenta para

mostrar a evolugao nesses dois sistemas.

Nesse trabalho mostraremos como a desigualdade de Cauchy-Schwarz pode
ser de grande utilidade para mostrar as relagdes de Otimizagdo no paralelepipedo

relacionando Volume(V) , area(S) e a diagonal(D) do mesmo.

Nos proximos capitulos mostraremos que em um paralelepipedo de

dimensdes a, b e ¢ podemos encontrar as relagdes:

Z(a+\/b_+c) L s<oD? VSD.\/<b2C2+a32CZ+azb2)
3

pelo método das desigualdades de Cauchy-Schwarz.
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3 MEDIAS~ ARITMETICAS, GEOMETRICAS E HARMONICAS, SUAS
RELACOES E DESIGUALDADES DE BERNOULLI E CAUCHY-SCHWARZ

Primeiro é importante que o aluno saiba a definicdo de desigualdade, ou seja,
quando desejamos limitar medidas de uma determinada grandeza. Como por
exemplo podemos pensar na temperatura durante um certo dia. A temperatura é
uma grandeza que pode ter valores diferentes dependendo do horario do dia ou
local onde se é feito o levantamento. A titulo de exemplo podemos citar um estudo
de temperatura maxima e minima para um certo dia em um determinado estado. Se
nesse estado tivéssemos sua temperatura minima em torno de 12° e maxima de 29°,
representando temperatura pela variavel T, poderiamos expressar essa informacgéao
através de uma desigualdade. No exemplo temos que T tem uma cota inferior de 12°

e uma cota superior de 29°, ou seja, 12°<T<29° .

Da mesma forma se resolvéssemos limitar uma populacdo de determinado

estado entre 15.000 e 22.000 habitantes. Sua representagcdo seria da forma

15.000<P<22.000 , ou seja, P admite um valor nesse intervalo de minimo 15.000 e
maximo 22.000.

Existem algumas desigualdades que s&o intuitivas e n&o necessitam de
demonstragdo, tais como: um numero positivo € sempre maior ou igual a zero.(
4>0 ) e o quadrado de um numero real sera sempre um numero positivo ou nulo(
x220,x€R ). Esse conceito sera de grande utilidade na demonstracdo de

desigualdade das médias.

Quando um aluno do ensino médio estuda inequacgdes ele deve entender os
conceitos basicos de desigualdade e ndo apenas mecanize uma forma para

obtencao dos resultados.

Quando por exemplo trabalhamos na resolugdo da inequagdao 2x—6>2 o
aluno deve saber interpretar que ele estara a procura de todos os valores de x que
tornam a expresséo 2x — 6 maiores ou iguais a 2, ou seja, o valor minimo de 2x — 6 é
2.
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Figura 3: grdfico da fungdo f(x)
y
fix) =2x-6

Fonte: Autor

Observe no grafico que a fungéo f(x) = 2x-6 para x igual a 4 tera um valor
numeérico 2. entao a fungao f(x) sera maior ou igual a 2 para valores de x maiores ou

iguais a 4.

Nas préximas seg¢des mostraremos o0s conceitos algébricos e geométricos de
média aritmética e geométrica e depois faremos as comparagdes entre essas duas

meédias mostrando aplicagdes em problemas do ensino médio.

3.1 MEDIAARITMETICA

Um conceito Algébrico

Uma média sempre sera a substituicdo de uma sequéncia x,,x,,...,x,€ER
de "n" termos por um numero representativo dentro do intervalo [x,,x,] . Ou seja,
se chamarmos M de média da sequéncia x,,x,,...,x, onde Xx,<x,<Xx,...<X,
saberemos que x,<M<x, . Observe que se todos os termos da sequéncia forem
iguais mesmo assim é valida a desigualdade, x,<M<x, . Consideremos todos os

termos da sequéncia iguais a M e calculemos seu somatorio.
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X+ X, + X+ +X, =M+M+M+..+M , como temos "n" termos iguais a M:

X +Xx,+Xx+..+x,=n. M

X HX g FX X,

n

M acima representa a média nomeada média aritmética( M, ) que é a soma

dos "n" termos da sequéncia dividida pela quantidade "n" de termos da sequéncia.

X HX Xt X,

A

n

Exemplo: Ache a média aritmética dos numeros 2, 4 e 6.

_ 24446 _
3

M, 4

Um conceito Geométrico

Imagine dois segmentos AB e BC de forma que AC = AB + BC.

Figura 4: segmento AC = AB + BC
A . C

Fonte: Autor

Criaremos uma circunferéncia cujo didmetro € o segmento AC.

Figura 5: circulo de diametro AC

Fonte: Autor 27



Logo se chamarmos de D o didmetro da circunferéncia*, D = AB + BC e como

raio € metade do didmetro R:AB;—BC , OU seja, O raio € a meédia aritmética dos

dois segmentos.

3.2 MEDIA GEOMETRICA

Um conceito algébrico

Neste ponto vamos considerar da mesma forma M a média da sequéncia

Xy Xy, ...,X,€ER onde x,<x,<x,...<x, sabemos que x,<M<x, .Se todos os
termos da sequéncia forem iguais mesmo assim € valida a desigualdade,
x,<M<x, entdo como a operacao basica da média geométrica &€ a multiplicacéo,

temos:

X, Xy X5..X,=M .M.M..M
X1.Xp.X3..X,=M"
{’/xl.xz.x3...x,,:M

Dai concluimos que a média geométrica é a raiz n-ésima do produto dos n

termos da sequéncia.

MG=\7x1.x2.x3...xn

Exemplo: Ache a média geométrica entre os numeros 2,4 € 6.

M, =v2.4.6=148~34

4 qualquer segmento de reta que toque uma circunferéncia em dois pontos e passe pelo seu centro.
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Um conceito geométrico

Imagine dois segmentos AB e BC de forma que AC = AB + BC.

Figura 6: segmento AC=AB+BC

A , C

B
Fonte: Autor

Criaremos uma circunferéncia cujo didametro € o segmento AC.

Figura 7: circulo de diGmetro AC

0

Fonte: Autor

Agora subiremos uma reta perpendicular justamente na juncdo entre os

segmentos AB e BC encontrando a circunferéncia em um ponto D como ilustra a

figura abaixo:

Figura 8: Circunferéncia com segmento
BD perpendicular a AC

b

Fonte: Autor
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Observe que se fecharmos o tridangulo ACD este sera retangulo em D, logo o

segmento DB ¢é a altura relativa a hipotenusa AC deste tridngulo retangulo.

Figura 9: Circunferéncia com
tridngulo ACD inscrito

\_/

Fonte: Autor

Observe que os dois triangulos retangulos ABD e BDC sao semelhantes:

Figura 10: Tridngulos ABD e BDC semelhantes
D

D
h "™— h
e

A B B C

Fonte: Autor

h*=AB.BC
h=VAB.BC , ( h=média geométrica dos segmentos ABe BC )
Ou seja, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica de AB e BC, que
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séo respectivamente as proje¢des dos catetos AD e DC.

3.3 MEDIA HARMONICA

Um conceito algébrico

. 1 oy a
Agora vamos considerar da mesma forma " a média da sequéncia

1 L,i...i onde sabemos que isisi...si

1
, —
X, X, X3 X, X, X, X5 X

, is si Se todos os
Xl Xn

n

termos da sequéncia forem iguais mesmo assim €& valida a desigualdade,

Xis ﬁsxi entao pela definicdo de média aritmética, temos:
1 n

1.1 1
—+—+.+—

1 a, a a
M n

ou seja:

M= T 1 T - Dai temos o conceito de média harmoénica.

Apresentamos abaixo uma tabela comparativa entre as médias aritmética,

geomeétrica e harmoénica de dois valores:
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Tabela 4: Tabela comparativa entre as médias aritmética, geométrica e harménica

Valores M, M, My
2e3 2,5 2,45 2.4
4eb 4,5 447 4,444 ...
1ed 2,5 2 1,6

Fonte: Autor

Com os valores dados acima ja podemos observar que existe uma relagao de

desigualdade entre as médias.
Aplicagoes Da Média Harménica

Observe o problema abaixo que aparentemente se trata de um problema de

Fisica:

Um veiculo percorre 30km com a velocidade de 30km/h e, em seguida, a

mesma distdncia com a velocidade de 20km/h. Qual sua velocidade média?

Figura 11: trechos com mesma distdncia,
mas com Vm (velocidade média) diferentes

30km 30km

30km/h 20km/h

Fonte: Autor

Pela definicao de velocidade média(Vm), temos que :

_ Espago percorrido
tempo

\%4

m

logo, para o primeiro trecho do percurso
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30:3;—0,istoé,t1:1h
1

Para o segundo trecho do percurso, temos:

20=?,isto é,t,=1,5h
2

Entao temos que o tempo total do percurso t¢,,=t,+t,=1h+1,5h=2,5h

total

Observe que se fizermos a questao de forma genérica teremos

Figura 12: trechos com a mesma
distdncia, mas com Vm diferentes

5 5

W
vl 2

Fonte: Autor

Para o primeiro trecho:

n

V=2 istoé, == (1)

..,

s
<

—

No segundo trecho temos:

S .. . S
V.==,istoé,t,=— (Il
=it t=g (1)



S6 que a velocidade média de todo o percurso pode ser encontrada por:

_ Espago percorrido _25_ 2§

1% =
tempo t t,+t,

m

(1)

total

Agora, substituindo (1) e (I) em (lll):

v 28 28 2
T, S S 1.1
v, vV, v, 2
Conclusao:

A velocidade média do percurso total € a media harmdnica das velocidades

meédias dos trechos de mesma distancia.

Observe para trés intervalos de espacos iguais:

Figura 13: trechos com a mesma distancia, mas com Vm
diferentes

5 S 5

Y Y
Vq 2 3
Fonte: Autor

Com o mesmo raciocinio teriamos:

3S 3S

Tt S S S 1
Vl V2 V3 Vl

3
" 1 1
+—t—
V, Vs

No Exercicio entdo poderiamos utilizar a ferramenta da Média Harmonica:
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V = 2 = 2 :i:&E’OZZAI.km/h

Entao:

_60

ttotal _ﬂ

=2,5h

Outros exemplos da aplicagdo da Média Harmoénica:

Uma torneira A enche sozinha um tanque em um tempo ¢, horas, uma
torneira B, enche o mesmo tanque sozinha em um tempo ¢, horas. Em quanto

tempo as duas torneiras juntas encherao o tanque?

Resolucao:

A 1° torneira enche o tanque em ¢, horas, logo utilizando regra de trés

simples:
Tempo volume
t 1 1 tanque
1h X

X= tl do tanque
1

A 2° torneira enche o tanque em t, horas, logo utilizando regra de trés

simples:
Tempo volume
tz 1 tangue
1h y
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y= 1 dotanque
tZ

t,+t
Logo em 1h as duas torneiras juntas terdo enchido a fragao tl+tl:t1—t2
1 2 152
tanque.
Com isso, temos as duas torneiras juntas:
Tempo volume
t,+ t
1h 1 2 do tanque
tits
T 1 tangue
M
=+ 1 _ 2 1 ou seja, T=—2(metade damédia harménica)
(t1+t2) <l l) (l+l) 2 2

Agora observe o exemplo:

Uma torneira A enche sozinha um tanque em 10h, uma torneira B, enche o
mesmo tanque sozinha em 15h. Em quantas horas as duas torneiras juntas

encherdo o tanque?

Resolucao:
2.10.15 300 g 12
= = =12 ===
B 10+15 25 T 2 2 6h

De forma analogo temos os problemas

Uma pessoa € capaz de construir um muro em 6 horas e outra pessoa tem a

capacidade de trabalho para construir este mesmo muro em 9 horas. Pondo-se as
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duas pessoas trabalhando em conjunto, em quanto tempo t, 0 muro estara pronto?

269 108 My 72
= :—:7’2 , T=—-== :3,6h
H 6+9 15 2 2

Qual é a resisténcia equivalente, em um circuito elétrico contendo as

resisténcias de 4 Ohm e 6 Ohm, ligadas em paralelo?

= 458 =2,40hm

M, = =—"=48 , T=
B 446 10

2.4.6 _ 48 &
2

Qual é a capacidade equivalente de um capacitor que substitui os capacitores

6 Farad e 4 Farad no circuito se os dois capacitores estédo ligados em série?

246 48 v 4,8
M, = =—=48 , T=—2=22=04F
B 4+6 10 2 2

Um conceito Geométrico

Tomando o tridngulo retangulo AMC inscrito em uma circunferéncia onde h é a
altura relativa a hipotenusa( ja visto que € a média geométrica dos segmentos AB e
BC) e R é o raio da circunferéncia(média aritmética dos segmentos AB e BC) como

ilustra a figura:

Figura 14: circunferéncia com tridngulo retangulo inscrito e tragados o
raio R = OM e altura relativa a hipotenusa MB

A
o = centro da circunferéncia
h =altura
R =raio
R h
A o B C

Fonte: Autor
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Observe que o triangulo OMB também é retangulo em B. Tracemos agora a

altura do triangulo OMB relativa a hipotenusa(BN):

Figura 15: circunferéncia com triangulo
retdngulo inscrito e tragados o raio R =
OM, altura relativa a hipotenusa do
triangulo AMC e altura relativa a
hipotenusa do triangulo OBM

M

Fonte: Autor

Observa-se na figura ilustrada acima uma semelhanca entre os tridngulos

OBM e BNM :
. MN_h
" "h R
2
2. MN:% ‘mas h2=AB.BC;R=2B*BC
s yN_.AB.BC _, AB.BC_ 2
AB+BC ~ AB+BC AB+BC
2 AB.BC
1.1
AB " BC

Ou seja, MN é a média harménica dos segmentos AB e BC

Na figura abaixo podemos observar que OM > BM > MN:
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Figura 16: Comparagdo geométrica
entre as médias aritmética,
geométrica e harmoénica

M

Fonte: Autor

Mas como os segmentos OM, BM e MN s&o respectivamente a média

aritmética, geometria e harménica dos segmentos AB e BC, podemos concluir que:

M,>M >M,

No capitulo seguinte falaremos com mais detalhes sobre a desigualdade das

meédias e 0 caso em que essas terdo o mesmo valor.

34 RELAGCOES ENTRE AS MEDIAS ARITMETICA, GEOMETRICA E

HARMONICA
Quando x e y sao dois numeros reais positivos, a desigualdade Jﬁs%
pode ser provada de varios modos. Em cada caso ficara claro que %ﬁz% ,

se, e somente se, x = .

Ja sabemos que o quadrado de um numero real € sempre maior ou igual a

zero. Como  x—vy éum numero real, (Vx—+vy)’=0 .

39



Desenvolvendo a desigualdade (&—6)220 ,passo a passo, temos:
1 (Vx=vy)'=0

2 x=2Vx.y+y=0

3 x+y=2Vx.y

Geometricamente:

Figura 17: Circunferéncia de
didmetro x + y e representagdo
geomeétrica da Ma e Mc

Fonte: Autor

Como o tridngulo inscrito numa semicircunferéncia € sempre um triangulo

retangulo, M, (média aritmética) € a mediana desse tridngulo retangulo, ou seja,

M, = X;y = R (raio da circunferéncia) e M, (média geométrica) € a altura
relativa a hipotenusa, ou seja, M, = x.y .
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Outra Demonstragao

Esta demonstragdo esta ilustrada no livro Meu Professor de Matematica e
outras histérias do professor Elon Lages (pag. 118),onde € mostrado um quadrado
de lado +Vx+y justapondo quatro tridngulos retangulos congruentes, cada um
deles tendo catetos +x , +Vy e hipotenusa +Vx+y . O teorema de pitagoras

nos garante que a area do quadrado x + y € maior ou igual a quatro vezes a area de

cada triangulo, ou seja, x+y24% . O que nos garante a desigualdade

Xty
2

>Vx.y ( M,=M, ).

Figura 18: quadrado formado por
quatro tridngulos retangulos

WV K+Yy

AR

Fonte: Meu Professor de Matematica e
outras histérias — Elon Lages

Ora, verificamos que a desigualdade é valida para duas variaveis, agora
vamos verificar para uma quantidade n de vaiaveis. Para isso utilizaremos o lema
visto na apresentacao da aula do professor Fabio Henrique Teixeira de Souza no

canal youtube.

Lema : Dados x;,x,,x,,..,x, ,pertencentes aos reais positivos, se

n

X X .X5...X,=1 ,entdo x +x,+...x,=n
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Vamos provar pelo método de Indugéo:

Verifique que para n = 1 a verificagao é trivial entdo faremos para n = 2, entao
teremos dois numeros para verificar, ou seja, x, e x, , pertencentes aos reais

positivos e  x,.x,=1

Ja vimos que :

X1+X2

2

>\x;x, =1

logo x,+x,>2

Agora se considerarmos por hipétese de indugéo n = k:

X1, Xy, X5,...,X,  pertencentes aos reais positivos, e  x,.x,.x,..x,=1 , entdo

X Hx,+.L x>k

vamos provar a tese para n = k+1:

X1, X0, X3, .., X, X pErtencentes aos reais positivos, e

X1 Xy Xge Xp Xpp =1

Ora, se todas as variaveis forem iguais a 1 a tese ja estaria demonstrada ja

que x,tx,+..x,+x,,,=k+1=>k+1

Agora se, pelo menos, um dentre esses numeros do produto
X, X,.X5...X,. X, =1 € diferente de 1, por exemplo, maior que 1, necessariamente

teremos pelo menos um numero menor que 1.

Sem perda de generalidade pegaremos dois numeros quaisquer e

colocaremos estas condicoes:
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x>1 e x,,,<1 ,entdo:
(x—1).(1=x,,,)>0
Xk ™ Xp- Xpyy — 14 X,,,>0

X~ Xy Xpo T X0 >1

Tomando  x,.x,.x;...x,.X,,,=1 , e considerando (x,.x,,,) como um Unico

elemento, entdo o produto passa ter k elementos que por Hipdtese de Inducgéo
quando temos um produto de k elementos cujo produto é 1 entdo a soma desses k

elementos € maior ou igual a k.
Xy Xy X (X Xy ) =1
X+ X+ (X, X, )2k

X+ X, .. X, >k—(x,.x,,,) ,somando  x,+x,, em ambos 0os membros

temos:

XXy F o X F XX k(X X, )X F X,

Mas perceba que ja foi provado que x,—x,.X,,,+X,,,>1 , e que se
somarmos k em ambos os membros teremos k+x,—x,.x,,,+x,,,>k+1 , dai

concluimos:

XA XoH o X X H X k=X X, ) H X, X, Sk +]
logo

X+ X+ X, +X,+x,,,=k+1 |, provado o lema.

Retomando a média geométrica de n termos, temos:
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Mczvxl.xz...xn
n
X1. X .. X, =Mg

X, X X,
MMM,

=1 , ora, o Lema nos garante que:

X X X
Ly 2 41>
M; M; Mg

n

(x,+X,...4x,) _
— 2" "">M, ,ouseja, M,>M,
n

Aplicagcées Das Desigualdade Das Médias Aritméticas E Geométricas

Com esses conhecimentos que vimos até o momento, podemos resolver

algumas situagdes interessantes:

1°) A soma de um numero real positivo com seu inverso sempre sera maior ou

igual a 2. ( %+%z2 )

Demonstragao:

Sejam dois numeros positivos aZ e b2

1. MM,
2 2
. @b, ipe
>
a?+b?
3. SEsap
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a2+b2>2

a.b
a? b2
—+——22
S a.b a
a
—+—=2
6 b a

2°)Dados n reais positivos ( a,,d,,...,a, ), mostre que (> a,).(D] (%))Zn

Demonstracio:

Ya) (=)

4. ’:’11 .'Zlnai Zdal.GZ... n.;.
(Fa) (X(H)

5. S LA

6 <:zlai><;<§l)>2n2

n

n

2
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Pegando a parte 3 do exemplo anterior, temos:

1
(Z(;)) T .
1 MA: =l L Zd—_—:j
n a, a, a, Ya,.a,..a,
2. Ja,.a,..a,> - L
1
)

Dai concluimos a seguinte desigualdade:

M, =M =M,

3.5 DESIGUALDADE DE BERNOULLI

Nesta secdo falaremos sobre uma desigualdade independente das médias
que falamos até o momento mas com grande utilidade na resolugao de problemas
diversos. A desigualdade de Bernoulli é dada pela expresséao:

(1+x)">1+nx ,com x>0 e né um numero inteiro ndo negativo.

Primeiro demonstraremos a desigualdade pelo método de Indugao e depois

por Binbmio de Newton.

Método de Inducgao Finita

a)comn =0, temos :
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(1+x)’>1+0.x
1>1

b)Admitindo pela Hipotese de Inducédo que a desigualdade é valida para n = k
(1+x) =1+kx

c)Vamos provar que a desigualdade é valida para n = k + 1, ou seja,

provaremos que vale a desigualdade
(1+x)"'=1+(k+1)x
Demonstracio:

(1+x) "= (1+kx)(14+x)=1+x+kx+k x’=1+(k+1) x

Método por Binémio de Newton

Como ja foi visto a desigualdade (1+x)">1+nx € ftrivial para n = 0. Para

valores n>0 temos:

(1+x)":1+(2).x+(g).x2+....+(2).x”

M x" . Como x>0 , a expressdo

(1+x)"'=1+n. x+(") . x2+...+(
2 n

(;).x2+....+(n).x" serazerose x=0:
n

(;).02+....+(Z).0”:0
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A expressdo (g).x2+....+(n).x” serd maior que zero se

n

x>0 , pois

quaisquer dos numeros binomiais, positivos, multiplicados pelas poténcias de x ,

também positivas, tem como resultado numeros positivos.

Para x>0 Figura 19: desenvolvimento polinomial maior
que zero
numeros positivos
m
(M A+ (M A+ M+ x>0
2 3 4 n
— — v =

S~

numeros positivos
Fonte: Autor

Concluimos que:
Sex=0, (1+x)'=1+nx

Sex>0, (1+x)">1+nx

Desigualdade de Bernoulli: (1+x)">1+nx com x>0 e n é um numero

inteiro ndo negativo.

Onde podemos observar a desigualdade de Bernoulli?

No estudo de Matematica Financeira € facil observar a desigualdade de

Bernoulli na comparagao entre Juros Simples e Juros Compostos. Observe a tabela

abaixo.

Imagine um valor de R$100,00 depositado em dois bancos, banco A e banco

B, com regimes de capitalizagdo de Juros Simples e Juros compostos

respectivamente com uma taxa mensal de 10%. Abaixo temos a progressao desses

valores:
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Tabela 5: Juros Simples x Juros Compostos

MES BANCO A BANCO B
(Juros Simples) (Juros Compostos)
0 100 100
1 110 110
2 120 121
3 130 1331

Fonte: Autor

Observe se modelarmos a progressédo do valor depositado no BANCO A em

funcao do valor inicial(V), taxa(i) e o tempo(t), teremos:

M=100(1+t.i)

E no BANCO B teremos:

M=100(1+i)

Observe que os valores evoluem de forma que os do BANCO B sempre sao

maiores ou iguais ao do BANCO A.

100(1+i)'=100(1+¢.i)

(1+i)'>(1+t.i) (Desigualdade de Bernoulli)

Agora vamos pensar numa quantidade de b numeros. Dentre eles (1+x) e 1.
Ambos positivos, ou seja, x>—1 . O numero (1+x) aparece a vezes, logo 0 numero
1 aparecera (b -a) vezes. Agora vamos achar a média aritmética ponderada desses

b nimeros:
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_(1+x).a+1.(b—a) _a+ax+b—a_, a
M ,= b = b —1+b.x

E agora a média Geomeétrica:

<2

M=V(1+x)".1" " =(1+x)

Pela desigualdade das médias temos:

o la

1+%.x2(1+x) , como a<b, temos 0<%<1

Agora se pegarmos a desigualdade acima e mudarmos a variavel x por

b .
—.z , com a condigao a<b, teremos:
a

S |o

(1+z2) z(1+§.z) , como b>a, temos %>1
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Dai podemos concluir:

1. (1+x)">1+nx ,com x>=—1 e néum numero inteiro positivo.

2. (1+x)"=1+nx ,com x=—1 e né um ndmero racional maior que 1.

3. (1+x)"<1+nx ,com x>—1 e néum ndmero racional entre zero e 1.

3.6 DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ

Se a,a,,..,qa,,b,,b,,..b, sdo numeros reais, entdo:

(aj+ai+..+a).(bi+bo+...+b>)=(a, b,+a,b,+...+a,b,)

Q

. a a
Com a igualdade ocorrendo, se e somente se, b—lzb—Z:...:b— .
1 2 n

Vamos demonstrar a desigualdade acima:

Considere a fungdo f(x)=(a,—b,x)*+(a,—b,x)’+...+(a,~b,x)* .

Observe que a funcéo f(x) € uma fungédo do 2° grau pois cada termo da soma
€ do 2° grau. E se todos os parénteses sdo quadrados de numeros reais , podemos
afirmar que a funcéo f(x) é estritamente positiva ou nula, ou seja, f(x)=0 . Se a

funcao é estritamente positiva ou nula, isto significa que sua discriminante € menor

ou igual a zero (A<0)

f(x)=(a,—b,x )2+(a2—b2 x)2+ ...+(an—bnx)2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
f(x)=a;—2a,b,x+bx +a;—2a,b,x+b,x +...+a,—2a,b, x+b; x
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f(x)=(bi+by+...+b2)x’~2(a,b,+a,b,+...+a,b,) x +(a;+a5+...+a’)

4(a,b,+a,b,+...+a,b,)—4(bi+bo+...+b.)(d;+a;+...+a.) <0
4(bi+by+..+b.)(di+a>+...+a’)=4(a, b, +a,b,+...+a,b,)
(ai+a>+..+a’).(bi+bs+...+b2)=(a, b, +a, b, +...+a,b,)

Agorase A=0 ,teremos valor, Unico x, ,talque f(x,)=0

2

f(x0)=(a1—b1x0)2+(a2—b2 X0)2+”'+(an_an0) =0

Observe como os termos sao quadrados de numeros reais seus valores serao
positivos ou nulos. Como o resultado tem que dar zero, necessariamente os termos

dentro dos parénteses devem ser iguais a zero.

a
a,—b,x,=0- %=

1

az—b2x020—>x0=b—
2

an
an—bnx0=0->x0:b—

n

Logo:
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Problemas De Otimizacao

Agora discutiremos alguns problemas envolvendo otimizagao utilizando as
ferramentas das desigualdades. Otimizagcdo € quando queremos encontrar valor

maximo ou minimo de algo sobre certas condic¢des.

Abaixo mostraremos como analisar as especificidades do paralelepipedo
utilizando a desigualdade de CAUCHY-SCHWARZ.

Tome um paralelepipedo reto com base retangular e dimensdes a,b e c

pertencente ao conjunto dos numeros reais positivos:

Figura 20: paralelogramo

Fonte: Autor

Sabemos que seu volume(V), superficie total(S) e diagonal(D) sé&o

determinados por:

V=a.b.c

S=2(ab+ac+bc)

D:\/c12+b2+c2
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Agora vamos trabalhar com duas sequéncias (a,b,c) e (1,1,1). Utilizando a
desigualdade de CAUCHY-SCHWARZ temos:

(@®+b°+¢%).(1°+1°+1°)=(a.1+b.1+c.1)

(a®+b*+c?).(3)=(a+b+c) , mas D=Vd’+b*+c’ , entdo

3D°>(a+b+c)

Dz>(a+b+c)2
N 3

(a+b+c)

D>——+
V3

Entdo acabamos de garantir que a diagonal do paralelepipedo sera sempre

maior ou igual a (at/%c) , acontecendo a igualdade D:(a-"\/%c) quando
%=?:% . Dai temos a=b=c=L , onde L € uma constante qualquer pertencente

ao conjunto dos numeros reais positivos.

Substituindo a=b=c=L em D:(at/%c) temos:

_(L+L+L)
b= V3

_(3L)
b= V3
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D=L+3

Observe que acabamos de encontrar a férmula da diagonal do cubo, ou seja,
concluimos que o valor minimo para a diagonal do paralelepipedo ¢ D=L+3 , e

isso s acontece se suas dimensdes forem iguais.

Agora pegando a sequéncia (a,b,c) e (b,c,a) e aplicando a desigualdade de
CAUCHY-SCHWARZ temos:

(@+b*+¢). (b2 +c*+d’)=(ab+bc+ac) ,mas D=Vd’+b*+c’ e
S=2(ab+ac+bc) , entdo

2

D'>(>)

Dzz(s

5) ,ouseja, S<2D” .

Concluimos que a superficie total do paralelepipedo sera sempre menor ou

igual a 2D” acontecendo a igualdade S=2D’ quando b oTa Se

igualarmos a expressdo a uma constante k pertencentes aos reais positivos

teremos:
g:é:S:k ; a.b.C:ka 1=Kk - K—1=0
b ¢ a b.c.a
Mas temos que k’—1=(k—1)(k*+k+1) ,logo k=1 ou k:_l%m
Como k pertencentes aos reais positivos temos k=1 logo a'b'Z:l i

Dai concluimos que a = b = c. Entdo podemos chamar a,b e ¢ de uma

constante L, pertencente ao conjunto dos reais positivos para trabalhar com a

igualdade S=2D" .
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S=2D*, mas como D=Vd+b’+c’ e a=b=c=L , teremos

D=VL*+[*+L? .Entdo, S=2.(L*+L*+L%) ; S=6L> .

Concluimos que a superficie sera maxima quando suas arestas forem iguais,

ou seja, corresponder a superficie de um cubo.

Tomemos uma ultima sequéncia (a,b,c) e (bc,ac,ab). Aplicando a
desigualdade de CAUCHY-SCHWARZ temos:

(a*+b*+c?).(b*c*+a’ ’+a’b’)=(abc+abc+abc) , mas D=vVd*+b*+c* e

V=a.b.c ,entdo

D’.(b*c*+d’c’+a’b*)=(3 V)

D.\/(bzcz+a2c2+a2 b’)=3V

\/( o+ d C2+a2b2)
3

V<D.

Concluimos que o volume do paralelepipedo sera sempre menor ou igual a

2 2 2 2 2712 2 2 2 2 212
D. \/(b € +03C +a'b) , acontecendo a igualdade V:D.\/(b < +a3c +a’b’)
a_b_c ,
= = D
quando b ac_ab ai
ac=b°c , da’=b>, a=b
ac’=ab® , ¢*>=b> , c=b

Concluimos que a = b = c. Entdo podemos chamar a, b e ¢ de uma constante

L, pertencente ao conjunto dos reais positivos para trabalhar com a igualdade
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\/(bzc2+a2c2+a2b2)

V=D.
3

22, 22, 2,2 _
V:D.\/(b ¢ +03C +a’b’) “mas como D=va+b+c*=VL*+L*+L’=L 3

(P2 + L2+ 1717
3

V=L+3.

_LV3.3L°
3

v

Concluimos que o volume sera maximo quando suas arestas forem iguais, ou

seja, corresponder ao volume de um cubo.
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4 METODOLOGIA DE ENSINO

No ensino fundamental um dos principais objetivos do professor é fazer com
que as criangas dominem os conhecimentos necessarios para o convivio social e
conscientiza-los como cidadados. E isso s6 é possivel com a transmissdo do
conhecimento tradicional presente nos livros dando uma contextualizagdo atraente,
integrando com temas do nosso dia a dia, para que o ensino realmente tenha um
significado para o aluno. Nesse sentido os Parametros Curriculares Nacionais vem

para orientar o professor na sua pratica pedagogica.

Além da reflexdo sobre a pratica pedagdégica o PCN é importante na
orientagdo dos objetivos, planejamento e conteudos a serem trabalhados dentro da

sala de aula.

Resolugao de problemas que requerem uma maior interpretagcdo ainda é um
aspecto deficiente, como mostra resultados obtidos em pesquisa realizada pelo
SAEB(1995), baseada em uma amostra nacional que abrangeu 90.499 alunos de
2.793 escolas publicas e privadas na tabela abaixo(BRASIL,1997, p. 23).

Percentuais de acerto em matematica por habilidade, segundo série e drea de
conteudo. Brasil 1995

Area de Conteudo Serie | Compreensao Conhecimento de | Aplicacao ou Resolucao
de Conceitos Procedimentos de Problemas

Numeros e 43 41,0 31.0 31.0
Operacoes g8 41.4 46,8 38.6
Medidas 43 51.0 43,0 30.0

a8 58.7 34,5 29,1
Geometria 42 48,0 41,0 23.0

a2 40,2 31.3 22,7
Andlise de Dados, 42
Estatistica e
Probabilidade a8 59,7 41,9 42,5
Algebra e 43 - -
Funcoes a8 48.5 35.0 28.1

Fonte: MEC/SEDIAE/DAEB - Consolidacao dos Relatorios Preliminares da Avaliagcao do SAEB/1995.

Como mostra a tabela no campo de aplicagao ou resolugao de problemas o
rendimento situa-se abaixo de 50%. Isso pode ser explicado pela falta de qualidade

no processo ensino/aprendizagem que na maioria das vezes nao tem significado
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para o aluno.

41 UMAABORDAGEM CONSTRUTIVISTA

Acreditamos que ndo existe ensino sem aprendizagem. Desta forma houve a
necessidade de dar uma ressignificacdo a unidade entre aprendizagem e ensino

dentro de uma perspectiva construtivista.

A teoria construtivista reconhece a importancia da atividade mental construtiva
nos processos de aquisigdo de conhecimento. Nao é uma pratica sistematica e ja
definida, mas vai se modificando as necessidades de cada aluno. A intervencao
pedagdgica deve ajustar aos alunos em cada momento de sua aprendizagem para a

verdadeira construgcao do saber.

Segundo Argento(2009) a abordagem construtivista propde que o
conhecimento é construido em ambientes naturais de interagao sociais estruturadas

culturalmente, ou seja, sdo adquiridos no contexto social e depois se internalizam.

Para que um ambiente de ensino seja construtivista é fundamental
que o professor conceba o conhecimento sob a ¢6tica levantada por
PIAGET, ou seja, que todo e qualquer desenvolvimento cognitivo s6
sera efetivo se for baseado em uma interacdo muito forte entre o
sujeito e 0 objeto(ARGENTO,2009, p.12).

Para que essa interacdo aconteca existem alguns principios basicos. O
primeiro é a interagao obrigatdria entre o sujeito e o objeto estimulando o aprendiz a
busca do conhecimento, utilizando, adaptando e desenvolvendo suas estruturas

cognitivas.

O segundo aspecto é retirar o professor como todo poderoso detentor do

saber para um "educador-educando"”, ou seja, o professor funciona nesse aspecto
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como um "facilitador". Além disso, o professor deve se libertar de sua autoridade
fazendo com que o aprendiz siga em novas diregdes ditadas pelos seus proprios

interesses.

As salas de aula construtivistas devem proporcionar um ambiente onde os
estudantes confrontam-se com problemas cheios de significados vinculados ao

contexto de sua vida real. O dialogo, os jogos e as pesquisas sao valorizados.

A avaliacdo da aprendizagem sob a oética construtivista deve preocupar-se
mais em entender o pensamento do aluno do que meramente reprovar por néao ser

uma resposta esperada sobre um determinado questionamento.

Acreditamos que nosso trabalho no capitulo que sera apresentado mais a
frente buscou preparar uma bateria de atividades para o docente onde o aluno, com
o auxilio do professor que estara com um papel de facilitador construira suas
definicbes e conceitos sobre o conteudo das Desigualdades das Médias a partir de

conceitos empiricos até alcangar niveis mais elaborados.

4.2 O SABER MATEMATICO

Nessa se¢do mostraremos como sera nossa abordagem nas aplicagdes das

atividades bem como qual linha de pensamento seguiremos.

No seu trabalho sobre Ensino-Aprendizagem Matematica a Profa. Dra.
Renata Cristina Geromel Meneghetti >~ ICMC/USP, que pode ser encontrado na

pagina http://www.sepq.org.br/lisipeq/anais/pdf/gt2/11.pdf, reconhece a importancia

5 Doutora em Educagido Matematica - UNESP - Rio Claro. Docente do ICMC- USP: Instituto de Ciéncias Matematicas de Computagdo da
Universidade de Sao Paulo. Coordenadora do Setor deMatematica do CDCC — Centro de Divulgacdo Cientifica e Cultural-USP- Sao Carlos
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dos aspectos empiricos e intuitivos na construcdo do saber matematico.

No trabalho fica claro que em um contexto histérico havia correntes filoséficas
que defendiam o saber matematico inteiramente a razdo. Eram os racionalistas que
defendiam que nosso conhecimento se baseavam na razdo, ou seja, o saber dava
prevaléncia aos aspectos logicos. Um dos seus principais nomes Foi René

Descartes.

Figura 21: René Descartes

S

(Retirado da péagina http://educacao.uol.com.br/biografias/rene-descartes.htm em 13 de outubro
de 2016)

Por outro lado existiam aqueles que defendiam que o saber matematico era
fruto de experiéncias com a natureza. O conhecimento era intuitivo. Alguns

pensadores se destacaram nesse aspecto como Isaac Newton.

Figura 22: Isaac Newton

(Retirado da pagina http://www.biografiaisaacnewton.com.br/2013/10/Biografia-de-Isaac-
Newton.html em 13 de outubro de 2016)

Mas existiam aqueles que viam o saber matematico numa posi¢cao

intermediaria entre o intuitivo e o logico. Kant considerava que esses dois aspectos

eram importantes e se complementavam.
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Figura 23: Immanuel Kant

(Retirado da pagina http://educacao.uol.com-._b;/[)iografias/immanuel-kant.htm em 13 de outubro

de 2016)

Meneghetti(2009) defende a constituigdo do saber matematico, ndo se pode
dizer que o intuitivo precede ao logico ou o l6gico precede o intuitivo mas que ambos
se equilibram em niveis cada vez mais elaborados, e 0 processo pelo qual essa
constituicdo se da nao é estatico e sim dindmico , tomando a forma de uma espiral.

Os niveis do saber sao interdependentes e evolutivos.

Dessa forma nosso trabalho tentara buscar um conhecimento prévio do aluno
e fazer com que ele tenha experiéncias novas com o conteudo a ser abordado de
forma contextualizada. Nao sera simplesmente cobrado conceitos diretos, pois isso
tornaria o ensino do conteudo infrutifero. Tentaremos efetuar um trabalho como a
professora Meneghetti nos ensina na sua abordagem em espiral. Vamos evoluindo
aos poucos nas atividades nao deixando de lado os conhecimentos intuitivos que

devem caminhar em paralelo com o conhecimento légico.

Figura 24: representagéo de uma

espiral
Racional
Empirico
Racional EpaEy
Empirico Racional

Fonte: Autor - adaptada
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4.3 A CONSTRUGAO DO PLANO DE AULAS

Nesse capitulo daremos orientagdes gerais sobre a construgdo de um Plano

de Aula levando em conta o contetido a ser ministrado.

Antes mesmo de planejar nossa aula, alguns aspectos devem ser observados
para sua elaboracdo. Um desses aspectos é o perfil dos alunos e da turma. E de
conhecimento da maioria dos professores que nao se pode trabalhar da mesma
forma com turmas de escolas da rede publica como se trabalha nas escolas
privadas. Um dos motivos € a falta de estrutura e material disponiveis para auxilio na
preparagao das aulas. Outro diz respeito ao nivel social do publico-alvo que na
maioria das vezes sao pessoas humildes com pouca perspectiva e grandes
responsabilidades no seio familiar. E importante deixar claro que ndo estamos de
maneira nenhuma dizendo que a qualidade de ensino dada a uma escola publica
deve ser inferior a uma particular, mas sim que o professor tem que ter em mente
essas dificuldades para que ele possa se planejar e organizar a melhor forma para
trabalhar o conteudo curricular levando em conta as caracteristicas psicossociais

dos alunos e restricdes do local.

Definidos o local e a turma a primeira a coisa a se pensar para confeccao do
Plano de Aula é a definicdo dos objetivos, ou seja, onde queremos chegar . Para
alcangarmos nossos objetivos € importante que o professor na confecgdo do Plano
se organize e verifique os métodos que podem ser utilizados como auxilio no ensino-
aprendizagem. Se o conteudo a ser trabalhado precisa de algum conhecimento
prévio e de que forma podera despertar interesse dos alunos para determinado
assunto, ou seja, mostrar o assunto sob uma abordagem construtivista. Sabemos da
dificuldade que muitos professores possuem para associar conteudos matematicos
a situagdes concretas pois muitas vezes o conceito matematico trabalhado é tao
abstrato que torna essa contextualizacdo um trabalho quase que impossivel. Por
isso que nesse trabalho nossa proposta é elaborar um plano de aula em um
contexto histérico da matematica e interdisciplinar fazendo com que o aluno tome o

gosto pela pesquisa a medida que vai evoluindo cadencialmente nos seus conceitos
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matematicos.
A avaliagcdo do conhecimento dos alunos deve realizar-se ao longo do
processo e o professor sempre que possivel deve fornecer os dados necessarios

para o aperfeicoamento dos mesmos.

Segundo Margibel A. de Oliveira® a Didatica deveria estruturar-se de acordo

com o seguinte:

Figura 25: Estrutura da Didatica

OBJETIVOS \
CONTEUDOS ‘ ORGANIZACRO E
‘ METODOS
AVALIACAO

Fonte: Diddtica no Ensino Superior - Margibel, 2011

Segundo Margibel(2011), objetivos e conteudos sdo elementos essenciais do
plano de aula. E a partir deles o professor tem que planejar como ira organizar-se e
quais meétodos serao utilizados na transmissdo dos mesmos, para finalmente,

constatar na avaliagdo, como o aluno apreendeu os conteudos.

Dessa forma poderiamos fazer uma associagdo com a abordagem em espiral

de Meneguetti com a Didatica de Margibel da seguinte forma:

6 Doutoranda no Curso de Pos-Graduagdo em Filosofia e Lingua Portuguesa da USP-SP, Mestre em Literatura pela UFSC-SC.
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Figura 26: associagao conceitual teoria de Meneguetti e Margibel

MNIVEL DE CONHECIMENTO
COMCEITUAL

OBIETIVO

CONTEUDOS

CONTEUDOS
ORG. E METODOS ORG. E METODOS

CONTEUDOS

OB B = <
OFvI =B < B

CONTEUDOS

OBJETIVO . .
NIVEL DE CONHECIMENTO EMPIRICO

Fonte: Autor

A avaliagédo da aprendizagem sera feita por meio de atividades propostas que
podera ser feita individualmente ou em grupo a critério do professor. Lembramos que
o aluno ou o grupo ja sera avaliado desde o primeiro momento, ou seja, sera
verificado como o aluno utiliza seus conhecimentos empiricos € nesse contexto o

professor sO interferira para adicionar o novo conteudo ou facilitar uma
aprendizagem.

Sera montado um programa de 5 aulas onde seguiremos o seguinte roteiro:

12 Aula) Desigualdade entre as médias Aritmética, Geométrica e Harménica

Para abordar esse conteudo precisaremos de 2 tempos de 50min totalizando

1h e 40min de aula. Nesta primeira aula serao feitas 2 atividades.

22 Aula) Desigualdade entre as médias Aritmética, Geométrica e Harmonica

Para abordar esse conteudo precisaremos de 2 tempos de 50min totalizando
1h e 40min de aula. Nesta aula seréo feitas 2 atividades.
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32 Aula) Aplicacdes da Média Harménica

Para abordar esse conteudo precisaremos de 1 tempo de 50min de aula.

Nesta aula sera feita 2 atividades.

42 Aula) Desigualdade de Bernoulli

Para abordar esse conteudo precisaremos de 1 tempo de 50min de aula.

Nesta aula sera feita 1 atividade.

52 Aula) Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Para abordar esse conteudo precisaremos de 2 tempos de 50min totalizando

1h e 40min de aula. Nesta aula serao feitas 2 atividades.

No proximo capitulo discutiremos com mais detalhes o Plano de Aulas para

uma turma do 3° ano do ensino médio de uma instituigcdo publica.
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5 PLANO DE AULA

Neste capitulo detalharemos os Planos de Aula. As aulas foram feitas com o
recurso de um software de apresentacado de slides. Caso a escola ou o professor
nao possua esse equipamento para auxilia-lo em sua aula podera se utilizar de

material impresso.

5.1 12 AULA

Data: xx/xx/xxxx

Professor(a):xxxx

Matematica

Tema: Desigualdade entre as médias Aritmética, Geométrica e Harmonica

Objetivo: Revisar as médias aritmética, geométrica e harmdnica e introduzir a
desigualdade das médias fazendo com que o aluno consiga relacionar uma com a

outra.
Conteudo: Médias Aritmética, Geométrica e Harmoénica

Organizagao e Métodos: Aula expositiva através de slides criadas pelo autor

AULA 01 MEDIA ARITMETICA

DESIGUALDADE DAS MEDIAS

VAMOS RELEMBRAR
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MEDIA GEOMETRICA

MEDIA HARMONICA

Comparando os trés valores o que
podemos observar?

1
Sedhdits XS
—7—5 M=v28=4

Queruma
dica?
& "

A

AGORA E COM VOCE

ATIVIDADE 1

Problema proposto por Pappus

Todas as Imagens dos slides foram retiradas na opgdo Imagens de um site de busca no dia
18/10/2016)
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ATIVIDADE 1

Em estatistica, média € definida como o valor que mostra para onde se

concentram os dados de uma distribuicdo como o ponto de equilibrio das

frequéncias em um histograma. Média também é interpretada como um valor

significativo de uma lista de numeros. Os valores de uma lista de numeros podem

ser representados por meio da escolha aleatéria de um numero. Se todos os

numeros forem iguais, o numero escolhido aleatoriamente sera a média. Entéo, a

meédia pode ser calculada por meio da combinacdo dos numeros de maneira

especifica e da geragcao de um valor significativo.

Sabendo-se que

geométricae M, a média harmonica resolva as questdes abaixo:

Questéao 1

(Disponivel em https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9dia )

Complete a tabela abaixo:

M, representa a média aritmética, M, a média

Valores M, M, M,
2e8
1e9
4e9
7e’7

Resolucéo

Valores M, M, M,
2e8 5 4 3,2
1e9 5 3 1,8
4e9 6,5 6 5,53
7e7 7 7 7
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Questao 2

Tomando como referéncia a questao anterior compare os valores das médias

para cada par de numeros em cada linha da tabela.

Resolugéo

Com base na tabela e os resultados obtidos podemos concluir que para dois
valores distintos a média aritmética sera maior que a média geométrica e esta por
sua vez maior que a média harmoénica. A igualdade entre as médias s6 acontece

quando o par de valores na tabela s&o iguais.

Questio 3

Tendo agora como base de conhecimento as questdes anteriores imagine a
seguinte situagao hipotética.
Ao final de trés bimestres um aluno recebe seu boletim de notas conforme

figura abaixo:

Disciplina 1¢ Bimestre 2* Bimestre 3® Bimestre
| Nota | Faras | MNota | Fahaz | MNota | Fahas
GEOGRAFIA | 4.5 6 4.5 16 6.0 1
HISTORIA | 8.2 1 47" K 9.1 1
LINGUAPORTUGUESA | 60 | 2 | 63 1 50°| 0
MATEMATICA 6.2 3 6.6 2 100 [ 0
QUIMICA 4.0 4 5.0 4 60 | 2
LEM-INGLES 45° 2 75 | 3 85 | 2

Sabendo que para que ele ndo fique em dependéncia em nenhuma
matéria € necessario que ele atinja uma média maior ou igual a 5,0. Observa-se
que sua situagao mais critica estdo nas disciplinas de geografia e quimica. Para
que o aluno nao fique em dependéncia nessas duas matérias qual média devera

ser utilizada para este calculo? Aritmética, geométrica ou harménica?
Resolucao

Média aritmética, pois em cada uma das matérias mencionadas M, =5eja

sabemosque M, > M, > M, para valores distintos
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Caso haja tempo, sugerimos que o professor trabalhe a atividade extra
abaixo pois esta ira ajudar de forma significativa a visualizagdo das desigualdades

das médias através de elementos geométricos

ATIVIDADE EXTRA

Problema proposto por Pappus

No livro Il da colegado Matematica de Pappus, encontramos o enunciado
(ilustrado na figura abaixo): “Tome B no segmento AC, B diferente do ponto médio O
de AC. Erga a perpendicular a AC por B, cortando a semicircunferéncia sobre AC em

D e seja F o pé da perpendicular tirada de B sobre OD.

Os sucessores imediatos de Euclides, Arquimedes e Apolénio prolongaram
por algum tempo o uso da tradigdo geométrica grega, mas esta foi aos poucos
esquecida, e os novos desenvolvimentos limitaram-se a astronomia, a trigonometria
e a algebra. Entao, perto do final do século lll d.C, cerca de 500 anos depois de
Apolbnio, surgiria um outro grande gebmetra, Pappus. Seu trabalho compunha de

uma colecdo de 8 livros sobre geometria da época.

Dos oito livros que compunham a obra, perderam-se o primeiro e parte do

segundo. A julgar pelo que remanesceu, o livro Il ocupa-se de um método
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desenvolvido por Apoldnio, o qual trata da escrita de numeros grandes e operagdes
com estes. O livro Il contém quatro partes: as duas primeiras lidam com a teoria das
meédias, com atencdo especial ao problema da insercdo de duas médias

proporcionais entre dois segmentos de reta dados. (ELIAS 2012, p. 12)

Considerando AB = x e BC =y, Responda as questdes abaixo.

Questao 1

Qual sera o valor do Didametro e do Raio desse semicirculo? Qual é o valor de
OoD?

Resolucéo:
Diametro= D=AB+BC =x+y
. D _ x+y
= R=—=
Raio > >
OD = Raio = X’z’y
Questio 2

Qual é o valor do segmento BD? Olhando para a figura, qual segmento &

maior ? OD ou BD?

Resolugéo:
Observe que o triangulo OBD é retangulo com hipotenusa igual ao Raio da

circunferéncia. E o valor de OB ¢ igual ao raio subtraido de BC =y, logo

X—y D
5 .

OB=
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Aplicando o teorema de pitagoras no triangulo OBD temos:

x2+2.x.y+y2: X=2.x.y+y’
4

+BD’

x2+2.x.y+yz_x2—2.x.y+y2 —BD?

BD=vx.y

Visualmente observamos um segmento OD > BD

Questiao 3

Qual é o valor do segmento FD? Olhando para a figura, qual segmento é

maior? BD ou FD?

Resolugéo:
Observe que o segmento BF € a altura relativa a hipotenusa no tridngulo

retangulo OBD.

VXY
) &

=
1 [
=

=

+ [

ot F
o

1

o
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Podemos verificar uma semelhanca entre os tridngulos OBD e OBF

FD _BD
BD OD

BD?
2. FD=—— ,mas
OD
3. Fp=2Y
X+y
2
2
4 FD=——_
1 1
_+_
Xy

Visualmente observamos o segmento BD > FD

Questao 4

O que acontece com os valores de x e y se deslocarmos o ponto B até o

ponto O7?

Resolucao:

X e y vao se tornar iguais tornando os seguimentos OD, BD e FD iguais.

Questao 5

BD?=Xx.y;0OD=

Conclua que dados dos valores x e y, a média aritmética € maior que a média

geomeétrica que é maior que a média harménica e que a igualdade s6 acontece se

esses valores sdo iguais

Resolucao:

Como foi visto nas questdes anteriores na interpretagdo geométrica:

xty
2

oD =

M,
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BD=vVx.y = M,
2
FD=—2_ = M
11 i

_+_
Xy

Como OD >BD > FD, temos M, > M. > M, ,dos valores dados x e y.

Ocorrendo M, = M. = M, quando x=y como visto na questdo anterior.
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ATIVIDADE 2

A Lenda De Dido

A fazendeira Elisa tem oitenta metros de tela e pretende fazer um cercado
para suas ovelhas. A princesa Dido surge para ajuda-la a escolher o melhor formato
para esta cerca. A apresentacdo da Lenda de Dido, presente no épico Eneida do
poeta Virgilio, escrito no séc. | A. C. ilustra que a solugéo do problema isoperimétrico
ja era conhecida ha muito tempo, aparecendo em escritos dos gregos Zenodoro e
Pappus[1]. O primeiro resultado apresentado no programa € que dado um poligono
nao convexo, sempre € possivel encontrar um poligono convexo de mesmo

perimetro e com area maior .

Figura 27: figuras isoperimétricas(figuras de mesmo perimetro)

Fonte:http.//m3.ime.unicamp.br/recursos/1126

Neste caso, utiliza-se uma reflexdo do vértice V que caracteriza o poligono
como nao convexo através da reta definida pelos dois vértices adjacentes a este.
Como pode ser também observado, se considerarmos o poligono onde as duas
arestas que partem de V sdo substituidas por uma unica aresta que liga os dois
vértices adjacentes a V, obtemos um poligono convexo com numero de lados menor,
perimetro menor e area maior. Entre todos os poligonos convexos com 0 mesmo
numero de lados e mesmo perimetro, o poligono regular é o que possui maior area.

(Este problema foi retirado da pagina http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1126).

76



Questao 1

Vocé acha que o texto da "Lenda de Dido" esta correto na sua afirmagao no

seu ultimo periodo? Caso afirmativo, dé dois exemplos de dois poligonos com

mesmo numero de lados e mesmo perimetro sendo que dentre eles o regular € o de

maior area.

Resolucao:
sim.

4 @ 2 @

6

4

Perimetro de "1" = 16cm e Perimetro de "2" = 16cm

Area de "1" = 16cm? e Area de "2" = 12cm?

©, (@

4

Perimetro de "1" = 12cm e Perimetro "2" = 12cm

Area""= 443 cm?e Area de "2" = 6cm?

Questio 2

Dado um retangulo de dimensdes x e y. Ache o valor da area A e o perimetro

desse retangulo. Se o perimetro desse retangulo for de 20cm, sua area maxima sera

igual a 25cm? segundo o texto de Dido. Vocé concorda com essa afirmagédo? Caso

afirmativo, mostre utilizando a desigualdade das médias estudadas na atividade 1.

Resolucao:
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Area = x.y

Perimetro = 2x + 2y

Se o perimetro desse retangulo for de 20cm, sua area maxima sera igual a

25cm? segundo o texto de Dido. Vocé concorda com essa afirmagao?

Sim, pois ja vimos na questdo 1 que um retangulo tem area maxima se ele for
um quadrado, ou seja, se o perimetro vale 20cm seu lado valera 5cm. Logo a area

sera igual a 25cm?.

Provando por desigualdade das médias:

+
Dados os valoresxey, M,=M_. ,temos: %Zx/x.y

como 2x + 2y = 20, temos x+y=10e A=x.y

Xty

>VXx.y
10 _
—>JA

5 Y

5>JA , elevando ao quadrado ambos os lados:

A<25 ,ouseja, acota maxima da area A € 25 e isso acontece quando x =

Questao 3

Agora observe e resolva um problema adaptado da "Lenda de Dido" por
desigualdade das médias.

(ProfMat)Um fazendeiro deseja delimitar uma area retangular utilizando 40m
de cerca e aproveitando um muro(de mais de 40m) que ja estd construido.
Determine as dimensdes do retadngulo de maior area que o fazendeiro consegue

delimitar.
Figura 28: cerca

- |

(= ]

nmro

Fonte: ProfMat 78



Resolucgao

Resolucgdo:

(I) Sem utilizar desigualdade:

1 — Comprimento do arame : 2x +y = 40
2-y=40-2x

3—Area =x.y =x(40 — 2x)

4 —A=-2x2+40x

y _—b__—40

5" " 2a 2.(-2)

=10m ,entdoy =20m, logo A = 200m?

(IT)Utilizando desigualdade das médias:

Sabendo que a area do retangulo é A = x.y e utilizando os valores adequados na

desigualdade M ,=M . ,temos:

1- 2X+y2¢2x.y
2

2- 20>\2A

3- A<200

Pela desigualdade acima o valor maximo que a area pode admitir é A = 200, e isso sO

ocorre quando 2x =y, ou seja:

A =200
x.y =200
x.2x = 200
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x=10 e y=20.

52 22 AULA

Data: xx/xx/xxxx

Professor(a):xxxx

Matematica

Tema: Desigualdade entre as médias Aritmética, Geométrica e Harmonica
Objetivo: Calcular maximo e minimo de uma fungéao do 2° grau pelo método
das desigualdades das médias

Conteudo: Médias Aritmética, Geométrica e Harmoénica

Organizagao e Métodos: Aula expositiva através de slides criadas pelo autor

AULA 2

. OBSERVE A FUNCAO

DESIGUALDADE DAS MEDIAS

G

OBSERVE A MAGICA!! -
s SreEgy T
X+(6-X) ——
5 2\/X.(6—X) e f(X)
3> V- X2+46X

(Todas as Imagens dos slides foram retiradas na opgdo Imagens de um site de busca no dia
24/10/2016)



ATIVIDADE 1

O Tangram é um quebra-cabega chinés que contém 7 pecgas (2 triangulos
grandes, 1 tridngulo médio, 2 tridngulos pequenos, 1 quadrado e 1 paralelogramo)
que sao chamadas de "tans". Acredita-se que o jogo surgiu na China durante a
dinastia Song (960 - 1279 d.C.) e que chegou na Europa no comego do século XIX.
Na China antiga, o Tangram era um dos mais famosos "testes" utilizados para

estudar a inteligéncia humana.

Atualmente, o quebra-cabeca esta difundido pelo mundo e é jogado por
pessoas de todas as idades. Criangas podem se divertir montando as figuras
enquanto treinam a visdo espacial, exploram a criatividade, aprendem sobre a
classificagdo de formas geométricas e aprimoram suas habilidades em resolver
problemas. Pessoas idosas podem jogar para passar o tempo e aproveitar para

manter o cérebro ativo.( Retirado da pagina https://www.geniol.com.bt/raciocinio/tangram/)

Exemplos:

T

Questao 1

Com as 4 pecas (4 triangulos retangulos de catetos iguaisa Vx e y ,
com y > x )abaixo conseguimos montar um quadrado? Qual é a Area desse

quadrado?

VX

VX
vy vy
X '
vy

vy
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Resolugéo:

Os 4 triangulos retangulos formam um
quadrado de lado Vx+y , que é a hipotenusa
dos triangulos retangulos.

Logo a area do quadrado formado pela

unido dos 4 triangulos é A=x +y

Questao 2

Ache a soma da area dos quatro tridngulos retdngulos e compare com a area
do quadrado da questao 1 formado por eles. Conclua a desigualdade das médias
M,>M_

Resolucgéo:

Area dos 4 triangulos retangulos =4. hzﬂ = 2.JxAy = 2.x.y

Area do quadrado é maior que a soma das areas dos quatro tridngulos
retangulos

x+y>2\/x.y

Xty
2

>Vx.y

M,=M,
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Questao 3

O que acontece com o quadrado interno a medida que aproximamos o valor

de +x aovalorde +y ?

Resolugéo:

A medida que aproximamos o valorde +Vx aovalorde +Vy o quadrado
interno tende a sumir tornando a area do quadrado x + y igual a soma das areas dos

quatro triangulos retangulos  2.x.y
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ATIVIDADE 2

Geografia humana é uma ciéncia humana que se consagra ao estudo e a
descrigdo da interagdo entre a sociedade e o espaco. Ela ajuda o homem a entender
0 espago geografico em que vive. Pode-se compreender o objeto da geografia
humana como sendo a leitura critica das percepcdes e transformagdes humanas

sobre o0 espago, no transcorrer do tempo, assim como a incidéncia do espago sobre

D o AR g

3

ovey

a sociedade, isto é, a relacdo do homem com o espacgo, 0 homem espacializado
801+
401-800

' i
201-400

101-200 }
51-100

26-50

13-25

0-12

People/km?

2

Densidade da populacao mundial, 2006
(Disponivel em https:/pt.wikipedia.org/wiki/Geografia_humana)

Questao 1
Na figura a seguir tem-se um quadrado inscrito em outro quadrado. O

quadrado inscrito representa um territério de uma tribo denominada "kakalu" cercado

por outros quatro territérios. Ache a area da do territério "kakalu" em fungao de x.

— % —

Resolucao:
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Sendo "A" a area do quadrado hachurado, temos:
A=dreado quadrado externo—4. drea do triGngulo retangulo

4.(8—x).x

A=64—
2

A=2x"—16x+64

Questao 2
Utilizando a desigualdade das médias ache o valor minimo de "A".

Resolucéao

Se considerarmos dois numeros : x e (8 - x), tal que M ,=M . , teremos:

—X+(2_X)Z\/x(8—x)

4>+ m , elevando ao quadrado os dois lados da desigualdade
16>x(8—x)

16=8x—x" , vamos multiplicar a desigualdade por (-2)
2x*—16x>-32 , somando 64 em ambos os lados

2x°—16x+64>32 ,ouseja, A=2x"—16x+64>32 . O menor valor que A

pode admitiré 32 u . a
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5.3 3?AULA

Data: xx/xx/xxxx
Professor(a):xxxx
Matematica

Tema: Aplicagbes da média harménica

Objetivo: Aplicar a média harmdnica em questdes envolvendo conhecimentos

de Fisica

Conteudo: Média Harmonica

Organizagao e Métodos: Aula expositiva através de slides criadas pelo autor

AULA 3
APLICACOES DA MEDIA HARMONICA

MEDIA HARMONICA

DADOS

M o X )

n
TERr S L | 1
e+
XXXy Xn

MA:

CASOS ESPECIAIS

1 - VELOCIDADE MEDIA ENTRE ESPAGOS

IGUAIS.
==
V1 km/h [—
o= Ty V2 km/h
X km /
A B X km ¢
2V.V
vV = 2 AN e

Exemplo

Ache a média harmonica dos nimeros 2,4,8 e
16.

Wb L G R o
A R e T TR W e T T
—+—+—+— =
248 16 16 16
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ATIVIDADE 01

Questao 01

Um veiculo realizou o trajeto de ida e volta entre as cidades A e B. Na ida ele
desenvolveu uma velocidade média de 80 km/h, na volta a velocidade média
desenvolvida foi de 120 km/h. Qual a velocidade média para realizar todo o percurso

de ida e volta?

Resolugéo
Para achar a velocidade média resultante, dadas as velocidades médias em

espacgos percorridos iguais, basta achar a média harménica dessas velocidades:

Tendo as velocidades de 80km/h e 120km/h:

2 2
=M. = = =
V. ] = 96 km/h
80 120 240
Questao 02

Deseja-se fazer um percurso de carro de uma cidade A para um cidade B. A
primeira metade do percurso o carro fez com velocidade média de 40km/h e a outra

metade 60km/h. Qual a velocidade média de todo o percurso?

Resolugéo

Para achar a velocidade média resultante, dadas as velocidades médias em

espacgos percorridos iguais, basta achar a média harménica dessas velocidades:
Tendo as velocidades de 40km/h e 60km/h:

2 2

<
[
<
T
|
1

=48 km/h

40 60 120
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ATIVIDADE 2

Os capacitores sdo elementos de um circuito elétrico que podem ser
conectados uns aos outros, assim como a outros elementos tais como resistores e

indutores.

Capacitores sio ditos estarem conectados em série quando a diferenga de
potencial(ddp) que lhes é aplicada é igual a soma da ddp entre os terminais de cada

capacitor.

Figura 29: capacitores em série

|1—--V1--—r|1—--\,"2--—r|4—-— ‘J’S—---—rl

|c1 ”c2 |03 B

Fonte:http://ensinoadistancia.pro.br/EaD/
Eletromagnetismo/CapacitoresEmSerie/C
apacitoresEmSerie.html

Fora observado que para calculo da capacidade equivalente de um circuito
em seérie bastava calcular a média harmdénica dos capacitores e dividir o resultado

pela quantidade de capacitores.

Questao 01

Qual é a capacidade equivalente de um capacitor que substitui os capacitores

6 Farad e 4 Farad no circuito se os dois capacitores estao ligados em série?

Resolugao:
2.4.6 48 M, 48
=———=—=48 , =——=—-=24F
1446 10 €= arad
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Questao 02

Qual é a capacidade equivalente de um capacitor que substitui os capacitores

2 Farad e 3 Farad no circuito se os dois capacitores estéo ligados em série?

Resolucgao:
223_12 H_ 24
M, =———=—=24 , =—=_—=],
=53 TS C 5 5 1,2 Farad
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54 42 AULA

Data: xx/xx/xxxx

Professor(a):xxxx

Matematica

Tema: Desigualdade de Bernoulli

Objetivo: Apresentar a Desigualdade de Bernoulli presente na comparagao
entre os regimes de Juros Simples e Juros Compostos

Conteudo: Juros Simples, Juros Compostos e Desigualdade de Bernoulli

Organizagao e Métodos: Aula expositiva através de slides criadas pelo autor

AULA4 Juros Simples

MES VAR
0 R$100,00
i R$110,00
2 R$120,00
3 R$130,00

OBSERVE O SEGUINTE

O VALOR FUTURO NO JURO SIMPLES
PODE SER CALCULADO DA SEGUINTE
FORMA:

T VF = C.(1+ni) , ONDE C = CAPITAL ,
R$100,00 n=TEMPO E i=TAXA

R$110,00
R$121,00
R$133,10
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w N e o

A DESIGUALDADE DE
BERNOULLI

O VALOR FUTURO NO JUROS COMPOSTOS
PODE SER CALCULADO DA SEGUINTE -

S (1+i)'> (1+i.n)

VE=C.(1+i)"

COMPARANDO 0S DOIS
SISTEMAS OU SEJA

R$100,00 R$100,00

R§110,00 R$110,00 C,(l+i)n2 C(1+ln)

R$120,00 R$121,00

R$130,00 R$133,10

(Todas as Imagens dos slides foram retiradas na opgdo Imagens de um site de busca no dia
06/11/2016)
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ATIVIDADE

Juro é a remuneracdo cobrada pelo empréstimo de dinheiro. E expresso
como um percentual sobre o valor emprestado (taxa de juro) e pode ser calculado de

duas formas: juros simples ou juros compostos.

O juro pode ser compreendido como uma espécie de "aluguel sobre o
dinheiro". A taxa seria uma compensagao paga pelo tomador do empréstimo para ter
o direito de usar o dinheiro até o dia do pagamento. O credor, por outro lado, recebe
uma compensagao por ndo poder usar esse dinheiro até o dia do pagamento e por

correr o risco de ndo receber o dinheiro de volta (risco de inadimpléncia).

(Disponivel em https://pt.wikipedia.org/wiki/Juro)

Questao 01
Um capital de R$200,00 foi emprestado com uma taxa de 10%a.m sob um
regime de juros simples. Mostre a evolugao desse montante ao passar dos meses e

modele uma férmula para essa situagdo em "n" meses.

Resolugéao:

Més Valor

0 R$200,00
1 R$220,00
2 R$240,00
3 R$260,00

O montante "M" pode ser calculado porM=C + C.i.nou M =C(1 +i.n),

onde C é o capital inicial , i a taxa € n 0 numero de periodos.
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Questao 02
Um capital de R$200,00 foi emprestado com uma taxa de 10%a.m sob um
regime de juros compostos. Mostre a evolugdo desse montante ao passar dos

meses e modele uma formula para essa situagcao em "n" meses.

Resolucéao:

Més Valor

0 R$200,00
1 R$220,00
2 R$242,00
3 R$266,20

O montante "M" pode ser calculado por M = C. (1+i)" , onde C é o capital

inicial , i a taxa e n o numero de periodos.

Questao 03

Comparando a evolugdo mensal do capital nas duas questbes anteriores

chegue a conclusdo da desigualdade de Bernoulli  (1+i)">(1+i.n) .

Resolugéao:
Observe que M =C. (1+i)" Nos juros compostos é maior ou iguala M =
C(1 +i.n) nos Juros Simpes, ou seja, C.(1+i)'>C.(1+i.n) ,istoé,

(1+i)"=(1+i.n) ( desigualdade de Bernoulli)
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5.5 52AULA

Data: xx/xx/xxxx

Professor(a):xxxx

Matematica

Tema: Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Objetivo: Mostrar as relagdes de Otimizagdo no paralelepipedo relacionando

Volume(V) , area(S) e a diagonal(D) do mesmo.

Conteudo: Desigualdade de Cauchy-Schwarz,volume(V), area(S) e a

diagonal(D) do paralelepipedo.

Organizagao e Métodos: Aula expositiva através de slides criadas pelo autor

PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Vamos estudar um eficiente método
para resolver problemas de

- Otimiza(;éo

Veja o exemplo:

Dadas as sequéncias:
(2,3,5e(,2,3), vale a desigualdade:

(2°+3°+57).(1°+27+3%)> (2.1+3.2+5.3)
(38).(14)> (23)°
532> 529
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Paralelepipedo

(Todas as Imagens dos slides foram retiradas na opgao Imagens de um site de busca no dia
12/11/2016)

ATIVIDADE 01

Encurtar um caminho para ganhar tempo, economizar para comprar algo,
tomar decisdo com base em investimentos, sempre estamos interessados nas
formas 6timas de aplicarmos nossos recursos. Resolver um problema de otimizagéo,
significa sobretudo procurar a solugdao de um problema de forma a se maximizar
algo ou a minimizar algo. Esse algo tem uma representacdo matematica que recebe
o nome de fungado objetivo ou indice de performance. Ao fabricamos uma peca no
formato de um paralelepipedo reto retangulo de dimensdes (a,b,c) podemos calcular

valores maximos e minimos relacionados a essas grandezas.

{{/
(LY
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Questao 01

Calcule o volume desse paralelepipedo, area e sua diagonal.

Resolucgao:
V=a.b.c
S=2(a.b+a.c+b.c)
D= Va'+b'+c

Questao 02
Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz nas sequéncias (a,b,c) e (1,1,1) .

Dica: Dado a sequéncia de nimeros reais (a,,a,,...,a,)e(b,,b,,..b,) , entdo:

(@i +as+..+a’).(bi+b3+..+b2)=(a, b, +a, b,+...+a,b,)

Resolucao:
(a*+b’+c*).(1°+1°+1%)>(a.1+b.1+c.1)’

3.(a*+b’+c’)=(a+b+c)

Questao 03

Conclua da questdo 02 que a diagonal do paralelepipedo € maior ou igual a

soma das dimensdes desse paralelepipedo dividido pela raiz quadrada de 3.

Resolucao:

Da questdo 02 temos 3.(a’+b*+c’)>(a+b+c)’ , e da questdo 01 que D =

Jil+b+c* | logo:

3D°>(a+b+c)

2 (a+b+c)’
B 3

>(a+b+c)
W3

D

96



Questao 04
Com auxilio das questbes 02 e 03 e sabendo que da desigualdade de

a,_a, _a

cauchy-schwarz a igualdade so é valida caso 58 —...:b—” , ache o valor minimo
1 2 n
da diagonal desse paralelepipedo.
Resolucgao:
- . a, a, a, .
Utilizando a dica 5T temos das sequencias (a,b,c) e (1,1,1) ,
1 2 n
que %z%z% para que seja valida a igualdade. Logoa=b=c=L
po(L+L+L)
V3
(3L)
D:—_
V3
p=03 L3.¢3)

D:(L.J?T) , OU seja , a diagonal sera minima quando esse paralelepipedo

for um cubo de lado L.

ATIVIDADE 02

Otimizar significa tornar 6timo ou ideal. E extrair o melhor rendimento
possivel, no que concerne a qualquer area de atividade. Otimizar € proceder a
otimizagdo, ou seja, empregar técnicas para selecionar as melhores alternativas
para se atingir os objetivos determinados. Na area da informatica, otimizar um
sistema é torna-lo mais rapido e eficiente, reduzindo o tempo de execucdo de
tarefas. Quando o computador processa as atividades muito lentamente, € normal

proceder-se a otimizagao para melhorar o desempenho.

(Disponivel em https://www.significados.com.br/otimizar/)

Dado um paralelepipedo reto retangulo de dimensdes (a, b ,c), calcule o que

se pede:
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Questao 01

Calcule o volume desse paralelepipedo, area e sua diagonal.

Resolucgao:
V=a.b.c
S=2(a.b+a.c+b.c)
D= Va'+b'+c

Questao 02
Utilizando as sequencias (a,b,c) e (b,c,a) verifique a desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

Dica: (a,,a,,...,a,)e(b,,b,,...b,) s@o numeros reais , entdo:

(aj+ai+..+a).(bi+bo+..+b>)=(a, b,+a,b,+...+a,b,)

Resolucao:
(a*+b°+c°).(b*+c’+d’*)=(a.b+b.c+c.a)
(a*+b°+c°)’=(a.b+b.c+c.a)

(a*+b*+c*)=(a.b+b.c+c.a)

Questao 03
Conclua da questao 02 que a area do paralelepipedo € menor ou igual a duas

vezes o quadrado da diagonal desse mesmo paralelepipedo.

Resolucao:

Da questdo 02 temos (a’+b*+c®)>(a.b+b.c+c.a) , e da questdo 01 que D
= Jd+b*+*> eS=2(ab+a.c+b.c), logo:

(a*+b*+c*)=(a.b+b.c+c.a)
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Questao 04

Com auxilio das questdes 02 e 03 e sabendo que da desigualdade de

: C e e a a a
Cauchy-Schwarz a igualdade s6 é valida caso b—lzb—2:...:b—” , ache o valor
1 2 n

maximo da area desse paralelepipedo.

Resolucgao:
- . a, a, a, .
Utilizando a dica 5T temos das sequencias (a,b,c) e (b,c,a) ,
1 2 n
a_b_c L .
que b e a para que seja valida a igualdade.

Ora, fazendo 2:E:E:k , temos a.b.c =k’ ,daik=1,entdloa=b=c=
b ¢ a b.c.a
L e sabemos que da atividade 1 que quando isso acontece D=(L.+/3)
S=2.(L.V3)
$=2.(L%).3

S=6.(L?) , ou seja, a area sera maxima quando este paralelepipedo for um
cubo
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CONSIDERAGOES FINAIS

Durante meus estudos no curso de mestrado uma das disciplinas estudadas
foi matematica discreta. Foi quando me deparei com o assunto de Desigualdade das
Médias. Pensava comigo como um assunto que tinha como base média aritmética,
geomeétrica e harmdnica, que sdo conteudos relativamente tranquilos, poderia ter
uma abstragao tdo grande no seu estudo. Mas ao mesmo tempo via que o conteudo
era mais uma ferramenta poderosa na resolugao de outros exercicios do que um

assunto especifico.

Quando resolvi pesquisar trabalhos anteriores que falavam sobre o assunto
verifiquei que existiam varios trabalhos de embasamento tedrico sobre Desigualdade
das Médias, mas nada que fosse direcionado para uma implementacao focada no
ensino médio, visto que o assunto esta previsto na grade curricular, mas dificimente

trabalhado dentro de sala de aula.

Por esse motivo o trabalho teve o objetivo de mostrar aos professores dos
ultimos anos do ensino médio que é possivel trabalhar o conteudo de Desigualdade
das Médias, que muitos consideram um conteudo de grande dificuldade de
compreensao e transmissao de uma forma ludica e simples mediante um bom
trabalho de reflexdo sobre o assunto e um bom planejamento de aula. Cada uma
das atividades propostas nos planos de aula tiveram um objetivo especifico e

esperado.

Através dos resultados obtidos pela tabela da atividade 1 da aula 1 o aluno
consegue intuitivamente chegar a conclusdo da desigualdade entre as médias. Na
atividade 2 da mesma aula tivemos como objetivo utilizar um conhecimento de
figuras isoperimétricas(mesmo perimetro) mas com areas diferentes. Nesta atividade

ja comegamos a dar a nog¢ao ao aluno sobre o conceito de otimizagao.

Na atividade 1 da aula 2 trabalhamos inicialmente a visdo espacial do aluno

100



para agrupar objetos e formar um quadrado onde a partir dai e dos conhecimentos
de area concluimos a desigualdade entre as médias aritméticas e geométricas. Na
atividade 2 mostramos uma alternativa para o calculo de maximo ou minimo de uma

funcado polinomial do 2° grau.

Nas atividades 1 e 2 da aula 3 mostramos duas utilidades da média
harménica. Ferramenta de grande utilidade ndo s6 na area da matematica mas
também em outras areas do conhecimento quando trabalhamos com grandezas

inversamente proporcionais.

Na atividade da aula 4 o principal objetivo foi comparar os dois regimes de
capitalizagao: juros simples e juros compostos e a partir dai fazer o aluno concluir a

Desigualdade de Bernoulli.

O aluno ja com um conhecimento mais maduro sobre o assunto de
Desigualdade das Médias, inserimos nas atividades da aula 5 a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz. Nesta desigualdade o aluno tera uma ferramenta alternativa para

calculos de maximo ou minimo trabalhando com elementos do paralelepipedo.

Este material teve o propdsito de auxiliar professores que desejarem algum
dia trabalhar com Desigualdade das Médias com seus alunos ou explorar mais sobre
o assunto. Para o futuro desejamos continuar nosso trabalho fazendo um
levantamento da aceitagéo e eficacia do trabalho realizado bem como aprimorar nos

possiveis erros que possamos ter cometido.
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APENDICE A

ATIVIDADE 01

ALUNO: TURMA: AULA 01

ATIVIDADE 1

Em estatistica, média é definida como o valor que mostra para onde se concentram os dados
de uma distribuicdo como o ponto de equilibrio das frequéncias em um histograma. Média também ¢é
interpretada como um valor significativo de uma lista de numeros. Os valores de uma lista de
numeros podem ser representados por meio da escolha aleatéria de um numero. Se todos os
numeros forem iguais, o nimero escolhido aleatoriamente sera a média. Entdo, a média pode ser
calculada por meio da combinagdo dos numeros de maneira especifica e da geracdo de um valor
significativo.

(Disponivel em https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9dia )

Sabendo-se que M , representa a média aritmética, M, a média geométricae M

a média harménica resolva as questdes abaixo:

Questio 1

Complete a tabela abaixo:

Valores M, M, My

2e8
1e9
4e9
7e7

Questéo 2

Tomando como referéncia a questao anterior compare os valores das médias para cada par

de numeros em cada linha da tabela.
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Questdo 3

Tendo agora como base de conhecimento as questdes anteriores imagine a seguinte situagédo

hipotética.

Ao final de trés bimestres um aluno recebe seu boletim de notas conforme figura abaixo:

Disciplina 12 Bimestre | 2¢Bimestre | 3° Bimestre
Nota | Fatas | Nota | Fatas | Nota | Fahas

GEOGRAFIA 4.5 6 45 | 16 6.0 1

HISTORIA 82 | 1 47" 3 | 91 1

" LINGUAPORTUGUESA | 60 | 2 | 6.3 i ] &50° 0
MATEMATICA | 62 | 3 6.6 2 |10 | 0

QUIMICA 40 | 4 50 | 4 | 60 2

LEM.-INGLES 45* | 2 |75 | 3 | 95 2

Sabendo que para que ele ndo fique em dependéncia em nenhuma matéria é necessario
que ele atinja uma média maior ou igual a 5,0. Observa-se que sua situagdo mais critica estao
nas disciplinas de geografia e quimica. Para que o aluno nao fique em dependéncia nessas duas
matérias qual média devera ser utilizada para este calculo? Aritmética, geométrica ou

harmoénica?
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APENCICE B
ATIVIDADE EXTRA

Problema proposto por Pappus

No livro Ill da colecao Matematica de Pappus, encontramos o enunciado (ilustrado na figura
abaixo): “Tome B no segmento AC, B diferente do ponto médio O de AC. Erga a perpendicular a AC
por B, cortando a semicircunferéncia sobre AC em D e seja F o pé da perpendicular tirada de B sobre
OD.

Os sucessores imediatos de Euclides, Arquimedes e Apoldnio prolongaram por algum tempo
o0 uso da tradicdo geométrica grega, mas esta foi aos poucos esquecida, e 0s novos
desenvolvimentos limitaram-se a astronomia, a trigonometria e a algebra. Entado, perto do final do
século lll d.C, cerca de 500 anos depois de Apoldnio, surgiria um outro grande gebmetra, Pappus.

Seu trabalho compunha de uma colegao de 8 livros sobre geometria da época.

Dos oito livros que compunham a obra, perderam-se o primeiro e parte do segundo. A julgar
pelo que remanesceu, o livro Il ocupa-se de um método desenvolvido por Apolbnio, o qual trata da
escrita de numeros grandes e operagbes com estes. O livro Ill contém quatro partes: as duas
primeiras lidam com a teoria das médias, com atencao especial ao problema da inser¢ao de duas

médias proporcionais entre dois segmentos de reta dados. (FREIRE, 2012, p. 12)

Considerando AB = x e BC =y, Responda as questdes abaixo.

Questéo 1

Qual sera o valor do Diametro e do Raio desse semicirculo? Qual é o valor de OD?
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Questéo 2

Qual é o valor do segmento BD? Olhando para a figura, qual segmento € maior ? OD ou BD?

Questao 3

Qual é o valor do segmento FD? Olhando para a figura, qual segmento € maior? BD ou FD?

Questao 4

O que acontece com os valores de x e y se deslocarmos o ponto B até o ponto O?

Questao 5

Conclua que dados dos valores x e y, a média aritmética € maior que a média geométrica que é

maior que a meédia harménica e que a igualdade s6 acontece se esses valores sao iguais.
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ATIVIDADE 02

ALUNO: TURMA: AULA 01

A Lenda De Dido

A fazendeira Elisa tem oitenta metros de tela e pretende fazer um cercado para suas
ovelhas. A princesa Dido surge para ajuda-la a escolher o melhor formato para esta cerca. A
apresentacdo da Lenda de Dido, presente no épico Eneida do poeta Virgilio, escrito no séc. | A. C.
ilustra que a solugdo do problema isoperimétrico ja era conhecida ha muito tempo atras, aparecendo
em escritos dos gregos Zenddoro e Pappus[1]. O primeiro resultado apresentado no programa é que
dado um poligono ndo convexo, sempre €& possivel encontrar um poligono convexo de mesmo

perimetro e com area maior .

(Figura retirada da pagina file:///C:/Users/Wellington/Downloads/lendadedido.pdf )

Neste caso, utiliza-se uma reflexdo do vértice V que caracteriza o poligono como nao
convexo através da reta definida pelos dois vértices adjacentes a este. Como pode ser também
observado, se considerarmos o poligono onde as duas arestas que partem de V s&o substituidas por
uma unica aresta que liga os dois vértices adjacentes a V, obtemos um poligono convexo com
numero de lados menor, perimetro menor e area maior. Entre todos os poligonos convexos com o

mesmo numero de lados e mesmo perimetro, o poligono regular é o que possui maior area.
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Questao 1

Vocé acha que o texto da "Lenda de Dido" esta correto na sua afirmagao no seu ultimo periodo?
Caso afirmativo, dé dois exemplos de dois poligonos com mesmo numero de lados e mesmo

perimetro sendo que dentre eles o regular é o de maior area.

Questéao 2

Dado um retangulo de dimensdes x e y. Ache o valor da area A e o perimetro desse retangulo. Se o
perimetro desse retangulo for de 20cm, sua area maxima sera igual a 25cm? segundo o texto de Dido.
Vocé concorda com essa afirmagao? Caso afirmativo, mostre utilizando a desigualdade das médias

estudadas na atividade 1.

Questiao 3

Agora observe e resolva um problema adaptado da "Lenda de Dido" por desigualdade das médias.
(ProfMat)Um fazendeiro deseja delimitar uma &rea retangular utilizando 40m de cerca e
aproveitando um muro(de mais de 40m) que ja esta construido. Determine as dimensdes do retangulo
de maior area que o fazendeiro consegue delimitar.
Figura 30: cerca
; e T o

- |

[= 41 ]

Fonte: ProfMat
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APENDICE C

ATIVIDADE 01

ALUNO: TURMA: AULA 02

O Tangram é um quebra-cabecga chinés que contém 7 pegas (2 triangulos grandes, 1
tridangulo médio, 2 triangulos pequenos, 1 quadrado e 1 paralelogramo) que sdo chamadas de "tans".
Acredita-se que o jogo surgiu na China durante a dinastia Song (960 - 1279 d.C.) e que chegou na
Europa no comego do século XIX. Na China antiga, o Tangram era um dos mais famosos "testes"

utilizados para estudar a inteligéncia humana.

Atualmente, o quebra-cabecga esta difundido pelo mundo e é jogado por pessoas de todas
as idades. Criangas podem se divertir montando as figuras enquanto treinam a visdo espacial,
exploram a criatividade, aprendem sobre a classificagdo de formas geométricas e aprimoram suas
habilidades em resolver problemas. Pessoas idosas podem jogar para passar o tempo e aproveitar

para manter o cérebro ativo.( Retirado da pagina https://www.geniol.com.br/raciocinio/tangram/)

Exemplos:

T
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Questao 1

Com as 4 pegas (4 triangulos retangulos de catetos iguais a \/; e \/; , com y > x )abaixo
conseguimos montar um quadrado? Qual é a Area desse quadrado?

VX

23

Questao 2

Ache a soma da area dos quatro tridngulos retadngulos e compare com a area do quadrado da
questdo 1 formado por eles. Conclua a desigualdade das médias M ,>=M

Questao 3

O que acontece com o quadrado interno a medida que aproximamos o valor de \/x ao valor de
Jy 2
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ATIVIDADE 02

ALUNO: TURMA: AULA 02

Geografia humana é uma ciéncia humana que se consagra ao estudo e a descricdo da
interacdo entre a sociedade e o espaco. Ela ajuda o homem a entender o espago geografico em que
vive. Pode-se compreender o objeto da geografia humana como sendo a leitura critica das
percepgdes e transformagdes humanas sobre o espago, no transcorrer do tempo, assim como a
incidéncia do espaco sobre a sociedade, isto &, a relagdo do homem com o espaco, o homem

espacializado

T
801+ b a2
401-800 : »
201-400 ’ .
101-200 3
51-100 5
26-50
13-25
0-12

People/km?

Densidade da populagao mundial, 2006

(Disponivel em https:/pt.wikipedia.org/wiki/Geografia_humana)

Questao 1

Na figura a seguir tem-se um quadrado inscrito em outro quadrado. O quadrado inscrito
representa um territério de uma tribo denominada "kakalu" cercado por outros quatro territérios. Ache

a area da do territorio "kakalu" em fungéo de x.

e —y

— % —

Questao 2

Utilizando a desigualdade das médias ache o valor minimo de "A".
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APENDICE D

ATIVIDADE 01

ALUNO: TURMA: AULA 03

Questao 01

Um veiculo realizou o trajeto de ida e volta entre as cidades A e B. Na ida ele desenvolveu
uma velocidade média de 80 km/h, na volta a velocidade média desenvolvida foi de

120 km/h. Qual a velocidade média para realizar todo o percurso de ida e volta?

Questao 02

Deseja-se fazer um percurso de carro de uma cidade A para um cidade B. A primeira metade
do percurso o carro fez com velocidade média de 40km/h e a outra metade 60km/h. Qual a

velocidade média de todo o percurso?
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ATIVIDADE 02

ALUNO: TURMA: AULA 03

Os capacitores sdo elementos de um circuito elétrico que podem ser conectados uns aos

outros, assim como a outros elementos tais como resistores e indutores.

Capacitores séo ditos estarem conectados em série quando a diferenga de potencial(ddp)

que |Ihes é aplicada é igual a soma da ddp entre os terminais de cada capacitor.

|4—--V1--—r|4—--1,"2--+|4—-- 'U"S----—rl

A |C1 ||C2 . I CS

Fora observado que para calculo da capacidade equivalente de um circuito em série
bastava calcular a média harménica dos capacitores e dividir o resultado pela quantidade de

capacitores.

Questao 01

Qual é a capacidade equivalente de um capacitor que substitui os capacitores 6 Farad e 4

Farad no circuito se os dois capacitores estao ligados em série?

Questio 02

Qual é a capacidade equivalente de um capacitor que substitui os capacitores 2 Farad e 3

Farad no circuito se os dois capacitores estao ligados em série?
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APENDICE E
ATIVIDADE

ALUNO: TURMA: AULA 04

Juro é a remuneracdo cobrada pelo empréstimo de dinheiro. E expresso como um
percentual sobre o valor emprestado (taxa de juro) e pode ser calculado de duas formas: juros

simples ou juros compostos.

O juro pode ser compreendido como uma espécie de "aluguel sobre o dinheiro". A taxa seria
uma compensacao paga pelo tomador do empréstimo para ter o direito de usar o dinheiro até o dia do
pagamento. O credor, por outro lado, recebe uma compensagéo por ndo poder usar esse dinheiro até

o dia do pagamento e por correr o risco de nao receber o dinheiro de volta (risco de inadimpléncia).

(Disponivel em https://pt.wikipedia.org/wiki/Juro)

Questao 01

Um capital de R$200,00 foi emprestado com uma taxa de 10%a.m sob um regime de juros

simples. Mostre a evolugdo desse montante ao passar dos meses e modele uma féormula para essa

situacdo em "n" meses.

Questio 02

Um capital de R$200,00 foi emprestado com uma taxa de 10%a.m sob um regime de juros

compostos. Mostre a evolugao desse montante ao passar dos meses e modele uma férmula para

essa situagdo em "n" meses.

Questao 03

Comparando a evolugdo mensal do capital nas duas questdes anteriores chegue a

conclusdo da desigualdade de Bernoulli (1+i)"2(1+i.n)
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APENDICE F
ATIVIDADE 01

ALUNO: TURMA: AULA 05

Encurtar um caminho para ganhar tempo, economizar para comprar algo, tomar decisao
com base em investimentos, sempre estamos interessados nas formas 6timas de aplicarmos nossos
recursos. Resolver um problema de otimizagéo, significa sobretudo procurar a solugdo de um
problema de forma a se maximizar algo ou a minimizar algo. Esse algo tem uma representagao
matematica que recebe o nome de fungdo objetivo ou indice de performance. Ao fabricamos uma
peca no formato de um paralelepipedo reto retdngulo de dimensdes (a,b,c) podemos calcular valores

maximos e minimos relacionados a essas grandezas.

Y,

[/
(LY

Questio 01

Calcule o volume desse paralelepipedo, area e sua diagonal.

Questao 02
Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz nas sequéncias (a,b,c) e (1,1,1) .

Dica: Dados a sequéncia de nimeros reais  (a,,a,,...,a,)e(b,,b,,...b.) , entdo:

(a}+a+..+a).(bi+bo+...+b))=(a, b,+a,b,+...+a,b,)
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Questao 03

Conclua da questédo 02 que a diagonal do paralelepipedo é maior ou igual a soma das dimensdes
desse paralelepipedo dividido pela raiz quadrada de 3.

Questio 04

Com auxilio das questbes 02 e 03 e sabendo que da desigualdade de Cauchy-Schwarz a

a a a
. ;g 1 1 2 - .
igualdade sé é valida caso _b Z—b :...Z—b" , ache o valor minimo da diagonal desse
1 2 n

paralelepipedo.
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ATIVIDADE 02

ALUNO: TURMA: AULA 05

Otimizar significa tornar 6timo ou ideal. E extrair o melhor rendimento possivel, no que

concerne a qualquer area de atividade. Otimizar é proceder a otimizag&o, ou seja, empregar técnicas

para selecionar as melhores alternativas para se atingir os objetivos determinados. Na é&rea da

informatica, otimizar um sistema é torna-lo mais rapido e eficiente, reduzindo o tempo de execugao de

tarefas. Quando o computador processa as atividades muito lentamente, € normal proceder-se a

otimizagao para melhorar o desempenho.

(Disponivel em https://www.significados.com.br/otimizar/)

Dado um paralelepipedo reto retangulo de dimensées (a, b ,c), calcule o que se pede:

Questao 01

Calcule o volume desse paralelepipedo, area e sua diagonal.

Questao 02
Utilizando as sequencias (a,b,c) e (b,c,a) verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Dica: (a,,a,,...,a,)e(b,,b,,...b,) sdo nameros reais , entso:

(ai+a>+..+a;).(bi+by+...+b.)=(a, b, +a,b,+...+a,b,)

Questao 03

Conclua da questao 02 que a area do paralelepipedo é menor ou igual a duas vezes o quadrado

da diagonal desse mesmo paralelepipedo.

Questao 04

Com auxilio das questdes 02 e 03 e sabendo que da desigualdade de Cauchy-Schwarz a

a
. sz e 1 s .
igualdade s6 € valida caso b—:—:...=—" , ache o valor maximo da &rea desse

paralelepipedo.
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