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Resumo

Neste trabalho tratamos do estudo da Desigualdade Isoperimétrica, com foco
principal na sua demonstragao, utilizando geometria. O trabalho estd dividido em
duas partes. O capitulo preliminar aborda algumas defini¢oes e proposi¢oes da
geometria plana relativa a poligonos, curvas e relagoes entre area e perimetro, além
de uma abordagem sobre maximo, minimo, média e o principio de inducao finita, que
servem de base para o capitulo seguinte. No segundo capitulo, temos um pouco de
historia do problema isoperimétrico e a demostracao da desigualdade isoperimétrica,
inicialmente provamos para poligonos e depois no caso geral de uma curva fechada

simples.



Abstract

In this work we treat the study the isoperimetric inequality, with primary focus
in its demonstration, using geometry. It is divided in two parts. The preliminary
chapter, which portrays some definitions and propositions of the plane geometry
regarding polygons, curves and relationships between area and perimeter, as well as
a study on maximum, minimum, average and the principle of finite induction, that
serve as basis for the next chapter. The second chapter, we have a little history
of isoperimetric problem and demonstration of the isoperimetric inequality, initially

for polygons and then the general case of a simple closed curve.
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Notacoes A

PP

PP,

PP

PP,

r//s
PP... P,
P,P,P;s

APB
LAL

LLL
AA

Aape

segmento de reta

comprimento do segmento de reta

semirreta com origem no ponto P; passando por P,
reta passando pelos pontos P, e P

retas paralelas r e s

poligono de n lados

angulo formado pelas semirretas fTPl) e ]TP?,

angulo interno de um poligono, angulo inscrito

arco de circunferéncia passando pelos pontos A, P, e B
Dois triangulos com dois lados correspondentes e o angulo
formando entre eles respectivamente iguais

Dois triangulos com trés lados correspondentes iguais
Dois triangulos com dois angulos correspondentes iguais

area de poligono de vértices A, B, e C
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Notacoes B

angulo reto
/ segmentos com mesmo comprimento
_'_

N P/ angulos com mesma medida
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Introducao

Este trabalho trata do estudo da Desigualdade Isoperimétrica, a qual afirma que
toda curva fechada de comprimento L engloba uma 4rea menor ou igual a L?/4r.
E esse valor s6 é alcangado para o circulo de raio L/27. Em especial, focamos

na producao de uma demonstracao simples e elementar desse teorema, baseada no

artigo de Moreira [7]| disponibilizado no banco indutor do PROFMAT.

Esse direcionamento foi dado, em virtude da riqueza de conceitos matematicos
bésicos utilizados na demonstracao, com o intuito de disponibilizar um material
didatico que possa ser usado pelos professores do ensino basico na elaboracao de

suas aulas. Assim, dividimos este trabalho em dois capitulos.

Inicialmente, no primeiro capitulo, fazemos um estudo preliminar de conceitos
e proposicoes que serao abordados no desenvolvimento da demonstracao. A priori,
embasamos a geometria usada no problema isoperimétrico, através dos conceitos de
poligonos, curvas e das relagoes entre area e perimetro. Em seguida, fizemos uma
ligeira abordagem sobre maximo, minimo, média e o principio de inducao finita,
devido suas contribui¢oes na demonstracao da desigualdade isoperimétrica.

No segundo capitulo realizamos a demostracao da desigualdade isoperimétrica.
Para tanto, buscamos a origem desse problema isoperimétrico através da obra lite-
raria Eneida, de Virgilio [13]|, onde enxergamos a beleza desse teorema. Primeiro

demonstramos a desigualdade isoperimétrica nos poligonos, partindo de um poligono

Xiv



Notacdes A

nao convexo e chegando num poligono regular com perimetro L menor ou igual e
area maior, que por sua vez, tem area menor do que o circulo de comprimento igual a
L. E de posse desse resultado, generalizamos a desigualdade para um curva fechada

simples qualquer. Para finalizar, mostramos algumas aplicagoes.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iniciaremos o estudo apresentando conceitos e proposicoes neces-
sarias para uma maior compreensao da demonstracao da desigualdade isoperimétrica
que veremos no proximo capitulo. A principio faremos um resumo das definigoes,
notacoes e classificagoes relativas a poligonos e curvas, baseado nos textos de Pa-
rente [9] e Pesco [10]. Em seguida analisaremos algumas proposi¢oes que relacionam

o perimetro e a area de poligonos, norteado por Barbosa [1|, Carmo |2] e Pesco [10].

Posteriormente estudaremos conceitos de maximo, minimo e média que auxilia-
rao na demonstragao da desigualdade isoperimétrica, baseado em Lima |5] e Stewart
[12] com auxilio de Lima [6] e Oliveira [8]. Bem como, o principio de indugao que
servira de ferramenta fundamental nas demonstragoes realizadas no Capitulo 2, nor-

teado por Hefez [4] e Oliveira [8].

1.1 Poligonos e Curvas

Definicao 1.1.1 Dado um conjunto de pontos ordenados no plano Py, Ps, ..., P,

com n > 3 tal que trés pontos consecutivos nao sejam colineares. Denomina-se
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poligono a reuniao dos segmentos consecutivos PPy, PoPs, ... P, P;.

Py Py

Figura 1.1: Poligono

Os pontos P; , 1 < 1 < n, sao chamados de vértices e os segmentos PP,
PyPs, ..., P,P; sao os lados do poligono. O comprimento do lado denotaremos por
PP.,1<i<n,P,P,ouP,P,. E asoma dasmedidas dos lados serd o perimetro

do poligono.

Definicao 1.1.2 Um poligono PP, Ps ... P, é convexo quando a reta EBH, de-
terminada por dois vértices consecutivos, deiza os demais pontos do poligono num
mesmo semi-plano, dentre os gerados pela reta. Caso contrdrio dizemos que o poli-

gono € nao convexo.

Figura 1.2: Poligono nao convexo Figura 1.3: Poligono convexo

Para quaisquer vértices P; e P; nao consecutivos de um poligono convexo cha-

mamos de diagonal o segmento F;P;.
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P, P

R] P 6

Figura 1.4: Diagonal P, P;

~ \
Os angulos P, 1P, P, 1, formados pelas semirretas Pi_lpi e PP, relativo ao
vértice P;, sao denominados angulos internos do poligono e serao representados

por P,. E o angulo formado por um lado qualquer e o prolongamento do lado

adjacente é chamado de Angulo externo do poligono convexo.

P

Py

—————————

P P Q

Figura 1.5: Angulo interno e externo

Na Figura 1.5, Pll/DZQ ¢ o angulo externo relativo ao vértice Py, onde PP, é

um lado e o segmento P,() o prologamento do lado adjacente P3Pj.

Um poligono convexo de n lados é denominado n-agono e classificamos os po-

ligonos com respeito ao niimero de lados por:
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nome n° de lados nome n° de lados
triangulo 3 eneagono 9
quadrilatero 4 decagono 10
pentagono D undecagono 11
hexagono 6 dodecagono 12
heptagono 7
octogono 8 icosagono 20

Dois poligonos convexo sao congruentes, quando é possivel coincidir-los por

superposicao. E tém portanto seus elementos de mesmo nome com medidas respec-

tivamente iguais.

Definicao 1.1.3 Um poligono convexo € reqular quando seus lados sao congruentes

e seus dngulos internos sao congruentes, caso contrdario dizemos que o poligono é nao

regular. Se um poligono convexo tiver apenas seus lados congruentes chamaremos

de poligono equildtero. E denominaremos de poligono equidngulo aqueles que

tiverem apenas seus dngulos internos congruentes.

Figura 1.6: Regular

Figura 1.7: Equilatero

Figura 1.8: Equiangulo

Os poligonos regulares de trés e quatro lados sao chamados respectivamente de

tridngulo equilatero e quadrado enquanto os demais poligonos acrescentamos a

expressao regular no seu nome, conforme a seguinte tabela:
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CAriTULO 1

nome

n° de lados

triangulo equiléatero

quadrado

pentagono regular

hexagono regular

heptagono regular

octogono regular

0 |~ | O | O | =~ | W

nome n° de lados
eneagono regular 9
decagono regular 10
undecigono regular 11
dodecagono regular 12
icosagono regular 20

Definicao 1.1.4 Uma curva fechada simples é um conjunto de pontos que delimi-

tam o plano em duas regioes, uma interna e outra externa a curva. Caso contrdrio,

dizemos que a curva € aberta simples.

Figura 1.9: Curva fechada

Figura 1.10: Curva aberta

Definicao 1.1.5 Quando qualquer segmento, determinado por dois pontos de uma

curva simples, estd contido no interior da mesma, dizemos que a curva € COnvexa.

Caso exista um segmento que esteja contido no exterior da curva dizemos que ela é

nao convezxa.
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Figura 1.11: Curva convexa  Figura 1.12: Curva nao convexa

Definicao 1.1.6 Circulo ou circunferéncia de centro O pertencente ao plano, € o
conjunto de pontos P do plano tais que a distancia de P até O € constante, igual a

r, denominado de rato.

Figura 1.13: Circunferéncia

O segmento de reta que liga dois pontos distintos da circunferéncia chamamos
de corda e a parte da curva delimitada por esses dois pontos denominamos de
arco. A corda que passa pelo centro da circunferéncia chamamos de didmetro e
seu comprimento corresponde ao dobro da medida do raio. Na Figura 1.14 ilustramos

alguns desses elementos: a corda AB, o arco APB, o diametro C'D e o raio r = OD.



Poligonos e curvas CAPITULO 1

Figura 1.14: Elementos do circulo

Observacao 1.1.1 Associamos a medida do arco AIBB ao dngulo AO\B, delimitado
pelas semirretas @)1 e O? com vértice na origem, chamado de dngulo central.
O dngulo ADB com vértice D pertencente a circunferéncia formado pelas cordas
DA e DB denominaremos de dngulo inscrito D e sua medida correspondente a
metade do dngulo central AOB relativa ao arco A;’B (Para detalhes veja Parente

[9], Teorema 5).

Figura 1.15: Angulos no circulo

Definicao 1.1.7 Um poligono convexo estd inscrito numa circunferéncia quando

seus vértices também sao pontos da circunferéncia.

Exemplo:
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Figura 1.16: Poligonos inscritos

Definicao 1.1.8 A mediatriz do lado AB de um tridngulo ABC' € uma reta r per-
pendicular a reta z@ que passa pelo ponto médio M de AB.

Figura 1.17: Mediatrizes no triangulo

Note que qualquer ponto P pertencente a mediatriz de AB estd a mesma distan-
cia dos vértices A e B, pois os triangulos retangulos AM P e BM P sao congruentes
pelo caso LAL, logo PA = PB. Essa observacio também vale para as mediatrizes
dos demais lados do triangulo e dizemos que o ponto P pertencente a mediatriz é

equidistante aos vértices do lado correspondente.

Outra caracteristica importante é que as mediatrizes dos lados de um triangulo

se encontram num dnico ponto denominado circuncentro. De fato, sendo o ponto
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O a intersecao das mediatrizes dos lados AB e BC temos OA = OB e OB = OC,

logo OA = OC' e teremos o ponto O também pertencente a mediatriz do lado AC.
Lema 1.1.1 Todo triangulo estd inscrito numa circunferéncia

Demonstracao: Seja ABC um triangulo de circuncentro O. Como o circun-
centro ¢ ponto de intersecao das mediatrizes dos lados do triangulo e, por sua

vez, a mediatriz representa o lugar dos pontos equidistantes aos vértices teremos

OA = 0B = 0OC. Assim os vértices estao a mesma distancia do ponto fixo O, logo
pertencem ao circulo de raio 7 = OA e centro no ponto O. Desta forma o triangulo

é inscritivel.

o~

Lema 1.1.2 Um quadrildtero ABCD convexo € inscritivel, se somente se, A+C =

ﬂoué—i-f?:m

Demonstragao: Supondo que o quadrilatero seja inscritivel entao seus vértices

~ o~

pertencem a um circulo e os angulos A, B, C' e D sao inscritos.

B

D

Figura 1.18: Angulos Inscritos

Pela Observacao 1.1.1, AeC correspondem respectivamente a metade das

medidas dos arcos BE’D e BZlD, ou seja,
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1

2+6:235D+% BAD,

consequentemente,

—_

A+C==(BCD + BAD) = .

(\]

Reciprocamente, admita que A+C=nre suponha que o quadrilatero ABCD
nao seja inscritivel. Pelo Lema 1.1.1 temos uma circunferéncia passando pelos vér-

tices A, B e C onde o ponto D esta no seu interior ou exterior.

D

Figura 1.19: Quadrilatero nao inscritivel

Sendo D’ o ponto de intersecao entre a reta jﬁ e a circunferéncia, ou seja,
D' # D, assim temos o quadrilatero ABCD’ inscritivel. Logo BOD' + A = ,
conforme foi provado na primeira parte dessa demonstracao. Como A+ C = ,

temos BCD' + A= C + A, ou seja,
BCD' =C.
Portanto D = D', contrariando o fato de D" # D. [

Lema 1.1.3 Todo poligono regular € inscritivel.

10
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Demonstracao: Considere um poligono regular P, P, ... P, de n lados.

Figura 1.20: Poligono regular

As mediatrizes dos lados consecutivos PP, e P,P3; se encontram no ponto
O equidistante dos vértices Py, P> e P5. Logo, os triangulos PLOP, e P,OP;5 sao
congruentes pelo caso LLL e consequentemente os angulos OEPl e O/Png Sa0
iguais tornando PO bissetriz de E Da mesma forma temos P;O e P30 bissetrizes

do angulo P; e Ps, respectivamente.

Notemos que P,O = P30 e P,O é bissetriz de E, pois os triangulos P,OP;
e P3OP, sao congruentes pelo caso LAL. Usando esse mesmo raciocinio temos
P50 = P,O e P50 sendo bissetriz de 73; Seguindo esse processo até retornamos ao

vértices P;, teremos:

P102P202P3O:P4O::Pn0

Ou seja, dado um ponto fixo O temos os vértices P, P, ..., P, numa mesma
distancia desse ponto, logo existe uma circunferéncia, centrada no ponto O, que

passa pelos vértices do poligono regular tornando-o inscrito. [ ]

Definicao 1.1.9 Um poligono convero € circunscrito a um circulo quando seus

11
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lados sao tangentes a circunferéncia. E dizemos que o circulo estd inscrito no poli-

gono.

Exemplo:

Figura 1.21: Poligonos circunscritos

1.2 Relacoes entre area e perimetro

<
Lema 1.2.1 Sejam os tridngulos ABC e ABC' tais que C’C”//j@, entao Aapc =

Aaper.

Demonstragao:

< B .
Como as retas CC" e f@ sao paralelas os triangulos ABC e ABC' tém alturas

de mesmo comprimento em relagdo ao lado AB.

12
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Figura 1.22: Triangulo de mesma area

Tendo altura equivalentes e mesma base entdao os triangulos ABC e ABC'

possuem a mesma area. |

Proposicao 1.2.1 (Teorema de Pitdgoras) Num triangulo retingulo, a drea do
quadrado cuja lado seja a hipotenusa € igual a soma das dreas dos quadrados cujos
lados sao os catetos. Ou seja, sendo a o comprimento da hipotenusa e b, ¢ as medidas
dos catetos, temos:

a® = b+ &2

Demonstracdo: Dado um triangulo retangulo ABC com hipotenusa a = BC,
catetos b = AC e ¢ = AB construiremos sobre estes lados os quadrados ACDE,

ABFG e BCHI. E mostraremos que Agcnr = Aasra + Aacpe.

13
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! P, NP,
1 i A !
i e i
| “E b E
1 1 | !
v 1y | !
1 P '
‘0 7y i 1
S S \ !

G D G/l ! ! D
| i ! | !
] !
AN Y !
! 1 1
! 1
2\ N\
y /o :
ml . hH !
B N a C B Ni a C
1
I T M H I M H

Figura 1.23: Triangulo retangulo

Tracando a reta r que passa pelo ponto A e paralela a reta s = ﬁ temos
os pontos N e M, obtendo os retangulos BIMN e CHMN. Sendo o ponto P a
intersecao entre as retas ﬁ e j@ perceba que a reta r também passa por este
ponto. De fato, os triangulos AGP e BAC sao congruentes pelo caso LAL levando
o triangulo ANC' ser semelhante a AGP pelo caso AA e consequentemente temos a

congruéncia dos angulos PAG e CAN tornando-lhes opostos pelo vértice em relacao

as retas ﬁ\f e @

Observando os triangulos BAG e BAP, como as retas ﬁ’ e Ezl sao paralelas
temos pelo Lema 1.2.1 que Apag = Apap. Note que os triangulos BAP e IMN
tem a mesma &rea pois possuem o mesmo comprimento de base AP = MN e
alturas equivalentes NB = M1, logo Apac = Aryn. Perceba também que a area
do tridngulo BAG corresponde a metade da area do quadrado ABF'G , da mesma
forma que o triangulo /M N tem a metade da area do retangulo BIM N, assim

temos ABAFG’ = ABIMN-
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Para mostrar que Acgyn = Aacpre usamos o mesmo raciocinio, olhando as
retas paralelas % e 1@ construimos, pelo Lema 1.2.1, o triangulo PAC' de mesma
area que FAC e verificamos que Apac = Annym, pois os triangulos PAC e NMH
tem mesmo comprimento de base e alturas equivalentes e concluimos que Any g =
Agac e consequentemente Acyyny = Aacpe. Como Apcur = Aprun + Acuun,

temos Agcnr = Aapra + AacpEe , ou seja, a? = b? + 2. =

Proposicao 1.2.2 (Férmula de Heron) Se um triangulo ABC' tem lados me-

dindo a,b e ¢ com perimetro 2p, entao a drea desse tridngulo serd dada por:

A= /plp—a)(p—0b)(p—o),

onde 2p = a+ b+ c.

Demonstracao: Dado um triangulo ABC' de lados a,b, ¢ e altura h relativa ao

lado ¢, conforme a Figura 1.24.

b

A

Figura 1.24: Triangulo isosceles

Podemos determinar a area desse triangulo em funcao da base c e da altura h,
mas queremos em relagao aos lados, logo devemos escrever h em funcao de a,b e c.
Sendo o ponto H o pé da perpendicular baixada do vértice C' ao lado AB, temos que
AHC e BHC sao triangulos retangulos, assim aplicando o Teorema de Pitagoras

(ver Proposigao 1.2.1), obtemos:
V¥ = h*+(c—x) (1.1)

15
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e
a> = h*+2%
Efetuando a diferenca em ambos lados da igualdade temos:
V¥ —a* = (c—x)*—2°
= -2 +2%—2?
= * —2cx.
Assim,
2cr = ¢ +a® — b*.
Consequentemente,
A +a* -0
r = —.
2c
Substituindo x em (1.2), obtemos
A+ a> -\
oo (SHEPY
2c
assim,

2c
4a*c* — (® + a® — b?)?
4c? ’

2 2(c2+a2—b2)2
= a — _—_—

Logo,

VA2 — (A +a® - b?)?

h 2c

Assim, a area do triangulo sera dada por:

4= 5= (3): (maz@? — (2 ta?— b2>2) ,

2 2 2c

16
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ou seja,
4 V(a0 - (f +a? —1?)?
_ \/[2(16 + (02 +a? — 62)].[2(10 _ (62 T a2 — bg)]
4
_ VIa+ 2= [=(a— ) + 7]
4

_ Vatcthate—bbta—o(b—a+o)

1 .

Portanto,

4 - \/(a+c+b) (a+c—b) (b+a—rc) (b—a—f-c).

e (1.5)

Note que 2p =a+c+b,entaoa+c=2p—b,a+b=2p—cec+b=2p—a.

Logo fazendo as devidas substitui¢gdes em (1.5), obtemos:

A = \/plp—a)p—c)(p—a).

Definicao 1.2.1 As razoes entre os lados de um triangulo ABC' retdngulo em A,
relativa aos dngulos internos B ou C, sao denominadas razées trigonométricas

do tridngulo retingulo.

[0}

C b A

Figura 1.25: Triangulo retangulo
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Vejamos os nomes das principais razoes trigonométricas, relativa ao angulo

a=Ch

(I) Seno de «, representado por sena, corresponde a razao entre o cateto oposto a

a e a hipotenusa do triangulo, ou seja,

C
seno = —.

S|

(IT) Cosseno de «a , denotado por cosa, corresponde a razao entre o cateto adja-

cente a « e a hipotenusa do triangulo, ou melhor,

b

costx = —.
a

(IIT) Tangente de «, representado por tga, corresponde a razao entre o cateto

oposto e o cateto adjacente a «, ou seja,
y c
a=-.
=0
Exemplo: Dado um tridngulo retangulo ABC' com hipotenusa b e angulo C = Q,

determine as medidas dos catetos e mostre a relacao fundamental trigonométrica

sena + cos’a =1

B iy C

Figura 1.26: Triangulo retangulo em B
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Chamemos de x e y as medidas dos catetos AB e BC|, respectivamente. Pela

defini¢ao de seno temos senav = x/b, onde

x = bsena.

E no caso do cosseno, segue que cosa = y/b, ou seja,

y = bcosa.

Logo obtemos os catetos de comprimentos bsena e bcosa. Para mostrar a re-

lacao fundamental basta aplicar o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC. Assim,
b’sen’a + bPcos’a = b,
donde,
sen’a + cos’a = 1. (1.6)

Note que esta relagao independe do valor da hipotenusa e vale para qualquer

angulo agudo a (para detalhes, veja Barbosa [1] Teorema 9.2). o

Lema 1.2.2 Se um tridngulo ABC tem lados a = BC e b= AC com dngulo C=a

entao a drea do tridngulo é dada por:

1
A= §ab sena. (1.7)

Demonstragao: Seja um triangulo ABC|, conforme a Figura 1.27

B

/

)

« b

o
C H A

Figura 1.27: Triangulo escaleno
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Tracando a altura h do triangulo em relacao a base b temos o ponto H de
interse¢ao com o lado AC. Note que o triangulo BHC' é retangulo em H e podemos
usar a definicao de seno para determinar o valor h = asena. Como a area do
triangulo é:

1
A= =bh
2 )

temos,

A= Eab senaq.

Proposicao 1.2.3 (Lei dos cossenos) Sendo um triangulo ABC com lados a =

BC, b= AC e angulo C =« temos que o comprimento do lado AB € dado por:
2 =a* 4 b* — 2ab cosa,

onde ¢ = AB.

Demonstragao: Dado um tridngulo ABC' com lados BC', AC' e angulo C' conhe-

cidos, temos duas situacoes:

Caso 1: Se o é um angulo agudo, ao baixarmos a altura do vértice B ao lado

AC' obtemos um ponto H que determina os tridangulos retangulo BHC e BH A.

B
d
H
Figura 1.28: Angulo agudo
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Logo, aplicando o Teorema de Pitagoras temos

a® = h? + 22

e
¢ =h*+ (b— ).
Fazendo a diferenca, segue que
A—a* = (b—x)*—2°
= b? — 2bx + 2% — 22,
donde,
A = b +a®—2bx.
Como x = acosa, pela definicao do cosseno no triangulo retangulo BHC,
obtemos

& = a* + b* — 2abcosa. (1.8)

Caso 2: Admitindo « ser um angulo obtuso, ao baixarmos a altura h do vértice
B em relacao ao lado AC' teremos um ponto H que determina os triangulos retangulo

BHC e BHA.

Figura 1.29: Angulo obtuso
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Assim, pelo Teorema de Pitagoras temos

a® = h? + 22

e
& =h+ (z+0b)*
Subtraindo ambos lados da igualdade, segue que
A —a® = (z+b)?—2?
= 2%+ 2xb+ 2% — 22,
onde,

= a®+b> + 2zb.

Aplicando a definicao de cosseno no triangulo retangulo BHC, temos x =
acos(180 — «). Logo, obtemos
c® =a® +b* + 2abcos(180 — a). (1.9)
Para que a Lei dos cossenos tenha validade em um angulo o obtuso é necessario
que (1.9) seja igual a equagao (1.8), ou melhor,
a® + b* 4 2ab cos(180 — ) = a® + b* — 2ab cosa,
donde,

cos(180 — a) = —cosa. (1.10)

Assim, definiremos o cosseno de um angulo obtuso « da forma descrita em
(1.10) e concluimos a demonstragao.(Para detalhes dessa definigao, veja Barbosa [1]

Teorema 9.4). n
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Proposicao 1.2.4 Se dois arcos tem medidas 3 e a, entao o cosseno da soma [+«

€ dado por:

cos(f + a) = cos(B)cos(a) — sen()sen(a).

Demonstracao: Considere dois triangulos retangulos ABC e AC'D sobrepostos

conforme a Figura 1.30

P B

N
T
Figura 1.30: Triangulos sobrepostos

Tracando uma reta s passando pelo vértice D e perpendicular a reta j@ temos
os pontos () e P de intersecao com as retas j@ e 1@, respectivamente, formando os
triangulos retangulos APD, APQ e QCD. Perceba que estes dois tltimos triangulos
sao semelhantes pelo caso AA devido D@C e A@P serem opostos pelo vértices. Logo

QEC’ e PA\Q sao iguais.

Usando a definicao de cosseno nos triangulos APD, ACD e ABC', obtemos:

AP = ADcos(f + a); (1.11)
AC = ADcos(B); (1.12)
AB = AC cos(a). (1.13)
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E substituindo (1.12) em (1.13), temos

AB = AD cos(B)cos(a).

Na Figura 1.30, note que AP = AB — PB, donde

AD cos(3+ a) = AD cos(B)cos(a) — PB.

Assim precisamos mostrar que PB = ADsen(f)sen(a). De fato, tracando uma
reta r passando por C paralela a ﬁ temos um ponto P’ de intersecdo com a reta
PD. Perceba que o triangulo formado é retangulo em P’ e P'C = DCsen(a).
Como o quadrilatero PBC'P' é um paralelogramo temos PB = P'C, ou seja, PB =
DC'sen(a), mas DC = ADsen(f) pela definicio de seno no triangulo retangulo
ACD. Logo PB = ADsen(f)sen(a). Desta forma, obtemos:

AD cos( + a) = AD cos(f3)cos(a) — AD sen(S3)sen (),

ou seja,

cos(f + a) = cos(B)cos(a) — sen(S)sen(a).

Proposigao 1.2.5 (Extensao da Férmula de Heron) Se um quadrildtero ABC D
tem lados a = AB, b= BC, ¢ = CD, d = DA e perimetro 2p entdo sua drea serd

dada por:

~

A= \/(P —a)p—=0b)(p—c)(p—d) — %abcd[l + COS(;{—F A,

onde2p=a+b+c+d

Demonstracao: Dado um quadrilatero ABC D, conforme a Figura 1.31, determi-

namos sua area A a partir da area dos triangulos DAB e BCD.
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Figura 1.31: Quadrilatero

Logo, A = Apap + Apcp e pelo Lema 1.2.2 temos

1 ~ 1 ~
A= §ad senA + ECb senC.

Agora utilizamos o quadrado da area A para que possamos substituir os termos

em seno por cosseno, através das relagoes trigonométricas.

~ AN 2
2 (adsenA+ cbsenC) 7
2 2

) a*d®sen?A  2abedsenAsenC  2b2sen2C
A= VI 4 A

4A? = @2d®senA + 2abed senAsenC + b%sen?C.

Como sen?A + cos?A = 1 entdo sen?A = 1 — cos?A, de mesma forma sen?C =

1 — cos?C. Logo,
1A% = a*d*(1 — cos’A) + 2abed sen AsenC + 2b*(1 — cos*C),
442 = @d® — a®dcos? A + 2abed sen AsenC + 26 — 2b%cos?C.
Pela Proposicao 1.2.4 temos cos(/Al—k 6) = cosAcosC — senAsenBB , Ou seja,

senAsenB = cosAcosC — cos(;l+ 6) Assim, obtemos

1A% = 2d® — d®dPcos® A + 2abed cosAcosC — 2abed COS(A\—F 6) + b — CQbQCOS26,

1A% = a*d® — [(ad cosA)? — 2abed cosAcosC + (cbcosC)?] — 2abed cos(A + C) + b,
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Portanto,

4A% = a2d® — (ad cosA + cbcosC)? — 2abed cos(A + C) + 2b2. (1.14)

Aplicando a lei dos cossenos (ver Proposi¢ao 1.2.3) nos triangulos DAB e BCD

em relacao ao lado BD temos
a® + d* — 2ad cosA = (BD)? = ¢ + b* — 2bc cosC,

ou seja,

a’>+d®> — % — b =2ad cosA — 2becosC.

Donde,

a?+d?>— -1

5 — adcosA — bccosa. (1.15)

Substituindo (1.15) em (1.14), obtemos

(CLQ + d2 _ (22 _ 62)2
4

4a’d?® — (a? + d* — ¢ — b*)? — Babed cos(A + C) + 4c2b?

4 )

16A4% = 4a®d® + 4% — (a®> + d* — & — b%)? — 8abed cos(A + O).

4A? = a*d® — — 2abed cos(A + C) + 22,

4A% =

Ou melhor,

16A2 = (2ad)? + (2cb)? — (a® + d*> — ¢ — b*)* — 8abed cos(A + C). (1.16)

Note que (2ad)?+ (2¢b)? +2(2ad)(2c¢b) = (2ad+2cb)?, ou seja, (2ad)? 4 (2cb)? =
(2ad + 2¢b)? — 8abed. Aplicando em (1.16), temos

1642 = (2ad + 2cb)* — 8abed — (a® + d* — ¢ — b?)? — 8abed cos(A + C)

= (2ad +2cb)? — (a® + d* — & — b*)? — 8abed[1 + cos(A + O)].

26



RelacBes entre area e perimetro CAPITULO 1

Como (2ad + 2¢b)? — (a* + d* — 2 — b?)* = (2ad + 2cb+ a® + d* — 2 — b*).(2ad +
2cb — a® — d* + & + b?), obtemos

~ ~

16A% = [(a + d)* — (c — b)?].[(c + b)* — (a — d)?] — 8abed[1 + cos(A + C)].

Assim,

164° = [(a+d+c—b)atd—cth[c+b+a-d) (ct+b—a+d) (1.17)
—8abcd|[1 + cos(zzl\—i— 6)] |

Comoa+b+c+d=2ptemosa+b+c—d=2p—2d,a+b—c+d=2p—2c,
a—b+c+d=2p—2be —a+b+c+d=2p— 2a. Logo, realizando as devidas
substitui¢oes em (1.17), obtemos

64 = 2(p—b).2(p—).2(p — d).2(p — a) — 8abed[1 + cos(A + C)],
1 .
A = (p=b)p—c)p—d)(p—a)— §abcd[1 + cos(A + C)).

Donde,

A= \/(p —b)(p—c)p—d)(p—a) - %abcd[l +cos(A + C)). (1.18)

Note que a formula de Heron é um caso particular da formula (1.18), bastando

tomar d = 0. Assim,

A=(p—a)p-bp-cp,

onde 2p = a + b+ ¢, correspondente a area de um triangulo ABC. [ ]

Exemplo: Num quadrilatero é possivel permutarmos seus lados e mantermos sua

area.

Seja um quadrilatero ABC'D. Para permutar dois lados consecutivos AB e BC'

inicialmente determinamos um ponto B’ tal que AB’ = BC e CB’' = AB.
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A B \

Figura 1.32: Conservacao do perimetro

Para isso, basta tracar uma reta r passando pelo ponto A paralela a reta % e

outra reta s passando pelo ponto C paralela a j@ O ponto B’ é a intersecao de r e

s, formando o paralelogramo ABC B’ que garante as igualdades AB’ = BC e CB’ =
AB. Note que o poligono AB'C'D apenas manteve o perimetro, para obtermos um
quadrilatero de mesma area basta determinarmos um ponto B” simétrico a B’ em

relagdo a diagonal AC.

BN
Figura 1.33: Conservacao da area

O ponto B” pertence a reta t perpendicular a j@ que passa pelo ponto B’
tal que B”P = B'P, onde P é ponto de intersecao entre t e j@ Pelo caso LAL,

CPB' e CPB" sao triangulos congruentes, da mesma forma que APB’ e APB" sao
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congruentes, logo

CB"=CB = AB

e
AB" = AB' = BC.
Temos também a igualdades entre as areas:
Apcpr = Aacs = Aacs,
donde,
Aaprep = Aapep.
Assim podemos construir um quadrilatero AB”C'D mantendo o perimetro e
conservando a area de ABC' D, apenas permutando lados. o

Proposicao 1.2.6 Dado um poligono den lados podemos permutar seus lados man-

tendo seu perimetro e conservando a drea.

Demonstragao: Seja um poligono P, P; ... P, de n lados. Dado dois lados conse-

cutivos P P, e P, Py determinamos um ponto Pj tal que PyP, = PoPye PPy = P Py
através da construcao do paralelogramo P, P, P;P;. E depois usamos o ponto Py,
simétrico a Pj em relagio a EPg, para construir o poligono P, Py Ps ... P, de mesmo

perimetro e mesma area de PLPPs ... P,.

Figura 1.34: Permutacgao de lados
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Para permutar dois lados nao consecutivos P, P, e P3P, conservando area e pe-
rimetro basta escolher um lado P3P, e permutar com seu lado vizinho mais préximo
de P, P, mantendo esse processo de permutacao até P3P, se torne vizinho de P, P,
para podermos fazer a troca. Feito isso, realizaremos o processo inverso com P, P,
até coloca-lo na posicao que estava o lado P;P;. Assim podemos permutar quaisquer

lados do poligono P P, ... P, mantendo o perimetro e conservando a area. ]

1.3 Maximo e minimo de funcoes

Defini¢ao 1.3.1 Dada uma fun¢ao f: D — R. Seja xg € D tal que f(z) < f(zo)
para todo x no dominio de f, dizemos que a funcao tem mdximo absoluto em xq. E

f(zo) € chamado de valor mdzimo de f em D.

Defini¢ao 1.3.2 Dada uma funcao g : D — R. Seja xo € D tal que g(x) > g(zo)
para todo x no dominio de g, dizemos que a func¢ao tem minimo absoluto em xy. E

chamamos g(xo) de valor minimo de g em D.

Definicao 1.3.3 Dada uma funcao f: D — R com a e b pertencente ao dominio

D:

(I) Se existir um intervalo aberto I contido no dominio D, tal que a € I e f(x) <
f(a) para todo x € I, dizemos que f tem um mdximo local em x = a.
(IT) Se existir um intervalo aberto E contido no dominio D, tal que b € E e f(z) >

f(b) para todo x € E, dizemos que f tem um minimo local em x = .

Definigao 1.3.4 Sejam a, b e ¢ numeros reais com a # 0, a funcao f : R — R

onde f(x) = ax?®+ bz + ¢, para todo x € R, denominamos de fung¢ao quadrdtica.

30



Maximo e minimo de funcdes CAPITULO 1

Proposic¢ao 1.3.1 O valor y, mdzimo ou minimo de uma fun¢ao quadrdtica f(x) =

ax® + bx + ¢ € dado por:

A
yv - 4@ 9
em x, = —b/2a, onde A = b* — dac. Sendo mdzimo quando a < 0 e minimo em

a > 0.

Demonstragao: Para determinarmos o méximo ou minimo da funcao quadratica
basta representa-la na forma canonica f(z) = a(x+m)?+k, onde m e k sao niimeros

reais. Assim,

flz) = ar®* +br+ec
(4 5rd)
= alx+—-a2+—-).
a a
Completando o quadrado de x? 4+ b/a, temos
[ b b\ b\ ¢
= 249 — — ) - = -
/() ol (2@) N (2&) (2&) +a]
= a _ x+£ 2_i+£
N 2a 4a?  a
B a_a;+£ 2_(b2—4ac)
B 2a 4a? '
Como A = b? — 4ac, obtemos

b\ A
f(m):a(x%—%) I

Note que a fungao f assume valor minimo quando a > 0, pois

b 2
a(m—I——) > 0,
2a

donde,



Médias CAPITULO 1

ou seja,
A
>_—
f) 2 -1,
tendo como valor minimo f(z) = —A/4a em z = —b/2a.

Sendo a < 0, seque que

assim,
b > A A
alr+—| —— < ——
2a 4a 4a’
ou seja,
A
< _=
f) < -1,
com valor méximo f(z) = —A/4a em x = —b/2a. u
1.4 Meédias
Definicao 1.4.1 A média aritmética M, de n nimeros positivos x1,%o, ..., T, €

dada por:
. 1 +2To+...+x,
- .

M,

Observacao 1.4.1 Uma caracteristica da média aritmética estd na sua conserva-
cao, pois ao acrescentarmos o valor de M, na lista de nimeros a nova média per-
manecerd igual a M,. Na realidade essa caracteristica € inerente ao conceito de
média, como o valor representante da lista de numeros que goza de uma propriedade

aritmética, geométrica ou outra que venha a ser apresentada. (Para detalhes, veja

Lima [5]).
Proposicao 1.4.1 Sendo a soma de n niumeros positivos igual a S, entdo:

(I) pelo menos um deles € menor que a média aritmética S/n.
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(IT1) pelo menos um deles é maior que a média S/n.

Demonstracao: Dados 1, 2o, ..., z, nimeros positivos onde z1+x2+. . .+x, = 5,
inicialmente provaremos (I). Suponha que todos esses nimeros sao maiores que a

média aritmética, ou seja,

S

Ty > —, T2 > —,..., Ty > —.

n n

Entao,
S S S
rntre+... .+, >—4+—+...+4—=5,
n o n n
donde,

S > 5.

Chegando num absurdo. Logo, existe pelo menos um nimero menor que a
média S/n.
Agora provaremos o item (II). De forma aniloga, suponha que todos nimeros

sejam menores que a média aritmética, ou seja,

S S S

1< —, T2 < —,...,Tp < —.
n n n

Entao,

donde,
S < S.

Recaindo num absurdo. Assim, existe pelo menos um nimero maior que a

média S/n. u
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1.5 Principio de inducao finita

Proposi¢ao 1.5.1 (Principio de Indugao Finita) Dada uma propriedade P(n)

em relagao ao numero natural n. Admitindo que

(I) P(a) € verdadeira, com a € N.

(II) P(n) verdadeira implica em P(n + 1) ser verdadeira, para todo n > a.

Entao, P(n) serd verdadeira para todo n > a. (Para detalhes, veja Hefez [4]
Teorema 1.5.1)
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Capitulo 2

A Desigualdade Isoperimétrica

O objetivo desse capitulo é provar a desigualdade isoperimétrica, que afirma:
Toda curva fechada de comprimento L engloba uma 4rea menor ou igual a L? /4.

E esse valor s6 é alcancado para o circulo de raio L/27.

Como ponto de partida veremos o surgimento historico do problema isoperi-
métrico baseado na obra Eneida do poeta Virgilio (vide Costa [3]). Em seguida,
verificaremos alguns problemas isoperimétricos relacionados a poligonos de n lados,
com n > 3, que fundamentarao a demonstracao da desigualdade isoperimétrica,
norteado por Moreira [7| e Sousa |11]. E posteriormente, mostraremos algumas

aplicacoes.

2.1 O problema isoperimétrico

O Problema isoperimétrico surgiu na Grécia Antiga no século IX a.C a partir
da Lenda de Dido, que falava de uma princesa fenicia denominada Dido, também
chamada de Elisa, cuja historia foi retratada na famosa obra Eneida do poeta Virgilio

onde relatou o romance vivido entre Dido e o her6i Enéias. Segundo a lenda depois
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da morte do rei de Tiro, o reinado foi delegado ao irmao de Elisa, Pigmaliao. Anos
mais tarde, o proprio irmao assassinou seu marido, deixando-a aflita e obrigada a
fugir para outra terra, conforme mostra o trecho abaixo, segundo a Epopeia Eneida

traduzida por Mendes (vide Virgilio [13]).

"Palida em sonhos lhe aparece a imagem:
Da casa o crime e trama desenleia;

A ara homicida, os retalhados peitos
Desnuda, e patria intima-lhe que fuja:
Prata imensa e ouro velho, soterrados,
Para o exilio descobre. Ela, inquieta,
Apressa a fuga, e atrai os descontentes
Que ou rancor ao tirano ou medo instiga;
Acaso prestes naus, manda assalta-las;
Dos tesouros do avaro carregadas
Empegam-se: a mulher conduz a empresa!
Chegam d‘alta Cartago onde o castelo
Veras medrando agora e ingentes muros:
Mercam solo (do feito o alcunham Birsa)

Quanto um coiro taurino abranja em tiras.”

Dido seguiu em direcio ao norte da Africa em busca de terras para estabelecer-
se. Onde negociou um pedago de terra com o Rei Jarbas, que permitiu-lhe comprar
toda area cercada pelo couro de um touro. De forma inteligente, Elisa mandou
cortar o couro em finas tiras e confeccionou uma longa corda, recaindo no problema
isoperimétrico: Dentre todas curvas fechadas de mesmo perimetro, qual delimitara
a maior area possivel? Logicamente pensaram na circunferéncia. Como Dido tinha

escolhido uma terra a beira mar, de maneira genial, ela usou a corda para fazer um
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grande semicirculo e conseguiu uma area ainda maior. Assim construiu a cidade de

Birsa, chamada posteriormente de Cartago, onde hoje fica localizada a Tunisia.

Figura 2.1: Cartago Figura 2.2: Braga

Observando mapas da época, nota-se que os muros das cidades eram construidos
na forma de um circulo e quando banhadas por um rio no formato de semicircunferén-
cia. Isto é um indicio de que o povo conhecia a solucao do problema isoperimétrico;
assim podiam reduzir gastos construindo muro com mesma quantidade de material
e garantindo a maior area interna possivel. Apesar do conhecimento da solucao
do problema isoperimétrico, apenas em 1870 o mateméatico Weierstrass obteve uma

demonstracao formal.

A seguir, veremos dois casos particulares ligados ao problema isoperimétrico,
que servirao como base para demonstragao da desigualdade isoperimétrica associada

aos poligonos.

2.2 Dois resultados da geometria classica

Lema 2.2.1 Dentre todos os tridngulos ABC de base AB fiza e perimetro dado,

temos que:

(I) Agquele de maior drea € o isdsceles.
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(II) Dados dois triangulos ABC e ABC' com mesmo perimetro e tais que |AC —
BC| < |AC" — B(C'|, entao a drea de ABC é maior do que a drea de ABC'.

Demonstragao: Inicialmente provaremos (I). Dado um triangulo de lados a =
BC,b= AC e ¢ = AB, com perimetro 2p e base fixa ¢, pela Formula de Heron (ver

Proposigao 1.2.2), a area do triangulo é

A=+/plp—a)p—1b)(p—rc),

onde 2p=a+b+c.

Como p e ¢ sao fixos temos que o produto p(p—c) ¢ uma constante e A dependera
dos valores de a e b. Assim a area do tridngulo serd méaxima quando o produto

(p —a)(p — b) for maximo. Note que a = 2p — b — ¢, entdo

(p—a)p—>b) = (p—2p+b+c)(p—10)
= (~p+b+c)(p—0b)

= —p®+2pb—b* — b+ cp.

A expressao do lado direito da igualdade é uma funcao quadratica na variavel
b, f(b) = —b* + (2p — )b + cp — p?, e tera valor maximo (ver Proposicao 1.3.1)

quando
_(@2p—o
b= 5

logo, b = a. Assim o triangulo de maior area é isosceles.

Agora provaremos o item (II). Note que dentre todos os triangulos ABC' de
base AB fixa e perimetro dado aquele de maior area também terd maior altura
em relacao a base AB. E quanto menor a diferenca entre os lados AC' e BC' mais
proximos de se tornarem um triangulo isésceles, ou seja, mais proximo de atingirem

a altura maxima.
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Figura 2.3: Triangulos de mesma base

Assim, dado dois tridngulos ABC e ABC" de base fixa AB com mesmo peri-

metro, onde |AC — BC| < |AC" — B(C'|, temos que a altura de ABC' serd maior
do que a altura de ABC’, logo a area do triangulo ABC' é maior do que a area do

triangulo ABC’, pois possuem a mesma base. [ ]
Lema 2.2.2 Dentre todos os quadrildteros de lados congruentes, temos que:

(I) Aquele de maior drea € o inscritivel.

(I1) Dados dois quadrildteros ABCD e A'B'C"D’ com lados correspondentes iguais,
se |[A+C —7| < |A'+C'" — 7| entio a drea de ABCD é maior do que drea de
A'B'C'D'.

Demonstragao: Primeiro provaremos (I). Dado um quadrilatero ABC' D de lados
a=AB,b=BC, c=CD, d= DA e perimetro 2p, pela generalizacio da formula
de Heron para quadrilateros (ver Proposigao 1.2.5), segue que a area do quadrilatero

é:

~

A= \/(p —a)(p—b)p—c)p—d) — %abcd(l + cos(A+ ), (2.1)
onde 2p=a+ b+ c+d.

Como o comprimento dos lados do quadrilatero sao fixo temos que p e o produto

(p—a)(p—b)(p—c)(p—d) sdo constantes e A dependers dos angulos A e C'. Assim

39



A desigualdade isoperimétrica para poligonos CAPITULO 2

a drea do quadrildtero serd maxima quando o valor de abed(1 + cos(A + C))/2 for
minimo. Isto ocorre quando a expressao for igual a zero, ou seja:

o~ ~

abed(1 + cos(A+ C)) =0,

consequentemente,
1+ cos(ﬁjL 6) =0.
Logo,
cos(A+C) = —1,
donde,

A + C=n.
Assim segue do Lema 1.1.2 que o quadrilatero é inscritivel.

Agora provaremos a parte (IT). Note que, na expressao (2.1) quanto mais pro-
ximo o angulo A+ C fica de 7 o valor de COS(A\—F 6) diminui e consequentemente
A aumenta. Logo, dado dois quadrilateros ABCD e A'B'C'D’ com |A+ C — x| <
\121\’ + O — 7| temos que A+ C ¢ mais proximo de 7 do que A+ 5, assim a area de

ABCD & maior que area de A'B'C'D/’. [

2.3 A desigualdade isoperimétrica para poligonos

Nesta secao, mostraremos que dado um poligono nao convexo existe um poli-
gono regular com nimeros de lados menor ou igual, perimetro menor ou igual e area
maior. E posteriormente provaremos que entre os poligonos regulares de mesmo
perimetro, o de maior niimero de lados tem a maior area, e este, possui menor area

que um circulo de comprimento igual ao seu perimetro.

Inicialmente, mostraremos que é possivel construir um poligono convexo a partir

de um nao convexo, com numeros de lados e perimetro menores e area maior. E de
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posse desse fato, poderemos construir o poligono regular. A priori, vejamos esse fato
para um caso particular e depois verificaremos sua veracidade para um poligono nao

convexo qualquer.

Considere um poligono nao convexo, onde dois vértices nao consecutivos deter-
minam uma reta que deixa o poligono em um dos semi-planos produzidos por ela.
Considerando o poligono nao convexo ViVoVsV,VsVgVrVeVy podemos construir um

poligono convexo Vi VoViV;VsVy, conforme a Figura 2.4, com

Figura 2.4: Poligonos no mesmo semi-plano

Note que o nimero de lados do poligono convexo é menor do que o nimero

de lados do nao convexo, perceba que o perimetro também é menor, pois VoV <

VoV + V3V + Vi Vs + VsV, Mas, a area do poligono convexo é maior do que a area

do nao convexo.

Proposicao 2.3.1 Dado um poligono nao convexo, existe um poligono convexo com

numeros de lados menor, perimetro menor e drea maior.

Demonstragao: Seja um poligono nao convexo P P, ... P, de n lados, escolha
dois vértices nao consecutivos tal que a reta r determinada por eles deixem os demais

vértices do poligono num mesmo semi-plano determinado pela reta.
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Note que esta escolha é possivel, basta considerar o poligono no plano cartesiano
e tomar o vértice P; com maior coordenada x. Assim, a reta vertical que passa por
este ponto deixard todo poligono num mesmo semi-plano. Gire esta reta em torno
de P; até intersectar o primeiro vértice, mantendo o poligono no mesmo semi-plano.
Caso a intersecao da reta com o poligono nao seja um dos lados, estes dois vértices
sao os que desejamos. Se nao, devemos continuar a busca partindo do lado P, Ps.
Mantendo o sentido de giro, rotacione a reta sobre o vértice P, até encontrar outro
novo vértice, recaindo nos dois casos acima. Se a intersegao da reta for novamente

um dos lados continuamos esse processo.

Perceba que esse processo deve parar quando encontrarmos os dois vértices
desejados. Caso contréario, retornariamos ao vértice P; de tal forma que a reta de-
terminada por quaisquer dois vértices consecutivos deixariam o poligono num mesmo
semi-plano, contrariando o fato do poligono ser nao convexo. Assim, denominando
estes dois vértice de Vi e V5, construiremos um poligono convexo ViV5...V,,, com

m < n.

Figura 2.5: Construgao do poligono convexo

De posse do lado V1V, seguindo o sentido de giro de V; para V5 rotacione a
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reta r no vértice V5 até o primeiro vértice que permita a reta ter todo poligono
PP, ... P, no mesmo semi-plano. Chamando este vértice de V3 obtemos o lado
V5 V5. Continuando esses processo (mantendo o sentido de giro, rotacionado a reta
r e determinado o lado adjacente) até voltarmos ao vértice V; teremos o poligono

convexo desejado.

Como nao usamos todos os vértices de P, P; ... P, na construcao do poligono
convexo temos que o nimero de vértices, ou melhor, o niimero de lados do poligono
convexo é menor. Note que o lado V41 V5 do poligono convexo foi construido a partir
de dois vértices nao adjacentes do poligono nao convexo, logo o comprimento da
linha poligonal de P, P; ... P, compreendida entre V; e V5 é menor que Vi Vs e con-
sequentemente temos o poligono convexo com perimetro menor do que P P ... P,.
Além disso, a area de Vi V5 ...V}, é maior, pois o segmento V1V, delimita uma regiao

externa ao poligono PP, ... P, que esta interna ao poligono convexo. [ ]

Visto a existéncia do poligono convexo, munido das caracteristicas apresentadas
na Proposi¢ao 2.3.1, veremos que é possivel construir um poligono regular a partir
de um convexo, com numeros de lados e perimetro menores ou iguais e area maior.
Para isso, mostraremos o caso particular do triangulo e posteriormente o Lema 2.3.1

que ajudard na generalizacao desse fato.

Exemplo: Entre os poligonos convexos de 3 lados e de mesmo perimetro, o de

maior area é o triangulo equilatero.

De fato, dado o poligono ABC' nao regular. Seja L a média dos comprimentos

dos lados do poligono.

Supondo que pelo menos um lado mede L, tome-o como a base fixa AB e pelo
Lema 2.2.1 dentre todos os tridangulos ABC' de base fixa L e perimetro 3L aquele

de maior area é o isOsceles, logo o de maior area sera o equilatero.

Caso contrario, temos que nenhum lado mede L. Como a média entre eles é
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L entao pelo menos um dos lados é maior que L (ver Proposi¢ao 1.4.1), da mesma
forma que pelo menos um dos lados é menor que L. Assim escolha os lados vizinhos
AC e BC onde um é maior e o outro ¢ menor que L, ou seja, dados a e b positivos
temos AC = L +ae BC =L —b. E considere um ponto C’ tal que AC’ = L e o

triangulo ABC” formado tenha o mesmo perimetro de ABC.

C

Figura 2.6: Triangulos escalenos de mesma base

Note que [AC"—BC’| < |AC—BC| , pois AC"—BC" = a—be AC—BC = a+b,
logo pela parte (IT) do Lema 2.2.1 temos um triangulo ABC” de mesmo perimetro
e area maior que ABC. Como ABC” tem um lado medindo L voltamos a suposi¢ao
inicial e teremos um triangulo equilatero AB'C’ com mesmo nimero de lados, mesmo

perimetro e area maior. o

Lema 2.3.1 Dentre os poligonos de lado fixo AB e perimetro dado, o de maior drea

€ o poligono cujo os demais lados sao iguais.
Demonstragao: Mostraremos pelo Principio de Inducao Finita (ver se¢ao 1.5)
em relacao ao numero de lados do poligono.

No caso, do triangulo de base fixa AB e perimetro dado, temos pela parte (I)
do Lema 2.2.1 que o triangulo de maior area é o isosceles. Sendo verdade para um

poligono de 3 lados verificaremos para n lados.

Suponhamos que a afirmacao é valida para poligonos de n lados e provaremos

que seré verdadeira para poligonos de n+1 lados. Dado um poligono V4V5 ...V, V11
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com lado V,,V,,11 e perimetro fixos. Seja L a média dos comprimentos dos demais

lados, assim temos:

Caso 1: Se V,,.1V4 = L obtemos o poligono V1V; ...V, com lado fixo V, Vi, cuja

média dos demais lados também é L.

V3

Vn Vn+1

Figura 2.7: Poligonos de lado fixo V,,V,, 11

Logo, pela hipotese de indugao existe um poligono de mesmo perimetro e area
maior de lado fixo V,,V}, com demais lados iguais a L. Assim, temos um poligono

de n + 1 lados de base fixa V,,V,, 1 e demais lados iguais, com maior area.

Caso 2: Se V,;1Vi # L considere, sem perda de generalidade, que V,, 1V, > L.

Como L ¢é a média de n lados do poligono, temos pelo menos um lado menor que L.

Sendo o lado adjacente ViV, < L, tome um ponto V{ tal que m = L.
Logo, pela parte (IT) do Lema 2.2.1 obtemos um triangulo V,,11V5V/ de area maior
e mesmo perimetro que V,,;1V5V, assim podemos aumentar a area do poligono e
termos o lado m = L adjacente ao lado fixo V,,V,, 11, recaindo nas condi¢oes do

Caso 1.

Na hipoétese do lado menor que L nao esteja adjacente a V,,11V7 permutaremos
os lados do poligono até chegarmos nesta condigao (ver Proposigao 1.2.6). Desta
forma a afirmacao serd verdadeira para o poligono de n 4+ 1 lados e pelo Principio

da Inducao Finita sera valida para todo poligono de n lados. [ ]
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Afirmacgao 2.3.1 Dado dois poligonos de lados correspondentes AB e A'B’, cujo
demais lados sao iguais e demais vértices possuem dngulos congruentes, como na

Figura 2.8. Afirmamos que estes poligonos sao congruentes.

AI
A i
/
B B

Figura 2.8: Poligonos com base AB e A'B’

Demonstracao: De fato, usando Principio da Inducao Finita sobre o nimero n
de lados (ver se¢ao 1.5), verificamos inicialmente para n = 3 que ABC e A'B'C’

de bases AB e A’B’ com BC = B'C'", CA=C(C"A" e BCA = B'C' A’ sdo triangulos

congruentes pelo caso LAL. Supondo que a Afirmagao 2.3.1 é verdadeira para dois

poligonos de n lados, mostraremos que sera verdadeira para poligonos de n+1 lados.

Sejam ViVy.. . V,V,u1 e PLP,... P, P, poligonos de lados correspondentes
ViVii1 e PiP,.1, cujo demais lados sao iguais e demais vértices possuem angulos

congruentes, conforme a Figura 2.9.

Va1 Vi P

Figura 2.9: Poligonos de m + 1 lados AB

Pela hipotese de inducgao temos ViV, ...V, = PP, ... P,, entao V1 V,, = PP, e
‘/1‘7nvn—1 = Plﬁnpn—l- Como Vn—l‘/}nvn+l = Pn—lﬁnpn—i-l € Vvl‘/}nvn—‘rl = Vn—l‘/}nvn—i-l_
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ViV, Vi1, segue que ViVoVuyi = Py 1PyPyii — PLP,Py_1, ou seja, ViVoViq =
PlﬁnPnH. Logo ViV,,V,,.1 = PP, P, pelo caso LAL, entao

‘/1‘7714-1‘/71 - Plﬁn—s—lpn‘

‘/iVn+1 = P1Pn+1

Usando a hipotese de indugao nos poligonos VoV ... V,V,,11 e PoPs... PP,y

temos que VoV,y1 = PP,1. E obtemos ViV, Vo = P1P,1 P, pelo caso LLL,
donde
VaViVii1 = PoPi Py

Desta forma, ViV5...V,V,.1 = PP ... P,P, 1, pois os angulos internos cor-

respondentes sao congruentes e os lados correspondentes sao iguais. [ ]

Proposicao 2.3.2 Dado um poligono nao reqular existe um poligono reqular com

mesmo numeros de lados, mesmo perimetro e drea maior.

Demonstragao: Primeiro transformaremos o poligono nao regular num poligono
equilatero de lado igual a média L de todos os lados do poligono nao regular. E
depois, produziremos um poligono equiangulo, mantendo o comprimento dos lados
e aumentando a area, assim obteremos o poligono regular desejado. Seja o poligono

ViV ...V, nao regular de n lados e L a média de todos os lados do poligono.

Supondo que pelo menos um lado mede L, tome V,,_1V,, = L. Logo, a média
dos demais lados continua sendo L. Tomado V,,_1V,, como lado fixo pelo Lema 2.3.1

temos um poligono equilatero de mesmo perimetro e area maior.

Caso contrario, todos lados sao diferentes de L. Assim, tome dois lados con-

secutivos um maior e outro menor que L, essa situacao é possivel pois podemos
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permutar os lados do poligono sem alterar seu perimetro e sua area conforme a

Proposicao 1.2.6.

Considerando V,,_1V,, > L e V,,V; < L tome um ponto V' tal que V,,_,V/ = L,
logo pela parte (II) do Lema 2.2.1 temos um triangulo V,,_;V1V, de area maior e
mesmo perimetro que V,,_1V;V,,, assim aumentamos a area do poligono e temos um
lado V,,_1V/ = L, logo voltamos a suposicio inicial e teremos um poligono equildtero

de mesmo perimetro e area maior.

Agora vamos tornar o poligono equilatero V4 V5...V,,_1 V! num poligono regular
P, P,...P, de angulo interno igual a média o de todos angulos internos do poligono
equilatero, transformando seus angulos internos no angulo interno o do poligono re-
gular, sempre mantendo o perimetro e aumentando a drea. Chamaremos os vértices

do poligono equilatero cujo angulo é igual a o de bons e os demais de maus.

Figura 2.10: Poligonos congruentes

Note que temos pelo menos quatro angulos maus. De fato, suponha que
Vi,V; e Vi sejam os unicos vértices maus. Pela Afirmacao 2.3.1, os poligonos
ViVisa ... Vj e PPy, ... P; sao congruentes, da mesma forma que V;Vjii...V} e
PiPjiy... Py, ViVigyh ... Vi e PyPyyq ... P sao congruentes. Logo, os triangulos

ViViVi e P;P; Py, serao congruentes pelo caso LLL e verificaremos que o poligono
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ViVa ... V,_1V] é regular, contrariando o fato de V1V5...V,,_1 V. ter apenas 3 angulos

maus.

Assim, admitindo um poligono equilatero nao regular e considerando V4, Vg,
Ve, ..., Vz o conjunto dos vértices maus, provaremos que existe um poligono regular
com mesmo perimetro e drea maior, usando o Principio de Indugao Finita (ver se¢ao

1.5) sobre o niimero de angulos maus.

Primeiro verificaremos a veracidade para um poligono equilatero nao regular,
de lado L, com quatro vértices maus. Tome dois vértices consecutivos tal que V4
seja um angulo maior do que « e Vz um angulo menor do que « e considere o

quadrilatero V4 VgV Vp formados pelos vértices maus.

VA A VD

Vi Vi

Vo
Ve

Figura 2.11: Poligonos equilatero nao regular

Deformaremos este quadrilatero, mantendo o comprimento de seus lados fixo,
de forma que os angulos XA/A e XA/C diminuam e os angulos ‘A/B e \A/D aumentem até Vy
ou Vp torne-se um vértice bom. Note que, nesta deformacao, a regiao compreendida
entre o quadrilatero e o poligono nao se altera, mas temos um aumento na area do

quadrilatero e consequentemente no poligono.

De fato, tome o circulo que passa pelos vértices V4 e Vg com o mesmo raio da

circunferéncia circunscrita ao poligono regular de lado L.

49



A desigualdade isoperimétrica para poligonos CAPITULO 2

Figura 2.12: Quadrilatero inscritivel

Sendo V(. e V}, os pontos de intersecao da reta §CVD com o circulo temos:
VeVaVp > VeVaVh e VeVeVp > VeViV,
onde,

VB‘/}AVD + VB‘/}(jVD > VB‘/}AVA -+ VB‘/}CI'VDa
VB‘/}AVD + VB‘70VD > .

Logo, pelo Lema 2.2.2 enquanto V4 for maior do que a e Vg for menor do que «
temos Va4 Ve > 7. Desse modo obtemos um poligono de area maior com acréscimo

de um vértice bom.

Perceba que ao transformarmos um dos quatros vértices maus num vértices
bom os demais vértices serao bons devido nao existir poligono equilatero nao regular
com menos de quadro vértices maus. Logo, temos um poligono regular de mesmo

perimetro e area maior.

Agora, suponha que dado um poligono equildtero nao regular de m vértices
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maus, existe um poligono regular com mesmo perimetro e area maior. E mostrare-

mos que serd verdade para m + 1 vértices maus.

Considere o poligono V1V5 ...V, equilatero e nao regular com m + 1 vértices
maus, onde m + 1 < n, cuja a média de todos seus angulos internos é igual a a.
Dentre os vértices maus, tome dois consecutivos tal que V4 tenha um angulo maior
do que o e Vg um angulo menor do que a. E na sequéncia dos vértices maus
{Va,Vp, ..., Vz} escolha Vi consecutivo a Vg e também V antecessor de V para

formar o quadrilatero V VgV V5.

Usando a mesma ideia de deformacao do quadrilatero, mostrada anteriormente,
transformamos um vértice mau em bom e assim obtemos um poligono com m an-
gulos maus. Logo pela hipotese de inducao temos um poligono regular com mesmo

perimetro e area maior. [

Proposicao 2.3.3 Dentre os poligonos requlares de mesmo perimetro p, temos:

(I) Sen <m, a drea do poligono de n lados é menor que a drea do poligono de m

lados;

(IT1) a drea do circulo, de raio r = p/2m, é maior que a drea de qualquer poligono.

Demonstragao: Inicialmente provaremos (I) por indugdo sobre o numero de
lados. Para n = 3 e m = 4 temos um triangulo equilatero e um quadrado, ambos

com mesmo perimetro p. Logo o lado do quadrado mede p/4 e do triangulo mede

p/3.
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| g

N
N
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P
4
Figura 2.13: Poligonos regulares de mesmo perimetro

Teremos a altura do triangulo equilatero igual a p\/§/6 e area Az = pz\/§/36.
Como a area do quadrado é Ay = p?/16 temos que Az < Ay, ou seja, a proposicao
é verdadeira.

Suponha que seja verdade para n < m, queremos mostrar que serd verdadeira
param < m+1. Seja PP, ... P, um poligono regular de m lados com perimetro p,

tome um ponto P, sobre o lado F,, P, tal que P, esteja mais proximo de P;.

Figura 2.14: Construcao do poligono de m + 1 lados

Considerando o segmento P, 1P fixo, pelo Lema 2.2.1 podemos construir um
triangulo P,,4 1P| P» isosceles de mesmo perimetro e area maior que P, 1P, P;. Logo,

temos um poligono P/ P, ... P,,1 ndo regular de m + 1 lados com mesmo perimetro
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e area maior que P, P, ... P,,. E usando a Proposicao 2.3.2, o poligono P{P; ... Py,
tem mesmo perimetro e area menor que um poligono regular de m+1 lados. Assim,
a area do poligono regular de m lados é menor que a area do poligono regular de

m + 1 lados.

Agora provaremos a parte (II). Perceba que dentre os poligonos de mesmo
perimetro quando o numero de lados n aumenta, suas areas tendem para area do
circulo de mesmo perimetro. Considere uma circunferéncia com um poligono regular

inscrito de n lados e outro com mesmo nimero de lados, mas circunscrito.

Figura 2.15: Poligonos inscrito e circunscrito

Sendo p o comprimento do circulo, p; o perimetro do poligono inscrito e p. o

perimetro do circunscrito, temos que
Pi <P < DPe-

Quando aumentamos o nimero de lados dos poligonos o valor de p; cresce en-
quanto o valor de p. diminui e ambos tendem a p. Assim, fazendo n ser muito
grande, tendendo para infinito, os poligonos e a circunferéncia terao o mesmo pe-

rimetro. Note que nesse mesmo processo as areas A; e A., dos poligonos inscrito e
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circunscrito, tendem para area A, do circulo, devido A; < A < A.. Logo a circunfe-

réncia tem area maior que qualquer poligono regular de mesmo perimetro. [

2.4 Prova do resultado principal

Teorema 1 Toda curva fechada de comprimento L engloba wma drea menor ou

igual a L? /4w, E esse valor s é alcangado para o circulo de raio L/27.

Demonstragao: Dado uma curva de comprimento L englobando uma area A
tome n pontos ao longo da curva igualmente espacados em relacao ao comprimento
de arco de curva entre eles. Com esses pontos formamos um poligono P de n lados
e perimetro menor que L. Pela Proposicao 2.3.1 podemos construir um poligono P’
convexo com nimero de lados menor ou igual a n, perimetro menor que L e area

maior que P.

Figura 2.16: Poligonos convexo

Usando a Proposi¢ao 2.3.2 temos um poligono regular P” de mesmo perimetro
e area maior que P’. Aplicando a Proposi¢ao 2.3.3 obtemos um circulo C' cuja area
¢ maior que P”, com mesmo perimetro. E consequentemente, o poligono P tem érea

menor e perimetro maior que C.
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Figura 2.17: Poligono regular

Como o perimetro de P é menor que o comprimento L da curva fechada, temos
que o comprimento L. de C' é menor que L, ou seja, L. < L. Admitindo r como

raio de C temos que 27r = L., donde

L.
r=—,
2
logo,
L2 I?
A =7r? = =% < —.
o 47 4

Assim o poligono P de n lados e perimetro menor que L tem area menor que
L*/Ar.

Agora resta delimitarmos a drea compreendida entre o poligono P e os pontos da
curva que estao fora da regiao poligonal. Perceba que estes pontos distam menos de
L/2n de algum dos n vértices do poligono, pois cada arco de curva tem comprimento

igual a L/n e consequentemente o ponto mais distante esta a menos de L/2n de um

dos vértices.
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Figura 2.18: Regiao entre curvas

Essa regiao compreendida tem area menor que a area formada por n circulos
de raio L/2n e centros nos n vértices, ou seja, menor que nm(L/2n)% Logo a area
delimitada pela curva fechada é menor ou igual a:

L? n nmL?
A7 4n? "’

ou seja,
L? L wL?
47 4n
Como estimamos para qualquer n, temos que a drea ¢ menor ou igual a L? /47

(Fazendo n ser muito grande, tendendo para infinito).

Agora vamos mostrar que a curva fechada de comprimento L que engloba uma
area de L?/4m é o circulo de raio L/2w. Suponha que esta curva nido seja uma
circunferéncia, temos que a curva nao serd convexa, ou sendo, nao é circunscritivel

a um poligono regular.

Admitindo ser uma curva nao convexa entao existe um segmento de reta que

liga dois de seus pontos e nao esta contido no interior da curva.
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Figura 2.19: Curva fechada nao convexa

Este segmento limita uma regiao R do plano que esté fora da curva, conforme a
Figura 2.19 . Substituindo a parte da curva que limita R pelo segmento temos uma
nova curva com perimetro menor e area maior, contrariando o fato da area méaxima

ser exatamente L?/4m . Logo a curva é convexa.

Considerando que a curva nao é circunscritivel tome quatro pontos distintos
A, B,C e D pertencente a curva, formando um quadrilatero ABC'D. Mantendo
fixo os arcos dentre dois vértices e deformando o quadrilatero até torna-lo inscriti-
vel, a curva continuard com o mesmo perimetro, mas haverd um aumento na area.

Contrariando novamente a primeira parte do Teorema.

Figura 2.20: Curvas circunscritiveis
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Note que o circulo tem area L?/4w, entao o raio ¢ dado por:

L2

2 — _

Tre = i

I
472’

donde,

L

r o= —.

2T

2.5 Aplicacoes da desigualdade isoperimétrica

Exemplo: Um fazendeiro necessita cercar uma area na margem do rio dispondo

de 62,8 metros de cerca, qual a area maxima que podera ser delimitada?

Pelo Teorema 1, dada uma curva fechada de comprimento 62,8 metros teremos
a area maxima igual a:
(62,8)

A= -—""" ~314
47

Como dispomos de um rio, seguimos a ideia da princesa Dido na Secao 2.1 e

construimos um semicirculo com area ainda maior que A.

62,8

Figura 2.21: Cercado circular

28



Aplicacdes da desigualdade isoperimétrica CAPITULO 2

A area delimitada corresponde a metade da area do circulo de comprimento
125,6. Como esta circunferéncia terd drea maxima S = (125,6)?/47 ~ 1256, o
semicirculo tem area 628m?, que corresponde o dobro da area A. Faltando apenas

confirmar que realmente a semicircunferéncia dara a maior area possivel.

Margem

Margem

Figura 2.22: Curva sobre a margem

De fato, considerando um cercado de comprimento K em torno da margem do
rio, podemos refletir a curva sobre a margem e construir um curva fechada com o
dobro do comprimento do cercado. Assim podemos aplicar o Teorema 1 e obtermos

um circulo de raio:

2K K
r = — = —,
2 T
que maximiza a area para:
g (2K)? _ ﬁ
47 T

Logo a curva de maior area em torno da margem serd a semicircunferéncia
cuja drea K?2/2m corresponde a metade da medida no circulo. Assim comparando
com a area maxima K?2/47 de uma curva fechada de comprimento K temos que o

semicirculo possui a maior area possivel. o

Exemplo: Dada uma janela em arco romano, conforme Figura 2.23, com perimetro

fixo p. Que medidas r e h determinam a maior luminosidade?
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h

Figura 2.23: Janela em arco romano

Para termos uma maior luminosidade precisamos que a janela tenha maior area
possivel. Admitindo que r e h proporcionam a area maxima, decompomos a Figura

2.23 num semicirculo e um contorno retangular de perimetro 2r + 2h.

2r

Figura 2.24: Semicirculo Figura 2.25: Contorno retangular

Como vimos no exemplo anterior, a semicircunferéncia de raio r ja corresponde
a maior area, mas necessitamos descobrir qual relacao existe entre as medidas r e
h que garante essa area maxima. Ao refletirmos a parte inferior da Figura 2.25
obtemos um retangulo de lados medindo 2r e 2h cuja area serd maxima, mas pela
Proposicao 2.3.2 esse quadrilatero de maior adrea é um quadrado. Logo 2r = 2h, ou

seja, r = h. Assim temos maior luminosidade quando as medidas r e h forem iguais.

o
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Exemplo: Um grupo de escoteiros dispoem de 60 metros de fio e 4 bastoes para
instalar um alarme em torno de uma regiao descampada ao lado de uma montanha

rochosa. Para proteger a maior area possivel, qual deve ser o formato do cercado?

Figura 2.26: Regiao descampada

A principio o semicirculo delimitaria a regiao de maior area, mas dispomos
apenas de 4 bastoes, assim nos estrigimos a um cercado poligonal. Aos colocarmos
2 bastoes encostado na rocha economizaremos fio e podemos construir uma regiao
equivalente a metade de um poligono convexo de 4 ou 6 lados, conforme a Figura

2.27.

Figura 2.27: Cercado poligonal

Pela Proposicao 2.3.2 para termos uma maior area os poligonos deverao ser
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regulares e aplicando a Proposic¢ao 2.3.3 temos o hexagono regular como o poligono
de area maxima, logo a regiao poligonal corresponde a metade de um hexigono

regular. o
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