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RESUMO

Esse trabalho tem o objetivo geral de apresentar o conceito de dreas de figuras
geométricas no plano como uma ferramenta matemdtica para resolucdo de diversos
problemas e também para demonstracdo de proposi¢des e teoremas importantes que
nao necessariamente estdo no contexto de areas ou mesmo de Geometria.

Foi proposta e realizada uma sequéncia didatica para alunos do 6° ano referente
a esse tOpico que muitas vezes é subutilizado. Foram propostas atividades com uso do
software Geogebra na tentativa de, juntamente com os alunos, conjecturar férmulas,
demonstrar os padrdes visualmente para que os alunos ficassem munidos de ferramen-
tas para resolucdo de outros problemas propostos. Acreditamos que a internaliza¢do
desse conceitos e também de seu uso em diversos campos da Matemaética, o educando
terd oportunidade de pensar, repensar e definir estratégias para resolver os problemas
de forma mais criativa, lidica e independente.

Palavras-chave: Conceito de drea; Resolugdo de Problemas; Férmulas; Sequéncia
Didatica; Software Geogebra.



Abstract

This work has the general objective of presenting the concept of areas of geo-
metric figures in the plane as a mathematical tool to solve various problems and also
to demonstrate important propositions and theorems that are not necessarily in the
context of areas or even Geometry.

A didactic sequence was proposed and carried out for students of the 6th year
referring to this topic that is often underutilized. Activities with the use of Geogebra
software were proposed in an attempt to conjecture formulas with the students, to de-
monstrate the patterns visually so that students would be provided with tools to solve
other problems proposed. We believe that the internalization of these concepts and
also their use in various fields of Mathematics, the student will have the opportunity
to think, rethink and define strategies to solve problems in a more creative, playful and
independent.

Key-words: Area concept; Problem solving; Formulas; Didactic Sequence; Geogebra
Software.
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INTRODUCAO

A geometria no ensino fundamental deve ser abordada de forma simplificada,
para tentar alcangar ao maximo o entendimento desses alunos. Para isso, a sua aborda-
gem deve contar com apoio de instrumentos que aproximam conceito ao conhecimento
prévio advindo dos alunos com o objetivo de facilitar, estreitar, aproximar a geometria
ao cotidiano deles.

Existem muitas férmulas de drea dadas como prontas, como a do retangulo,
tridngulo, trapézio ou outras figuras que sdo exploradas sem justificativas ao aluno de
ensino fundamental, favorecendo o fracasso escolar, uma vez que o contetido nédo sera
assimilado.

Esse trabalho busca valorizar o conceito de 4rea de figuras geométricas de forma
ampla: desde a abordagem da histéria onde se registrou o inicio dos primeiros conceitos
geométricos como nas medi¢des de terrenos no entorno do Rio Nilo e também na Grécia
Antiga até os tempos atuais onde a evolugdo trouxe tecnologias capaz de simular
situa¢des problemas com ajuda de software que trazem uma abordagem mais elegante
e contribui para experiéncias pedagégicas com os alunos da escola atual.

No primeiro capitulo, buscamos registros na histéria a abordagem intuitiva com
relagdo ao conceito e utilizacdo de areas de figuras geométricas, como por exemplos,
a prética a eficiéncia nas medic¢des dos terrenos no Egito e Grécia Antiga pelos agri-
mensores e a utilizagcdo do tridngulo Egipcio como instrumento essencial. Traremos
também uma abordagem por George Polya explorando as quatro etapas que permitem
a resolucdo de problemas, visto que os alunos do ensino fundamental necessitam de
especial atencdo devido as suas dificuldades em resolvé-los de forma natural. Ao final
desse capitulo, faremos uma andlise sucinta aos PCNs que mencionam sobre resolucdo
de problemas em geometria para que possamos propor uma atividade em sala de aula
para alunos do ensino fundamental.

No segundo capitulo, iniciaremos com o conceito inicial de cédlculo de areas de
superficie em uma abordagem elementar, mostrando que a superficie pode ser decom-
posta por unidades de referéncia e que a quantidade de unidades no interior representa
a drea ou uma aproximagdo para figuras ndo regulares. Nesse momento, podera ser
feita uma associagdo com o cotidiano do aluno, como por exemplo, revestimento de
um piso. Ap0s essa abordagem inicial, algumas férmulas de figuras geométricas serdo
demonstradas e propriedades serdo citadas no intuito de as utilizarmos em problemas
posteriormente abordados. O objetivo é trazer o conceito de drea como instrumento
para resolvermos problemas que estejam, em principio, descontextualizadas com o
estudo de 4reas em si, isto é, utilizar o conceito de drea como ferramenta no ato de
resolugdo de problemas em geral.

No terceiro capitulo, novamente o conceito de area é utilizado como ferra-
menta, porém, agora serd abordado de forma menos elementar: demonstrar teoremas,
proposicdes e problemas mais complexos. O objetivo é mostrar que serd uma ferra-
menta fundamental e ainda pedagégica para se provar resultados que comumente os
alunos possuem bastante dificuldade em assimilar de outra forma. Por exemplo, a
demonstracdo do Teorema da Bissetriz Interna, que, a primeira vista, ndo envolve o
conceito de drea, porém, sua demonstracdo seguira facilmente utilizando areas.

No quarto capitulo, traremos uma sequéncia didética envolvendo o conceito de
drea para uma turma do 6° ano do ensino fundamental. Escolhemos essa série, pois
nesta fase da aprendizagem é indispensdvel valorizar o conceito de 4rea usando todos
0s recursos possiveis para que o aluno tome consciéncia da importante ferramenta que
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o possibilitard resolver problemas como os mencionados nos capitulos anteriores. Sera
proposta atividades utilizando o software Geogebra que permite formular situa¢des
para convencer e estimular a conjecturar as “férmulas” que muitas vezes vém prontas.
O objetivo é perceber esses padroes.
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1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Faremos neste capitulo alguns registros sobre a histéria da geometria para
mostrar que ela foi experimentalmente desenvolvida na Babil6énia nas construgdes
e marcagdes de terrenos. O objetivo é mostrar que povos antigos ja usavam instru-
mentos de area para medicdes de superficies. Abordaremos também a resolucdo de
problema por George Polya, que fala sobre as quatro etapas da resolugdo de um dado
problema associados a muitos questionamentos que reflete nos objetivos desse traba-
lho. E os PCNs, que orienta como deve ser a resolu¢do de problemas em geometria e
quais objeto deve associar a teoria.

1.1 Um pouco de histéria da geometria e resolucao de problemas

Geometria surgiu sob a influéncia das necessidades da vida. Por exemplo, a
necessidade de organizar o ambiente de modo que os objetos ficassem melhor alocados,
anecessidade na precisdo dos calculos relacionados com comprimentos lineares ou ndo
lineares, negdcios na area de construgdes, etc. A palavra “geometria” tem o mesmo
significado da palavra “agrimensura” e alguns pesquisadores gregos apontam que a
geometria se originou no Egito e posteriormente se desenvolveu na Grécia.

Ha4 registro sobre o desenvolvimento significativo do conhecimento geométrico
no Egito, deixados em papiros que continha problemas geométricos do dia a dia. O
Vale fértil, uma estreita faixa de terra entre o deserto do Saara e o Rio Nilo submetidos
anualmente a inundagdes, foi o palco dos experimentos geométricos. Esse vale, era
dividido proporcionalmente ao que seus proprietarios pagavam de impostos. Por conta
do dilavio anual, as demarcag¢des eram destruidas pelas enchentes e anualmente era
necessdria nova demarcagdo pelos cobradores de impostos, com as “medidas de terra”
justas para cada proprietdrio. A nomenclatura dada ao vale foi devido a sua valoriza¢do
pelo desenvolvimento das planta¢des e do comércio local. As decorrentes enchentes e as
demarcagdes anuais fez com que os egipcios desenvolvessem formas de medir a terra, o
que determinou a origem da fun¢do dos agrimensores, que também eram os cobradores
de impostos na época. Além disso, os agrimensores levaram ao desenvolvimento
do comércio no Egito e, dessa forma, naturalmente se tornaram capazes de medir
outras grandezas necessdrias na época, como por exemplo, a capacidade dos navios e
futuramente para medidas astrondmicas.

A eficiéncia nas pirdmides, ainda existente, demonstram o alto nivel de conhe-
cimento dos egipcios sobre formas espaciais, e historicamente, tudo foi realizado com
formas puramente experimentais da geometria. Para erguer uma obra, era muito im-
portante conhecer a drea de terra destinada para tal construcdo e para fazer isso, os
antigos egipcios usavam como ferramenta um tridngulo especial, de lados fixos, to-
mando medidas constantes: eles levavam uma longa corda, subdividia essa corda em
12 nédulos de tamanhos iguais a um cotovelo Faraé (como mostra a Figura 1) e esti-
cada (por homens denominados por “esticadores de corda”) e presa por estacas em
pontos “estratégicos” da corda resultava em um tridngulo, com lados medindo 3,4 e 5,
cuja superficie foi tomada como o padrao para resolver problemas relacionados a area.
Esse tridngulo ficou conhecido como o tridngulo egipcio, que era ativamente usado na
construcdo de angulos retos pelos topégrafos e arquitetos por um grande periodo de
tempo. Isso demonstra que, mesmo muito antes de Pitdgoras, os babilonios ja tinham
certo conhecimento experimental para as medidas utilizadas.
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Figura 1: Tridngulo Egipcio
(fonte: www.fundamentalmatsv.blogspot.com.br)

Com o avan¢o da matemadtica e das engenharias, nos dias atuais existem fer-
ramentas mais adequadas para as constru¢des. A “Geometria Egipcia” era bastante
pratica porém nado era bem fundamentada em regras intuitivamente estabelecidas de
operagdes ou aplicagdes convenientes. Ja hd milhares de anos, os egipcios calculavam
corretamente a drea de alguns poligonos: retdngulo, quadrado, tridngulo e trapézio, e o
quadrado serviu, e serve até atualmente, como medida de referéncia para medir 4rea de
superficies gracas a sua forma especial. Para recalcular as 4reas das superficies lavadas
pelas enchentes, os Egipcios delimitavam o campo e o transformavam em pequenas
unidades menores. A dificuldade maior que tinham, obviamente, era na remarcacdo de
terrenos nao regulares ja que os instrumentos disponiveis na época (como o tridngulo
egipcio, ou mesmo medidas de partes do corpo) ndo os favoreciam. Um outro im-
portante registro histérico sobre Geometria se deu com o papiro matematico de Rhind
Figura 2, que foi descoberto em 1858 e pouco mais tarde foi decifrado e publicado. A

Figura 2: Parte do Rhind

maior parte dos manuscritos estd no Museu Britanico (British Museum), em Londres,
e em Nova York. Ele traz uma cole¢do de 84 solugdes de problemas como fragdo,
definicdo da 4drea de um retdngulo, de um tridngulo, de um trapézio e também de um
circulo, além disso, o volume de sélidos com cubo, cilindro. Ha também problemas que
abordam aritmética, proporcionalidades, solugdo de problemas envolvendo o célculo
da soma de uma progressdo geométrica e etc, no entanto, tudo isso foi formulado e
postulado sem qualquer teoria formalizada. Quando nos tratamos de Geometria, o
registro mais antigo para a origem da teoria formal se deu com a obra “Os Elementos”

13



de Euclides, que é utilizado até os dias atuais nos cursos de Graduagdo em Matematica.
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Figura 3: Os Elementos de Euclides
(fonte: https://esquadraodoconhecimento.wordpress.com)

Os elementos
Euclfdes

Figura 4: Os Elementos de Euclides traduzido para portugués

1.2 As etapas de George Polya para Resolucao de Problemas

Esta secdo tem por objetivo oferecer embasamento teérico na organizagdo da
solugdo de um problema por mais dificil que seja a sua entrada. Sdo etapas que
estruturam a solugdo com inicio, meio e fim. A tentativa é forcar o aluno o pensamento
organizado e evitar o uso de perguntas bésicas como: Por onde devo comecar? E de
multiplicar ou dividir? Sdo perguntas que podem ser respondidas pelo préprio aluno
que usa esse método, uma vez que o mesmo ¢é diferente e interativo e completam com
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as etapas de Polya, por exemplo a segunda etapa que evidencia esse conceito quando
faz mencao a outros tipos de resolugdes.

Figura 5: George Polya, (1887-1985)

George Polya, foi um grande matemdtico, nasceu em Budapeste, Hungria, no
dia 13 de dezembro de 1887. Ele deu contribui¢des essenciais para o mundo da anélise
combinatdria, teoria dos ntimeros, andlise numérica e teoria da probabilidade. Ficou
também conhecido por seu trabalho em heuristica na drea de educacdo matematica
com uma de suas mais belas obras: A arte de resolver problemas.

A resolugdo de problemas em sala de aula, ¢ o momento propicio para o aluno
expor suas ideias, empregar conhecimentos advindos de outras situa¢des em novos
problemas, fazer uma anélise daquilo que ja sabe com aquilo que espera. Se pensarmos
na defini¢do de problemas e compreendermos a sua etimologia, entenderemos a ne-
cessidade dos elementos observados na execu¢do de uma possivel solugdo légica para
tal problema. Situagdes que exige o pensamento pode ser considerado um problema. E
em matemadtica esse pensamento vem carregado de ferramentas e propriedades, possi-
bilita escapar mentalmente transformando propriedades mais especificas em problema
simples, ou seja as ferramentas matemadtica, transforma um problema dificil em um
problema mais facil.

Pensando na ideia de resolugdo de problemas, segue a seguinte pergunta: Quais
sdo as regras para solucionar problemas? (ver [5]) Para George Polya (1978), h4d quatro
etapas a se considerar para solu¢do de um dado problema: compreender o problema,
planejar sua resolugédo, executar o plano e examinar a solugéo.

Analisaremos as etapas ditadas por Polya (1978), que nos daréd o suporte ne-
cessario para organizar e resolver um problema.

Primeira etapa: Compreensdo do problema. Polya (1978) defende a ideia que
devemos fazer perguntas do tipo: O que ndo é conhecido? O que é dado? Qual é a
condi¢do? E a condigao suficiente para determinar a incégnita? Ou nao é suficiente?
Da para fazer um desenho?

Segunda etapa: Elaborar um plano. Polya (1978), afirma que para desenvolver
boas ideias em um problema é preciso indagar, ou seja, se colocando no lugar de quem
aprende para fazer uma interligagdo com pontos de partida e suas reais dificuldades.
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Tais como: Conhece um outro problema similar a esse? Pelo menos alguma outra
forma? Sabe qualquer problema relacionado a esse? Olhe para o desconhecido e
tente lembrar-se de um problema familiar parecido. E possivel aplicar o resultado? E
possivel utilizar o método para resolver? E possivel formular o problema de forma
diferente? Outra maneira? Reveja as defini¢des. Vocé consegue imaginar um problema
semelhante mais acessivel? E possivel resolver parte do problema? E possivel extrair
algo 1til a partir dos dados? Para Polya,

E dificil imaginar um problema absolutamente novo, sem qualquer semelhanca
ou relacdo com qualquer outro que ja haja sido resolvido; se um tal problema
pudesse existir, ele seria insoltvel. De fato, ao resolver um problema, sempre
aproveitamos algum problema anteriormente resolvido, usando o seu resul-
tado, ou o seu método, ou a experiéncia adquirida ao resolvé-lo. ( POLYA,
1978, p. 36).

Terceira etapa: Execuc¢do do plano elaborado, com a implementagdo de plano
de solugdes, controlar cada passo. Vocé esta certo que o passo dado é correto?

Quarta etapa: Examinar a solugdo, vocé pode verificar o resultado? E possivel
verificar o progresso da solugdo? E possivel obter o mesmo resultado de outra maneira?
O resultado é de facil percepgdo? O resultado é ttil em alguma outra tarefa?

E importante oferecer artificio ao aluno para solucionar problemas, principal-
mente no que se refere a compreensdo, interpretagdo, estratégias de resolucao e revisao
do problema. Pois um problema bem estruturado possibilita possivel tranquilidade na
solugdo de novos problemas.

1.3 Geometria a luz dos PCNs
1.3.1 Resolucao de problemas

Os Parametros Curriculares Nacionais sdo a transparéncia da importancia que
damos a ferramenta “matemaética” para entender o mundo a nossa volta e perceber
0 qudo necessdrio é para o estimulo, desencadeando a curiosidade e o espirito de
investigacdo e resolucdo de problemas. Os PCNs indicam a resolucdo de problemas
como ponto de partida dando grande énfase a histéria da matemaética e a tecnologia
da comunicacdo. Os principios que organizam o processo de ensino aprendizagem em
matematica pela resolucdo de problemas, diz que:

e A situagdo-problema é o ponto de partida da atividade matematica e nédo a
definicdo. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e métodos
matematicos devem ser abordados mediante a exploragdo de problemas, ou
seja, de situagdes em que os alunos precisem desenvolver algum tipo de es-
tratégia para resolvé-las;

e O problema certamente ndo é um exercicio em que o aluno aplica, de forma
quase mecanica, uma férmula ou um processo operatério. S6 ha problema se
o aluno for levado a interpretar o enunciado da questdo que lhe é posta e a
estruturar a situacdo que lhe é apresentada;

e Aproximacdes sucessivas de um conceito sdo construidas para resolver um
certo tipo de problema; num outro momento, o aluno utiliza o que aprendeu
pararesolver outros, o que exige transferéncias, retificagdes, rupturas, segundo
um processo andlogo ao que se pode observar na Histéria da Matematica;
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e Um conceito matematico se constréi articulado com outros conceitos, por
meio de uma série de retificagdes e generalizagdes. Assim, pode-se afirmar
que o aluno constréi um campo de conceitos que toma sentido num campo de
problemas, e ndo um conceito isolado em resposta a um problema particular;

e A resolugdo de problemas ndo é uma atividade para ser desenvolvida em
paralelo ou como aplicagdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a
aprendizagem, pois proporciona o contexto em que se pode apreender concei-
tos, procedimentos e atitudes matematicas.( PCNs, 1998, p. 40-41)

Os conceitos de geometria sdo importantes para resolver problemas em ma-
temadtica, pois proporciona o pensamento ativo dando suporte necessario para compre-
ensdo, descrigdo e representacdo de fatos.

O estudo da Geometria é um campo fértil para trabalhar com situagdes-
problema e é um tema pelo qual os alunos costumam se interessar natural-
mente. O trabalho com no¢des geométricas contribui para a aprendizagem de
numeros e medidas, pois estimula o aluno a observar, perceber semelhancas e
diferencas, identificar regularidades etc.( PCNs, 1998, p. 51)

E se tratando de geometria a intengdo é levar a exploragdo de problemas cotidi-
anos previstos e ndo previstos, habilitando o aluno a:

e Resolver situagdes-problema de localizagdo e deslocamento de pontos no
espago, reconhecendo nas nogdes de dire¢do e sentido, de dngulo, de parale-
lismo e de perpendicularismo elementos fundamentais para a constituicdo de
sistemas de coordenadas cartesianas;

o Estabelecer relagdes entre figuras espaciais e suas representag¢des planas, en-
volvendo a observagao das figuras sob diferentes pontos de vista, construindo
e interpretando suas representag()es;

e Resolver situagdes-problema que envolvam figuras geométricas planas,
utilizando procedimentos de decomposicdo e composigdo, transformacao,
ampliacdo e redugdo.( PCNs, 1998, p. 64)

Alguns contetidos apresentados pelos Parametros Curriculares Nacionais em
geometria, sdo:

o Célculo da drea de superficies planas por meio da composigdo e decomposigdo
de figuras e por aproximacoes.

e Construcdo de procedimentos para o calculo de 4reas e perimetros de su-

perficies planas (limitadas por segmentos de reta e/ou arcos de circunferéncia).

e Calculo da 4rea da superficie total de alguns sélidos geométricos (prismas e

cilindros).

o Andlise das varia¢des do perimetro e da drea de um quadrado em relagdo a

variagdo da medida do lado e construgdo dos graficos cartesianos para repre-

sentar essas interdependéncias.( PCNs, 1998, p. 89)

A andlise feita nos PCNs de 6° ao 9° ano do ensino fundamental apontaram como
deve ser a abordagem na geometria em resolugdo de problemas e quais associagdes
podem ser feitas para ndo se ter um contetido isolados dos anseios dos alunos, do
seu cotidiano e como deve ser essa abordagem. Em tese, esse apontamento dos PCNs
confirmam a abordagem de drea de figura plana por composicdo e decomposicdo de
figuras planas, transformacdes e etc... destacados nesse trabalho.
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2 ABORDANDOPROPRIEDADES EPROBLEMAS UTI-
LIZANDO AREA

Aqui serdo apresentadas algumas ferramentas para o cdlculo de &reas, como
férmulas de drea de tridngulo e algumas propriedades. O objetivo dessa apresentagdo
é facilitar a percepc¢do de que o uso dessas ferramentas prontas pode ajudar na resolucao
de problemas e demonstrac¢des futuras. A abordagem das propriedades sdo extrema-
mente importantes, uma vez que cada uma delas configura elementos distintos na
superficie geométrica, tornando possivel o manuseio para diversas situacdes distintas.
A 4rea de uma dada figura geométrica é fixa, mas existem muitos modos de constata-la,
dentre esses modos, um, pode ser suficiente para resolver um dado problema.

Usaremos o pensamento mais primitivo para conceituar dreas. Se tomarmos o
quadrado mostrado na figura 6 como unidade bésica de medigdo, a drea de qualquer
superficie seria a quantidade de vezes que a unidade cabe dentro. Outras figuras
geométricas, como por exemplo o tridngulo da figura 7, poderiam ser usados como
medidas bésicas, ou qualquer objeto ou qualquer figura plana que possa ser utilizada
como unidade de medida de referéncia. O desafio é encontrar a figura plana bésica tal
que conseguimos preencher o maximo do interior da superficie. E claro que existem
superficies ndo regulares, como mostra na Figura §, onde serd um procedimento mais
complexo para obtermos uma quantidade exata de medidas de referéncia para obter-
mos sua area, isto é, dificil encontrarmos uma quantidade exata de objetos a preencher
o seu interior. Neste caso, se faz necessdria uma melhor aproximagdo por uma malha
poligonal, que serd explorada nesse capitulo, como por exemplo, no caso de medirmos
a drea de uma cidade.

Figura 7: Unidade de Area 2
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Existem regides irregulares onde o preenchimento com objetos sdo feitos por
aproximagdo, pois a sua forma em muitos casos ndo permitem uma quantidade de
revestimentos que se encaixam livremente. Faremos aqui uma abordagem para o
conceito de drea que acreditamos ser mais didética para o aluno em vez dos professores
comecarem as suas aulas colocando as férmulas das figuras béasicas de modo a nao
mostrar ao aluno qual foi o contexto inserido da formulacdo delas. Dessa forma,
acreditamos que o aprendizado serd melhor absorvido pelos estudantes e também sera
mais prazeroso e ladico. Vejamos por exemplo, a figura 8, de uma regido irregular,
que poderia ser o mapa de uma cidade, por exemplo. Com a defini¢do de drea dada
a seguir, faremos a abordagem ds cdlculos de drea de uma forma mais ltidica, como
segue.

Figura 8: Regido irregular

Definicio 1: A drea de uma figura qualquer é o ntimero real, que é definido pelas
aproximagdes por falta das areas dos poligonos inscritos nela.

Na figura 9, verifica-se que a figura azul assinalada é um poligono inscrito a figura
8 e que seria uma aproximacgdo da sua drea.

e

Figura 9: Poligono inscrito na regido irregular

Veremos que a medida que aumentamos a quantidade de lados desse poligono
inscrito, como por exemplo, mostrado na figura 10, esse novo poligono, assinalado de
vermelho, terd drea mais proxima do valor exato da drea da figura 8§ que queremos
calcular.
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Figura 10: Poligono inscrito com mais aproximacao

Quando se fala em 4rea, a tinica ideia que surge é de calcular a medida de uma
superficie. O pensamento mais incomum, seria usa-la para outros fins. Por exemplo,
para demonstra¢do de proposi¢des importantes de geometria que ndo envolvam em si
o conceito de drea, ou mesmo, resolver problemas diversos na matematica, ndo necessa-
riamente da Geometria, como por exemplo, em teoria dos niimeros. Nos capitulos 2 e 3
desse trabalho, partiremos do pressuposto que os leitores ja tenham um conhecimento
prévio sobre drea de superficies. A intengdo é utilizar o conhecimento de areas como
ferramenta para resolver problemas. No Capitulo 4, utilizaremos o conceito de area
com uma proposta didatica para o ensino fundamental.

2.1 Abordagem de alguns conceitos de drea e aplica¢des

Abordaremos nessa se¢do alguns conceitos e resultados importantes referente
ao conceito de areas que podera ser utilizado pelo professor de Geometria no sentido
de fazer um resumo de algumas propriedades importantes e que utilizaremos nos
capitulos posteriores. As abordagens realizadas nesse capitulo sdo uma sugestdo de
como abordar aos alunos do ensino fundamental problemas e contextualiza¢des ladicas
de transmitir o conceito de drea, mostrando que a utiliza¢do das férmulas de drea pode
ser feita em diversos problemas.

Faremos aqui algumas demonstragdes de resultados importantes de Geometria
Euclidiana para resolucdo de problemas futuros. Seja “S”a area do tridngulo ABC
abaixo.

b C

Figura 11: Tridngulo

Sabemos que a drea do triangulo é:
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Ondea ébase e halturado tridngulo ABC. Se utilizarmos a relacdo trigonométrica
abaixo, teremos uma nova férmula para drea do mesmo tridngulo.

% = sen0 = h = b.send

a.b.senf

2

E importante que se perceba que a partir desse momento ja serdo utilizadas
férmulas de drea para demonstrar. Agora mostraremos a férmula de Heron utilizando
apenas a tltima férmula de 4rea de tridngulo demonstrada acima e a lei dos cossenos,
que serd demonstrada usando o conceito de drea no decorrer deste trabalho.

Proposigio 1: Seja o tridngulo ABC, onde os comprimentos dos lados sdo dados
pora,bec.

Figura 12: Tridngulo 1

Seja p o semiperimetro do tridngulo ABC. Prove que a érea do triangulo ABC
pode ser dada por:

S*=pp-a)p-b)p-c

Prova

Da lei dos cossenos, sabemos que:

2,22
a? =D+ ® - 2.b.c.cos® = cos6 =
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Elevando a férmula da 4rea do tridngulo ao quadrado, obteremos: Observe que
S representa a drea desse tridngulo.

2 = ((Ls0) = 45? = P (1 — cos°0) = 457 = P21 - L)

= 48? = (s - o)) 5 168 = 4P - (P + 2 - =

16S5% = (2bc)? — (V* + ¢ — a?)? = 165% = 2bc + b? + ¢® — a?)(2bc — b* — ? + a?) =
1682 =[(b+c)?> —a*][a> = (b—c)* ] = 16S* = (b+c+a)(b+c—a)a+b—c)a—b+c)

Comoa+b+c=2p = 2a-a+b+c=2p = b+c—a = 2@p - a), ideia andloga
para os outros parénteses.

165* = 2p2(p —a).2(p — b).2(p — ¢) = S* = p(p — a)(p — b)(p — ¢) como queriamos,
Portanto,

S=/p(p—a)p—b)p—c)

Usaremos agora algumas propriedades

2.2 Propriedades fundamentais para uso em demonstracao por area
de figuras geométricas

Propriedade 1

Dois tridngulos com a mesma base e o terceiro vértice de cada tridngulo per-
tencendo a uma mesma reta paralela a base possuem a mesma &rea. Veja figura 13 a
seguir.

A/

= S

B C

Figura 13: Tridngulos de mesma é4rea

r//s & A(ABC) = A(A’BC)

Quando ¢é fixada a base, e a altura dos tridngulos é a mesma, dessa forma, os
dois tridngulos terdo dreas iguais, que é uma consequéncia do Principio de Cavalieri,
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um importante axioma enunciado no livro, “A matemadtica do ensino médio”, volume
2, p. 287.

Exemplo: No trapézio abaixo, os tridngulos de drea D e drea E possuem a mesma

area.

Figura 14: Utilizagdo da propriedade 1
Pela propriedade acima, os tridngulos de dreas D + C e C + E sdo equivalentes e
portanto mesma area, logo D = E.
Propriedade 2
Um tridngulo cuja base estd dividida em partes iguais por cevianas que originam

do mesmo vértice, como mostra a figura 15, sera repartido em tridngulos menores de
areas iguais.

Figura 15: Tridngulo dividido em segGes triangulares de mesma drea

Isso ocorre pois os tridngulos menores possuem mesma base e altura, que é a
propria altura do tridangulo maior.

Exemplo: Determine a drea do tridngulo sombreado em fung¢do da &rea k do tridngulo
ABC, sabendo que os pontos assinalados em cada lado o dividem em partes iguais
(congruentes).

Nesse exemplo ndo calculemos a drea em si, pois esse ndo é o objetivo. Apenas
usaremos a drea do tridngulo ABC e a propriedade 2 para determinarmos a drea sombre-
ada.
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Figura 16: Tridngulo dividido em partes

Da propriedade 2, N = £, pois a base BC esta dividida em 4 segmentos con-
gruentes com BM , dai a area do tridngulo AMC é 3. O lado AC est4 dividido em
6 segmentos congruentes, que formam 6 tridngulos de mesma base e mesma altura e

A(AMC) - 3k
>—, ou seja .

portanto possuem areas equivalentes. Logo, a 4rea sombreada é

Propriedade 3

Uma ceviana divide o tridngulo em duas dreas que estdo entre si na mesma razao
que suas bases.
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3 A UTILIZACAO DO CONCEITO DE AREA EM AL-

GUMAS DEMONSTRACOES EPROBLEMAS DE MA-
TEMATICA

Nessa secdo, utilizaremos o conceito e o artificio de areas de figuras planas
para demonstragdes de resultados importantes de Geometria, Teoria dos Nuameros,
que usualmente ndo sdo dadas na sala de aula ou mesmo ndo sdo feitas utilizando o
conceito de area. A intencdo é que a demonstragdo fique mais clara, didética e Iadica
como estimulo ao processo de aprendizagem.

Estamos acostumados em calcular drea de superficies, como se a drea fosse
apenas objeto de medicdo. Mas drea de figuras geométrica vai muito além do simples
fato de medir. Analisando alguns problemas e proposi¢des em geometria, percebe-se
que os elementos procurados fazem parte da composicdo de algumas férmulas da drea
da figura associada a algumas propriedades. Dessa forma essa mesma area pode ser
usada como o instrumento para resolugao desse problema. Entdo o objetivo é apresentar
drea como instrumento de resolver problemas através de algumas aplica¢des e também
ajudar a facilitar a compreensdo do ensino de 4rea para o ensino fundamental. Uma
vez que a geometria é abordada nas escolas ou até mesmo pelo livro diddtico sem
justificativas. Férmulas prontas sdo colocadas para serem decoradas.

Nesse capitulo aplicaremos drea para demonstragdo de problemas de outras na-
turezas, a maioria dos resultados enunciados e problemas foram vistos em [7] e [8],
por Eduardo Wagner (IMPA).

Algumas demonstrac¢oes por drea

Sabemos que a figura em si ndo evidencia uma demonstracdo, apenas valoriza.
Tentaremos induzir a ideia dessas provas pelas figuras, em seguida uma demonstragao
bastante elementar usando apenas conceito de drea. De acordo com os PCNs.

No que diz respeito aos sistemas de representacdo plana das figuras [...], as
principais fung¢des do desenho sao as seguintes:

. visualizar, fazer ver, resumir;

. ajudar a provar;

. ajudar a fazer conjecturas (o que se pode dizer).

Quando os alunos tém de representar um objeto geométrico por meio de um
desenho, buscam uma relagdo entre a representacdo do objeto e suas proprie-
dades e organizam o conjunto do desenho de uma maneira compativel com a
imagem mental global que tém do objeto.( PCNs, 1998, p. 125)

3.1 Algumas demonstracoes

3.1.1 Demonstracdo do seno da diferenca por area

Proposic¢do 3.1.1: sen(a — f) = sena cosp — senfcosa, comaef € ‘R

Prova
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Figura 18: Igualdade de 4reas

Observe que a area do triangulo ABC é dado por w (ver [4]), formula de

area dada inicialmente. E temos que essa area é equivalente a diferenca das dreas dos
tridngulos ADC e ADB respectivamente:
Considere essa notagdo A(ABC) como 4rea do tridngulo ABC.

A(ABC) = A(ADC) — A(ADB)

(asena)éb cos f8) _ (bsenﬁ);a CoSs @) , segue

absenz(a—/%) — (asena).2(b cos f) . (bsenﬁ);a cos a) , portanto,

sen(a — B) = sena cos f — senf cos a

3.1.2 Demonstracao do arco duplo por area

Proposigao 3.1.2: Sen(20) = 2sen(0)cos(0)
Prova

Observe atentamente as figuras a seguir.

y
(11
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D D

Figura 19: Tridngulo is6sceles

Seja o tridngulo ABD is6sceles de base BD onde AB = AD = 1. A é&rea do
triangulo ABD é dada por:

2sen(0)cosO

(ABD) = >

= sen(60)cos(0)

Calcularemos agora a drea do tridngulo ABD considerando AD como base e al-
tura BC

(ABC) — ADZ.BC

Através do tridngulo ABC calculemos a altura BC sabendo que a hipotenusa AB =1e
o angulo £«CAB = 20 Temos:

Usando a relacdo trigonométrica
EC = sen20 = BC = sen20

Logo, (ABD) = 15226 — (ABD) = *220. Portanto,

25en(§)cos@ _ sen(0)cos() = ser;Z@

(ABD) =

3.1.3 Demonstracido do teorema da bissetriz interna por area

O teorema da bissetriz é muito usado para encontrar comprimentos em um certo
triangulo que fica evidenciado a bissetriz. Apesar de aparentemente ndo apresentar a
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ideia de area, faremos uso de drea para sua demonstracéo.

Teorema 3.1.3: Em um tridngulo, a bissetriz de um angulo interno divide o lado oposto
em partes proporcionais aos lados adjacentes.

Na figura a seguir, AD é bissetriz do angulo interno A. O teorema diz que

bC _ AC
DB~ AB
Prova

Seja a figura

Figura 20: Tridngulo com bissetriz

A bissetriz interna (ou externa) de um angulo divide o lado oposto na mesma
razdo dos lados adjacentes. Usando a propriedade 3 teremos:

Seja s a drea do tridngulo ACD e s’ a area do tridngulo ADB
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Demonstracao clara, que consiste em mostrar o conceito de areas.

3.1.4 Demonstracao do teorema de Pitagoras por drea
A demonstragdo que daremos aqui, é a demonstragdo original dada por Euclides
no seu livro “OS ELEMENTOS”. (ver [2])

Teorema 3.1.4: Em um tridngulo retdngulo o quadrado da hipotenusa é igual a soma
dos quadrados dos catetos desse tridngulo.

u

Figura 21: Tridngulo retdngulo em A de lados a,bec

Prova

D

Figura 22: Demonstra¢do do Teorema de Pitdgoras
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Seja o tridngulo retdngulo ABC retangulo em «A . A partir doslados do tridngulo,

constroem se quadrados. Trace os segmentos FC e AD. Por A trace uma reta s paralela
a BD e CE que intersecta DE em L.

Provaremos que a soma das dreas dos quadrados ABFG e ACKH ¢ igual a area do
quadrado BCED

Inicialmente observa-se que:

BF = B4
BC = BD =  AFBC = AABD, caso LAL
L{FBC = (ABD

Os triangulos FAB e FBC sao equivalentes pela propriedade 1. (Eles possuem a
mesma base FB e os vértices C e A construidos em segmento paralelo a base.

Como AFBC = AABD, entdo FAB e ABD sdo equivalentes. Dai, os tridngulos
FAB, ABD e PBD sdo equivalentes (mesma drea). Sabendo que AFBA é metade do

quadrado ABFG e APBD metade do retangulo PBDL. Logo, ABFG e PBDL tem mesma
area.

Usando pensamento analogo para segunda parte.

S

Trace os segmentos BK e AE. Pelo mesmo motivo da primeira parte ABKC =
AACE, Caso LAL. Os tridngulos BKC e KCA sdo equivalentes pela propriedade 1.
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AACE = ACPE pela mesma propriedade. Portanto ACPE é metade do quadrado ACKH.
Logo, PCEL e ACKH tem mesma 4rea. Consequentemente, a soma das dreas dos qua-
drados ABFG e ACKH ¢ exatamente a drea do quadrado BCED, isto é, a> = b* + ¢*.

3.1.5 Demonstracao da lei dos cossenos por drea

Valorizaremos nesta demonstracdo o conceito de drea, com uma breve adaptacdo
do teorema de Pitdgoras apresentado acima. Sabemos que o resultado é valido para
qualquer tridangulo, faremos apenas para o caso de tridngulo acutangulo.

Proposicdo 3.1.5: Em qualquer tridngulo ABC, o quadrado da medida de um lado é
igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o
produto desses dois lados pelo cosseno do dngulo oposto ao lado inicial.

Prova

Seja o tridngulo acutangulo ABC.

Figura 23: Tridngulo ABC qualquer

Pelos lados AB, BC e AC construiremos quadrados.
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Figura 24: Demonstracdo da lei dos cossenos

Por A, B e C tracamos as retas 7, g e s perpendicular a BC = a, AC=be AB = c
respectivamente. O tridngulo ABJ é retangulo em ], usando as relagdes trigonométricas
temos:

AJ = c.cosa, disto podemos concluir que a drea do retdngulo (AJKE) é b.c.cosa

A

@ C.COSY

J

O triangulo AMC é retangulo em M, Dai

« !
h
b.cosa

M

AM = b.cosa, o que leva a concluir a area do retangulo (AMLH) é b.c.cosa. Con-
tudo observa-se que os retangulos (AJKE) e (AMLH) sdo equivalentes.
Mostraremos que os retangulos (JCDK) e (OCGH) sdo equivalentes.

O triangulo BJC é retangulo em |, segue
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a.cosy
C

JC = a.cosy, disto a 4rea do retangulo(JCDK) é a.bcosy
O tridangulo AOC é retangulo em O,

b

@) b.cosy

OoC = b.cosy, adrea doretangulo (OCGN) éa.bcoy, os retangulos (JCDK) e (OCGN)
sdo equivalentes.

Finalmente mostraremos que os retingulos (BONF) e (MBIL) sdo equivalentes.
Usando o processo puramente andlogos aos dois ja feitos.

O triangulo AOB é retangulo em O, como <OBA = f entdo BO = c.cosp, e a rea
do retangulo (BONF) = a.c.cosp. E o tridngulo BMC retangulo em M, «MBC = f3, a drea
do retangulo (MBIL) = c.a.cosp. Portanto,

(BCGF) = (ACDE) + (ABIH) — (AJKE) — (AMLH)
a* = b* + ¢ — b.c.cosa — b.c.cos

como querfamos demonstrar.

3.1.6 Demonstracao do teorema de Tales por area
Seré feita agora a demonstragdo do teorema de Tales, considere a figura 25.
Proposigio 3.1.6: Se duas retas transversais sao cortadas por um feixe de retas paralelas,

entdo a razdo entre quaisquer dois segmentos determinados em uma das transversais
é igual a razdo entre os segmentos correspondentes da outra transversal.
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Y

\j

Figura 25: Feixe de retas paralelas r, s e t por transversais u e v

Prova

 J
.

\j
Val

Figura 26: Tridngulos no feixe de retas

Sejam AB = a, DE = a’, BC = b e EF = b/, provaremos por area que

’

a

b/

a
b

Considere os tridngulos AEB e BEC da figura, observem que eles possuem as mesmas
alturas, pela propriedade 3,

A(AEB) _a

A(BEC) b

pela propriedade 1
A(AEB) = A(DBE)
A(BEC) = A(EBF)
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De modo andlogo, Considere os tridngulos DBE e EBF da figura, observem que eles
possuem as mesmas alturas pela propriedade 3

ADBE) «

A(EBF) VW
Logo,
ADBE) & _A(AEB) _a

A(EBF) ¥ A(BEC) b

Como queriamos mostrar.

3.2 Resolucao de problemas por conceitos de areas

Abordaremos nessa sec¢do a resolugdo de alguns problemas que, a principio, ndo
se pensaria em utilizar o conceito de 4rea para sua solugdo e que possui melhor enten-
dimento e rapidez na resolugdo utilizando tal conceito.

Usando o conceito de drea

3.2.1 Problemal

Seja um triangulo isésceles ABC, com lados congruentes medindo 12cm e base
16cm. Considere duas circunferéncia de raio 2cm, cada uma tangenciando a base e um
dos lados congruentes. Determine a distdncia entre seus centros.

16ecm ¢

Esse é um problema tipico, e que visualmente o uso de drea ndo seria uma al-
ternativa pensada logo de imediato pelos estudantes que tentassem resolvé-lo. Mas o
resolveremos utilizando o conceito de area.

Primeiramente, una os centros e trace os segmentos BO e OA, o mesmo com CP

e m, formando assim os tridngulos ABO e ACP de altura raio, o trapézio BCPO de
altura raio e um tridngulo AOP. Sabemos que a soma das areas das partes é igual a
area da figura inteira.
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B+b)a
A drea do trapézio é dada por %, B é base maior, b base menor e a a altura.

Chame de X a distancia entre os centros e /1 a altura do tridngulo AOP. Determinaremos

h.

H ¢ altura do triangulo ABC. Por Pitdgoras temos,

122 = 8% + H?, pois o pé da perpendicular que passa por A, corta BC no ponto
médio. Logo H = 4.V5, entdo h = 4.5 - 2.
Entdo somaremos as areas das partes do tridngulo ABC, sabendo que sua 4rea é
16.4.
° > ¥ .45

. . 2 X@4.V5-2
32\/—:1222+1222+(16+2X) L X \é’ )

Portanto X = 16 — 4. \/5

3.2.2 Problema?2

A figura 18 mostra um segmento AB, seu ponto médio C e as semicircunferéncias
de didametros AB e AC. Uma circunferéncia de centro P é tangente as duas semicircun-
feréncias e também ao segmento AB.

A C B
Figura 27: semicircunferéncia de diametro AB e centro C
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Sendo AB = 4cm, calcule o raio da circunferéncia de centro P.

Seja O, o ponto médio de AC. Tragamos OP, que passa pelo ponto de tangéncia
D, CP, que passa pelo ponto de tangéncia F e PE, perpendicular a AB. Seja r o raio da
circunferéncia de centro P, CP =2 —r.

O perimetro do triangulo OCP é2p =1+1+ (2 —-7r) +r =4.

Logo, p = 2.

Agora determinaremos a area do tridngulo OCP através da férmula de Heron e
a férmula bésica de tridngulo (metade do produto da base pela altura).

4
Portanto, r = 5

3.2.3 Problema3

Provar que a soma das distancias a partir de qualquer ponto dentro do tridngulo
equildtero com seus lados ndo dependem da posi¢do do ponto.

Tomaremos o ponto P no seu interior. Uniremos esse ponto através de segmentos
com os vértices. Em seguida, construiremos as alturas relativas aos lados do tridngulo
ao ponto P. Veja a figura abaixo.
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C B

Seja a, b e d as alturas dos triangulos APC, APB e CPB respectivamente. Consi-
dere S a area do triangulo ABC. Dai,

ACa AB. . AC =AB =CB
(2: 4 g b + Cg d, Como o tridngulo ABC é equilatero, AC = AB = CB = x.

2.5
S = g(a +b+d) = - = a+b+d. Assim, a soma das distadncias a partir de

qualquer ponto dentro de um tridngulo equildtero, ndo depende da posicdo desse ponto.

E pouco provéavel que uma pessoa, ao resolver um problema que ndo esteja
explicitando calculo de &rea, intuitivamente e imediatamente pensaria em utilizar tal
conceito para aborda-lo ou soluciond-lo. A intenc¢do desse trabalho é que o aluno e o
professor enxerguem as diversas aplicagdes e abordagens distintas em que o conceito
de drea pode aparecer. E claro que ndo conseguiremos abordar todas as possiveis areas
e problemas que poderiamos resolver utilizando drea, o intuito é demonstrar que temos
outra ferramenta que muitas vezes é pouco utilizadas nas aula de geometria.

No préximo capitulo, traremos uma proposta de abordagem de area de figuras
basicas para o 6° ano, ndo com intuito de ferramenta, mas sim de conjecturar férmula
através de decomposicdo de figuras bésicas. A tentativa é que o aluno entenda preco-
cemente o conceito de drea de figuras geométricas, o que possibilitard mais tarde o seu
uso como ferramenta de resolver problemas.
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4 PROPOSTAS DE ATIVIDADES E SEQUENCIAS

DIDATICAS PARA AREA DE FIGURAS
GEOMETRICAS

Introdugao

Esse capitulo foi desenvolvido propondo dois momentos para o estudo de area
de figuras geométricas para serem aplicadas em turmas do 6° ano do ensino funda-
mental. O objetivo é fazer com que eles entendam a conceituacdo de 4rea de figuras
geométricas, uma vez que as férmulas de dreas ndo serdo dadas, para que os alunos in-
tuitivamente perceba os padrdes, e construa suas proprias ferramentas,tendo em vista
que os mesmos ainda ndo tém base para resolver problemas através de férmulas.

A turma selecionada para o desenvolvimento desse capitulo foi o 6° ano da es-
cola Maria Carelli Lomonte, com 24 alunos no ano letivo de 2016.

Figura 28: Turma do 6° ano

4.1 Sequéncia Didatica 1 - Utilizando o Geogebra para o Calculo de
Areas de Figuras Geométricas

4.1.1 Proposta de aula com Software Geogebra

A proposta de aula serd apresentar figuras geométricas padrdes para os alunos
utilizando o Geogebra para ilustracdo e também para iniciarmos algumas atividades
de calculo das areas dessas figura de maneira mais natural e simples. A intencdo é
que percebam certos padrdes para diferentes figuras, como o quadrado, o retangulo, o
tridngulo e etc...

No que diz respeito ao campo das figuras geométricas, intimeras possibili-
dades de trabalho se colocam. Por exemplo, as atividades de classificacdo
dessas figuras com base na observacdo de suas propriedades e regularida-
des. Atividades que exploram a composi¢do e decomposicdo de figuras,
como ladrilhamentos, tangrans, poliminds, fazem com que os alunos veri-
fiquem que o recobrimento de uma superficie pode ser feito por determinadas
figuras, como tridngulos equilateros, quadrados, retdngulos, hexdgonos re-
gulares. Assim como a descoberta de que toda figura poligonal pode ser
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composta/decomposta por outra e em particular por tridngulos, o que facilita
o célculo de éreas e a determinagdo da soma das medidas dos seus dngulos
internos.( PCNs, 1998, p. 123)

4.1.2 Objetivo

Perceber o conceito de drea através de figuras e transformagoes;
Perceber padroes ao contar unidades de dreas;

Conjecturar formulas de cilculo de drea de figuras diversas;
Assimilar o conceito de drea como ferramenta de resolver problemas;

Visualizar, reconhecer, analisar e estabelecer relacdes entre as figuras geométricas.

4.1.3 Objetivos Didaticos

Apresentar aulas diferenciadas aos alunos, tendo em vista que no 6° ano, ndo é
comum essa matéria ser abordada dessa forma, porém é uma fase em que os alunos
ainda estdo curiosos com desenhos podendo achar ltdico manipular 4dreas e encontrar
solugdes através da percepgdo das imagens dadas.

4.1.4 Materiais utilizados

Aparelho de Multimidia com Projetor de imagens, notebook com software Geo-
gebra instalado, folha de papel A4, régua, lapis e borracha.

4.1.5 Metodologia e Justificativas

O primeiro momento desenvolveu-se através de uma sequéncia de aula expo-
sitiva com o auxilio do software Geogebra. Com a apresentacdo de algumas simples
tiguras e transformagdes em retangulos, deseja-se defender a ideia de que é possivel
abordar o conceito de drea criando seus préprios padrdes, detalhes que apontam para
a riqueza e brilho da geometria. Pensou-se nesta abordagem devido ao fato desse soft-
ware oferecer ferramentas para composi¢do e decomposicdo de figuras geométricas,
além de cores e estilos, proporcionou-se uma janela algébrica onde se torna possivel
ao desenhar a figura, a obtengdo da drea. Criou-se no coletivo algumas figuras bésicas
para uma possivel transformacado no retangulo de referéncia.

No segundo momento disponibilizou-se atividades individuais referentes as
aulas do primeiro momento. Esperava-se que os alunos as desenvolvessem sem tenta-
tivas de forma automatica (com regras decoradas), uma vez que os mesmos tiveram a
liberdade de manipulacdo de figuras com seus materiais.

A importancia do uso da tecnologia para o ensino da geometria reside no fato
de que os alunos possam dominar e fazer simulagdes de situagdes problemas, fazer
comparacdo de imagens, perceber as diferengas entre figuras.
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Atualmente, existem softwares que exploram problemas envolvendo transformagoes
das figuras. Também é interessante propor aos alunos situagdes para que com-
parem duas figuras, em que a segunda é resultante da reflexdo da primeira

(ou da translagdo ou da rotagdo) e descubram o que permanece invariante e o

que muda. Tais atividades podem partir da observacao e identificagdo dessas
transformacoes em tapegarias, vasos, cerdmicas, azulejos, pisos etc.(PCNs), p.

124.

Contudo software permite que a geometria seja vista através do ponto de vista
estético. A utilizagdo da tecnologia em sala de aula contribui para o desenvolvimento
das capacidades criativas dos alunos. Nas construgdes geométricas o trabalho ganha
forca no sentido da investigacdo, da transformacado de casos particulares para o geral
(conjecturas de férmulas). (MIRANDA, BLAUDARES, 2007).

A sociedade e a tecnologia estdo integradas e a tecnologia tornou-se o aspecto
dominante da civilizagdo. A matematica é o sustentdculo 16gico do processa-
mento da informacgdo, e o pensamento matematico é também a base para as
atuais aplicagdes da tecnologia da informagdo. (Miranda e Blaudares, 2007, p.
73).

O Geogebra permite que o aluno enxergue a geometria de modo mais amplo tor-
nando suas percepc¢des mais evidentes, ja que o mesmo tem a fungdo de demonstracdo
visual e ltdica do problema em questdo, favorecendo para uma conclusdo imediata, na
visdo de Bolgheroni e Silveira (2008):

O uso de softwares de geometria dindmica pode contribuir em muitos fato-
res, especificamente no que tange a visualizagdo geométrica. A habilidade de
visualizar pode ser desenvolvida, 8 medida que se fornega ao aluno materiais
de apoio didatico baseados em elementos concretos representativos do objeto
geométrico em estudo. Softwares educativos podem representar possibilida-
des de simulagdo deste material concreto (BOLGHERONI e SILVEIRA, 2008,

p- 3).

Para o célculo de drea, o Geogebra oferece vantagem, pois possui um conjunto
de elementos que oferece clareza para o aluno, como exemplo: malha quadriculada,
régua, pontos no plano cartesiano. Sem contar que o mesmo calcula e exibe a area
dos poligonos com opgédo de cores e estilos a fim de motivar a resolugdo de problemas,
favorecendo os primeiros ensinamentos para calcular drea ver figura 29. Sendo assim,
fortalece a criagdo de férmulas a partir de contagem das unidades de &rea.

¥ Geoebrs o e
rquiva - Editar Enir Opglies: Fanamentas Janala Auda Entrar
|

5l

7w :
Loa| Poligana

4 potf - 1299 -
Fanto I,»| Puiigana Regutar

J B0, N Priigono Ripige
6=12,3) n
H=.3)
1=32.21 L. roigono semuetormavet
J=@

K=03,3)
L=@&3
Mm=i4, 21
H=E5,2)
0=12.3 b E
P=(.2)
Q=131
R=2,1)
£=(3.2)
T={4.2
U= 1)
v=,1) = g2
= CQuadnitataro

- palfi=d
= Zagmeniy
3 a=24

Figura 29: Tela do Geogebra
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Daremos em seguida uma sequéncia de aula sobre alguns poligonos, cdlculo da
drea e alguns elementos. Aqui os alunos ja tém conhecimento sobre os elementos do
retaingulo. Como os angulos de 90°, lados opostos paralelos e iguais, comprimento
perpendicular a largura e altura de uma figura (retangulos e tridngulos)

4.1.6 Atividades - Usando a Equidecomponibilidade de figuras para transformacao
em Retangulo

O objetivo nesta atividade é fazer com que os alunos através da visualiza¢do do
Geogebra percebessem os padrdes para determinar a drea de algumas figuras bdsicas.
Uma vez que o mesmo permite manipular as figuras equidecomponiveis', encaixando
e sobrepondo dando clareza e entendimento.

POL ¢é 0 nome do poligono que o software se refere.

Momento 1 - Retangulo

Determinar a medida da superficie de um retangulo contando as unidades no seu
interior pode proporcionar a clareza que se busca no célculo de drea. Acredita-se que
com a malha quadriculada torna-se acessivel a visualizacdo e a compreensao. Os anti-
gos Egipcios ja usavam essa malha para determinar drea de superficie nas constru¢des
ou mesmo aproxima-las a uma ja conhecida. Beneficiando dessa ideia faremos a con-
tagem das unidades S no interior da figura 30, percebe-se que a quantidade que cabe
dentro do retangulo pode ser dada da mesma forma que (comprimento) X (largura).
Esse passo é importante, pois algumas figuras bésicas da geometria elementar podem
ser decompostas em retangulos, o que beneficia ao ndo uso de férmulas de encontrar
area de figuras. Usaremos o retdngulo como referéncia para determinar a drea de
algumas figuras geométricas.

Figura 30: Retangulo

Momento 2 - Tridngulo

'Equidecomponibilidade é transformagdo de figuras em superficie distintas mas com mesmas éreas.
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Para determinar a drea da figura 31, foi proposto completar a figura para
que se perceba um namero inteiro de unidades no seu interior, possibilitando uma
transformagdo em retangulo, ja que a drea de retangulo foi trabalhada no momento 1.

Figura 31: Tridngulo

Na figura 32 mostra o qudo mais fécil ficou determinar a drea . A partir de
. comprimentoXlargura

vdrias tentativas chegou-se a conclusdao de que a area do tridngulo é > ,
pois a parte que foi adicionada para completar o retangulo, deve ser retirada do célculo
de drea. A medida que o calculo de &rea de tridngulo se torna comum, as dimensodes
“comprimentos e larguras”se transformam em “bases e alturas”

Figura 32: Transformacao de tridngulo em retangulo

Triangulos de formatos ndo retangulares, também podem se beneficiar dessa
ideia, porém com mais manipulagdes. Entdo com ajuda do software pode-se propor
um problema.

Determine a area do tridngulo abaixo
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Figura 33: Tridngulo obtusangulo

Ajanela algébrica do software figura 33 permiti a visualizagdo da drea do poligono
Poll = 28. Mas a questdo é: Como chegar a essa resposta? Qual é a altura neste caso?

Para responder tais perguntas, podem ser feitas algumas adapta¢des na tentativa
de transforma-la em uma figura ja conhecida como na figura 34 .

Figura 34: Tridngulo retangulo ADC

2z

Basta criar o tridngulo retangulo em D, BDC. Calcula-se a area do tridngulo ja
familiar (pois é triangulo retdngulo) ADC e subtrai a drea do tridngulo BDC também

familiar. O resultado sera a area do triangulo ABC. Contudo se torna claro que CD
é altura comum de A ABC e A ADC. O que também favorece para compreensdo da

propriedade 1, uma vez que o software permite deslizar o vértice C paralelo a base AB,
mostrando a drea poll constante figura 35.
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Figura 35: Tridngulos de mesma base e altura

Verificaremos a seguir a drea de alguns quadrildteros convexos.

Momento 3 - Paralelogramo

Paralelogramo é um quadrildtero que contém os lados opostos paralelos.

Para determinar a drea do paralelogramo, basta multiplicar base pela altura,
visto que na figura 37 o mesmo foi transformado em retangulo.

Figura 36: Paralelogramo

Essa transformacéao foi possivel, pelas caracteristicas do paralelogramo de lados
opostos paralelos e iguais que se assemelham as caracteristicas de um retangulo.
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Figura 37: Transformagdo de paralelogramo em retangulo

Momento 4 - Trapézio

Definigio 4.3.4: é um quadrildtero que possui dois lados paralelos.

O que foi dito para o paralelogramo na subsecdo anterior, ndo funciona com um
trapézio escaleno.

Figura 38: Trapézio

Neste caso, para transformar o trapézio em retangulo é preciso inserir um outro
trapézio igual encaixando o lado correspondente. Dai terd um paralelogramo que
foi facilmente transformado em retangulo na sec¢do anterior. Observando a figura 39

nota-se que no retdngulo sombreado a base é soma da Base maior com a Base menor do
(Base maior)+(Base menor)X(Altura)
2

trapézio inicial, logo a drea se verifica

Figura 39: Transformacao de Trapézio em retangulo
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Momento 5 - Losango

Definicio 4.3.5: é um quadrildtero que possui quatro lados de mesma medida.

Para facilitar o célculo da drea do losango, tentamos relacionar a sua superficie
com a superficie de um retdngulo de mesma drea, na figura 41 observa-se um retangulo

formado a partir dos tridngulo retangulo da figura inicial.

Figura 40: Losango

Nota-se na figura 41 que a base do retangulo é igual

sango, e a altura do retangulo é metade da altura do losango,

determinada da seguinte forma:

(Diagonal menor)
2

(Diagonal maior)X

a diagonal maior do lo-
portanto a sua drea fica

Figura 41: Transformacado de Losango em retangulo

4.1.7 Relatos da Aplicacdo para Sequéncia de Atividade 1

A apresentacgdo dessas figuras basicas contribuiu para

47

a percepgao do conceito
inicial de drea, uma vez que a abordagem permitiu a ludicidade na manipulagdo,




fazendo construgdo e desconstrucao de figuras, a fim de transformar uma dada imagem
a uma ja conhecida.

Os alunos se interessaram muito pelo contetido, o que permitiu um bom apro-
veitamento, onde os mesmos participaram ativamente, fazendo questionamentos,
dando sugestdes e inclusive trazendo figuras para serem estudadas, como por exemplo
poligonos com mais lados como o hexagono.

Este trabalho contribuiu de forma positiva na formacdo destes alunos, possibi-
litando nos anos posteriores compreensao mais satisfatéria no momento em que lhes
foram apresentados a geometria euclidiana plana com respeito, especificamente ao
assunto tratado aqui nas atividades: areas.

A todo momento no decorrer dessa apresentacdo foi feito indagagdes de acordo
com as etapas de George Polya da se¢do 1.2, induzindo os alunos a pensarem de forma
organizada em possiveis solug¢des, o interessante é que a maioria da turma respondia
assertivamente, dando um feedback positivo as aulas dadas. No entanto, houve momen-
tos em que os mesmos tiveram grandes dificuldades, como por exemplo achar a 4rea
de um tridngulo que ndo fosse retdngulo. Notou-se como ponto negativo o ndo reco-
nhecimento de muitas figuras. Alguns alunos ndo sabiam nem desenhar um tridngulo,
mostrando que houve um déficit de aprendizado em geometria nos anos anteriores.
E também a falta de habilidades em trabalhar com as ferramentas, como por exemplo
Régua. Uma possivel sugestao seria, antes de iniciar esse trabalho, fazer uma oficina
para apresentacdo de todas figuras geométricas e como usar o proprio material.

4.2 Sequéncia Didatica 2 - Atividades e Resolucao de Problemas
utilizando Area como ferramenta
4.2.1 Atividade 1 - Calculando area contando unidades

4.21.1 Objetivo da atividade 1

Fazer com que os alunos do 6° ano manipulem as figuras e descubra a quanti-
dade de unidades de referéncias. Parece uma atividade simples, porém proporciona a
descoberta de padrées. Alunos do 6° ano ndo compreendem que a drea do quadrado
é base multiplicado pela altura, mas se a proposta for contar as unidades, logo ele vai
querer multiplicar.

4.2.1.2 Objetivo didatico da atividade 1

Perceber ap6s a decomposicdo das figuras, que para diferentes modelos de ima-
gens, também h4 diferentes padrdes para obtengdo da area.
4.2.1.3 Materiais utilizados na atividade 1

Aparelho multimidia com projetor de imagens, computador com Geogebra ins-
talado, folha de papel A4, borracha, l4pis e régua.

4.2.1.4 Desenvolvimento Atividade 1

Usando drea como unidade em uma malha quadriculada que cobre toda a su-
perficie das figuras, é possivel através da equidecomponibilidades das figuras planas,
transformé-las em outra figura que aponte visualmente a uma quantidade inteira de
unidades no seu interior.
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O desenvolvimento da atividade ser4 feito para que os alunos possam realizar a

seguinte atividade:

Calcule, utilizando equidecomponibilidade das figuras, as 4reas das seguintes figu-

ras geométricas:

Figura 42: Figuras geométricas bésicas

Para esclarecer sobre a equidecomponibilidades das figuras foram apresentadas

as figuras a seguir.

Figura 43: Mesma quantidade de Unidades

@)

da parte pintada de violeta

trar a ideia de equidecomposicao
drea de figuras planas.

¢ a area
Ap6s explanacdo dos conceitos importantes é proposto aos alunos o questionario
apresentado na it figura 42 e dados 15 minutos para que eles entregassem suas respostas
para avaliar a independéncia dos alunos e se utilizaram as ferramentas propostas.
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Faca o questionamento aos alunos de qual

em cada figura apresentada. O professor devera mos
que sejam figuras distintas. Esse serd um passo importante para que os alunos tenham

professor deve afirmar e comprovar que a area das duas figuras é a mesma, mesmo
independéncia para a realizacdo das atividades futuramente aplicadas.

e apresentando formas e ferramentas para o célculo da



4.2.1.5 Relatos e Comentarios Atividade 1

Ap0s a correcdo, pode-se notar que a turma realmente compreendeu o contetido,
tendo em vista que os alunos tiveram a liberdade de pintar, completar, preencher
de modo que a quantidade de unidades fosse visivelmente ilustrada, como mostra
a atividade realizada por um aluno na figura 44, muitos outros alunos realizaram a
atividade de forma semelhante, eles reproduziram novas figuras no caderno ja com as
unidades de dreas inteiras. A drea do quadrado teve 100 por cento de acerto, e apenas
poucos alunos se equivocaram nas respostas.

J
ATIVIDADES AVALIATIVAS
1) Determine as dreas das figuras:
7
o _i'_Tr' %
+ 1+ __! ;_:'.x.
e N
o '._L & - =30 /
J

Figura 44: Area de algumas figuras bésicas feita por aluno do 6° Ano

4.2.2 Atividade 2 - Preenchendo figuras com unidades de drea
4221 Objetivo da atividade 2

Desenvolver habilidade do aluno com a manipulagdo de régua e desenho no
intuito de calcular &rea do trapézio.

4.2.2.2 Materiais utilizados Atividade 2

Quadro branco, pincel, régua graduada, folha de papel a4, lapis, borracha.

4.2.2.3 Desenvolvimento Atividade 2

O professor devera fazer o desenho de figuras geométricas a escolher e também
a do trapézio no quadro, como mostra na Figura 45.

Note que na figura 45 da atividade 2, foram dadas as figuras sem a malha. A
intengdo é que os alunos construa essa malha de acordo o comprimento numérico
dos lados das figuras, e depois conte as unidades. Sabemos que existem figuras que
precisam de ajustes para conseguirmos preencher o seu interior com unidades inteiras
de 4rea. Segue a pergunta.

Considerando a unidade abaixo um quadrado de lado 1 metro, quantos caberao
em cada figura?
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Figura 45: Unidade

Figura 46: Poligonos no quadro branco

O professor deve questionar aos alunos e desafia-los a calcularem as areas das
figuras desenhadas utilizando a régua e os conhecimentos e ferramentas apresentadas
até o momento.

Todos os alunos receberam uma folha em branco e uma régua. Foi pedido para
eles usarem o 1cm da régua como 1m para desenhar as figuras. Na figura do item C, foi
sugerido a separacdo em duas figuras, retingulo e triangulo.

4.2.2.4 Relatos e Comentarios Atividade 2

Os alunos construiram com uso da régua uma malha quadriculada cobrindo
a figura (reticulado) nos itens a) e b), no item c) sentiram maiores dificuldades, pois
a figura ndo comportaria uma quantidade inteira de unidades dadas. Precisaram
completar a figura para caber uma quantidade inteira de unidades. Logo contaram as
unidades que preencheram em cada figura e retiraram aquelas que foram completadas
como na figura 47, item C.
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Figura 47: Figura com malha

Do item c), o problema foi tomando propor¢des maiores. Fugindo do simples
problema de encontrar drea, para o problema de usar drea para determinar compri-
mento na figura. Tentando assim injetar na caixa de ferramentas, um grande artificio
para resolver problemas. A essa altura do conhecimento os alunos ja tem a nogao
de tridangulos retangulos, desenhado a partir do esquadro. O problema consiste em
construir os dois lados do tridngulo (catetos) e o d&ngulo reto entre eles, sabendo essas
medidas em centimetros, qual o comprimento do terceiro lado (hipotenusa)? Continu-
aremos na atividade 3.

4.2.3 Atividade 3 - Quanto mede o terceiro lado?

4.2.3.1 Objetivo da atividade 3

Influenciar o aluno a construir uma malha quadriculada cobrindo toda a folha
inclusive o desenho. E a partir disso desenhar quadrados com os lados do tridngulo.

4.2.3.2 Materiais utilizados atividade 3

Aparelho de multimidia com projetor de imagens, notebook com Geogebra insta-
lado, quadro branco, pincel, régua graduada, folha de papel a4, lapis, borracha.

4.2.3.3 Desenvolvimento atividade 3

Sabemos que a relagdo de Pitdgoras é fundamental para determinar o valor que
estd como ponto de interrogagéo, que é a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo,
mas o intuito e o desenvolvimento dessa atividade serd induzir a utilizagdo de area
como ferramenta pedagégica nesse cdlculo.

O professor deve colocar no quadro o seguinte desenho, mostrado na Figura 48.
Considerando o tridngulo da figura abaixo, determine o lado desconhecido.

Figura 48: Problema deixado no quadro
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Na mediacédo foi proposto desenhar uma malha quadriculada, onde os alunos
deveriam encontrar todos os tridngulos retangulos que conseguissem, onde os catetos
deveriam sobrepor as linhas da malha, em seguida construir quadrados com os lados
dos tridngulos e contar as unidades nos limites de cada quadrado figura 49.

Figura 49: Malha com vérios modelos da férmula de Pitagoras

Logo o modelo abaixo foi desenvolvido para facilitar a visualiza¢do da contagem
das unidades.

Figura 50: Teorema de Pitdgoras contando unidades

4.2.3.4 Relatos e Comentarios Atividade 3

Tentados pelos exercicios anteriores, fizeram a malha cobrindo a figura, em
seguida contaram os quadradinhos. Enquanto outros mediram com a régua o terceiro
lado. Pela proposta anteriormente dada, eles perceberam que a soma das unidades
dos dois quadrados menores era exatamente igual as unidades do quadrado maior.
Entdo para responder o exercicio eles descobriram que o quadrado grande deveria ter
area 25U, o que evidencia comprimento 5. Fazendo isso, entdo os alunos acabam de
usar o conceito de drea para encontrar um comprimento. Com essa ideia varios outras
atividades foram propostas.
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Figura 51: Desenho feito por aluno

4.2.4 Atividade 4 - Escadinha da OBMEP
4.24.1 Objetivo da atividade 4

Fazer com que os alunos percebam rela¢des de areas ja estudadas, e a partir dai,
criar estratégias para resolver o problema e ideias para resolver problemas semelhantes.

4.2.4.2 Objetivo Didatico da atividade 4

Aprender o real sentido da palavra equidecomponibilidade de figuras geométricas.
Uma vez que serd feito recortes e transformagdo em um quadrado.

4.2.4.3 Materiais utilizados atividade 4

Internet, aparelho multimidia com projetor de imagens, notebook com Geogebra
instalado, régua, esquadro, cartolina, tesoura,papeldo, lapis, borracha e lapis de cor.

Fonte de pesquisa

www.obmep.org.br

4.2.4.4 Desenvolvimento atividade 4

Essa atividade devera ser proposta como um desafio do professor para os alunos.
A mediagdo como desafio faz com que os alunos se motivem mais para a descoberta da
resolugdo do problema e também para que possam utilizar as ferramentas abordadas
durante a sequéncia de atividades.

Existem problemas, onde as relacdes estudadas ficam implicitas. Esse tipo de
problema tem a caracteristica de identificar alunos que realmente tem conhecimento
da teoria estudada e além disso domina o contetido. O problema abaixo é um deles e
foi um recorte adaptado da OBMEP nivel 1. Segue o problema:

A figura a seguir mostra uma “escadinha” formada por dois quadrados, um de
lado 8cm e um de lado 6cm. A tarefa é cortar a figura em trés pedacos e reagrupa-los
para formar um quadrado sem buracos.
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Figura 52: Dois quadrados da OBMEP

Mostre que com dois cortes em linha reta, conseguimos um quadrado com a
mesma drea da figura acima. Calcular a 4rea da figura sombreada, em seguida adap-
tar essa superficie em dois cortes apenas e transformar em um quadrado. A resposta
correta dessa tarefa esta ilustrada na figura 53.
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Figura 53: Figura da OBMEP no reticulado com dois cortes

Essa ideia remete a ideia anterior, uma vez que a soma das areas de dois quadra-
dos formam a 4rea de um novo quadrado, como na figura 54
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Figura 54: Parti¢do da figura no reticulado

Ja que essa atividade trabalha com recortes, entdo para completar o desenvolvi-
mento da mesma, foi sugerido uma experiéncia fazendo recortes em cartolinas colori-
das, para fazer a demonstracdo do teorema de Pitdgoras por Perigal.

Figura 55: Trabalhando em grupo

Mas essa demonstracdo é de cardter puramente experimental, uma vez que
a manipulagdo de materiais proporcionam encaixes perfeitos. A demonstragdo do
teorema de Pitdgoras através de HENRY PERIGAL 2.

Perigal corta o quadrado construido sobre o maior cateto por duas retas pas-
sando pelo seu centro, uma paralela a hipotenusa do tridngulo e outra perpen-
dicular, dividindo esse quadrado em quatro partes congruentes. Essas quatro
partes e mais o quadrado construido sobre o menor cateto, preenchem comple-
tamente o quadrado construido sobre a hipotenusa. (EDUARDO WAGNER,
2015, p. 8)

Em seguida foi proposto que desenhasse um tridngulo retangulo e dois quadra-
dos com lados iguais aos dois lados menores do tridngulo. Logo ap6s desenvolver

2HENRY PERIGAL, um livreiro londrino, publicou em 1873 a demonstragdo interessante do teorema
de Pitdgoras e que ficou bastante famosa porque resgata o enunciado original proposto por Pitdgoras:
Em qualquer tridngulo retdngulo, a drea do quadrado cujo lado é a hipotenusa é igual a soma das
dreas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos.
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a experiéncia de Perigal. Observem a figura 56. A reta I é perpendicular e a reta m
paralela a hipotenusa do tridngulo retangulo.

Figura 56: Perigal no geogebra 1

Foi proposto com o uso da tesoura destacar as quatro parte demarcadas no
quadrado azul figura 57

Figura 57: Perigal no geogebra 2

E por fim, foi proposto juntar essas fatias, inclusive o quadrado pequeno pintado
em verde, e montar um quadrado que coincida com a hipotenusa figura 58, fechando
assim essa experiéncia.
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NEBREEEEE ..
Figura 58: Perigal no geogebra 3

4.2.4.5 Relatos e comentdrios atividade 4

Ap6s algumas tentativas e intervengdes, os alunos usaram a ideia do exercicio (
a soma das dreas dos dois quadrado menores era exatamente igual a drea do quadrado
maior) e montaram a figura de Perigal figura 59. Surgem os questionamentos, tipo: Isso
sempre vai dar certo? Quem descobriu isso? Porque isso é importante?

Figura 59: Teorema de Pitagoras por Perigal

Muitas perguntas foram respondidas pelo fato da figura se encaixar no quadrado
que contém o maior lado do tridngulo retdngulo, mesmo com unidades ndo padréo.
As duvidas foram acabando na medida que as verificagdes se confirmavam ao longo
da aula, a sala virou palco de experiéncias ja que estava dividida por quadrados.

Figura 60: Piso da sala em malha
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Apbs a complementagdo com os recortes de Perigal que buscou ajudar na solugao
da atividade da OBMEP. Voltamos com o relato da atividade da OBMEP

A primeira tentativa do aluno L, foi descobrir a drea total da figura, para saber
qual deveria ser o lado do quadrado grande 4 ser descoberto. Ao descobrir e verificar
que seria 10, tentou adaptar seus cortes com ajuda da régua, fizeram muitas tentativas
com ntmero de cortes maiores que o pedido no enunciado. S6 entdo foram tentar os
cortes passando pelo interior da figura. Veja a figura abaixo construida por esse aluno.

Figura 61: Transformacéo a partir dos quadrados menores com cores

Figura 62: Transformacéo a partir dos quadrados menores com recortes 1
(fonte: O autor)
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Figura 63: Transformacao a partir dos quadrados menores com recortes 2
(fonte: O autor)

4.2.5 Atividade 5 - Basta contar pontos
4.2.5.1 Objetivo da atividade 5

Apresentar uma maneira mais facil de calcular drea de figuras em um reticulado,
através dos pontos internos e na borda da figura.

Proporcionar habilidade para construir malha de forma estratégica para diferen-
tes figuras.

4.2.5.2 Materiais utilizados atividade 5

Internet, aparelho multimidia com projetor de imagens, notebook com Geogebra
instalado, régua, esquadro, tesoura, lapis, borracha e lapis de cor.

4.2.5.3 Desenvolvimento atividade 5

E didatico apresentar ao aluno vdrias formas para solugio de problemas em
geometria, o importante é focar na teoria para que perceba que todos os modos utili-
zados para resolver problemas afirma a tinica teoria. Aqui pensou-se na férmula de
Pick, mesmo sabendo que a ideia é o ndo uso de férmulas prontas, mas essa aborda-
gem usando o teorema de Pick tem o perfil dos alunos que estdo iniciando o estudo
de geometria, pois 0 mesmo calcula a drea apenas contando pontos da figura. Ver
demonstracdo do teorema de Pick em [10] . Segue:

Determine a drea do pentdgono e do hexdgono da figura abaixo:
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Figura 64: Pentdgono e Hexagono

Calculemos as dreas de um pentdgono e hexdgono através da janela algébrica do
software e em seguida verificaremos a sua veracidade através do teorema de PICK. Nao
serd feita uma abordagem como na se¢do anterior, visto que alguns poligono com mais
lados como o caso desses dois, ndo proporciona para o publico em questdo facilidades
para uma possivel transformacdo em retdngulos. O teorema de Pick serd a ferramenta
para resolver esse problema.

Apresentacao do teorema de Pick

Teorema de Pick: Dado um poligono P com vértices cujas coordenadas no plano cartesi-
ano sio niimeros inteiros, sua drea pode ser calculada pela férmula

onde i representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras interiores ao poligono e b
representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras pertencentes as arestas do poligono.

Onde i (interno) é a familia de pontos em vermelho e b (borda) a familia de pontos
em azul.

4.2.5.4 Relatos e comentarios da atividade 5

Os alunos ja se familiarizaram com a janela algébrica do software, pois a mesma
mostra sempre a area da figura desenhada. Entdo bastaria confirmar esse resultado
pela teorema de Pick. Alguns exemplos foram feitos no quadro, usando Pick para
servir de base. Um aluno disse: “E possivel encontrar a drea da figura apenas contando
pontos?”o outro disse : “Porque vocé ndo mostrou isso no comego?”. Agora basta
contar pontos obedecendo a regra de Pick. Prosseguimos:

Pol1
V38 pontos vermelho
V11 azul
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Logo a drea é, A(pol1)=38 + 4 —1 =42,5

Pol?2

v'54 pontos vermelho
V16 azul

Logo a drea é, A(pol2)=54+ 2 -1 =61

Figura 65: Teorema de Pick usado por aluno 1
(fonte: O autor)

Essa ideia foi reaproveitada para outros exercicios propostos, com o da figura 66

Figura 66: Teorema de Pick usado por aluno 2
(fonte: O autor)

Essa foi uma experiéncia muito positiva, pois os alunos ndo precisaram decorar
férmulas, apenas contar os pontos do reticulado, o que favoreceu a compreensdo de
todos. Ao longo desse trabalho, todas as figuras que estdo no reticulado, se aplica o
teorema de Pick para verificagdo da area.

Contudo, o objetivo almejado ao apresentar tais aulas foram alcancados, pois a
partir dessas apresentagdes os alunos obtiveram conhecimento para resolver problemas
relacionados a cdlculo de dreas sem a necessidade de fazer o uso de férmulas prontas,
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como pode-se observar no desenvolvimento das atividades. Esta foi uma pequena
demonstracdo de que é possivel apresentar a geometria de forma clara para alunos
iniciante.

Na secdo seguinte serd apresentado o calculo de area do circulo por aproximagao
usando PICK, apenas como proposta para sala de aula. A grande vantagem é que ndo
precisa decorar férmulas da drea do circulo que envolve constantes irracionais. Basta
contar pontos interno e na borda da figura no reticulado.

4.3 Proposta de cdlculo de area de circulos para o 6° ano do ensino
fundamental

O objetivo é calcular a drea do circulo usando 4rea de figuras ja conhecidas como
o quadrado para determinar uma melhor aproximagdo para essa érea.

4.3.1 Navegando pelo histéria da matematica

Os Egipcios ja tinham uma boa aproximacao para a area do circulo, eles utiliza-
vam malhas quadriculadas para aproximar areas ja conhecidas. O préprio papiro de
Rhind trazia problemas para calcular a drea do circulo como segue:

v Problema 48: Compare a drea do circulo com a de um quadrado circunscrito.

Figura 67: Quadrado circunscrito tirado do papiro de Rhind

v' Problema 50: Um circulo com didmetro 9. Qual a sua area?
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Figura 68: Circulo de didmetro 9 feito pelos Escribas
(fonte:http://www.sbem.com.br/files/viii/pdf/07/MC10721746500.pdf)

Para calcular a 4rea do circulo era retirado “um nono”do didmetro. Acredita-
se que essa retirada era baseada nos experimentos como no esquema abaixo. Eles
desenhavam um circulo inscrito ao quadrado em uma malha quadriculada, em se-
guida retiravam os tridngulos sombreados como na figura 69. O resultado é uma boa
aproximagdo da drea do octégono.

Figura 69: Circulo inscrito
(fonte: O autor )

Algebricamente a area do circulo seria:

d 8d
A=(d-=)P=(=)
@-37=G)
onde d é didmetro.

Se considerarmos o diametro igual ao comprimento de 3 unidades, o modelo Egipcio
daria,
8x3 64
A= - 22 _ 7111
9 9

Para confirmacdo dessa aproximacdo, a drea do octégono se da contando as
unidades no seu interior. Percebe-se que a diferenca entre as dreas é muito pequena.
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4.3.2 Aproximando a drea do circulo utilizando PICK para o 6° ano

Faremos aqui uma aproximacao da drea do circulo para o 6° ano do ensino fun-
damental usando o Teorema de PICK, enunciado na secdo 4.2.5. Resolveremos um
problema ilustrado pelo Geogebra e tentaremos uma melhor aproximacédo da area do
circulo descrito na janela algébrica do software.

Problema do circulo: Determine uma melhor aproximacao para drea do circulo

da figura 70.
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Figura 70: Circulo
(fonte: O autor )

Observando a janela algébrica do Geogebra, percebemos a area do circulo,
Area=78,54 unidades. E possivel uma boa aproximacéo dessa 4rea por PICK, bastando
para isso construir um poligono por falta ou por excesso, préximo a essa circunferéncia.
A medida que o poligono aproxima dessa circunferéncia, a sua drea aproximard da area

do circulo. Vejamos na figura 71 a construcdo do poligono azul:
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Figura 72: Transformacado de unidades de refer



/

oo

¢

¢

o

¢

¢

oo
9-6-60-0-600-600-0-000000-0-
9000000000000 09000Q

T“b\
|

1
e e deelaabla
[l
1
e e
1
1
it B Ml iy
1
1

Figura 73: Circulo

(fonte: O autor )
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Logo a

Se usarmos malhas quadriculadas cada vez mais finas, a aproximagédo das areas

lhor.

Z

Sera sempre me

areas do circulo ao poligono, proporciona conheci-

Esse método de aproximar

mento acerca do conceito de

ano do ensino fundamental ndo

areas. Sabemos que no 6°

-lo para determinar

ao sem usa

é abordado esse contetido devido a constante irracional (7r). Mas por Pick, pode-se
mostrar a existéncia desse ntimero fixo por aproximagca

z

areas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Percebe-se que o campo da matematica é extenso, e precisamos dos instrumentos
necessarios para o seu manuseio, uma vez que ela é composta de proposicdes, teoremas,
postulados e axiomas. Questionamentos podem ser feitos a respeito desses elementos.
Por exemplo: O que é mais adequado? Qual ferramenta simplifica mais o problema?
A escolha do melhor elemento depende da compreensdo dos conceitos, da teoria, da
riqueza de sua histéria, dos detalhes.

A abordagem de matematica para o ensino fundamental precisa estar conectada
com o meio que os cerca, dando sentido cada elemento, mostrando e associando teoria
com objetos palpéveis. A geometria possibilita essa interacdo, os seus elementos podem
ser explorados de diversas formas, como o tridngulo, retdngulo, trapézio e outros. A
histéria conta que os egipcios do Egito Antigo ja usavam instrumentos da geometria
para remarcagdo de drea de terra préximo ao Rio Nilo apés as inundagdes, mesmo
depois que as dguas fortes das correntezas lavavam os terrenos.

Na sala de aula essas interagdes proporcionam um melhor entendimento uma
vez que é possivel trazer para realidade do aluno a abstracdo da geometria. Esse
trabalho se preocupou em apresentar o conceito de drea e associar a objetos que ap6s a
absor¢do, o seu uso como ferramenta de resolver problemas.

O aluno precisa estar atento ao conceito de drea, ndo apenas para clculo de area,
mas como proposta de resolucdo de problemas. O professor por sua vez necessita de
materiais metodolégicos para representar esta geometria. O software Geogebra permite
essa analogia, pois 0 mesmo possui mecanismos que permitem simular problemas e
usar ferramentas necessdarias para resolvé-los.
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