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RESUMO

Nesta dissertacdo mostramos como abordar dois tépicos da Andlise
Combinatdria (AC), especificamente o Principio Fundamental da Contagem e o
Fatorial, através de uma Oficina de Mateméatica Experimental (OME) chamada O
Senhor das Senhas. Esta metodologia de ensino envolve a participacao direta dos
alunos presentes na oficina podendo contribuir de forma ladica e agradavel no
desenvolvimento cognitivo dos mesmos.

A oficina O Senhor das Senhas comeca com uma estoria ficticia com a qual os
alunos séo estimulados, de forma ladica, a utilizacdo do método recursivo para
contagem. Apés a aplicacdo da oficina, a anélise das anota¢cfes dos participantes nos
mostrou que alguns dos seus objetivos foram alcancados, entre eles, a utilizacdo do
método recursivo e o0 entendimento de definicbes matematicas. Assim,
empiricamente, nossa andlise nos leva a acreditar que as OME’s podem ser aliadas
dos docentes que desejam estudar e, consequentemente, experimentar novas

abordagens da matematica em sala de aula.

Palavras Chave: Matematica Discreta, Analise Combinatoria, Principio Fundamental

da Contagem, Fatorial, Oficina de Matematica Experimental



ABSTRACT

In this dissertation we show how to approach two topics of Combinatorial
Analysis (AC), specifically the Fundamental Principle of Counting and Factorial,
through an Experimental Mathematics Workshop (EMW) called The Lord of
Passwords. This teaching methodology involves the direct participation of the students
present in the workshop and can contribute in a fun and enjoyable way in their cognitive
development.

The workshop The Lord of Passwords begins with a fictional story with which
students are stimulated, in a playful way, to use the recursive method for counting.
After the application of the workshop, the analysis of participants' notes showed that
some of their objectives were achieved, among them, the use of the recursive method
and the understanding of mathematical definitions. Thus, empirically, our analysis
leads us to believe that EMW’s can be allied with teachers who wish to study and,

consequently, try new approaches to mathematics in the classroom.

Keywords: Discrete Mathematics, Combinatorial Analysis, Fundamental Principle of

Counting, Factorial, Office of Experimental Mathematics
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INTRODUCAO

Motivagdo para o Estudo

Em minha pratica docente, tenho notado que, para alguns contetdos do nivel
médio, o ensino da Matematica de forma tradicional ndo tem se mostrado eficaz para
prender a atencdo do aluno durante a aula. Nesse sentido, vejo a necessidade de
diversificar a explanacdo dos conteddos com aulas atrativas para o0s alunos,
mostrando-lhes as ferramentas estruturais e formais da matematica, mas também as
aplicacbes cotidianas dos conteldos abordados. Por isso, junto com meus
orientadores, Nestor e German, acreditamos que atividades elaboradas com historias
e problemas que prendam a atencdo dos alunos, podem leva-los a investigar,
perguntar, testar hipoteses, modifica-las, obter conclusdes e, dessa forma colaborar
com a construcao das estruturas cognitivas, ajudando o aluno na aprendizagem da
matemaética.

Na proposta de criacdo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), em sua
segunda versao, podemos notar a preocupa¢ao com a pratica de um ensino apenas
técnico da matematica, orientando para um ensino de compreensao e participacéo
direta do aluno, fazendo-o refletir sobre os problemas a ele apresentados, formulando
resolucbes e, até mesmo, novas perguntas acerca do tema estudado. Essa
preocupacao na BNCC pode ser vista conforme descrita abaixo:

Na matematica escolar, o processo de contextualizar, abstrair e voltar a
contextualizar envolve outras capacidades essenciais, como questionar,
imaginar, visualizar, decidir, representar e criar. Nessa perspectiva, alguns
objetivos de aprendizagem formulados comegam por: “resolver e elaborar
problemas envolvendo...”. Nessa formulagéo, esta implicito que o conceito em
foco deve ser trabalhado por meio da resolucdo de problemas, ao mesmo
tempo em que, a partir de problemas conhecidos, deve-se refletir e questionar
0 que ocorreria se algum dado fosse alterado ou se alguma condicdo fosse

acrescida.
(BRASIL, 2016, p. 132)

Concordando que a abordagem diferenciada do conteddo em sala de aula,
quando possivel, pode agregar valores ao ensino da Matematica, a presente
dissertacéo, no que tange a abordagem de tépicos de Analise Combinatoria (AC), visa
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mostrar aos professores de ensino médio como o Principio Fundamental da Contagem
(PFC) e o Fatorial podem ser abordados usando uma metodologia inovadora: Oficina
de Matematica Experimental (OME).

Em nossas analises de artigos e dissertacdes sobre AC pudemos perceber que
varios autores discordam da forma como o conteudo € trabalhado no ensino médio,
na maioria das vezes, apresentando férmulas prontas e resolu¢cdes mecéanicas de
atividades relacionadas com o tema.

Nesse sentido, visamos colaborar com essa quebra de rotina de formulas
prontas, apresentando uma alternativa pedagégica com a qual o aluno possa construir
0 conhecimento a partir de problemas, desenvolvendo individualmente ou em grupo
as ferramentas cognitivas capazes de entender e até mesmo construir as estruturas

matematicas da AC.

Estrutura e Organizacao do Trabalho

No Capitulo 1 mostramos dados sobre dois indices que medem o desempenho
da educacao brasileira, IDEB e PISA. Em vista dos resultados desses indices estarem
abaixo das médias esperadas nas ultimas avaliacdes, discorremos sobre alternativas
gue possam melhorar a aprendizagem da matematica e, por conseguinte, elevar os
indices citados. Para isso, apresentamos a OME como uma alternativa pedagogica
para que o aluno seja impelido a fazer matematica de forma ludica e agradavel.

No Capitulo 2 mostramos a matematica envolvida na oficina O senhor das
Senhas. Para isso, apresentamos teoremas e exemplos de aplicacbes desses
teoremas.

No Capitulo 3 descrevemos a OME proposta neste trabalho, comecando pela
motivacdo do tema, passando pelo processo de criacdo da oficina e terminando com
a aplicacdo. Em seguida, apresentamos o relato da experiéncia com dados obtidos na
oficina.

No Capitulo 4, fazemos consideracdes finais acerca do nosso trabalho e
colocamos orientacdes para futuras aplicacbes da oficina e também sugerimos um
tema para outra oficina.

Finalmente, apds as referéncias bibliogréaficas, apresentamos em trés anexos
a versao inicial e o projeto completo da oficina O Senhor das Senhas, para que as

pessoas interessadas tenham acesso a OME.
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1. CAPITULO 1 - OFICINA DE MATEMATICA EXPERIMENTAL

O Ministério da Educacéo e Cultura (MEC), através do Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), utiliza avaliagdes no intuito
de medir o desenvolvimento da educacéo brasileira e, a partir dos resultados, investir
nas areas criticas a fim de sanar os problemas detectados. Dois indices utilizados
como parametros de acdes pelo MEC séo as notas do indice de Desenvolvimento da
Educacéo Basica (IDEB) e do Programa Internacional de Avaliagdo Estudantil (PISA).

O IDEB combina desempenho das notas dos alunos brasileiros, obtidas ao final
de cada etapa dos ensinos fundamentais | e Il — respectivamente, nos 5° e 9° anos do
ensino fundamental — e no final do ensino médio (3° ano). Para isso, o IDEB utiliza
resultados da prova Brasil ou do Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacéo Bésica
(SAEB), que séo avaliacfes diagnosticas do sistema de educacao brasileiro aplicadas
pelo MEC.

De acordo com dados do IDEB, os resultados na avaliacdo geral de 2015
mostram que houve leve evolucdo nas médias das séries iniciais, saindo de 4,2 - a
meta era 3,9 - no levantamento de 2007, para 5,5 — a meta era 5,2 - no levantamento
de 2015. Todavia, apesar dessa evolucdo das séries iniciais, 0 ensino médio
apresentou notas abaixo do esperado nos trés ultimos levantamentos. O IDEB tem 10
como nota maxima possivel e a média geral obtida para o ensino médio brasileiro foi
de 3,7 nos levantamentos de 2011, 2013 e 2015. Entretanto, as metas para tais anos
eram, respectivamente, 3,7, 4,9 e 5,3. Dessa forma, a meta foi cumprida somente
em 2011, mesmo assim, foi alcangcado apenas o valor exato dela.

Ja o PISA é um dos indicadores criados pelo Programa de Indicadores dos
Sistemas Educacionais Nacionais (INES), responsavel por desenvolver indicadores
capazes de analisar, comparar e apontar vias para melhoria dos indices educacionais,
bem como das politicas publicas de um modo geral. O INES é coordenado pela
Organizacgdo para a Cooperacao e Desenvolvimento Econémico (OCDE), que € uma
organizacao internacional, com sede em Paris, composta por 34 paises - entre eles

Franca, Estados Unidos e Alemanha - que busca desenvolvimento econdmico,
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financeiro e tecnolégico e, por consequéncia, aumento da qualidade de vida dos
cidadaos dos paises membros, ndo estando o Brasil entre eles. A OCDE classifica os
resultados do PISA em 6 niveis, sendo que no nivel 6 figuram alunos com médias
iguais ou superiores a 669,3.

As notas do PISA também corroboram a necessidade de melhoria do ensino
brasileiro. Mesmo com evolucdo da média geral brasileira de 368 (nivel 1) - no PISA
de 2010 - para 402 (nivel 1) - no PISA de 2012 - as médias nacionais tém figurado
entre as mais baixas do exame. Atualmente participam do PISA 65 paises, sendo que
34 deles sdo os membros da OCDE e o Brasil € um dos 31 paises convidados. No
PISA de 2012 a média brasileira do ensino médio para matematica foi de 391, fazendo
o Brasil ocupar a 582 posicdo entre os 65 paises participantes. No Brasil, no ultimo
levantamento, em 2012, mais de 60% dos alunos brasileiros ndo atingiram o nivel 2
(médias entre 420,1 e 482,4), sendo 1000 a maior nota que pode ser alcancada.

Em vista dos resultados obtidos no IDEB e no PISA para a educagéo do Brasil,
algumas alternativas podem ser propostas para auxiliar na melhoria do nivel de
aprendizagem dos discentes brasileiros e, por conseguinte, das notas desses
indicadores. Uma proposta para essa melhoria é a formacgao continuada. A Lei de
Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB) de 1996 prevé, em seu artigo 63,
paragrafo Ill, o aperfeicoamento dos profissionais da educacdo. Para isso, é
necessario que haja compromisso politico com a formacédo continuada dos
professores, incentivando-os a formacado e valorizando o profissional que a busca.
Entretanto, isso ndo impede que os docentes busquem sua prépria qualificacao.

Métodos inovadores de ensino podem despertar o interesse e atencao dos
alunos em relacao aos contetdos que estdo sendo abordados em sala. Dessa forma,
acreditamos que eles também possam contribuir na melhoria da aprendizagem. Para
isso, quando viavel, o professor pode trabalhar o conteddo matematico com atividades
de interesse dos estudantes. Assim, imaginamos que o docente possa ser capaz de,
além de trabalhar em sala de aula com métodos tradicionais de ensino, utilizar
metodologias nas quais o professor seja o mediador dos conteudos e o discente
motivado a constru¢do do conhecimento. No livro Para aprender Matematica,
Lorenzato (2006, p. 24) chama a atencao para a necessidade do aluno vivenciar o
processo de ensino e aprendizagem em todos 0s seus niveis, sendo participe principal

na construcdo do conhecimento, quando afirma:
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O "Aproveitar a vivéncia do aluno" ndo deve ser restrito ao inicio do
aprendizado escolar, pois ele € valido por todo o processo de ensino.
(LORENZATO, 2006, p.4)

Houve momentos em minha pratica profissional que, ao apresentar o contetdo
em sala de aula, alguns adolescentes mostraram evidente falta de interesse acerca
dos conteudos. Geralmente duas perguntas foram feitas por eles: "quem inventou isso
nao tinha o que fazer?" e/ou "onde vou usar isso na minha vida?". Buscando justificar
a importancia do contetdo ao aluno, utilizei exemplos ja conhecidos da minha pratica
pedagogica. Todavia, nem sempre 0s exemplos dados convenciam o aluno dessa
importancia. Sendo assim, acredito que uma OME, além de poder promover interesse,
pode levar o estudante a ter as respostas de perguntas como as mencionadas, mesmo
antes de pensar em fazé-las.

Na Matematica Discreta, em especial na AC, existem abordagens praticas, com
as quais, através de listagens e raciocinios recursivos, os alunos sado levados a
‘invencéo” de padrbes proprios para a solucdo de problemas. Quando o educando
vivencia o ensino com sentido para si € mais facil conseguir dele a atencéo requerida
para a aprendizagem.

Ambientes inovadores, dentro do ensino de matematica, podem contribuir para
melhorar a aprendizagem dos alunos. Sendo assim, focando no problema de atencéo
do aluno para compreender e “fazer” matematica, bem como sua disposicdo para
entendé-la, apresentamos como alternativa nesta dissertacdo uma Oficina de
Matemética Experimental. Uma OME pode ser definida como:

Uma oficina de matematica experimental propicia um ambiente inovador de
ensino e aprendizagem de matematica cujos mecanismos se sustentam em
dois principios fundamentais; o de que a maneira mais eficiente de aprender
envolve a participacao ativa do aluno (aprender fazendo), e o de que o papel
do professor é o de orientar o aluno no processo de aprendizagem (professor
mediador). Nestas oficinas os alunos sdo confrontados com situagfes ou
problemas matematicos faceis de compreender e de interesse suficiente para
capturar sua atencao, mas muitas vezes dificeis de resolver. O aluno, sem
ser ciente desta dificuldade, se sente impelido a procurar por uma solugéo; e
€ nessa busca que acontecem os processos de aprendizagem e de

desenvolvimento das habilidades cognitivas.
(GOMERQO; SILVA, 2017, p. 2)

Consideramos que uma OME pode propiciar um ambiente adequado para
desenvolver o gosto pela matematica, assim como estabelecer uma via para
compreender definicbes, convengbes matematicas e fundamentacbes de
demonstra¢cdes matematicas complexas. Dessa forma, as OME’s podem colaborar no
intuito de alavancar a aprendizagem de matematica dos alunos brasileiros. Baseando-
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se nessas consideracoes, esta dissertagcao tem como proposta uma OME acerca de
topicos do conteudo Andlise Combinatdria, incentivando o aluno a extrair conceitos e
regras matematicas a partir de situacdées concretas. Abramovich e Pieper defendem
esse método de extracdo conceitual na Analise Combinatoéria ao afirmarem:
Combinatéria € um contexto apropriado para acomodar essa filosofia
instrucional. Por exemplo, que tipo de raciocinio combinatério esta por tras se
a pessoa esté classificando ou selecionando livros de uma prateleira? Como
€ que se distingue entre combinatéria de uma estante de livios e uma
combinacdo de fechadura ou de um telefone de tom? Enquanto essas sao
situacdes no mundo real com as quais os alunos estao familiarizados, eles
precisam de ajuda para reproduzir sentido da matematica que esta por tras

da realidade, de modo que possam extrair dela o conceito apropriado.
(ABRAMOVICH; PIEPER,1995, p.4, tradu¢&o nossa).

Na OME proposta, tentamos captar a atencao do aluno através de uma historia,
relacionada com seu cotidiano, que o desafia ao ponto de torna-lo sujeito ativo na
construcdo do conhecimento matematico, e evitando o caminho tradicional de pura
aplicacao de férmulas. Nesse sentido, concordamos, concordamos quando Katiane
Pereira (2016, p. 16) afirma:

Acreditamos que para despertar nos estudantes o gosto pela matematica é
preciso apresentar aos mesmos a “verdadeira matematica", mostrando o
quao interessante ela €, de modo a torna-la atraente. Para tanto, € necessario
que o professor trabalhe a disciplina de maneira diferente daquela praticada
nas aulas tradicionais, pois a “verdadeira matematica" pouco tem a ver com
decorar formulas, executar operagdes aritméticas ou realizar outras tarefas

rotineiras.
(PEREIRA, 2017, p. 16)

A proposta da nossa oficina, O Senhor das Senhas, baseia-se num ambiente
de jogo virtual no qual o aluno é desafiado a decodificacdo de uma senha. Com isso,
buscamos desenvolver, através da oficina, trés tépicos elementares da AC: a
utilizacdo do método recursivo para solucionar problemas, introdu¢do ao Principio
Fundamental da Contagem (PFC) e o entendimento da definicdo do fatorial de um

ndumero natural.
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2. CAPITULO 2 - A MATEMATICA POR TRAS DA OFICINA

Neste capitulo abordamos os contetdos que foram trabalhados na nossa OME:
o PFC, a Permutacédo Simples e o Fatorial. O capitulo traz informacdes técnicas e
demonstra¢cdes matematicas, mas ndo orientamos que, em nivel de ensino médio, tais
demonstracdes sejam apresentadas aos alunos com rigor matematico.

Enunciamos teoremas, mostramos exemplos de aplicacfes desses teoremas
e, ha sequéncia, os demonstramos. O capitulo € proposto para os profissionais que
desejam ter, juntamente com a oficina que apresentamos como anexo, a formalizagao
matematica de todo o conteddo abordado na OME.

Mais uma vez, orientamos que o trabalho com os alunos néo seja feito a partir
dos teoremas, mas sim, dos exemplos e suas consequéncias. Pois acreditamos na
necessidade do aluno ser motivado a fazer listagens das possibilidades de cada um
dos problemas, para que notem padrdes de contagens, bem como, a dificuldade de
fazé-las em alguns casos. Dessa forma, através do raciocinio recursivo, entendemos
gue o aluno possa ser capaz de compreender e até mesmo construir os contedados
abordados.

Inicialmente apresentamos algumas definicdes necessarias.

2.1 Definicdes Preliminares
Convencao:

Em nosso trabalho adotamos o Conjunto dos Numeros Naturais como sendo o
conjunto N={0, 1, 2, 3, 4, ... }. Todavia, € comum que o 0 ndo seja adotado como
elemento de N. A opcao por uma ou outra convencgao € uma questado de gosto ou de

conveniéncia.
Conjunto In
Chamamos In 0 conjunto dos numeros naturais de 1 até n, ou seja,

h={1,2,3,... nk
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Definigdo 1 — Conjunto Finito
Dizemos que X é um Conjunto Finito se for vazio ou se existirum n € N\ {0} e
uma bijecdo f: X — In. Se X # &, dizemos que n é o numero cardinal ou nimero de

elementos de X. Se X = &, dizemos que 0 € o numero cardinal de X.

Observacao 1: Em nosso trabalho, utilizaremos a notagéo #(X) para representar o
namero cardinal de X.
Observacéao 2: Dizemos que dois conjuntos X e Y tém a mesma cardinalidade quando

€ possivel estabelecer uma bijecdo entre X e Y.

Definigcdo 2 — Produto Cartesiano
Se A e B sao dois conjuntos ndo vazios, entdo o produto cartesiano entre tais

conjuntos é o conjunto AxB={x; y), xeA e yeB]/.
2.2 Principio Fundamental da Contagem (PFC)

Textos escolares que abordam AC costumam enunciar o PFC nos seguintes
termos informais: Considere um evento que consiste em escolher, sucessivamente,
um elemento de A e um elemento de B. Se ha n modos de escolher um elemento de
A e m modos de escolher um elemento de B, entdo h4 nm modos de fazer a escolha
sucessiva desses elementos.

Note que, escolher um elemento de AxB consiste em escolher um par de
elementos, sendo o primeiro desses elementos selecionado no conjunto A e, 0
segundo, selecionado no conjunto B. Assim, é facil notar que, se A e B s&o conjuntos
finitos, contar o total de pares ordenados de AxB equivale a contar as possibilidades
de escolher um elemento de A e um elemento de B. Logo um enunciado formal do

PFC é o seguinte.
Teorema 1 — Principio Fundamental da Contagem (PFC)

Se A e B séo dois conjuntos finitos e n&o vazios, entdo #(AxB)=#(A)-#(B)
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2.2.1 Exemplos de Aplicacao do PFC

Exemplo 1: Considere que Andréa possua 5 blusas de caracteristicas distintas e 2 calgas,
também de caracteristicas distintas. De quantos modos Andréa pode selecionar uma blusa e
uma calga, nessa ordem, para se vestir?

Solugdo: Vamos considerar B = {bi, bz, bs, bs, bs} o conjunto das blusas e

C ={c1, c2} o conjunto das calcas. Dessa forma, tabelando as possibilidades, temos:

Opcoes de calcas
C1 C2
Opcodes de blusas
b1 (b1; c1) | (b1; c2)
b2 (b2; c1) | (b2; c2)
bs (bs; c1) | (bs; c2)
ba (b4; c1) | (ba; c2)
bs (bs; c1) | (bs; c2)

Note, a partir da listagem das possibilidades, que ha 10 escolhas de pares em

possiveis para Andréa, em concordancia com o PFC.

Exemplo 2: Para acesso a fase 2 de um jogo de computador, um jovem necessita digitar um
algarismo seguido de um simbolo presente no jogo. Sabe-se que os algarismos sdo escolhidos a
partir do conjunto A = {1, 2, 3, 4} e os simbolos, a partir do conjunto B = { &, G, ). Suponha
que o jovem ndo saiba a senha e deseja testar, uma a uma, as possibilidades. Quantos testes, no
mdximo, o jovem deverd fazer?

Solugédo: Seguindo o raciocinio do exemplo anterior, vamos tabelar as possibilidades

de testes que o jovem devera fazer:

Opcobes simbolos
) G 3
OpcOes de algarismos
1 (1; @) (1 ¢)| (1 H
2 (2, @) (2, €) (2 5
3 Y RNCORNCHLY
4 4 @) 4 C)| 4w

Mais uma vez, analisando a tabela, observamos que ha 12 pares para serem

testados pelo jogador, em concordancia com o PFC.
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Exemplo 3: Considere o lancamento de um dado comum duas vezes sobre a mesa. De quantos
modos distintos podemos obter as faces voltadas para cima?

Solugédo: Considerando A={1,2,3,4,5,6}eB={1",2', 3,4, 5, 6’} os conjuntos das
possibilidades de numeros na face voltada para cima em cada um dos respectivos

langamentos, temos:

Opcdes no langamento 2
1’ 2 3 4 5’ 6’
Opcdes no lancamento 1

1 (1)1 (1:2)1(1;3) 1 (1;4) | (1;59) | (1;6)
2 @M [@2)[@3) [ @] @5)]@26)
3 (3:1)1(3:2) ] (3;3) | (3;4) | (3;5) | (3;6)
4 4 1) (4 2)](43) 4 4)| 45)]|46)
5 (5:1)[(5:2) [ (5:3)[ (5:4) | (5:5) | (5:6)
6 (6; 1) 1(6:2) | (6;3) | (6;4) | (6;5) ] (6;6)

Note, na tabela, que ha 36 pares possiveis para obter a partir de dois

langamentos do mesmo dado, em concordancia com o PFC.

2.2.2 Demonstracao do PFC
No que segue utilizamos #(A) = n e #(B) = m, onde n, m € N \{0}. Vamos mostrar
que existe uma bijecdo H: AXB — Inm mostrando que existem bije¢des F: AXB — InxIm
e G: InXlm — Inm € tomando H = GoF. Sabemos que existem bijecdes f: A — In e
g: B —> Im.
() #(AxB) = #(Inxlm): Afirmamos que a funcdo F: AXB — InxIlm que para cada
(a, b) € AxB associa o par F(a, b) = (f(a), g(b)) € InxIm € uma bijecéo. De fato,
F esta bem definida pois f(a) e Ine g(b) € Im, Va € Ae V b € B. Agora,
(a) F é injetiva: Dados os pares (a, b), (c, d) € AxB temos
F(a, b) = F(c, d) < (f(a), g(b)) = (f(c), 9(d))
< f(a) =f(c) e g(b) =g(d)
<a=c e b=d

< (&, b) =(c, d),
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Onde, na segunda e na quarta linhas, usamos o fato de dois pares ordenados
serem iguais se, e somente se, suas entradas correspondentes séo iguais, e
na terceira linha usamos a propriedade de f e g serem injetivas.

(b) F é sobrejetiva: Lembrando que f e g sdo sobrejetivas, dado (i, j) € InXIm

consideramos o par (a, b)=(f*(i), g™*(j)) € AxB. Note que

Fla b)=F(F (i), g (i))= () olo ()= )

(I #(InxIm) = #(Inm): Afirmamos que a funcéo G: I,xlm— I.m que a cada (i, j) € InXIm
associa o numero natural G(i, j) = (i— 1)m + j € Inm € uma bijecdo. De fato, note
qgue G esta bem definida, pois dado (i, ) € Inxlm, temos que 1 <i < n, assim
0<i—-1<n-1e,portanto, 0 < (i—1)m < (n—-1)m. Como 1 < j<m, somando
membro a membro estas duas desigualdades obtemos

1<G(@,))=@(-2m+j<(n—-21)m+m =nm,

isto &, G(i, j) € Inm. Agora,

(@) G é injetiva: Dados os pares (i, j), (", ) € InxIn tais que G(, j) = G(, ),
usando a definicdo de G, temos (i — 1)m + j = (' — 1)m + |, ou
equivalentemente, (i—i’)m = —j. Observe que j —j € um multiplo de m e
como |, j € Im, temos [ — j| < m — 1, assim, o Unico valor possivel, multiplo
de m,paraj—j€é€0.Dai,j—j=0ei-1 =0. Consequentemente, j=j e
i=i,istoé, (i,))=(@,]).

(b) G é sobrejetiva: Seja x € Inm. Como m = 0, pelo algoritmo da divisdo
euclidiana, existem Unicos g, r e Ntaisque x=gm+r,com0<r<m - 1.
Analisaremos em separado os casosr=0er > 0. Ser =0 temos x = gm.
Como x € Inm entdo gm € um multiplo de m que esté entre 1 e nm, dessa
forma, 1 < g <n. Assim, (q, m) € Ixxln e G(g, M) =(q—1)m + m=gm = X. Se
r>0,temosx=gm+r,coml<r<m-1. Comox € Imn €r >0, devemos
terO<g<n Assim,(q+1,rNelxlneG@+1,rnNn=((Q+1-1m+r=
gm +r=Xx.

O
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Outro modo de observar o PFC

Uma forma intuitiva e ndo formal de demonstrar o PFC, ou numero de

elementos do produto cartesiano entre dois conjuntos, é utilizando uma abordagem

mais visual, através de tabela.

Sejam A = {ai1, a2, as,

., ak} e B = {b1, bz, bs, ..

#(A) =k e #(B) = r. Fagcamos entao, a tabela de elementos de AxB.

, br}, dessa forma,

Elementos de B
b1 b2 b3 bra br
Elementos de A
a1 (a1; b1) | (az; b2) | (a1; ba) (@as; br1) | (az; by)
az (az; b1) | (az; b2) | (az; bs) (az; br1) | (az; by)
ak-1 (ak-1; b1) | (ak-1; b2) | (ak-1; b3) (ak-1; br1) | (ax-1; br)
ak (ak; b1) | (ax; b2) | (ax; ba) (ak; br1) | (ax; br)

Note que, em cada linha da tabela, todo elemento ai € A, 1 <i < k, possui r
correspondentes no conjunto B. Assim, o total de elementos de AxB € dado por:
#AxB)=r+r+r+...+r =kr. Como k = #(A) e r =#(B), temos:

k linhas da tabela
#(AxB)=#(A)-#(B) O

Este é um argumento convincente que pode ser mostrado aos alunos.
2.3 Permutacédo Simples
Definicao

Seja A um conjunto com n elementos. Uma permutacdo simples dos elementos
de A é qualquer n-upla formada com todos os n elementos de A. O total de
permutacdes possiveis com tais elementos é denotado por Pn.

2.3.1 Teorema 2 - Total de permutagfes de n objetos

Se um conjunto possui n elementos, n>1,entdo P1=1e Pn=n-Pn-1

22




2.3.2 Demonstracao do Teorema 2

Sejam M o conjunto das permutacdes de n — 1 elementos de um conjunto dado
e B o conjunto dos espacos onde pode ser inserido um novo elemento em uma das
permutagdes do conjunto M. Note que #(M) = Pn-1 e #(B) = n. Dessa forma, usando

o PFC, temos que Pn=n-Pn-1. [

2.4 Fatorial de um Numero Natural
Do teorema 2, temos:

Pi1=1

P2 = 2xP1= 2x1

P3 = 3xP2= 3x2x1

P4 = 4xP3 = 4x3x2x1

P10 = 10xPo= 10x9x8x7x6x5x4x3x2x1

Pn=n-Pn-1=nx(n-1)x(n - 2)...3x2x1.

Chamamos de fatorial de n ao produto n:(n — 1)-(n — 2)...3-2-1 e o denotamos por n!.
Segue que Ph=n!, n> 1.

Como 0 € N, é interessante que 0! também seja definido. Nesse sentido, adotamos
Po = 0! = 1. Observe que tal definicdo também faz sentido na equacao de recorréncia
da definicdo, pois Pn = n-Pn-1. Tomando n =1, como P1 = 1.-Pa-1), temos 1 = Po, e

dessa forma, a relacdo Pn = n! paratodo n € N.
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3. CAPITULO 3 - DA DEFINICAO DO TEMA A APLICACAO DA OFICINA

O estudo de Analise Combinatoria sempre me fascinou e intrigou. Ora pela
simplicidade de alguns célculos na resolucdo de problemas, ora pela complexidade
na interpretacdo dos mesmos. Por esses motivos, desde o inicio do curso no
PROFMAT, queria que o tema para minha dissertacdo fosse acerca de Andlise
Combinatoria.

Durante o 1° ano de mestrado esse desejo sobre o tema foi reforcado quando
cursei a disciplina Matemética Discreta. Utilizando o livro texto da disciplina, notei que
o programa do mestrado aborda o contetdo Analise Combinatoria tal como aprendi —
e continuo a aprender — em minha pratica docente: foco no principio multiplicativo,
poucas “formulas prontas” e apenas as definicdes necessarias. Por conseguinte,
induzindo o aluno ao raciocinio combinatério e desenvolvimento de padrbes proprios
para resolucao dos problemas.

Na sala de aula, ao longo de 18 anos de magistério, tenho percebido que, em
termos de Analise Combinatéria, quanto menos formulas e mais interpretacdes e
raciocinios, melhor o aproveitamento e entendimento do discente. Estava entédo
definido: o trabalho seria sobre o “descarte” da maior parte das férmulas prontas de
Combinatoria e do ensino mecéanico acerca do contetdo. So faltava definir como fazé-
lo e quem seria o orientador.

Em janeiro de 2016, durante o curso de resolucéo de problemas e preparacéo
para o Exame Nacional de Qualificacéo (ENQ), tive o prazer de ter o Professor Nestor
ministrando o curso de Matematica Discreta. Com didatica que segue a linha abordada
por mim em sala de aula e discursos que valorizam 0s raciocinios do aluno, tive a
certeza que ele poderia me orientar. Apos a formalizacdo da orientagédo, o professor
Nestor me convidou a conhecer o Projeto de Oficinas de Matematica Experimental
(POME), desenvolvido pela UESC em parceria com o Colégio da Policia Militar
Rémulo Galvao de llhéus (CPMRG). O POME esta sob coordenacdo do professor
German Ignacio Gomero Ferrer e conta com a participacdo de outros professores da
UESC entre os quais esta o professor Nestor. No POME os alunos do 6° ano do ensino
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fundamental do CPMRG participam de diversas oficinas sobre tépicos diversos da
matematica, ndo necessariamente de contetudos curriculares. Por exemplo, antes da
implementagcédo do POME, a aplicacdo da oficina Do Triangulo & Piramide de Pascal,
com alunos do 4° ano do ensino médio do Instituto Federal de Educacéo Tecnoldgica
da Bahia (IFBA), no Campus de Ilhéus-BA, a qual serviu como base para a construcao
da dissertacao para a conclusdo do PROFMAT, da professora Mariluce de Oliveira
Silva, sendo esta oficina a primeira que trabalhou os conteudos curriculares com
alunos em sala de aula. Dessa forma, a oficina O Senhor das Senhas, é a segunda
com as mesmas caracteristicas citadas.

Uma OME permite abordagens de conteddos matematicos — tratados no ensino
basico ou ndo — de forma atrativa e agradavel para o educando. Fiquei encantado com
a proposta de trabalho, visto que o aluno é participe ativo na construcdo do
conhecimento, e pode ser levado ao conhecimento de conteddos e/ou a capacidade
de desenvolvimento de problemas complexos “brincando” de fazer matematica.
Todavia, era necessario o conhecimento pratico de uma oficina, o que ocorreu em
agosto de 2016, quando assisti a aplicacdo de uma OME em salas do 6° ano do
CPMRG, dentro das atividades do POME, e sai de la decidido a fazer uma oficina,

gue seria aplicada em dois momentos, conforme pode ser observada na figura abaixo:

3. Acdes a serem desenvolvidas

3.1. Do principio multiplicativo ao Fatorial (Encontro 1 — Parte1)

3.1.1. Introducéo ao método recursivo para principio multiplicativo;
3.1.2. Introducdo ao conceito de permutacdo simples;
3.1.3. Definicdo de Permutacdo Simples

3.1.4. Definicdo de Fatorial;

3.2. Permutagdo com elementos repetidos (Encontro 1 — Parte2)

3.2.1. Introducdo a ideia de como ‘“retirar os excessos” da permutagdo
simples em relacéo & permutacéo com repeticdo;

3.2.2. Definicdo de permutacdo com repeticéo;

3.3. Combinag¢do Simples ou Permuta¢cido com Repeticao? (Encontro 2)
3.3.1. Estabelecer a selecdo de subconjuntos de um conjunto ao conceito de
Combinacéo simples;
3.3.2. Definir Combinagédo Simples;
3.3.3. Associar o estudo da combinagdo ao estudo das permutagdes com
repeticBes.

Figura 1 - Parte da proposta inicial da oficina apresentada
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Entretanto, a proposta inicial ainda estava muito técnica, contendo abordagens
diretas e sem nenhuma motivacdo para que o0s participantes se dispusessem em
desenvolvé-la. Ao envia-la ao meu orientador, ele sugeriu que separassemos a oficina
em trés e, o0 mais importante, que buscasse um contexto para utilizacdo do titulo O

Senhor das Senhas. Conforme exposto na figura abaixo.

41.3. Agobes a serem desenvolvidas em 3.3
4.1.3.1. Peca para que os alunos listem todos os 8 oito subconjuntos de
um conjunto de trés elementos e, em seguida, utilize, por exemplo,
trés interruptores de lampadas para explicar os modos de iluminar a
sala. expliqgue que, nesse caso, as luzes apagadas estariam
associadas ao conjunto vazio;
4.1.3.2. Sugira a formacéo de coédigos no sistema binario. Tais como:
100111(dois 1's e quatro 0's), em seguida associe com a combinacéo de

6 elementos tomados 4 a 4(sem citar o termo combinacéo) diga que o 1

representa o elemento presente e o zero representa o elemento ausente.

Discuta os codigos e possibilidades com os alunos. Nestor Castaiieda Responder X
Acho que o mais adequado seja [
separar em trés oficinas: O Senhar
das Senhas |, O Senhor das Senhas Il

@ e O Senhor das Senhas Ill. E possivel
contextualizar o titulo da oficina no

decorrer dela?

Figura 2 - Sugestéo do orientador para a melhoria da oficina

A primeira ideia para a criacdo e aplicacao da oficina mostrou que eu ainda era
inexperiente em como desenvolvé-la. Apds acatar algumas sugestdes, decidi separar
as oficinas em trés, com os titulos abaixo:

1. Do Principio Multiplicativo ao Fatorial — O Senhor das Senhas;
2. Permutacdo com Elementos Repetidos;
3. Combinagéo Simples associada ao Codigo Binario.

A primeira oficina, Do Principio Multiplicativo ao Fatorial, abordaria o raciocinio
recursivo, inicialmente através de listagens, para formacéo de padrdes de contagem.
Tal oficina seria a “mola mestra” no intuito de desenvolver o raciocinio combinatorio
dos participantes, bem como fundamentar as definicbes primarias da Andlise
Combinatdria. Nesse sentido, visamos uma oficina na qual o aluno seria 0 precursor
de seu proprio conhecimento, estabelecendo intuitva e manualmente o

desenvolvimento do Principio Fundamental da Contagem.
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A segunda oficina, Permutag&do com Elementos Repetidos, visaria a retirada de
excessos na contagem, estabelecendo exemplos nos quais o aluno trabalharia com
conjuntos de palavras as quais possuiam letras repetidas.

A terceira oficina, Combinacao Simples associada ao Cédigo Binario, seria uma
aplicacdo da permutacdo com elementos repetidos associada ao cédigo binario.

Apo6s definidos os temas das oficinas iniciei a elaboracdo das mesmas,
entretanto, apesar de minha préatica docente e do conhecimento de perguntas
frequentes feitas pelos alunos sobre Analise Combinatodria, as primeiras versdes das
oficinas foram superficiais e mecanicas. Basicamente as oficinas eram resumidas em
alguns nomes proprios e a orientacdo para que os participantes da oficina listassem

todos os anagramas possiveis para tais nomes, conforme Figuras 3 e 4.

4, Atividades a serem desenvolvidas

4.1.Entregue a cada grupo quatro fichas, uma de cada tipo,

4.2. Solicite que cada aluno do grupo se responsabilize pela listagem de todas as
senhas possiveis de serem formadas com a permutacéo das senhas contidas
na ficha que sera entregue a ele.

4.3.Depois de preenchidas as fichas, peca para gque cada grupo desenvolva um
método de contagem das senhas, sem que seja necessario lista-las.

5. Orientagoes

5.1.Cada aluno, dentro do grupo, deve receber as trés senhas chaves e,
individualmente, ter a responsabilidade de lista-las. No entanto, caso haja
dificuldade para fal listagem, n&o explique como fazé-la, apenas permita que
outros colegas do mesmo grupo deem ideias de listagens.

5.2.0 aluno deve comecar a listagem sempre pela senha com menos letras para,
a partir dessa, desenvolver o raciocinio de listagem das demais.

5.3.E notdvel que, a partir da senha com 5 letras, a dificuldade de listagem seja
notada. Nesse momento, sugira que cada grupo estabeleca um meétodo para
“contar” as senhas, sem necessidade de lista-las;

5.4_Entre os alunos do grupo deve haver discussées de como obter o total de

senhas, sem a necessidade de lista-las.

Figura 3 - Parte da 22 pagina da proposta da oficina O Senhor das Senhas
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SENHA: AR

SENHA: LUAN

SENHA: ALINE

Figura 4 - Parte do anexo 1 da proposta da oficina O Senhor das Senhas

Como pode se ver nas figuras, mesmo apoés as orientacdes e intervengdes do
meu orientador, as primeiras versfes das oficinas ndo estavam de acordo com o
ambiente que uma OME prop®e gerar, pois ndo havia uma motivagcdo nem uma estoria
que induzisse o participante da oficina a desenvolvé-la e vivencia-la. Essa falta de
ensino com sentido para o aluno ficou evidente quando fiz a apresentacdo do piloto
da oficina aos professores Nestor, German e Carlos Bido (que também faz parte do
POME). Na oportunidade fui indagado pelo professor German:
- Vocé parte do pressuposto que o aluno ira gostar de fazer isso?
Entéo, inocentemente, respondi:
- Nao, eles nao irdo gostar, mas fardo, pois eu lhes pedirei que o facam.
Nesse pequeno dialogo ficou claro que eu ainda ndo havia entendido o
propésito da OME: O aluno deve sentir-se tentado a busca de solucdes de problemas,
as vezes complexos, e, nessa busca, o desenvolvimento cognitivo € feito de forma
natural e agradavel. Fui orientado a pensar numa estéria que fascinasse 0s
adolescentes e os impelissem a busca das solugfes, pois conforme Duro e Becker:
No momento em que o aluno se sente provocado por determinado problema
ou situacao, pode-se dizer que se ligou o motor da aprendizagem. S&o essas
situacdes conflituosas que tendem a mobilizar o interesse do educando para
aprender. Quando entra em conflito cognitivo, o sujeito se abre para um mundo

de novas descobertas. O conflito cognitivo instaura um campo de significado.
(DURO; BECKER, 2015, p. 878)

28



Por isso, era necessario “entrar na mente” de um adolescente no intuito de
estabelecer uma oficina que propiciasse prazer para o participante. Nesse sentido,
apos a apresentacao piloto, voltei para casa pensando em elaborar uma estéria que
prendesse a atencdo dos alunos. As diferencas entre a verséo inicial da oficina e a
versédo final aplicada podem ser observadas nos Anexos 1 e 2, onde ambas seréo
apresentadas.

Também na apresentacdo piloto definimos que a oficina Do Principio
Multiplicativo ao Fatorial, apos reformulada e adaptada, contemplaria os fundamentos
do raciocinio combinatério. Haja vista entendermos que se o aluno desenvolve
corretamente o PFC e o fatorial, entdo sera capaz de enxergar o estudo das
permutacdes com elementos repetidos, bem como a combinac¢do simples, como
consequéncias e aplicacbes do PFC. Entretanto, sabemos que as aplicacdes das
combinacdes simples sdo bastante usadas em problemas do ensino médio. Por isso,
deixamos a oficina Combinacao Simples associada ao Cédigo Binario como sugestédo
para o futuro.

ApoOs as criticas construtivas e decisbes tomadas na apresentacdo piloto,
busquei sugestdes de pessoas ndo muito ligadas a matematica: Minha esposa, meu
filho e, principalmente, alguns alunos do 2° ano D do ensino médio do Colégio Galileu.
De maneira informal e descontraida, conversei com essas pessoas e colhi delas
informacdes relevantes as quais eu pudesse utilizar na constru¢do da estoria que

constaria na oficina. Segue abaixo a estéria:
O Senhor das Senhas: A Estéria

O jogo Galileu’s, criado pelo mega-hiper-super programador de  jogos,
- professor Vinicius - € um jogo de estratégia, em 12 pessoa, no qual o jogador deve vencer adversarios
diversos, desde monstros até zumbis.

Para, posteriormente, ter acesso rapido a fase o jogador recebe um cddigo de acesso (ao final
de cada fase) formado por n caracteres distintos, sendo n a fase que o jogador acabou de concluir. Por
exemplos:

v" Nafase 1, o cédigo tem 1 caractere;

v" Nafase 2, o codigo tem 2 caracteres distintos;

v" Na fase 3, o codigo tem 3 caracteres distintos;

v' E assim, sucessivamente.
Alexandre € viciado no jogo e ja passou por algumas fases de Galileu’s, porém esqueceu de anotar o
cédigo da fase 7, lembrando-se, apenas, que o codigo é formado por uma das disposi¢des dos simbolos
@, VYV, G, 7 < &, O, semrecordar a ordem correta. Alexandre resolveu testar, um a um, cada um dos

codigos possiveis, e para isso, gasta em média 20 segundos para cada teste.
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A empreitada de Alexandre seria “tranquila” ndo fosse a sua namorada. Sim, ha uma namorada
nessa histéria, chama-se Jel.
Jel tem programacéo para um encontro entre os dois, por isso foi curta e direta com Alexandre
sobre o tempo que ele gastaria nessa brincadeira, bem como possiveis punicdes:
v' Se demorar até 10 horas para encontra-la, Jel deixara de beija-lo por dois dias;
v' Se demorar entre 10 e 20 horas, Jel irdé com as amigas a praia e vestira “aquele biquini” que
Alexandre ndo gosta que ela vista quando nao esta com ele;
v' Se demorar mais que 20 horas, Jel ndo dara a Alexandre o presente que havia prometido.
Vocé seria capaz de saber qual punicdo Alexandre levara?

Vamos investigar quantos cédigos Alexandre tera que testar?

Apbs a construcao da estéria, definimos as datas das aplicacbes para os dias
5 e 6 de outubro de 2016.

E possivel ver na estéria que a ideia era “listar’ todas as senhas possiveis
permutando 7 simbolos entre si, para depois calcular o tempo gasto para fazé-lo.
Sabendo da dificuldade dos alunos conseguirem tal feito, orientamos que fizessem a
listagem desde a situagcdo com o conjunto contendo apenas 1 simbolo (exemplo ja
posto na tabela entregue aos alunos), até o conjunto contendo os 7 simbolos em
guestdo. O objetivo final era a contagem das senhas, ndo simplesmente a listagem,
por isso solicitamos que os alunos investigassem padrdes para a contagem. Conforme

podemos ver na Figura 3.

Dicas:
Tome as letras A, B, C, D...... para facilitar suas listagens iniciais.
O objetivo nédo é a simples listagem, assim que perceber um padréo para a confagem

das senhas sem gque tenha gue Jistd Jas, discuta com os colegas do grupo. Dai vocé sera

capaz de projetar quantos codigos Alexandre tera que testar.

FASE1: ©
L © |

Fase1: 1 cddigo para teste

FASEZ: ©
[eY [ Ve |

Fase2: 2 cédigos para teste

FASE3: @ Y C

Fase 3: c6digos para teste

Figura 5 - Parte das tabelas disponiveis para listagem na oficina.
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Com a estoria encaixando na rotina diaria dos adolescentes, deu-se entdo uma
disputa entre eles para ver quem acertaria primeiro o tempo gasto pelo personagem
da estéria. Para isso, sugerimos a utilizacdo de simbolos conhecidos dos
participantes, conforme observamos na Figura 5. Na versao inicial da oficina existiam
orientacdes para listagens de senhas nas tabelas, mas sem nenhuma motivagao para
tais listagens. Note que essa exigéncia néo foi retirada da verséao final da oficina, sé
gue agora, depois da leitura da estoria construida a partir de ideias de alguns alunos,
a disposicéo para a elaboracéo de listagens passou a ter sentido para eles.

Em geral, ap6s a aplicacdo de uma OME, é possivel notar a necessidade de
algumas modificagdes ou melhorias. No nosso caso, isso é relatado na seguinte
secao.

E pertinente apontar que a euforia decorrente da motivacdo do aluno em
resolver o problema proposto através da histdria ndo deve ser coibida, sempre que o
foco da atividade ndo seja perdido. Também, recomenda-se nao dar explicacbes
longas, pois a mediacao deve ser feita de modo a nao retirar dos alunos o papel de
construtores do proprio conhecimento. Podemos perceber algumas dessas
orientacdes no trabalho de Luciene Liger (2017, p. 20) e concordamos quando a
mesma afirma:

Como nas oficinas se procura a construcéo coletiva do conhecimento, as
explicagbes devem ser curtas, para que assim o aluno possa chegar as
conclusBes por ele mesmo, em discussdes com o grupo. Para manter uma
“desordem produtiva", deve-se manter todos os alunos ocupados e respeitar

o0 tempo dos grupos nas mesas, por ultimo, deve-se ter uma boa logistica.
(ARAUJO, 2017, p. 20)

Na sequéncia relatamos a aplicacdo da oficina apontando fatos relevantes
observados.

3.1 Um Relato da Experiéncia

A OME O Senhor das Senhas foi aplicada nos dias 5 e 6 de outubro de 2016,
com as turmas do 2° ano do ensino médio do Colégio e Curso Galileu, em Itabuna. Ao
todo foram 199 patrticipantes, divididos em 4 turmas: 45 alunos no 2° A, 54 alunos do
2° B, 55 alunos do 2° C e 45 alunos no 2° ano D. Em cada sala, os alunos foram
divididos em grupos contendo 4 pessoas (podendo haver grupos com 5 pessoas) e 0s
grupos foram organizados em circulos. A discusséo interna no grupo foi permitida

desde o inicio da oficina, dessa forma os alunos poderiam compartilhar raciocinios.
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Apéds 35 minutos de aplicacdo a discussao foi aberta entre os grupos e foram colhidas,
entre todos os alunos, as ideias de contagens obtidas por eles. O tempo total da
aplicacao da oficina foi em torno de 50 minutos. Em geral o método recursivo foi usado
por todos 0s grupos e, a partir das suas conclusdes sobre as permutacdes possiveis
para as senhas, foi apresentada a todos a definicdo do fatorial.

No dia 5 de outubro a oficina foi aplicada apenas na turma B, com o material
contendo algumas diferencas daquele que foi usado no dia 6 de outubro. Apos a
aplicacao da oficina, nos dias 5 e 6 de outubro de 2016, a anélise das anotacfes dos
alunos nos permitiu evidenciar varios fatos relevantes, alguns dos quais séo listados

a sequir.

a) A apresentacdo dalistacom as senhas contendo 1 e 2 caracteres, no material
entregue aos alunos, interferiu de forma positiva nas conclusdes dos alunos.
No dia 5 de outubro, primeiro dia de aplicacdo, o material foi entregue aos
participantes contendo apenas 0sS espacos para listagens a partir das senhas

formadas com trés simbolos, ndo havendo dicas para listagens, conforme se vé na

¥ Se demorar para encontra-la até 10 horas. Jel deixara de beija-o por dojg iy,

¥ Se demorar entre 10 e 20 horas, Jel ird com as amigas 4 praia e vegy,, \
"aquele biquini” que Alexandre ndo gosta que ela vista quando Nao esta con,
ele;

¥ Se demorar mais que 20 horas, Jel ndo daré a Alexandre o presente que havia
el P

Prometid
fomtae 22,53
" ] 7y e
loc seria capaz de saber qual punicao Alexandre levara? 2 } xh
Vamos investigar quantos codigos Alexandre tera que testar? -
) 120 NS
90120 4
as =
(f\;m; )
© X 20 prand®
FASE3: & 7\ G| l00R 000 e me
£ : - v
| _hec | cea BeA ace cAB B8aC | I8k,
| | |
| I | o
| T
| \ I 1
I \ A S

L [
FASE4: © Y C %
[amcb | avec | DAce | BDCA | ¢eDA |DBAC
rlAﬁBﬁ__‘»AbC& ECAD | CABD  CDAB [DBCA
hcoB | BACL | BCDA | CATE  CDEBA ’DCME

[acep | &hoc [ Boac [CEAY Thasc | DeeA |

Figura 6 - Parte da Pagina 2 da oficina aplicada no dia 5 de outubro de 2016

No dia 6, a pagina 2 da oficina continha os espacos e as listagens das primeiras
senhas, para a fase 1 e a fase 2. Note, na Figura 5, que ha dicas antes das tabelas
dispostas para a listagem das senhas e também existem as tabelas com as senhas
geradas utilizando apenas um simbolo e com as senhas geradas utilizando dois

simbolos.
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Entre os dias de aplicagOes, a alteracéo foi feita no material pois, apesar de
termos apresentado para os alunos os exemplos da Fase 1 e da Fase 2 no quadro,
notamos que 0os mesmos néo fizeram uma boa associacdo do método recursivo com
as duas primeiras fases, haja vista que fixavam os olhares no material entregue em
maos, fazendo pouco uso do exposto em quadro. Essa diferenca entre os materiais
usados nos dias 5 e 6 trouxe resultados diferentes, o que ficou evidente com o fato de
maioria dos alunos do 2° ano B do Colégio Galileu — turma piloto da aplicacdo — ter
listado em maior quantidade as senhas da Fase 5. Todavia, apesar de gastar mais

tempo nas listagens, muitos foram capazes de fazer a associagdo recursiva entre as

fases 3,4 e 5.

b) O método recursivo surge naturalmente no raciocinio dos alunos

O método recursivo foi usado de forma natural pelos alunos e a construcao
cognitiva com elaboracao de suas “préprias formulas” foi recorrente nas anotacgdes.
De forma positiva, notamos que a maioria dos alunos, exceto os alunos da Turma B,
perceberam o padrdo ja na listagem das senhas formadas com o conjunto contendo
4 simbolos. Dessa forma, cerca de 60% dos participantes da oficina ndo iniciaram a

listagem das 120 senhas da fase 5, visto que o padréo havia sido notado, conforme

podemos observar em algumas situacdes a seguir:
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FASES: @ ' G wm %

sz |svza |
zu13 |23 L

Fald8*in]

e DB

ECpn

.l D

LB

[

14)

| R

[0 a

Fase4: )4 codigos para teste

A B o b &
FASES: @ % G &

lppoont 1 Frge pacRith « N on P

Qi wpoL|

Sol o

1680 {60
AT 1

- ‘ - _
L l «,j ABC e MBoce PRose gReen ‘#
—— —
——— — - |
| | L
F | \ \ | |
L |
— 1% = .
! | ‘
I — | ]
— | — !'
| \ i |
,‘ | | | —
Fase5: /20 cbdigos para teste 'JZGU "Iz0 i(’)“‘i ’j—; | 4‘
. <2 Towolo \
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Figura 7 - Os alunos notam o padréo de contagem e dai sdo capazes de projetar quantidades das

senhas de fases posteriores
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c) Os alunos entenderam que, além da simples listagem das senhas, a obtencéo

de um padrao para a contagem era o objeto final do processo de listagem.
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Figura 8 - Listagens totais ou parciais das 120 senhas da 52 fase do jogo, todavia acompanhadas dos
padrdes de contagens observados.
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d) Contato prévio com Analise Combinatoria interferiu negativamente.

Alunos que, de alguma forma, tiveram contato com Analise Combinatoria antes

da aplicacao da oficina ndo se empenharam na listagem e apresentaram dificuldades

para aplicar o método recursivo.

Como professor dos alunos aos quais eu apliquei a oficina, essa prévia
exposi¢do ao tema do modo tradicional poderia ser encarada como obstaculo no
desempenho do aluno na oficina, todavia a analise dos dados desses alunos é usada
de forma positiva em nosso trabalho uma vez que, posteriormente a aplicacdo da
oficina, alguns desses alunos se mostraram mais abertos a abordagens em sala de

aula acerca do contetdo que ja haviam visto em cursos de reforgos. Em geral a fala

era parecida com: “Ah, entédo é por isso que se pode “iss0” nesse exercicio”.

Apenas 5 alunos afirmaram ja ter estudado previamente o conteudo e podemos
notar que, durante a oficina, tais participantes tentaram “adivinhar” do que se tratava
o trabalho e, nesse sentido, acabaram nédo participando da forma que 0s outros o
fizeram (listando a senhas e observando padrdes). Todavia a acdo desses alunos néo

foi reprimida nem ignorada, visto que acabaram contribuindo posteriormente na

abordagem do contetdo.

biquin® que Alexandre néo gosta que ela vista g
prometido.

Voct seria capaz de saber qual punigéo Alexandre levard?
Vamos investigar quantos codigos Alexandre tera que testar?

Dicas:
Tome as letras A, B, C, D...... para facilitar suas listagens iniciais.

capaz de projetar quantos ¢ddigos Alexandre tera gue testar.

FASE1:
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¥'Se demorar mais que 20 horas, Jel ndo daré a Alexandre o presente quis:f

O objetivo nao é a simples listagem, assim que perceber um padrio para a gontagem
das senhas sem qup tenhn que listé-las, discuta com os colegas do grupo. Dai vocé serd
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Fase 5: codigos para teste

Figura 9 - AnotagcBes de um aluno que afirmou que havia estudado previamente o contetdo da oficina.




e) Alguns participantes foram capazes de listar, perceber o padréo e, de forma
indireta, “definir” o fatorial.

O apice da aplicacdo da oficina se deu quando notamos que alguns alunos

foram capazes de estabelecer o método de contagem das senhas desde a Fase 1 até

a Fase 7, relacionando todas entre si e, portanto, alcancando a ideia do fatorial.

Voo seria capaz de saber qual punicio Alexandre levard? FASE 4: 2} ‘%{‘ (é ;
vamos investigar guantos codigos Alexandre tera que testar? _oeE i ! B
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Figura 10 - A aluna reconhece o padrdo de contagem e estabelece o fatorial.

3.2 “Finalizando” a Aplicacao da Oficina

ApOs perceberem o padrao de listagem, boa parte dos alunos ficou em euforia,
as calculadoras foram entregues aos grupos e uma pergunta foi feita:

“Se existisse a Fase 20, quantas senhas Alexandre listaria, no maximo, para obter a
senha correta da fase? ”.

De forma rapida os alunos tomaram as calculadoras em maos e iniciaram as
contas, todavia, ja na fase 12 os digitos possiveis da calculadora acusaram erro de
calculo — o numero era demasiadamente grande. Nesse momento afirmamos que uma
calculadora cientifica seria capaz de nos dizer o valor, porém o interesse primario era
mostrar-lhes que, mesmo reconhecendo o padrdo de contagem, a conta nao era
pequena e até mesmo a escrita do produto 1x2x3x4x...x19x20 era demorada, nesse

sentido, historicamente, deu-se a necessidade de uma notacéo para o produto.
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Nesse momento da oficina foi apresentada a definicdo recursiva de
permutacdo, bem como a notacdo do fatorial de um numero natural n, n = 1. Foi
agradavel perceber os alunos entendendo o sentido de uma definicdo matematica,
afinal a matematica tem regras e simbolos gerados, em sua maioria, a partir de
acordos e convengdes.

Posteriormente, foi explicado o sentido de definir 0! = 1 sem maiores problemas

para aceitacdo da sua definicao.
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4. CAPITULO 4 - CONCLUSOES E CONSIDERAGOES FINAIS
4.1 Conclusdes

Ao final desta dissertacao é dificil apontar um dado néo relevante ou negativo
no trabalho desenvolvido. A priori, apesar da minha experiéncia de 18 anos em sala
de aula, imaginei que a pesquisa e aplicacdo da OME nao encontraria nada distinto
do que ja tinha visto e/ou trabalhado em sala de aula. Entretanto, a descoberta feita
por mim, no trabalho com a OME, foi que os discentes mostraram-se mais dispostos
apos terem participado dela. O processo de construcao cognitiva, a partir de suas
proprias ideias, e a liberdade para perguntar, sugerir e concluir sobre o contetdo
abordado nas aulas seguintes foram 0s pontos positivos que mais me agradaram.
Apos a participacdo na OME o aluno sentiu-se mais a vontade comigo, quebrando o
paradigma do professor ser o Unico detentor do saber dentro da sala de aula. Contudo,
h& outros pontos positivos na OME que posso destacar:

(@) O aluno sente-se formador da matematica, elaborador de contetdo e peca util
na engrenagem do processo de ensino-aprendizagem;

(b) A atividade em grupo expde, entre os participantes, ideias inicias distintas (em
alguns casos) com resultados finais idénticos. Dessa forma, ajudando o
docente a formalizar a melhor “regra”, o melhor acordo matematico para tal
finalidade;

(c) Na sequéncia do conteudo, a abordagem de topicos mais complicados torna-
se agradavel para os alunos, pois deles ja se obteve atencéo e disposicao para
aprender;

(d) O profissional que aplica a oficina é capaz de “entrar na mente do aluno”, vendo
suas abordagens e métodos de elaboracdo do pensamento. Sendo assim, ele
€ capaz de colher desses alunos ideias que podem ajudar as futuras aplicagdes
da OME.

(e) Quando um aluno tem uma ideia equivocada em uma OME sobre algumas
construgbes matematicas que ndo sdo validas em todos os casos, ndo é
indicado refuta-la imediatamente, na medida do possivel, dialogando com o
aluno, é interessante que ele consiga perceber onde ha a falha e,

38



eventualmente, pensar numa nova solucéo para o problema. Esse tipo de
andlise de validade ou ndo de regras matematicas € crucial para que o aluno
entenda uma definicdo matematica.

(f) O trabalho manual, “chato” e cansativo - em alguns pontos da oficina - mostra
ao aluno que férmulas néo séo inventadas, mas sim, descobertas. E o prazer
dessas descobertas € capaz de tornar o desenvolvimento da pesquisa num

sacrificio que vale a pena.

N&o tenho duvidas que, assim como notei desenvolvimento diferenciado na
aprendizagem dos educandos, aprendi muito vendo-os fazer mateméatica. Anexamos
ao final do trabalho toda a estrutura da oficina, para que outras pessoas possam
entender o mecanismo de aplicacéo e elaboracdo da mesma. Assim, eles também

poderdo desenvolver melhorias na oficina ou mesmo criar suas préprias.

4.2 Principio Multiplicativo Generalizado

Esse ndo era o objetivo primario da oficina O Senhor das Senhas, mas
gostariamos de salientar que o principio multiplicativo pode ser abordado com a
escolhas de n-uplas ordenadas, ndo apenas com pares ordenados. A seguir

destacamos trés exemplos utilizando o PFC generalizado.

Exemplo 1: Bianca dispoe de 2 pares de sapatos, 4 calgas e 10 camisas de modo que todos os
objetos tém caracteristicas distintas entre si. A pessoa deseja escolher um conjunto para se vestir
e, para isso, deve escolher um par de sapatos, uma cal¢a e uma blusa, nessa ordem. Nessas
condigoes, de quantos distintos a escolha dos trés objetos podera ser feita?

Solucdo: Seja o evento que consiste da escolha dos trés objetos e E o conjunto das
possibilidades de uma das escolhas desse evento. Vamos considerar 0s conjuntos de
possibilidades A1 (escolher o par de sapatos), A2 (escolher a calca) e As (escolher a
blusa). Dessa forma, temos:

#(A1) = 2, #(A2) = 4 e #(As) = 10

Usando o PFC generalizado, temos que o total de escolhas possiveis para Bianca é
2x4x10 = 80.
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Exemplo 2: A tela de desbloqueio de um smart phone possui 6 barras verticais que acendem de
forma independente quando sio tocadas. Um codigo de acesso para esse smart phone possui
desde todas as barras apagadas até todas as barras acesas. Para desbloqueio, o usudrio digita o

codigo e, depois, clica no botdo desbloquear.
Observe dois exemplos a seguir:
\ J \ J
Y Y

Foram clicadas as barras Foram clicadas as barras
“2”, “4” e “5” 1 e 2

Com base nas informagoes anteriores, antes de clicar a tecla desbloquear, qual o total de codigos

possiveis para desbloqueio do smart phone?

Solucédo: Note que para cada barra ha duas decis6es que podem ser tomadas: clicar
ou nao clicar. Para essas tomadas de decisfes, vamos associar 0S conjuntos
A1 =A2=A3=A4=As=Aes ={0, 1}, de modo que o elemento 0 equivalha a opcdo de
nao clicar na barra e elemento 1 equivalha a opcao de clicar na barra. Dessa forma,
N(A1) = n(A2) = n(As) = n(A4) = n(As) = n(As) = 2. Assim, usando o PFC generalizado,
temos que o total de senhas que podem ser formadas para o smart phone €

2X2x2x2x2x2 = 64.

Exemplo 3: Considere o conjunto A = {a1, az, as, a4, as, as}. Quantos subconjuntos o conjunto
A possui?

Solucédo: Utilizando raciocinio analogo ao exemplo anterior, vamos associar as
decisbes possiveis de serem tomadas para cada um dos elementos de A aos
conjuntos A1 = A2 = As = A4 = As = As = {0, 1}, de modo que 0 equivalha a né&o inserir
o elemento a; no subconjunto que sera criado e 1 equivalha a inserir o elemento a; no
subconjunto que sera criado. Dessa forma, usando o PCF generalizado, temos que 0

total de subconjuntos do conjunto A é 2x2x2x2x2x2 = 64.
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4.3 Sugestdo de tema para uma OME
O Cdbdigo Binario e as Combinag¢des Simples

E possivel um professor de matematica com o minimo de experiéncia, dizer
gue os dois ultimos exemplos tém o mesmo peso didatico em sala de aula ou dizer
gue os exemplos sao iguais entre si. Entretanto, sera que para o discente eles sao
iguais?

- N&o!

Minha experiéncia docente me leva a concluir que o estudante ndo enxerga
estes dois exemplos da mesma forma. Pois, no momento tecnolégico no qual vivemos,
€ provavel que o aluno se interesse mais em saber quantas senhas ele podera criar
para o seu telefone do que, simplesmente saber o nUmero de subconjuntos de um
conjunto. Assim o aluno pode ser motivado a resolucéo do problema do smart phone
por curiosidades sobre algo que ele utiliza todos os dias. Nesse sentido, concordamos
com Polya (1995, p.3) quando afirma

E uma tolice _responder uma pergunta que ndo tenha sido
compreendida. E triste trabalhar para um fim que ndo se deseja.
(POLYA, 1995, p.3)

A ideia de utilizar o conjunto {0, 1} para problemas do PFC, nos quais as
escolhas sejam associadas a presenca ou ndo de um elemento num subconjunto,
pode ser uma boa metodologia para que o aluno entenda a no¢géo do conjunto vazio.
Imaginamos que no exemplo do smart phone, haja uma excelente opcao para tal
aplicacao. Para isso, é necessario que o aluno seja capaz de associar 0 conjunto vazio

ao codigo binério 000000, equivalente a senha sem nenhuma barra clicada (veja na

0000

Nenhuma barra clicada

figura abaixo).

Também acreditamos que, apés o aluno aprender a calcular o niamero de
permutacdes com repeticdes, o codigo binario possa ser associado ao estudo das

Combinagbes Simples. Assim, sugerimos uma OME com esse tema, visto que
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incialmente pensamos em aplici-la, mas decidimos deixa-la como opcao para algum
profissional que queira desenvolvé-la.
A ideia primaria da oficina pode ser observada em parte da proposta inicial que

tinhamos para sua aplicacao:

4.5.Defina Combinacéo Simples
4.6.Faca associacio do nimero de combinacdes de n elementos, tomados p a p,

P.q
Cn, p , com o nimero de permutacées P, ondep+q=n

5. Orientagoes

5.1.Caso o aluno néo consiga entender o enunciado de algum exercicio, n&o o
explique, oriente que entre os colegas do grupo haja uma definicdo do que
deva ser feito.

5.2.Faca associacbes do 0 e do 1, do cédigo bindrio, com a presenca ou néo de
determinado objeto em determinados tipos de subconjuntos.

Observe: Do conjunto {a, b, ¢, d, e}, selecionar subconjuntos com 3
elementos pode ser associado ao codigo 10110. Nesse cddigo especifico,
estabeleca a relacéo com subconjunto {a, ¢, d}.

Figura 11 - Parte da 22 pagina da proposta da oficina Combinacéo Simples associada ao Cadigo Binério

4.4 Consideracgdes Finais

Sobre os temas especificos que trabalhamos, o PFC e o fatorial, fazemos
algumas observacoes:

(a) Aconselhamos o teste com essa mesma oficina, ou com outra que levasse a
construcdo de padrbes e/ou férmulas, numa série do 9° ano do ensino
fundamental. Ainda que seja aplicada a titulo de curiosidade, a aprendizagem
do aluno acerca dos acordos e definicbes matematicas possivelmente ajudaria
os professores das disciplinas Quimica e Fisica da mesma série, uma vez que,
no 9° ano a quantidade de férmulas transmitidas aos alunos aumenta.

(b) A segunda oficina, citada no Capitulo 3 - Permutacdo com repeticdo — foi
idealizada, mas ndo aplicada, no intuito de desenvolver o raciocinio do
participante para utilizar na oficina 3.

(c) A terceira oficina, citada também no Capitulo 3 - Combinacdo Simples
associada ao Cdodigo Binario — é uma sugestdo de trabalho para explicar
combinacdo Simples a partir da Permutacdo com Repeticdo. Na figura 11,

mostramos a ideia primaria da oficina.
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(d) Na medida do possivel, desafie os alunos a criarem problemas e a soluciona-
los no coletivo. Para isso, oriente-os na formacgéo gramatical do enunciado dos
exercicios, afinal a minha experiéncia mostra que a interpretacdo das
perguntas dos problemas costuma causar grandes dificuldades na

aprendizagem da Anélise Combinatéria.

Considerando a importancia do desenvolvimento cognitivo durante todo o
processo de aprendizagem escolar, concluimos nosso trabalho em defesa de
pesquisas em métodos de ensino inovadores. Assim, defendemos o projeto das
Oficinas de Matematica Experimental como auxilio na explanacao e diversificacéo do

trabalho com matematica.
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6. ANEXOS

ANEXO 1 - Projeto Original (Oficina ndo aplicada)
Oficinas de Matematica Experimental

O Senhor das Senhas
09de setembro de 2016

1. Objetivos

1.1.0bjetivos Matematicos.

1.1.1. Introduzir ideias iniciais dos principios aditivo e multiplicativo.

1.1.2. Introduzir a nocéo de fatorial e permutacédo simples.

1.1.3. Definir Fatorial

1.1.4. Introduzir a nog&o de permutacdo com elementos repetidos.

1.1.5. Apresentar ao aluno uma aplicacdo da permutacdo simples e
associacfes da mesma com o codigo binario.

1.1.6. Introduzir a nocdo de Combinacao Simples.

1.2.0bjetivos Heuristicos

1.2.1. Expor o aluno ao desafio de enfrentar problemas extremamente dificeis
de serem resolvidos;

1.2.2. Apresentar ao aluno o método experimental em matematica,
estimulando-o a formular e testar hipéteses;

1.2.3. Induzir o aluno a formular perguntas e discutir possiveis respostas;

1.2.4. Estimular o aluno a formular e seguir instru¢des de acéo;

1.2.5. Introduzir a ideia de simplificacdo como estratégia de resolucdo de

problemas;
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1.2.6. Estimular o aluno a criar problemas dificeis a partir do conhecimento de
uma resposta, sendo que a resolucéo do problema pode trazer respostas

melhores.

1.3.0bjetivos Ndo Matematicos

1.3.1. Estimular o aluno a trabalhar em equipe.

2. Equipes e Divisbes
2.1.Em cada sala, com 48 alunos, serédo formados 12 grupos, cada grupo contendo
4 alunos;
2.2.Na ocorréncia de divisdo ndo exata dos grupos, poderdo existir grupos com
guantidades diferentes de 4 pessoas. No entanto, apenas no caso de

ocorréncia de divisdo ndo exata.

3. Lista de Equipamentos e Materiais

3.1.Fichas? contendo tabelas para listagens das senhas (Uma para cada senha
em cada grupo). Portanto:
No Primeiro Encontro: 4 por grupo;

No segundo Encontro: 4 por grupo;

3.2.Lista_de Senhas-Chave? (Nomes de pessoas, sem letras repetidas) para
geracdo de novas senhas;
3.2.1. Em cada lista do 1° encontro constara:
- 4 senhas com 3 letras;
- 4 senhas com 4 letras;
- 4 senhas com 5 letras;
- 1 senha com a palavra PERNAMBUCO.
3.2.2. Em cada lista do 2° encontro constara:
- Uma senha de 4 letras, contendo 2 letras repetidas;

- Uma senha de 5 letras, contendo 2 letras repetidas;

1 Ver anexo (a)
2Ver anexo (b)
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- Uma senha de 5 letras, contendo 3 letras repetidas;
- Uma senha de 6 letras, contendo 3 letras repetidas.

3.3.Léapis com borracha (Um para cada aluno do grupo - Totalizando 48 lapis);

3.4.Calculadoras comuns (uma por grupo. Portanto, 12 calculadoras em cada
oficina).

4. AcOes a serem desenvolvidas

4.1.Do principio multiplicativo ao Fatorial (Encontro 1 — Partel)

4.1.1. Introducdo ao método recursivo para principio multiplicativo;
4.1.2. Introducédo ao conceito de permutagao simples;

4.1.3. Definicdo de Permutacdo Simples

4.1.4. Definicdo de Fatorial,

4.2.Permutacédo com elementos repetidos (Encontro 2)

4.2.1. Introducao a ideia de como “retirar os excessos” da permutagao simples
em relacdo a permutacdo com repeticao;

4.2.2. Definicdo de permutacdo com repeticao;

4.3.Combinacéao Simples ou Permutagédo com Repeticdo? (Encontro 3)
4.3.1. Estabelecer uma equivaléncia entre o numero de possibilidades de
escolhas de subconjuntos de um conjunto e conceito de Combinacao
simples;
4.3.2. Definir Combinacg&o Simples;
4.3.3. Associar 0 estudo da combinacdo ao estudo das permutacbes com

repeticdes.

5. Atividades

5.1.1. Atividades a serem desenvolvidas no Encontro 1 (4.1)

5.1.1.1. Cada aluno, dentro do grupo, deve preencher a Ficha de Senha

observando as senhas Chave.
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5.1.1.2. Entre os alunos do grupo deve haver discussbes de como obter o
total de senhas, sem a necessidade de lista-las.

5.1.2. Atividades a serem desenvolvidas no Encontro 2 (4.2)
5.1.2.1. Cada aluno, dentro do grupo, deve decidir sobre a quantidade de
senhas geradas com as senhas contendo letras repetidas;
5.1.2.2. Apo0s discussao interna, cada grupo deve estabelecer uma “regra”
para extrair os excessos de permutacOes geradas com letras
repetidas.

5.1.3. Atividades a serem desenvolvidas no Encontro 3 (4.3)

5.1.3.1. Cada Grupo de alunos deve listar todos os subconjuntos de
conjuntos contendo 2, 3, 4 e 5 elementos, respectivamente.

5.1.3.2. Cada grupo deve calcular todas as combinagbes Cn, k, para
valores de k satisfazendo 0 < k < n.

5.1.3.3. Cada grupo deve listar os subconjuntos contendo 4 elementos de
um conjunto universo contendo 7 elementos.

5.1.3.4. Cada grupo deve listar todos os cddigos distintos formados com a
permutacdo do cédigo 1111000

6. Orientacoes

6.1.0Orientacdes acerca do 1° encontro (5.1.1)

6.1.1. Entregue a folha de papel em branco para listagens e anota¢gfes dos
alunos;

6.1.2. Cada grupo deve receber senhas chave com letras distintas para a
geragdo de novas senhas a partir das senhas conhecidas. Inicialmente,
com trés letras, em seguida, com 4 letras e, finalmente, com 5 letras.

6.1.3. E notavel que, a partir da senha com 5 letras, a dificuldade de listagem
seja notada. Nesse momento, sugira que cada grupo estabeleca um

método para “contar” as senhas, sem necessidade de lista-las;
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6.1.4. No momento em que o grupo perceber e utilizar o raciocinio da
multiplicagéo, revele a senha PERNAMBUCO e permita o uso de

calculadora. Em seguida, defina o fatorial.

6.2.0rientacdes acerca do 2° encontro (5.1.2)

6.2.1. Sugira uma senha com apenas duas letras repetidas (SARA, por
exemplo), depois sugira (ALANA), entdo pergunte: “E agora, como
faremos?”.

6.2.2. Nesse ponto é possivel que o aluno diga, por exemplo, que basta dividir
as permutacfes de SARA por 2, visto que ha apenas duas letras repetidas.
No entanto perceberdo que esse mesmo raciocinio ndo funcionara com
ALANA. Peca, entdo, sugestbes para obter o total de senhas sem a
necessidade de lista-las;

6.2.3. Discuta como extrair os excessos na contagem e defina a permutacao

com repeticao.

6.3.0Orientacdes acerca do 3° encontro (5.1.3)

6.3.1. Peca para que os alunos listem todos os subconjuntos de conjuntos
contendo, respectivamente, dois, trés, quatro e cinco elementos;

6.3.2. Tome o conjunto de trés elementos e seus respectivos subconjuntos
para explicacdo pratica. Por exemplo, trés interruptores de lampadas para
explicar os modos de iluminar a sala. Expligue que, nesse caso, as luzes
apagadas estariam associadas ao conjunto vazio;

6.3.3. Sugira a formacgéo de codigos no sistema binario do cédigo 1111000, em
seguida associe com a combinacao de 7 elementos tomados 4 a 4 listados
em 5.1.3.3. Explique que o 1 representa o elemento presente e 0 zero

representa o elemento ausente.
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Anexo (a)

SENHA:
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Anexo (b) — N&o sera entregue aos alunos, as senhas serdo postas no quadro.

Ficha 2

Lista de senhas para o 1° Encontro:

Com trés letras:
ARI, BIA, LEO e YSA.

Com quatro letras:
LUAN, RONY, YEDA, EDNA.

Com cinco letras:
ALINE, JULIA, LUCAS, TADEU.

Lista de senhas para o 2° Encontro:

Com quatro letras, contendo duas repetidas:

SARA

Com cinco letras, contendo duas repetidas:
PAULA

Com cinco letras, contendo trés repetidas:
ALANA

Com seis letras, contendo trés repetidas:
AMANDA
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ANEXO 2 - Projeto da oficina O Senhor das Senhas — (Oficina Aplicada)

Oficinas de Matematica Experimental

O Senhor das Senhas

Do principio multiplicativo ao Fatorial

04 de outubro de 2016
7. Objetivos

7.1.0bjetivos Matematicos.

7.1.1. Introduzir ideias iniciais do principio multiplicativo.

7.1.2. Introducdo ao método recursivo para o principio multiplicativo;
7.1.3. Introduzir a nogao de fatorial e permutacéo simples.

7.1.4. Definir Fatorial

7.2.0bjetivos Heuristicos

7.2.1. Expor o aluno ao desafio de enfrentar problemas extremamente dificeis
de serem resolvidos;

7.2.2. Apresentar ao aluno o método experimental em matematica,
estimulando-o a formular e testar hipéteses;

7.2.3. Induzir o aluno a formular perguntas e discutir possiveis respostas;

7.2.4. Estimular o aluno a formular e seguir instrucdes de acao;

7.3.0bjetivos Nao Matematicos

7.3.1. Estimular o aluno a trabalhar em equipe.
8. Equipes e Divisbes

8.1.Em cada sala, com 48 alunos, seréo formados 12 grupos, cada grupo contendo

4 alunos;
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8.2.Na ocorréncia de divisdo ndo exata dos grupos, poderao existir grupos com no
minimo 3 e, no maximo, 4 pessoas. No entanto, apenas no caso de ocorréncia

de divisdo nao exata.

9. Lista de Equipamentos e Materiais

9.1. Fichas?! contendo tabelas para listagens das senhas. Uma para cada membro
do grupo. Portanto, 4 por grupo — Totalizando 48 fichas por sala.
Como o trabalho sera feito em quatro salas, serdo necessarias 192 fichas por
oficina.

9.2.Calculadoras comuns (uma por grupo. Portanto, 12 calculadoras em cada
oficina).

1 ver anexo

10. O Senhor das Senhas: A Historia

O jogo Galileu’s, criado pelo mega-hiper-super programador de jogos,
- professor Vinicius - € um jogo de estratégia, em 12 pessoa, no qual o jogador deve
vencer adversarios diversos, desde monstros até zumbis.

Para, posteriormente, ter acesso rapido a fase o jogador recebe um cédigo de
acesso (ao final de cada fase) formado por n caracteres distintos, sendo n a fase que
0 jogador acabou de concluir. Por exemplos:

v" Nafase 1, o codigo tem 1 caractere;

v" Na fase 2, o cédigo tem 2 caracteres distintos;
v" Na fase 3, o cédigo tem 3 caracteres distintos;
v' E assim, sucessivamente.

Alexandre é viciado no jogo e ja passou por algumas fases de Galileu’s, porém
esqueceu de anotar o cédigo da fase 7, lembrando-se, apenas, que o codigo é
formado por uma das disposices dos simbolos @, ?, G, &, <, &, O, sem
recordar a ordem correta. Alexandre resolveu testar, um a um, cada um dos codigos
possiveis, e para isso, gasta em média 20 segundos para cada teste.

A empreitada de Alexandre seria “tranquila” ndo fosse a sua namorada. Sim, ha

uma namorada nessa histéria, chama-se Jel.

54



Jel tem programacgé&o para um encontro entre os dois, por isso foi curta e direta
com Alexandre sobre o tempo que ele gastaria nessa brincadeira, bem como possiveis

punicoes:

v Se demorar até 10 horas para encontra-la, Jel deixara de beija-lo por dois dias;

v' Se demorar entre 10 e 20 horas, Jel ira com as amigas a praia e vestira “aquele
biquini” que Alexandre nao gosta que ela vista quando nao esta com ele;

v'Se demorar mais que 20 horas, Jel ndo dara a Alexandre o presente que havia

prometido.

Vocé seria capaz de saber qual punicdo Alexandre levara?

Vamos investigar quantos codigos Alexandre tera que testar?

11. Atividades a serem desenvolvidas

11.1. Leia a estoria para a sala.

11.2. Liste as Senhas possiveis da Fase 1 e da Fase 2 — use letras para
facilitar

11.3. Entregue a cada grupo quatro fichas, uma para cada aluno;

11.4. Peca para que cada aluno associe cada caractere recebido para

formacdo das senhas, a caracteres usualmente conhecidos (letras do
alfabeto);

11.5. Solicite que cada aluno do grupo se responsabilize pela listagem de
todas as senhas possiveis de serem formadas com a permutacdo dos
caracteres gue serdo senhas contidas na ficha que sera entregue a ele.

11.6. Depois de preenchidas as fichas, peca para que cada grupo desenvolva

um meétodo de contagem das senhas, sem que seja necessario lista-las.
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12. OrientacOes

12.1. Cada aluno, dentro do grupo, deve receber as trés senhas chaves e,
individualmente, ter a responsabilidade de lista-las. No entanto, caso haja
dificuldade para tal listagem, ndo explique como fazé-la, apenas permita que
outros colegas do mesmo grupo deem ideias de listagens.

12.2. O aluno deve comecar a listagem sempre pela senha com menos
caracteres para, a partir dessa, desenvolver o raciocinio de listagem das
demais.

12.3. E notavel que, a partir da senha com 5 caracteres, a dificuldade de
listagem seja notada. Nesse momento, sugira que cada grupo estabeleca um
meétodo para “contar” as senhas, sem necessidade de lista-las;

12.4. Entre os alunos do grupo deve haver discussées de como obter o total
de senhas, sem a necessidade de lista-las.

12.5. No momento em que o grupo perceber e utilizar o raciocinio recursivo e
o principio da multiplicacéo, enuncie o principio fundamental da contagem e,

em seguida, defina permutacéo e fatorial.

13. Cartas na Manga

13.1. Caso algum grupo desenvolva o trabalho em tempo inferior ao

programado, sugira desafios tais como:

- Das senhas com os 8 caracteres @, Y, G, &, < &, O, todos distintos,
quantas iniciam com Y e terminam com G ?

- Das senhas com os 8 caracteres @, Y, G, &, < &, O, todos distintos,

quantas tém Y G juntos, em qualquer disposi¢&o
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ANEXO 3 — Material entregue aos participantes da oficina aplicada

o™
e

A R
AAA& ,
',HT“APTU&*%’
PROFMAT UESC
O Senhor das Senhas

Do principio multiplicativo ao Fatorial
O Senhor das Senhas: A Historia

O jogo Galileu’s, criado pelo mega-hiper-super programador de jogos,
- professor Vinicius - € um jogo de estratégia, em 12 pessoa, no qual o jogador deve
vencer adversarios diversos, desde monstros até zumbis.

Para, posteriormente, ter acesso rapido a fase o jogador recebe um cdodigo de
acesso (ao final de cada fase) formado por n caracteres distintos, sendo n a fase que
0 jogador acabou de concluir. Por exemplos:

v" Nafase 1, o codigo tem 1 caractere;

v" Nafase 2, o codigo tem 2 caracteres distintos;
v" Na fase 3, o cédigo tem 3 caracteres distintos;
v' E assim, sucessivamente.

Alexandre é viciado no jogo e ja passou por algumas fases de Galileu’s, porém
esqueceu de anotar o cédigo da fase 7, lembrando-se, apenas, que o codigo é
formado por uma das disposi¢des dos simbolos @, Y, G, %, <, &, O, sem recordar
a ordem correta. Alexandre resolveu testar, um a um, cada um dos cédigos possiveis,
e para isso, gasta em média 20 segundos para cada teste.

A empreitada de Alexandre seria “tranquila” nao fosse a sua namorada. Sim, ha
uma namorada nessa historia, chama-se Jel.

Jel tem programagéo para um encontro entre os dois, por isso foi curta e direta
com Alexandre sobre o tempo que ele gastaria nessa brincadeira, bem como possiveis

punicoes:

v' Se demorar até 10 horas para encontra-la, Jel deixara de beija-lo por dois dias;
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v Se demorar entre 10 e 20 horas, Jel irda com as amigas a praia e vestira “aquele
biquini” que Alexandre nao gosta que ela vista quando n&o esta com ele;

v'Se demorar mais que 20 horas, Jel ndo dara a Alexandre o presente que havia
prometido.

Vocé seria capaz de saber qual punicdo Alexandre levara?

Vamos investigar quantos codigos Alexandre tera que testar?

Dicas:

Tome as letras A, B, C, D,... para facilitar suas listagens iniciais.

O objetivo ndo € a simples listagem, assim que perceber um padrao para a
contagem das senhas sem gue tenha gue lista-las, discuta com os colegas do grupo.

Dai vocé sera capaz de projetar quantos cédigos Alexandre tera que testar.

FASE1l: @
Qv

Fase1: 1 cédigo para teste

FASE2: @
@Y | Ve

Fase2: 2 c6digos para teste

FASE3: @ Y G

Fase 3: c6digos para teste
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FASE4: @ Y C =
Fase 4: c6digos para teste
FASES5: @ Y G & <
Fase 5: codigos para teste
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