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Resumo

Nesse trabalho estudamos a nocao de R-dlgebra. A grosso modo, elas sdo es-
truturas que generalizam algumas propriedades aritméticas do corpo dos nimeros
complexos. A flexibilidade nessa generalizacao ¢ a nao exigéncia de propriedades
como comutatividade, associatividade e existéncia de elemento identidade. Focamos
principalmente nas R-algebras de divisao de dimensao finita. Como é bem conhe-
cido, modulo isomorfismos existem exatamente quatro dessas R-&lgebras. No desen-
volvimento da dissertacao discutiremos detalhadamente suas principais propriedades

algébricas e geométricas.

Palavras Chave: R-algebras, R-algebras de divisao, R-algebras de Composicao,

Quatérnios, Octonios.



Abstract

In this work we study the notion of R-algebra. Roughly, they are structures that
generalize some arithmetic properties of the body of complex numbers. The flexibi-
lity in this generalization is the non-requirement of properties such as commutativity,
associativity and identity element existence. We focus primarily on the finite dimen-
sional division R-algebras. As is well known, modulo isomorphisms exist exactly four
of those R-algebras. In the development of the dissertation we will discuss in detail

its main algebraic and geometric properties.

Keywords: R-algebras, R-algebras of division, R-algebra of composition, Quaterni-

ons, Octonions.
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Introducao

A historia da algebra é dividida em dois periodos. O primeiro periodo (1700 a.C.-
1700 d.C.), denominado de classico, é caracterizado pelo fato de que os principais
temas de estudo sao as equacoes e as manipulacoes com expressoes literais. Nessa
fase da algebra encontramos a criacao gradativa dos simbolos e a resolucao de equa-
¢coes quadraticas, cibicas e de grau quatro. No decorrer desse periodo, a notagao
algébrica evolui da retorica (verbal) passando pela sincopada (palavras abreviadas)
até a simbolica.

O segundo periodo (final do século XIX até os dias atuais), denominado moderno,
é caracterizado pelo estudo das estruturas algébricas. O surgimento desse periodo
¢ influenciado pela atmosfera da época, onde as palavras abstracao e axiomaética
estavam em destaque. Um dos marcos cruciais para que a algebra tomasse esse novo
direcionamento é sem duvidas a criacao dos quatérnios de Hamilton.

Quando identificamos cada nimero complexo com um ponto do R? é possivel con-
ferir a multiplicacdo entre ntimeros complexos interpretacoes geométricas bastante
uteis. Por exemplo, rotagoes no plano podem ser entendidas como multiplicacao por
nimeros complexos unitarios. Assim, no final do século XIX, Hamilton investigava
formas de definir uma multiplicacdo em R3 que pudesse ter propriedades algébricas
e geométricas semelhantes as de R? onde, a exemplo do caso planar, rotacoes espa-
ciais também pudessem ser entendidas em termos dessa multiplicacao. O resultado
da investigacao de Hamilton foi a criagdo de um sistema algébrico conhecido como
quatérnios.

Inicialmente, os quatérnios de Hamilton ficaram conhecidos como ntumeros hiper-
complexos. Uma peculiaridade dessa nova modalidade de ntimeros é que, diferente
dos seus predecessores (Z, Q, R e C), a multiplicacdo para estes nao é comutativa.
Esse trabalho pioneiro de Hamilton foi fundamental para que outros sistemas onde
as regras aritméticas usuais sao infringidas pudessem ser considerados. Um exemplo

disso, foi a criacao dos octonios de Cayley que, além da nao comutatividade, também
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falha para a propriedade associativa.

Modernamente, os quatérnios de Hamilton e os octénios de Cayley sao exemplos
da estrutura algébrica denominada de R-&lgebra. Nosso objetivo nesse trabalho é
estudar esse tipo de estrutura, focando sobretudo nos exemplos de dimensao finita.

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos. Na sequéncia descrevemos
brevemente o que acontece em cada um deles.

O primeiro capitulo é dedicado a apresentacao dos conceitos mais basicos em torno
da nocao de R-algebra tais como: dimensao, homomorfismo, isomorfismo, matriz de
multiplicagao, etc. Sao distribuidos ao longo do capitulo exemplos que ilustram cada
um dos conceitos introduzidos.

No capitulo 2 especializamos a discussao para as algebras de divisao e de com-
posi¢ao. Discutimos a curiosa relagao entre as algebras de divisao e o problema das
esferas paralelizaveis. Também fazemos uma demonstracao, baseada em ferramentas
bésicas de algebra linear, do belissimo teorema de Hurwitz. Este teorema revela o
quao restritiva é a hipotese de uma algebra de dimensao finita ser de composicao.

No capitulo 3 estudamos as propriedades basicas da célebre algebra dos quatérnios
de Hamilton. O destaque é para o fato de que esta é uma algebra de divisao, de
composicao e nao comutativa. Mostramos que esta algebra pode ser apresentada
em termos de matrizes ou através de um processo de “duplicacao” da algebra dos
complexos. Encerramos este capitulo com o teorema de Frobenius, o qual permite
concluir a unicidade da algebra dos quatérnios médulo isomorfismos.

No quarto e tltimo capitulo nos debrucamos sobre a algebra dos octénios de Cay-
ley. Apresentamos esta dlgebra como uma “duplicagao” dos quatérnios. Verificamos
que ela ¢ uma &lgebra de divisao, de composi¢cao, nao comutativa e nao associativa.
Apesar de falhar para a associatividade, mostraremos que a &lgebra dos octonios é
alternante, propriedade esta que pode ser notada como um enfraquecimento da asso-

ciatividade.
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Capitulo 1

Algebras sobre R

O objetivo deste capitulo é estabelecer a terminologia basica em torno da nocao
de R-algebra. Apresentamos também diversos exemplos que servem de suporte para

melhor compreensao dos conceitos apresentados.

1.1 Nocoes basicas

Seja V' um espaco vetorial sobre R.

Definicao 1.1.1. Uma multiplicacao em V é uma operagao *x : V x V — V com as

seguintes propriedades:
(a) Para quaisquer x,y,z€Vea R, (ax+y)*z=a(x*xz)+Yy*2z.
(b) Para quaisquer x,y,z€Vea € R, x* (ay +2) = a(xxy) + x * z.
Obviamente, uma multiplicacao em V' ¢, em particular, uma aplicacao bilinear.

Definicao 1.1.2. Um espaco vetorial V' sobre R equipado com uma multiplicacao *

¢ chamado de dlgebra sobre R (ou R-algebra).
Na sequéncia listamos alguns exemplos de algebras sobre R.

Exemplo 1.1.3. R e C equipados com suas operacoes usuais de multiplicacdao sao

algebras sobre R.

Exemplo 1.1.4. Seja R[zq,...,x,] 0 espago vetorial dos polindomios em n variaveis
com coeficientes em R. Este espaco vetorial munido da multiplicagao usual de polino-

mios também é uma algebra sobre R.
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Exemplo 1.1.5. Seja M, (R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem n.
Este espago vetorial munido da operacao de multiplicagao de matrizes ¢ uma algebra
sobre R.

Exemplo 1.1.6. Seja V um R-espaco vetorial. Denotamos por Endg(V) o espaco
vatorial de todos os operadores lineares de V em V. Este espaco vetorial equipado

com a operagao de composi¢ao ¢ uma R-algebra.

Exemplo 1.1.7. Dados vetores u = (uy,us,u3) e v = (vy,v9,v3) do R®, o produto

vetorial de u por v, denotado u A v, é dado pela seguinte igualdade:
U AV = (UgU3 — Ugls, Ugl] — U3, U Vg — UgV1 ). (1.1)

E de facil verificacdo que A : R3 x R® — R3 satisfaz as condicdes para ser uma
multiplicacdo. Assim, R? equipado com o produto vetorial é uma algebra sobre R.

Além disso, o produto vetorial também satisfaz as seguintes condicoes

(a) Para quaisquer u,v € R>, uAv=—-vAu.

(d) Para quaisquer u,v € R3 u A v é perpendicular u e a v.
Definigao 1.1.8. Seja A = (V, %) uma algebra sobre R. Dizemos que A é uma algebra

(a) comutativa se X *y =y * X para quaisquer X,y € V.
(b) associativa se x * (y * z) = (X *y) x z para quaisquer X,y,z € V.

(c) com identidade se existe e tal que X *x e = e * X = x para qualquer x € V.

Observacao 1.1.9. Convém observar que R-&lgebras associativas sao exemplos da

estrutura de anel.

Nos exemplos 1.1.3, 1.1.4 figuram algebras sobre R que sao comutativas, associati-
vas e com identidade. No exemplo 1.1.5 temos uma algebra sobre R que é associativa,
com identidade mas falha para a comutatividade sempre que n > 2. Com efeito,

consideremos as seguintes as matrizes de ordem n:
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Temos

0
1
A-B=10 e B-A=| 0
0 00 1 0 00 1

Logo, A-B # B-A. Portanto, realmente M, (R) ndo pode ser uma algebra comutativa
sen > 2.
O Exemplo 1.1.7 ilustra uma R-algebra que nao é comutativa, nem associativa e

nem tem identidade. De fato:

(a) (1,0,0) A (0,1,0) = (0,0,1) # (0,0, —1) = (0,1,0) A (1,0,0); logo, (R®, A) ndo

é R-4lgebra comutativa.
(b) A identidade ndo existe por conta da propriedade (a) do Exemplo 1.1.7.

(¢) ((1,0,0)A(0,1,0))A(0,1,0) = (1,0,0) # (0,0,0) = (1,0,0)A((0,1,0)A(0, 1,0));
logo, (R?, A\) nao é uma algebra associativa.
Definigao 1.1.10. Seja A = (V, %) uma algebra sobre R. A dimensdao da dlgebra A é
a dimensao do espago vetorial V.

Denotaremos a dimensdo de uma R-algebra A = (V%) por dim A.

Definigao 1.1.11. Seja A = (V, *) uma R-algebra. Um subespaco U de A é chamado
de sub-dlgebra de A se ele é fechado para a multiplicacao de A, isto é, se u,v € U,

entao uxv € U.
Obviamente, subalgebras sao, em particular, R-algebras.

Exemplo 1.1.12. Seja U = {A € M,(R) | a;; = 0 se i # j}, isto é, o subespago
vetorial das matrizes diagonais. E imediato observar que esta é uma subalgebra de
M,(R).

1.2 Homomorfismos de R-algebras

Defini¢ao 1.2.1. Sejam A = (V%) e A" = (V’, x) algebras sobre R. Um homomor-
fismo da R-algebra A para a R-algebra A’ é uma transformacao linear ¢ : V. — V’

14



tal que

/!

puxv) = p(u) * p(v)

para quaisquer u,v € V.

Exemplo 1.2.2. Sejam A = (V,x) e A" = (V’, %) algebras sobre R. A aplicacao iden-
ticamente nula N : V' — V'’ dada por N(v) = 0 para cada v € V' é um homomorfismo
da R-algebra A para a R-algebra A’

Exemplo 1.2.3. Seja A = (V, %) uma R-algebra. A aplicagio identidade 1y : V — V
dada por 1y(v) = v para cada v € V, & um homomorfismo da R-algebra A nela

propria.

Exemplo 1.2.4. Seja V um espaco vetorial sobre R de dimensao n. Fixado uma base
B de V, denotaremos a representac¢io matricial de um operador 7" € Endg(V') por
[T] 5. Como aprendemos nos cursos de élgebra linear, a aplicacdo | | : Endg(V) —

M, (R) é uma transformacao linear que satisfaz
[T'0S]s = [T]5[5]s

para quaisquer 7,5 € Endg(V). Assim, | |g ¢ um homomorfismo da R-algebra
Endg (V) para a R-algebra M, (R).

Definicao 1.2.5. Sejam A = (V%) e A = (V' ) algebras sobre R. Um homo-
morfismo bijetor da R-algebra A para a R-algebra A’ é chamado de isomorfismo de

R-algebras.

Dizemos que uma R-algebra A = (V, %) é isomorfa a uma R-algebra A" = (V' %)
se existe um isomorfismo de A para A’. Usamos a notacao A ~ A’ para dizer que A

é isomorfa a A’.

Proposicao 1.2.6. Sejam A = (V,x) e A" = (V' «) dlgebras sobre R. Se ¢ € um

isomorfismo de A para A" entio o=t € um isomorfismo de A’ para A.

Prova. Um fato bem conhecido da teoria de funcgoes é que a funcao inversa de
uma bijecao é também uma bijecdo. Assim, para provar essa proposicao é suficiente
concluir que ¢~ é um homomorfismo de R-algebras. Para isso, consideremos u’, v/ €

V’. Como ¢ é uma bijecdo, existem (Ginicos) u,v € V tais que p(u) =u’ e p(v) = v’
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(equivalentemente, u = o~ !(u') e v = ¢! (v’)). Com isso, temos:

i ou' +v) = g7 ap(a) +e(v))
= ¢ (plou +v))
= ¢ oploutv)
= au+v
= ap” (W) + ¢ (V),

para cada o € R, e
el K V) = T (p(u) ¥ p(v))

= ¢ (p(uxv))

= 90_1 op(uxv)

= U*xVv
= ¢ () xp ' (V),

Portanto, segue das igualdades acima o resultado desejado. O

1.3 Matrizes de multiplicacao de uma R-algebra

Seja A = (V, x) uma R-algebra de dimensao finita n. Suponhamos B = {ey,...,e,}
uma base ordenada de V. Para cada 1 < p,q < n, existem W;q, o3 Vpg € R, unica-

mente determinados, tais que:

e, *e;, = 27;,qei' (1.2)
i=1

Assim, para cada 1 < i < n podemos considerar a matriz

Y1 T2 - TN
i — Y21 V22 --- Vo
’le rYn,Q to Wn,n

16



Chamamos C!, ..., C™ matrizes de multiplicacdo da R-algebra A com respeito a base
ordenada B.

Observamos que se u =y . u;e; € v=y .  v;e; sdo vetores de V entao

uxv = (; upep> * (; quq>
= Z Z Upvg(€p * €g)

p=1 ¢=1

n n n
= 22D whipe

i=1 p=1 ¢=1
i=1

onde

s Z Z“p”ﬂ;,q =[up-C'-[vlpeR (1.4)

p=1 ¢=1
sao as cordenadas de u*x v € V com respeito a base ordenada B.

Estas igualdades nos mostram que a multiplicacao fica completamente determi-

nada pelas matrizes de multiplicacao.

Exemplo 1.3.1. Consideremos a R-algebra dos complexos. Fixada a base ordenada

{1,1}, do espaco vetorial C sobre R temos:

L l=9l495i=1-140-1i,
Lri=ql +95i=0-1+1-1i

i-l=v,1+75,i=0-1+1"i

i i=9l+95i=(-1)-140-i

Com essas igualdades segue que as matrizes de multiplicacao da R-algebra C sao:
1 0 0 1
Ct= e C*= :
0 —1 10
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Capitulo 2
R-algebras de divisao e de composicao

Dada uma R-algebra A = (V,*), uma questao natural é saber sobre a existéncia

de solucoes para equagoes com os seguintes formatos
U*X=V e yxu=V.

Este tipo de questao leva a nocao de R-dlgebra de divisao. Veremos no desenrolar
desse capitulo que as hipoteses de uma R-algebra ser de divisao e de dimensao finita
sao bastante restritivas. Além disso, discutiremos as algebras de composicao que,

como serd notado, estao intimamente relacionadas as algebras de divisao.

2.1 R-algebras de divisao

Definigao 2.1.1. Uma R-algebra A = (V, x) é dita de divisao se para cada u,v € V,
u # 0, as duas equagoes

Uu*xX=V € y*xu=V

tém tUnicas solucoes em A.

Exemplo 2.1.2. Por razoes 6bvias, toda extensao de corpos de R é uma R-algebra

de divisao. Em particular, R e C sao R-algebras de divisao.

Exemplo 2.1.3. Consideremos A = (R3 A) a R-dlgebra definida no Exemplo 1.1.7.
Esta ndo é uma R-algebra de divisao. Por exemplo, para u = (1,0,0) e v = (0,0,0)
a equagcao

UANX=v

18



possui duas solucoes distintas. De fato, x = u e x = —u sao solugoes da equagao
dada.

Proposicao 2.1.4. Seja A = (V,*) uma R-dlgebra de dimensao finita. As sequintes

condicoes sao equivalentes:
(a) A é uma R-dlgebra de divisao.

(b) Para cada w € V nao nulo as aplicagées fo -V —V e gy : V — Vdadas por

fu(xX) =uxx e gu(x) = x*u, sio isomorfismos.

(¢) Para cada u,v € V, u# 0, as duas equagoes
U*xX=V e y*u=1v

tem solugao em A.

Prova. (a) = (b) Primeiro verificaremos que as aplicacoes fy € gy sdo transforma-

¢oes lineares. De fato, dados x,y € V e a € R, temos:

fulox+y) = ux (ax +y) = afuxx) + (ury) = afulx) + ful).

Analogamente:

gulax+y) = (ax+y)*xu=ax*u)+(y*u) = agu(x)+ guly)

Agora mostraremos que f, e gy sao injetivas. Com efeito, dados v, vy € V, tais que

fu(v1) = fu(va) segue que

Como A uma R-algebra de divisao, segue da unicidade das solucoes que v = vs.
O mesmo argumento se aplica para g,. Portanto, como f, e g, sao transformagoes
lineares injetoras de um espaco vetorial de dimensao finita nele proprio, segue que fy
e gy Sao isomorfismos.

(b) = (a) Sejam u,v € V. Como fy e gy sdo isomorfismos, em particular elas sao
aplicacoes sobrejetoras e injetoras. Assim, a existéncia fica garantida pela sobrejeti-
vidade e a unicidade pela injetividade.

(b) = (c¢) Como fy e gy sdo isomorfismos, em particular elas sao aplicagoes so-

brejetoras. Assim, a existéncia fica garantida pela sobrejetividade.
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(c)=(b) Suponha que as equagoes
U*X=V e y*xu=vV

tém solucao em A. Como verificado antes, f, e gy, sdo transformacoes lineares. Note

que fu € gu sa0 sobrejetoras pois, para cada v € V, as equagoes
U*X=V e y*xu=v

tém solucoes. Como f, e g, sdo transformagoes lineares sobrejetoras de um espaco

vetorial de dimensao finita nele proprio segue que f, e g, sao isomorfismos. O

2.2 Algebras de divisao e campos de vetores sobre a

esfera

Nesse capitulo faremos uso de algumas nocoes e resultados relativos as variedades
diferenciaveis. Para ndo distanciarmos do nosso foco, ndo nos ocuparemos em definir
os objetos nem em demonstrar os resultados concernentes as variedades diferenciaveis.
Citamos [2] como referéncia para essa parte.

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. A cada ponto x € M esta
associado um espaco vetorial n-dimensional Ty M, chamado espaco tangente a M no
ponto x. Uma fun¢do w que associa cada ponto x € M a um vetor w(x) € TxM é
chamada campo de vetores sobre M. Dado um campo de vetores w sobre M, dizemos
que um ponto x € M é um ponto de singularidade do campo w se w(x) = 0. O seguinte
resultado caracteriza quando uma variedade diferenciavel M admite um campo de

vetores continuo sem singularidades:

Teorema 2.2.1 (Hopf, 1926). Uma variedade diferencidvel M admite um campo
de vetores continuo sem singularidades se, e somente se, a caracteristica de Euler-

Poincaré de M ¢é zero.
Um exemplo importante de variedade diferenciavel é a esfera n-dimensional:
S"={xeR"™| || x||=1}. (2.1)
E provado que a caracteristica de Euler-Poincaré de S é 2 se n é par e 0 se n é

20



impar. Assim, a esfera S" admite um campo de vetores continuo sem singularidades
se, e somente se, n € impar.

Seja k um inteiro nao negativo. Um k-campo continuo sobre M é uma k-upla
wi,...,w; de campos continuos sobre M tal que para cada x € M, os vetores
wi(X),...,wk(x) € TxM sao linearmente independentes. O maior inteiro para o
qual existe um k-campo continuo sobre M é denotado por Span(M). Claramente,
0 < Span(M) < dim M = n. Dizemos que M é uma variedade paralelizdvel se
Span(M) = n.

Nosso objetivo ¢ discutir a relacao entre as nocoes de esfera paralelizavel e adlgebra
de divisao. Para isso, convém fixarmos alguns resultados que serao tteis para essa

discussao.

Teorema 2.2.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos tais que X € compacto e Y € de

Hausdorff. Se f : X =Y € uma bijecao continua entao f € um homeomorfismo.
Prova. Ver [4, Chapter 3|. O

Observacao 2.2.3. A esfera S™ é um exemplo de espago topologico que é compacto

e de Hausdorff. Assim, uma bije¢do continua f : S — S™ é um homeomorfismo.

Observacao 2.2.4. No caso particular da esfera S™ temos a seguinte descri¢iao para

0 espaco tangente a S™ no ponto x € S" :
TS" = {y e R"" | (x,y) = 0}.

Teorema 2.2.5. Seja n um inteiro positivo. Suponha que R admite uma multipli-

cagao * tal que (R™, %) é uma R-dlgebra de divisao. Entao a esfera S™ é paralelizdvel.

Prova. Seja {e;,...,e,.1} abase canonica de R""!. Suponha x € S". Como (R"*!, )
¢ uma algebra de divisao e x # 0, segue que a aplicagao fy, : R*™ — R*"™! (ver
Proposigao 2.1.4) é um isomorfismo. Em particular, fy transforma base em base.
Assim, {xxey,...,x*e, 1} ¢ uma base de R""!. Observem que, para cada 1 < i <
n + 1, as coordenadas de x * e; 880 expressoes lineares das coordenadas de x. Assim,
a funcdo x — x *x €; é continua. Assim, ao ortonormalizarmos {x * ey, ..., X * €,,1},
por Gram-Schmidt, obtemos uma base {v1(x), ..., v, 1(x)} de R™™! tal que cada v;
depende continuamente de x (pois cada vetor em {v(x),...,v,41(x)} é resultado de

operagoes como soma, divisao produto interno dos elementos de {xx*ey, ..., xxe,.1}).

X*eq

Notemos que no processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt, 14 (x) = ool
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Afirmacao: A funcao vy : S* — S™ € uma bijecao.

Suponhamos x1, x5 tais que v(xy) = v4(x2). Entao

X1 * €1 X9 * €71

| x1 % ey || B | x2xep ||

Como (R™™! %) & algebra de divisdo segue que

X1 X9

- 2.2
Txrerl Txarer] (22)

Passando o mo6dulo nos dois lados dessa igualdade vem

Ixall x|
[xixer || [[x2xe
Mas, como || x; ||=|| x2 ||= 1, segue que
[ x1xer [|=] x2x e || .

Assim, de (2.2) obtemos x; = x3. Logo 14 é injetora.
Agora consideremos y € S". Pelo fato de (R"™!, x) ser algebra de divisao, existe
v € R"" tal que vxe; =y. Para x = v € S" temos

X x €7

Moo 1 Y
[ xxe |

ou seja, v1(x) =y. Logo, v, é sobrejetora.
Portanto, como v, é injetora e sobrejetora a afirmacao segue.
Esta afirmacao combinada com o fato de que v é continua nos dao, pela Obser-

vacdo 2.2.3, que v; " é continua. Consideremos agora as funcdes
— -1 ._ -1
Wo = Va0Vl ,...,Wpy1 i = Vpy1 0OV .

Como cada w; é composicao de funcoes continuas, entao w; é continua. Pelo que
vimos anteriormente, para caday € S", {y,w2(y),...,wns1} € base ortonormal de
R Assim, (w;(y),y) = 0 para cada 2 < i < n + 1, ou seja, wa(y), ..., wnr1(y) €
T,S". Logo, wy,...,wp41 € um n-campo continuo sobre a esfera S™. Portanto, S™ é
paralelizavel. O

Usando métodos de topologia algébrica, Bott e Milnor e, independentemente,
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Kervaire obtiveram o seguinte resultado que nos mostra o quao restritiva é a hipotese

de uma algebra de dimensao finita ser de divisao.

Teorema 2.2.6 ( Bott-Milnor, Kervaire 1958). Se S™ ¢ paralelizdvel entao n =
1, 3 ou 7. Em particular, se A € uma dlgebra de divisao de dimensao n entdo n =
1,2, 4 ou 8.

Como visto acima, para n = 1 ou 2 existem algebras de divisao com essas di-
mensoes, de fato, R e C. A pergunta que subsiste é se existem algebras de divisao
de dimensao 4 e 8. Nos capitulos 3 e 4 desse trabalho mostraremos que a resposta ¢

afirmativa.

2.3 R-algebras de composicao

Definigao 2.3.1. Sejam A = (V| %) uma R-algebra e (, ) um produto interno sobre

V' com norma associada || || . Se
fusv |=[[alf-]v] (2.3)
para cada u,v € V, a algebra A é dita R-dlgebra de composi¢cdo com respeito ao

produto interno (, ) (ou ao modulo || ||).

Exemplo 2.3.2. Por razoes bem conhecidas sabemos, que R é uma R-algebra de

cOmposicao.

Exemplo 2.3.3. Como sabemos, a R-algebra dos complexos é comutativa, associa-

tiva, tem identidade e satisfaz as seguintes propriedades:

(A) || z ||*>= 2z, para cada z € C.

(B) Z1- 23 = Z1- 73, para quaisquer 21, 23 € C (onde Z significa o conjugado complexo
de z).

De posse dessas propriedades temos:
| 2122 [*= (2122)(722) = (2171)(2072) = 21 [IP]] 22 |1

Logo,

2z =1z [ - 22 ]

Assim, C é uma R- algebra de composigao.
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Proposicao 2.3.4. Se A= (V,*,(,)) € uma R-dlgebra de composicao de dimensao

finita entao A € uma R-dlgebra de divisao.

Prova. Seja uum elemento nao nulo de V. Consideremos f,, g, : V' — V as aplicacoes
definidas na Proposicao 2.1.4. Por essa mesma proposicao, para provar o desejado é
suficiente mostrar que f, e g, sao funcoes injetoras. Assim, consideremos vi € Ker f,
e vy € ker g,. Entao:

uxvy|[=0 e ||vi*xu]=0.

Dessas igualdades e da hipotese que A é uma algebra de composi¢ao segue
[all-Ivil=0 e [[valf-[uf=0

Como || u ||# 0, pois u # 0, segue que || v ||=|| v2 ||= 0 ou, equivalentemente,
vy = vo = 0. Assim, ker f,, = kerg, = {0}, ou seja, fy e gy sao injetoras como

queriamos provar. 0

Problema 2.3.5. Para quais valores de n > 1 existem R-dlgebras de composi¢ao
A=(V,x (,)) de dimensio n?

O teorema abaixo apresenta uma forma equivalente de estudar o problema acima
Teorema 2.3.6. Seja n um inteiro positivo. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) Existe uma R-dlgebra de composi¢ao de dimensao n.

(b) FEzistem fyfmq €R, com1l < ipqg<mn, tais que para ui, ..., U, € Ui,...,Up

numeros reais arbilrdrios e
n n
i
2 = E E UpUgVp.q € R
p=1 ¢=1

temos
(Ui 4+ ...+ )i +.. .+ = +... +22) (2.4)

Prova. (a) = (b) Suponha que exista uma R-algebra A de composi¢ao de dimensao
n. Seja B = {ey,...,e,} uma base ortonormal de V. Dados ntiimeros reais u1, .., u, €

vy, ..., Un, consideremos os seguintes vetores de V:

n n
u = E we; e V= E V;€;.
i=1 i=1
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Pela igualdade (1.3), temos:

n

u*xv= E Z;€;,

=1
n

n
onde z; = Z Z upvqygq € R. Disso segue que

p=1 ¢=1

||11>1<V||2222—|-"'—|—Zi

(2.5)
Por outro lado

Tl v * = (uf 4+ u) )+ +op) (2.6)

(Wi 4w+ ) = (G 4+ 2)

como queriamos provar.

(b) =(a) Defina V= R" e x : V x V — V da seguinte maneira: dados u =

(U, ..., up) € v =(vy,...,v,) faremos
n
u*xv = Zziei,
i=1

n n
onde {ey, ...,e, } é uma base canonica de R" e z; = E 5 Uy, € R. Mostraremos
p=1 ¢=1
que A = (V, %) definida dessa maneira é uma R-algebra de composi¢ao. Notemos que:

Hu*vH:zf—i—---—l—zZ (2.7)

Por outro lado:

Pl v =+ ) (o] + -+ o) (2.8)
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Como por hipotese
(Wi )+ ) =2+ 2

segue de (2.7) e (2.8) que

como queriamos provar. O
A relagao (2.4) é chamada identidade sobre soma de quadrados.
O resto dessa secao serd dedicado a responder o Problema 2.3.5. Para esse pro-

posito convém considerarmos o seguinte lema:

Lema 2.3.7. Seja {By,...,B,_1} um conjunto de matrizes anti-simétricas de ordem

n X n tal que
Bf=—-] 1<i<n-1

B;B; = —B;B;

para cada © # j. Suponhamos
B:{BHBZQBlr‘lgzl,,z,,gn—lerzl}

Entao:

(a) n € um ndmero par.
(b) Se B ¢ linearmente dependente entao 4 divide n.

(c) B contém pelo menos 272 elementos que sio linearmente independentes.

Prova. (a) Como B; = — B! entao det(B;) = (—1)"det(B;). Mas B; é invertivel, logo
det(B;) # 0. Assim, 1 = (—1)". Dessa igualdade segue que n é par.

(b) Pelas propriedades das B;’s os elementos do conjunto B sao da forma

+Bt--- B, e;=0o0ul

n—1>

que correspondem a 2"~ ! produtos. Vejamos quais dessas matrizes sao simétricas e

quais sao anti-simétricas. Para isso, consideremos
B, r<n—1,14 <iy<...<i,. (2.9)

26



Entao:

M = (BilBiz"'Bir)t :BZBZA'HBZ
= (-1)"B;Bi,_, - B;
= (_1)T+(T—1)BilBZ.T - By,
— (_1)T+(T—l)+(T—2)+'“+2+1Bil Big L. Bz
_ (_1)r(r+1)/2M

T

Desse modo, M ¢é simétrica se, e somente se, r ou (r + 1) é divisivel por 4.

Suponhamos k£ > 0 sendo a menor cardinalidade de um conjunto linearmente
dependente de B. Assim, digamos que {Mj, ..., M)} é um subconjunto linearmente

dependente de B. Entao existe uma combinacgao linear
OélMl—l—"'—i-OékMk =0 (210)

onde «; # 0 para qualquer 1 < i < k e qualquer subconjunto proprio de {Mj, ..., My}
é linearmente independente (de fato, se existisse uma combinag¢ao nao trivial dos M;’s
com um coeficiente nulo encontrariamos um conjunto linearmente dependente com
cardinalidade menor que k, o que seria um absurdo). Assim, como o espago das
matrizes simétricas tem intersecao nula com o espaco das matrizes anti-simétricas,
segue que todas as matrizes do conjunto {Mj, ..., M} sdo simétricas ou todas sao

anti-simétricas.

Observamos que a relagao (2.10) pode ser suposta da forma

[IOélMl +"'+Oék,1Mk,1 (211)

com cada M; sendo uma matriz simétrica (basta multiplicar (2.10) por a~'*M; ).

Digamos que, na escrita de (2.9), M; envolva o menor nimero de fatores r. Supo-

nhamos por um momento que r < n — 1. Se r + 1 ¢ divisivel por 4 e

M1 - BilBig . Bl

entao podemos escolher j # iy, ..., i, tal que ao multiplicarmos (2.11) por B; obtemos:
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Bj = OélMlBj +---+ Oék_le_lBj (212)

onde B; é anti-simétrica e M;B; é simétrica. Mas isso é uma contradi¢ao. Por outro

lado, se r & divisivel por 4 entao ao multiplicarmos (2.11) por B;, obtemos:

Bi, = ar My By, + - - + g1 M1 By, (2.13)

onde B;, é anti-simétrica e M, B;, é simétrica. Assim, devemos ter r = n — 1. Logo,

a relagao (2.11) deve ser da forma
1= OzBlBg tee Bn—l

Assim, n — 1 é divisivel por 4 ou n é divisivel por 4. Como n é par, segue que n é
divisivel por 4.

(c) Se n é par mas nao divisivel por 4 entao, pela contra-positiva do item anterior,
todas as matrizes de B sao linearmente independentes. Logo, o resultado segue nesse
caso.

Agora suponhamos que n é divisivel por 4. Afirmamos que a colecao dos elementos
de B que envolvem no maximo %(n — 2) fatores é linearmente independente. Com
efeito, se ocorresse o contrario poderiamos construir uma combinacao linear dos ele-
mentos dessa cole¢do como em (2.10). Assim, seria possivel obter uma relacdo como
em (2.11), onde cada M; tem no méaximo n — 2 fatores. Mas isso é um absurdo pois,
como provado no item anterior, uma relagao como em (2.11) deve ser da forma (2.13).

Mas a cardinalidade dessa colecao é:

) e )

Assim, temos o desejado. O

Corolario 2.3.8. Seja n um ndmero inteiro maior ou igual a 2. Se existem n — 1
matrizes By, ..., B, € M,(R) satisfazendo as hipdteses do lema anterior entdo n =
2, 4 ou8.

Prova. Como observado no inicio da prova do Lema anterior, n deve ser um nimero
par. Também segue do Lema acima que podemos construir um subconjunto de 22

matrizes que sao linearmente independentes. Assim,
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2"% < dim M, (R) = n’.

Mas essa desigualdade ¢ falsa para n > 9. Esse fato combinado com a observacao de
que n é par implica em n = 2, 4, 6 ou 8. Analisamos agora o caso em que n = 6. Como
4 nao divide 6 segue da prova do Lema acima que as 2° matrizes de B sao linearmente

independentes. Dentre estas temos as matrizes:
Bi,...,Bs

31827 B1B37 BlB47 BIB57 B2B37 BQB47 BQB57B3B47B3B5JB4B5
B1B;B3B,Bs5

que correspondem a 16 matrizes anti-simétricas. Mas, a dimensao do espaco das

matrizes anti-simétricas de ordem 6 x 6 é
14+24---+5=15.

Logo, n nao pode ser 6. Portanto, temos a conclusao desejada. O

Teorema 2.3.9 (Hurwitz, 1898). Seja n um inteiro positivo. Se existe dlgebra de

composicao de dimensao n entao n =1,2,4, ou8.

Prova. Suponhamos n > 2. Devemos mostrar que n = 2, 4, ou8. Para isso, devido o

corolério anterior, basta exibirmos matrizes By, ..., B,_1 que satisfacam as hipoteses
do Lema 2.3.7.
Pelo Teorema 2.3.6 existem 7;),[1 € R, com 1< 1,p,q <n, tais que para uq, ..., U,
e vy, ...,VU, nimeros reais arbitrarios e
n n
2 = Z Z UpVgYp, € R
p=1 q=1
temos
(ui+...+ud)wi+.. .+ = (i +... +22). (2.14)

Para cada 1 <i,j < n, definimos



Com isso, temos:

2

n 2 n
(W 2P+ +02) = (Z aljvj) et (Zanjvj> (2.15)
j=1 j=1

Para cada 1 < j < n, fazendo v; = 1 e os demais v;’s iguais a zero obtemos o seguinte

sistema:

upteedu, = antetag
............ (2.16)
ul+-+ud = ol 4 +a2,
Ao expandirmos o lado esquerdo de (2.15) obtemos:
(U4 -+ u) (V2 4+ 02) = (Za%) v+ -+ (Zafn) v2+
i=1 i=1
+2 Z Z(Ozli&lj + 4 Oém'Oénj)’Uﬂ)j (217)
i=1 j=1
Assim, substituindo as igualdades de (2.16) em (2.17) obtemos
(i 4 ) (0f o) = (Ul 4 ) (0] 4 )+
+2 Z Z(OJUO(U +---+ Oém'Oénj)?)in. (218)
i=1 j=1
Logo,
2 Z Z(alialj + -+ OéniOénj)Uin =0 (219)
i=1 j=1
Agora, fazendo v; = v; = 1 e os demais iguais a zero obtemos:
Q(Oéli(llj + -+ OémOénj) =0 (220)

para cada 1 < 1,7 < n.

Reunindo as equagoes de (2.16) e (2.20) obtemos
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A A= (ﬁ: u§> I (2.21)

onde A é a matriz n X n com entradas a;; e I é a matriz identidade de ordem n.

Podemos escrever a matriz A da seguinte maneira:

onde
Yot -+ Vpm
A,L — . .
Ypr -+ Vpn

para cada 1 < p < n.

Substituindo essa expressao de A em (2.21) obtemos:

(AL + - up A (g Ay + -+ U Ay) = (Z uf) I (2.23)
i=1
Fazendo u; = 1 e os demais iguais a zero temos
Al A =T (2.24)

para cada 1 <1 < n.

Definimos B; = A! A; para cada 1 <14 <n — 1. Entéo:

(ur AL + o+ u, A (AL A (ug Ay + - - +unAy) = <Z uf) I (2.25)

i=1

e daf vem
(ule + -+ un,leL_l + un[)(ulBl + -+ Unlenfl + UnI) = <Z uf) 1 (226)

Fazendo u; = 1 e os demais iguais a zero obtemos
BB, =1 (2.27)
paracada 1l <1i:<n—1.
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Por outro lado, fazendo em (2.26) u; = u; = 1, para i # j, e os demais iguais a

zero temos:
BfBj + B;BZ- =0

paracada 1 <i,j<n—1.

Finalmente, fazendo u; = u,, = 1 em (2.26) obtemos

B!+ B;=0

paracada 1 <7<n—1.

Portanto, de (2.27), (2.28) e (2.29) segue o resultado desejado.
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Capitulo 3
Algebra dos Quatérnios

Nesse capitulo estudaremos uma das principais R-algebras de dimensao finita, a
saber, a dlgebra dos quatérnios. A descoberta desse importante objeto matemético
¢ atribuida ao matematico irlandés Sir Willian Rowan Hamilton (1843), quando este
investigava sistemas mateméticos que pudessem generalizar as propriedades geométri-
cas/algébricas dos nimeros complexos. Mostraremos aqui que esta é uma R-algebra
associativa, nao comutativa, com identidade, de divisao e de composicao e que, a
menos de isomorfismos, ela é a tnica R-algebra com estas propriedades. Também

discutiremos como esta R-algebra pode ser representada matricialmente.

3.1 Definicao e propriedades basicas

Fixaremos as seguintes notacoes para os vetores da base canonica de R? :
1:=(1,0,0,0), i:=(0,1,0,0), j:=(0,0,1,0) e k:=(0,0,0,1)

Assim, cada vetor u = U1, Ug, U3, Uy ) € R4 ode ser escrito de forma tinica da seguinte
) ) y U3,
maneira:

u = w1l + usi + uzj + usk
Definimos uma multiplicacdo - : R* x R* — R* da seguinte maneira: dados u =
w1l + uol + usgj + usk e v =011 4 voi + v3j + v4k temos:
u- v = (uv; — ugvg — ugvs — ugy) 1 + (ugvg + usvy + uzvy — ugvs)i
+(u1v3 + ugvr 4 ugV — Ugvs)j + (W14 + UgV3 + UgV1 — U3k (3.1)
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Definicao 3.1.1. A R-algebra formado pelo o espaco vetorial R* e a operacao de

multiplicagao acima é chamada de dlgebra dos quatérnios ou dlgebra de Hamilton.

Utilizaremos a notacao H para representar a algebra dos quatérnios. Cada ele-
mento de H serd chamado de quatérnio.

Podemos observar diretamente de (3.1) as seguintes igualdades:
ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=j e i*=j=k*=-1. (3.2)
Também segue de (3.1) que
l-u=u-1=u (3.3)

para cada u € R*. Assim, de (3.2) segue que H nao é uma R-&lgebra comutativa e de

(3.3) segue que H é uma R-élgebra com identidade.

Definicao 3.1.2. Seja u = w11 + uoi + uzj + usk um quatérnio. O conjugado de u,

denotado por u, é o quatérnio U := w11l — usi — ugj — usk.
Com a defini¢ao do conjugado podemos verificar as seguintes propriedades:

Proposicao 3.1.3. Sejam u = w11 4 usi + uzj + usk e v.= vy + ugi + usj + vk € H
e a € R. Entao:

(a) u-u=u-u= (v} +ui+ui+ujl

=]

(c)u-v=v-
(d) cu+v=au+v.
Prova. (a) Utilizando (3.1) temos:

u-u = (ui+us+ui+ud) L+ (—ug g +ugty —ustiy +1ugv3 )it (—uiuz +uzug — gt +ugtiy)j

+(—uyuy — Upuz + uguy + ustn)k = (ud 4+ uj + ui +ul)l

(b) Temos:

=l
Il

Ul]. — UQi — U3j — U4k
= wl = (—u2)i — (—us)j — (—us)k
= U11+U2i+U3j—|—U,4k: u
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(c) Por um lado temos:
-V = (U1v] — Uy — uzv3 — ugVg)1 — (ugve + ugvy + uzvy — ugv3)i—

—(U1U3 + U3V “+ Uy V9 — u21)4)j — (U1U4 -+ U2V3 —+ uyv] — U3U2)k (34)

Por outro lado,

V-u = (viun — (—v2)(—u2) — (—v3)(—uz) — (—va)(—ua)) 1+
(vi(=u2) + (—v2)ur + (—vs)(—ua) — (—va)(—us))i
+(vi(—us) + (—vs)ur + (—va)(—u2) — (—v2)(—ua))j+
(vi(=ua) + (—v2)(—us) + (—va)ur — (—vs)(—u2))k
— (v1t1 — vpty — Vatis — vgua)L — (w1 + UgVs + Usts — UgVs )i
—(u1v3 + uzvy + Ugvy — Ugy)j — (U1vg + U3 + Ugv] — UzV2)K (3.5)

De (3.4) e (3.5) segue que w-v =V - u como desejado.
(d) Temos:

au+v = (ou; +v1)l 4+ (aus + v2)i + (aug + v3)j + (qus + ve)k
= (au; +v1)1 — (qug + v2)i — (aus + v3)j — (ug + v4)k
= o(u1l — ugl — uzj — ugk) + (111 — voi — v3j — v4k)

= ou-+WV.

Proposicao 3.1.4. Todo elemento nao nulo de H tem inverso multiplicativo.

Prova. Seja u = u11 + uqi + usj + usk € H\ {0}. Pela Proposigao 3.1.3(a) temos
u-t=u-u=(u +ul+ui+ui)l (3.6)

Como u # 0, entdo u? + u3 + u3 + u3 # 0. Desse modo, multiplicando (3.6) por

(u? + u3 4+ uj + uj)~* vem

u u
u. g 'u:]_ 37
u%—i—u%—i—ug—l—ui u%—ku%—l—u%—i—ui ( )
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Portanto, u é invertivel. O

3.2 Representacao matricial

Seja M>(C) o R-espaco vetorial de todas as matrizes quadradas de ordem 2 com
entradas nos complexos C. A multiplicagao usual em M;(C) lhe confere estrutura de
R-algebra. De fato, podemos verificar sem dificuldades que esta é uma R-algebra de

dimensao 8. Consideramos o seguinte subconjunto de M,(C) :

H:z{(v_v __Z>\W,ZE(C}. (3.8)

Proposicao 3.2.1. O subconjunto H é uma subdlgebra de Ms(C).

Prova. Primeiro verificaremos que H é subespaco vetorial de Ms(C).

Fazendo z = w = 0, temos

(o)-(v )

logo, a matriz nula pertence a H. Por outro lado, dados o € R e

W1 —Z Wy —Zy

_ R ) _ R

Z; Wi Zy W2
elementos de H, temos:

o WroTE ) Ve 2 (awy + wg) —(azi + 22)
Z Wi 5 W (0zi t22) (awi T wa)

Assim, dessa igualdade segue que

W1 —Zp W2 —Z2
Q o + -
Zz; Wi Zy; Wy

¢ elemento de #H. Portanto, H é subespago vetorial de M,(C).

Agora mostraremos que H é fechado para a multiplicacao. Dados

W1 —Zp Wy —Zy
R - ) _ R
Zy Wi Z; W2
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W1 W2 —Z] - Z3

elementos de H, temos:
( Z1 - W2 + W1 - Z3

W1 W2 —Z] - Z3

—W1-7Z2 =7

—Z1 22 + W]

—(wy 29+ 21 -

‘W2

.w2

W1 - Zo + Z1 - Wy

o
-

Dessa tltima igualdade segue que o produto

Wi
Z

pertence a H como queriamos provar.

W1

W1 W2 — 27 -

O

Observacao 3.2.2. Como é bem conhecido, My(C) é uma R-algebra associativa.

Assim, em particular, H também ¢é associativa.

Proposicao 3.2.3. As matrizes

10
01

0 -1
1 0

)

0

—i

—1

0

)

formam uma base de H. Em particular, H é uma R-dlgebra com identidade e de

dimensado 4.

Prova. Seja

um elemento arbitrario de H. Escrevendo w = a + bi e z = ¢ + di temos

10 i 0 0
a +b +c
01 0 —i 1

all +bI +cJ + dK

(2 <)

—1

1)

0

—i

Dessa igualdade segue que E, I, Je K formam um conjunto gerador de H.

Agora suponhamos

all +bl +cJ+dK =0
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Entao:

a+bi —(c+di)\ [a+bi —(c+di)) (00
c—di a—b N\ ec¥X¥di a+tn “\oo

Logo,a+bi=c+di=0,ouseja,a=b=c=d=0.

Portanto, como {E,1I,J, K} é um conjunto gerador e linearmente independente
de H segue que ele é uma base. A segunda parte do teorema é consequéncia imediata

da primeira. 0

Observacao 3.2.4. Calculos diretos nos dao as seguintes igualdades

I J=-J 1=K, J K=-K-J=ILK-I=-1-K=J e I’=J°=K>=—-E (3.9)

Teorema 3.2.5. O mapa
FrH—=H, ol+fi+qj+ok—ab+pl+7]+0K
¢ um isomorfismo de R-dlgebras tal que

FQ)=E, Fi)=1, F(j)=J, e F(k) =K

Prova. Sejam u = w11 4 usi + usj + ugk e v =011 4+ v9i + v3j + v4k elementos de H
e o € R. Entdo:

Flou+v) = F((aup +v2)1 4 (cus + v2)i+ (cus + v3)j + (aug + v4)k)
= (auy +v2)E + (qug + v9)I + (qug + v3)J + (qug + v4) K
= o(n B+ ul + uzJ + uyK) + (1 E + vol + v3J + v4K)
= aF(u)+ F(v) (3.10)

Logo, F' é de fato uma transformacao linear. Além disso, ela é uma bijecao pois

envia base em base. Assim, resta provar que F' preserva a multiplicacao. Para isso,
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consideremos u e v elementos de H como antes. Entao:

Fu)-F(v) = (wiE+usl +usJ + usK) (01 E 4 vol + v3J + v4K)

= w1 E 4 (u1vg + ugvy) I + (uqvs + ugvy)J +
(U104 + ugv1) K + upvaI? 4 ugvslJ + ugvg K +
Usva J I + ugvsJ? + usvgJ K + uqve KT + uqvs K J + ugvg K2

= wu E 4 (ugvg + ugvy) I + (uqvs + ugvy)J +
(U104 + ugv) K — w0 E 4 ugvz K — ugvyJ
— U3 K — usvs B + usvgd + ugveJ — ugv3l — ugvs B

= (U101 — Uy — ugv3 — ugVs) E + (U101 + ugvy + ugvy — ugvz)l +
(w13 — ugy + u3vy + Ugv2)J + (U1vs + FU2v3 — gV + ugvy) K

= F((uvq — ugvg — uzvy — ugvy) 1 + (ugvq + ugvy + ugvy — ugvs)i+
(U103 — UgVy + U3vy + Ug2)j + (Urvy + FUrvz — UzV2 + gV )K)

= F(u-v). (3.11)

Portanto, F' é um isomorfismo de R-&lgebras. O

Corolario 3.2.6. A dlgebra dos quatérnios € associativa.

Prova. De acordo com a Observacao 3.2.2, H é uma R-algebra associativa. Assim,

pelo isomorfismo H ~ H provado no teorema anterior segue o resultado desejado. O

Proposicao 3.2.7. A dlgebra dos quatérnios H € uma R-dlgebra de composicio com

respeito a norma euclidiana, ou seja, para cada u,v € H,

Em particular H é uma dlgebra de divisao.

Prova. Sejam u,v € H. Pelo item (¢) da Proposi¢ao 3.1.3 temos
u-v=v-u (3.12)
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Assim,

|u-v|*1 = (u)u-v (3.13)
= (uv)-(v-u) (3.14)
= u(vv)u (3.15)
= || v uu (3.16)
= JulP-fIvi*1 (3.17)

onde as igualdades (3.13), (3.16) e (3.17) seguem da Proposicao 3.1.3 (a), (3.14)
segue de (3.12) e (3.15) segue da propriedade associativa de H. Finalmente, de (3.17)
concluimos

como desejavamos. O

A algebra C surge a partir da algebra R quando, no produto cartesiano R x R

introduzimos uma multiplicacao definida por
(a1,a2)(by,b2) = (a1by — baag, ashy + byay), ai,as, by, by € R.

Nosso préximo resultado mostrara que a algebra dos quatérnios pode ser obtida da

algebra dos complexos por meio de um processo de duplicacao anéalogo.

Teorema 3.2.8. Seja - uma multiplicacao em C x C definida pela sequinte igualdade:
(Wl, Zl) . (Wg, Z2) = (W1W2 — 2221, Z1W2 + ZQWl) (318)

para cada Wi, Ws, 71,2 € C. Entao a aplica¢ao

p:CxC—H, (W,z)»—><v_v _Z>

Z W

€ um isomorfismo de R-dlgebras. Em particular, C x C com esta multiplicacao é uma

R-dlgebra isomorfa o H.
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Prova. Dados (wy,21), (W2,22) € C x C e a € R temos

ola(wy,z1) + (W2,22)) = @w(aw; + Wy, az; + 2)
awy +wy  —(azy + z9)
aZy + Zo awq] + Wy

awi + Wy —QZy — ZQ) )

az1+z2; oawq + Wy

—Z Wo —Zy
Z; Wi Z; W2

= ap(wy,2z1) + ©(Wa, Zo). (3.19)

Logo, ¢ ¢ transformacao linear.

g@(W,Z)z(vzv _WZ>:0

se, e somente se, w = z = (0. Assim, ¢ é uma transformacao linear injetora. Como

dim(C x C) = dim(H) segue que ¢ ¢ um isomorfismo linear.

Também temos

Finalmente, mostraremos que ¢ preserva multiplicacao. Para isso, suponhamos
(W1,21), (Wg,22) € C x C. Entao:

o((wW1,21) - (W2,22)) = @(Wi1Wg — ZoZ1, 21 W + ZoW))
B WiWy — ZoZ1 —Z1Wy — ZoWq
- ( Ty +BWi Wi W — 297 )
Wi —Z; Wy —Z
-GG )
= o(wi,2z1) - p(Wa, 22)

Portanto, ¢ é um isomorfismo de R-algebras. O

3.3 O teorema de Frobenius
Em toda esta secao K denotard uma R-algebra associativa e com identidade 1.
Definicao 3.3.1. Trés elementos u,v,w € K formam um tripla Hamiltoniana se
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satisfazem as nove condicoes de Hamilton, i.e., a tabela de multiplicacao para estes

elementos é:

u v w
ul| -1 | w | —v
v i—w|—-1]| u
w| Vv —u | —1

Observacao 3.3.2. O subespago vetorial de K gerado por 1 é uma R-subalgebra
isomorfa a R. Em virtude disso, abusaremos da notacao e identificaremos R como

uma subélgebra de K.

Definimos o seguinte subconjunto de K.
Im(K)={veK|vieRev¢gR\{0}} (3.20)
Chamaremos Im(K) de parte imagindria de K. Claramente,
R NIm(K) = {0} (3.21)

e se v € Im(K), entdo av € Im(K) para cada o € R. A terminologia é baseada na
observacao que no caso K = C ou H, existe um espaco de vetores imagindrios, no

sentido que se v ¢ R, entdao v € R.

Proposicao 3.3.3. Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

(a) Seu,v € Im(K) sao linearmente independentes, entdo 1,u e v sdao linearmente

mdependentes.

(b) Seu,v,u+v e Im(K), entio

u-v+v-ueR. (3.22)

(c) Se K ndo tem divisores de zero, entdo para cada elemento v € Im(K) temos

vi=—w comw > 0. Em particular, se Im(K) # 0 entdo existe u € Im(K) tal

que u? = —1.

(d) Seu,v,w € K ¢ uma tripla Hamiltoniana, entao a transformacao linear de
p:H—=K
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definido por (1) =1, o(i) = u, ¢(j) = v, (k) = w € injetora e o subespaco

(u,v,w) estd contido em Im(K).

Prova. (a) Suponhamos que v = a+ ffu, com «, f € R. Teremos
20fu = v? —ao? — f*u® e R.

Portanto, a5 = 0, pois u € Im(K). Pela hipotese, a # 0 pois u e v sao linearmente
independentes. Assim, 5 = 0. Isso por sua vez implica que v ¢ Im(K). Mas isso é

um absurdo. Portanto (a) esta provada.

(b) Segue observando-se que

u-v+v-u=(ut+v)y?-u’-v?eR

(c) Seja v € Im(K). Por definicio v = a com o € R. Se a > 0, entdao a = (32,
para um (€ R. Assim,

(v—=8)-(v+B)=vi—a=0.

Disso segue v =  ou v = —f e v nao pertenceria a Im(K) o que é um absurdo.

Logo, o = —w com w > 0 e w = +%. O elemento u = v~ v é tal que u? = —1.

(d) A injetividade de ¢ é equivalente a mostrar que 1, u, v e w sao linearmente
independentes em K. Os vetores u e v sao linearmente independentes porque se v
fosse miltiplo escalar de u, terfamos w = u-v = v.-u = —w e portanto w = 0,
contradizendo w? = —1 # 0. O item (a) mostra que 1,u e v sdo linearmente

independentes. Se w € (1,u, V), existiriam tnicos «, 3,7 € R tais que

w =au+ v+ 1. (3.23)

Multiplicando essa relagao por u, teremos

¥ 1 «
—v=—a+fWH+yu=>w=——u——-VvV+ —. 3.24
ER M 529
Assim, (3.23) e (3.24) implicaria, pela unicidade das constantes, que 3% = —1.

Mas isso ¢ um absurdo. Logo, 1,u,v,w sao linearmente independentes. Por fim
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temos que (u,v,w) esta contido em Im(K). De fato, notemos que:

(cu+ Bv +yw)(au+ v +yw) = —a? — B> —~* +af(uv + vu)

+ ay(wu+uw) + fy(vw + wv)
(cu+ Bv+yw)? € R

e que au+ v +yw ¢ R — {0} (pois caso contrario, teremos au+ v +vyw = a € R).

Dai au + v + yw — a = 0. Aplicando ¢ em ambos os membros:
oo+ Bv + 7w — a) = p(0) = 0,
ou equivalentemente,
au+ v +yw —a € ker p = {0}
Mas isso é um absurdo. |

A nocao de tripla de Hamilton deve sua importancia ao seguinte resultado de

existéncia.

Proposicao 3.3.4. Seja U C Im(K) um subespaco de dimensao dois de K. Para cada
elemento u € U tal que u® = —1, existe v € U tal que u,v e u-v formam uma tripla

Hamiltoniana em K.

Prova. Pela Proposicao 3.3.3 (b), existe v/ € U tal que u-v' + v/ -u =g € R.

Definimos agora v/ = v’ + gu. Obviamente, v € U C Im(K). Além disso,

u-v'+v"u = u-(v'+§u)+(v’+§u)-u
= §u2+u-v’+§u2+v’-u

= pu+u-v+v-u
= —B+p
=0

Pela prova da Proposi¢ao 3.3.3 (¢), existe um miltiplo v = yv”, com v € R, tal que

v2 = —1. Uma conta direta nos mostra que v também satisfaz a relacdo u-v+v-u = 0.
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Assim,

wi=—-1 e
(as demais identidades seguem de u> = v? = -1, wu=u-v, eu-v = —v-u). Ora,
v-wi=(v-w)-w=—(vi-u)-w=—v.
Assim, deduzimos
v(iw? 4+ 1) =0.
Portanto, w? = —1, j4 que K nfo tem divisores de zero. O

Necessitaremos mais adiante da seguinte definicao:

Definicao 3.3.5. Dizemos que K é uma R-algebra quadrdtica se para cada u € K,

existem «, 8 € R tais que u? = au + f.

Exemplo 3.3.6. A extensao H é quadratica. De fato, para cada u = a+bi+cj +dk,
temos u? = 2au — (a® + b*> + ¢* + d*). Em particular, como C C H, também temos

que C é quadratica.
O seguinte resultado de Frobenius mostra a importancia da nocao de elemento

imaginario.

Teorema 3.3.7 (Lema de Frobenius). Seja K uma R-dlgebra quadrdtica. Entao

Im(K) é um subespacgo vetorial de K e
K =R @ Im(K).

Prova. Sejam u,v € Im(K). E suficiente mostrar que u + v € Im(K), pois au €
Im(K) para cada u € Im(K) e para cada o € R como ja observado acima. Se u e v
sao linearmente dependentes, teremos v = au e u+v = (1 4+ a)u € Im(K). Assim,

suponhamos u e v linearmente independentes. Como K é quadratica,

(u+v)P?=a+fi(u+v), (u=—v)*=a+ fa(u—v),
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para certos aq, 81, aa, B2 € R. Isso implica que

(Bi+ Bo)u+ (Br — Bo)v =20 +2v° — (a1 + a») ER.

A Proposigao 3.3.3 garante que 31+ 8y = 1 — 2 = 0,i.e. B = =0e (u+v)? = ay.

Novamente pela Proposi¢ao 3.3.3 u+ v € R e portanto u 4+ v € Im(K).
Sejav € K\R. Por hipotese v? = a+ v e portanto (v—£3/2)? = (a+%/4). Como
v—[£/2 ¢ Rentao v— /2 € Im(K), i.e., K = R+ Im(K) e portanto K = R & Im(K).
Ul

Podemos finalmente provar o resultado principal dessa secao.

Teorema 3.3.8 ( Frobenius, 1877). Seja K uma R-dlgebra quadrdtica e sem divi-
sores de zero. Entao, a menos de isomorfismos, K € uma das sequintes R-dlgebras:
R, C ou H. Em particular, uma extensdo quadrdtica sem divisores de zero e nao

comutativa deve ser isomorfa a H.

Prova. Seja n > 1 a dimensao vetorial de K. Se n = 1, é imediato deduzir que o
homomorfismo ¢ : K — R definido por ¢(1) =1 é um isomorfismo de K em R.

Seja n = 2. Pelo Lema de Frobenius temos Im(K) # ) e portanto existe u € K
tal que u?> = —1. Seja ¢ : C — K a transformacao linear definida por (1) =1 e
©(1) = u. Esta transformacao é injetora pois 1 e u sao linearmente independentes.
Sendo n = 2, ¢ é um isomorfismo e linear. Para mostrar que é isomorfismo de
R-algebras basta mostrar que p(u-u') = ¢(u) - p(u’) o que é imediato.

Seja n > 3. Pelo Teorema 3.3.7, K = R @ Im(K). Assim, dim(Im(K)) > 2. Dessa
forma, pela Proposi¢ao 3.3.4, K contém uma tripla Hamiltoniana u,v,w € Im(K)
(em particular, dim(Im(K)) > 3). Mostraremos agora que Im(K) = (u, v, w). Para
isso, suponhamos x € Im(K) arbitrario. Pela Proposi¢ao 3.3.3, existem «, 8,7 € R
tais que

Xx-utu-x=qa, X-V+Vv:-X=f X WH+tW-X=1. (3.25)

Multiplicando a direita a primeira equacao por v e multiplicando a esquerda a segunda

equacao por u, deduzimos
x-wH(u-x)-v=av, u-(x-v)+w-x=_,u

e portanto

X -W—W-X=av—[u.
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A dltima equagdo combinada com a terceira em (3.25) fornece

2x-w e (u,v,w)

e enfim —2x = x - w? € (u,v,w), i.e. Im(K) = (u,v,w). Assim, dimK = 4 e a
transformagao linear ¢ : H — K tal que (1) =1, ¢(i) = u, ¢p(j) =vepk) =wé
um isomorfismo de R-algebras.

O
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Capitulo 4
Algebra dos Octénios

Nesse capitulo estudamos a algebra dos octonios de Cayley. Assim como ocorre
com 0s quatérnios, veremos que a algebra dos octonios ¢ de divisao, de composicao e
nao comutativa. A novidade nesse caso é que ela nao é associativa. De acordo com
relatos historicos, a algebra dos octonios foi descoberta dois meses ap6s os quatérnios
por John T. Graves. Todavia, a descoberta de Graves so foi publicada 5 anos depois
(1848). Em 1845, Cayley redescobre a élgebra dos quatérnios e a publica no apéndice
de um trabalho sobre funcoes eliticas. Dai em diante esta algebra passa a ser chamada

de 4lgebra dos octonios de Cayley.

4.1 Definicao e propriedades basicas

O produto cartesiano H x H tem estrutura natural de R-espaco vetorial onde as
operacoes de adicao e multiplicacao por escalar sao dadas pelas seguintes igualdades:
(111, V1> + (LIQ, V2> = (u1 + U9, V1 -+ V2) (41)

para quaisquer (uy,vy), (ug,vo) € H, e
a(u,v) = (au, av) (4.2)

para quaiquer (u,v) € HxH e a € R. Pode-se verificar que H xH com estas operagoes
¢ isomorfo, como R-espaco vetorial, a R®.
Inspirado no processo de duplicagao que permite obter os quatérnios a partir da

R-algebra dos complexos, definimos uma operacao em H x H através da seguinte
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igualdade:

(ug,ug) - (vi,ve) := (u1vy — Valy, UsVy + vouy). (4.3)

para quaisquer (uy,uy), (vi,vy) € H x H. E imediata a verificagdo que esta operagio

¢ uma multiplicacdo em H x H. Assim, (H x H, -) é uma R-algebra de dimensao 8.

Definigao 4.1.1. A R-algebra (H x H, -) é chamada R-dlgebra dos octénios de Cayley

e a denotamos por 0. Chamaremos os elementos de @ de octonios.
Observacao 4.1.2. A algebra dos octonios satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Para (1,0) € O temos (1,0) - (uy,uz) = (ug,uz)-(1,0) = (u;, uy) para qualquer

(ug,ug) € 0. Logo, O é uma algebra com identidade.

(b) A aplicagao ¢ : HH — O, u + (u,0), é um homomorfismo injetor de R-algebras.
A injetividade e a linearidade de ¢ é 6bvia. Por outro lado, dados u,v € H
temos (u,0) - (v,0) =(u-v—0-0,0-Vv+0-u) = (u-v,0); logo, ¢ é realmente
um homomorfismo injetor. Com isso, segue que existe uma copia de H em O e,

em particular, O nao é uma R-&lgebra comutativa.
Utilizaremos as seguintes notagoes:
1:=(1,0), i:=(1,0), j:=(,0), k:=(k,0), e 1:=(0,1)
Proposicao 4.1.3. O conjunto B = {1,1,j,k, L,il, jl kl} € uma base ordenada de Q.

Prova. Segue da observacao que B é imagem da base canonica de R® pelo isomorfismo
linear ¥ : R® — O dado por

W(U1,U27 Uz, U4, V1, U2, U3, U4) = (Ul]_ + Ugi + U3j + U4k, Ul]- + UQi + U3j + U4k)

Ul
Em virtude da proposicao acima, cada elemento w € O pode ser escrito de forma

dnica como
w = w1l + wol + wsj + wsk + wsl + weil + wrjl + wgkl (4.4)

onde wy,...,wg € R.
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Observamos que
i1=(0,1), jl=(0,§) e ki=(0,k) (4.5)

Assim como ocorre com os complexos e quatérnios, também podemos definir uma

conjugacao em Q.

Definicao 4.1.4. Seja w = w1 + woi + w3j + wsk + wsl + wgil + wrjl + wgkl um

octonio. O conjugado de w, denotado por w, é o octonio
W = w11 — U)Qi — U)gj — UJ4k — w5l — ’LU611 — wml — wgkl

Notemos que w = w11l + wsi + wsj + wsk + w5l + weil + w7jl + wgkl pode ser
reescrito como

w = (uy, uy)

onde
u; = wil + woi + wsj +wik e uy = wsl + wei + wrj + wgk
Assim,
W = wil—wel— ng — wak — wsl — wgil — U)7jl — wgkl

= (w11,0) — (w2, 0) — (w3j,0) — (wak, 0) — (0,ws1) — (0, wei) — (0, wz7j) — (0, wsk)

= (w1 — wgi — ng — w4k, —(UJ51 + w6i + w7j + wgk))

Logo, o conjugado de um octénio w = (uy, uy) pode ser escrito de forma compacta
como

W = (ﬁl, —UQ).

Proposicao 4.1.5. Sejam w = w1 + woi + wsj + wik + wsl + wegil + wrjl + wgkl,

w = w1+ wii + whj + wik + wil + wgil + wrjl + wikl octonios e o € R. Entao:

(a) w-W=wW-w=(w] +w} +w; +wj] + w4+ wi + w2 + wj)1.

(d) aw +w' = aw +w’
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Prova. Primeiro escrevemos w = (uy,uz) e w' = (uf, uy) como

u; = w1l + woi + w3j + wak, uy = w51 + wei + wrj + wsk

/ / ! /s / / / /s /s !/
u; = wil + wol +wsj +wik, uy = wyl + wgl + wrj + wg

temos:

(a) Segue das seguintes igualdades

w up, up) - (g, —ug)

(W] + w3 + w; + wi + wi + wg + wi + wi)1, Wl — Uyuy)
(

W = (
= (uy U + Uauy, Uyl — Usuy)
=
= ((w] +w; +wi +wi +wi +wg + wi + wg)1,0)
=

wi + w4+ wj + wi + wz +wg + wi + wi)1

(b) Para esse item temos

% = () = (@, —(w) = (w,m) = w

(c) Temos

! 14/ 14/ /
wu) — usuy, us’y + ubuy)

(

= (wmu} — uhuy, —(wpu'; + uhuy))
(ulu’l — qug, —u2ﬁl — u’2u1)
(

S J— JE— / - /
1 -U — Up - uy, —upu/y — usuy)

(d) Finalmente, para esse item temos:

aw +w = (au; +uf, auy + ub)
= (auy +u}, —(auy + uy))
= (auy + uj, —auy — uj)

= aw + w
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A exemplo de R, C e H também temos que O é uma algebra de divisao
Proposicao 4.1.6. Todo elemento nao nulo de Q tem inverso multiplicativo.

Prova. Seja w = w1 + woi + wsj + wik + wsl + weil + wrjl + wgkl € O\ {0}. Pela
Proposicao 4.1.5(a) temos

wWwW=w-w=(w]+ - +wi)l. (4.6)

Como w # 0, entao w? + - - - + wi # 0. Desse modo, multiplicando a igualdade (4.6)

por (wi+ -+ wj)~" vem

g
|
g

w4 +wi o w4+ wd

Portanto, w é invertivel. O

4.2 A Algebra dos octonios é alternante
Para os octonios wi; = 1, wy = ile w3 = jl temos
wy - (wy-w3) =kl e (w;-wy) wy=—kl (4.8)

Com estas igualdades observamos que a algebra dos octonios, além de nao comutativa,
é nao associativa.

A nocao a seguir é um enfraquecimento da propriedade associativa.
Definicao 4.2.1. Uma R-algebra A é alternante se para cada x,y € A,
x-(x'y)=x"y e (x-y)y=xy" (4.9)

Naturalmente, toda &lgebra associativa é alternante.
O produto interno euclidiano em R® induz um produto interno em © dado pela

seguinte igualdade:

((ur,u2), (v1,va)) == (ug, vi) + (ug, va)

para quaisquer (uy, up), (vy,vy) € Q.



Dado um quatérnio u = u;1 + usi + usj + usk € H, definimos a parte real de u

como sendo o ntimero real Re(u) = u;. Célculos diretos nos dao:

u? = 2Re(u)u — (u,u)l e 2Re(u) =U+u
Para cada w = (uy,u2) € O definimos

A(w) = Re(uy)

Notemos que se w = (uy,uy) € O entao

w? = (u] — Wuy, ux (T +uy))
= (2Re(uy)u; — (ug,u;)l — (uz,uz)1, 2Re(u; )uy)
= 2Re(u;)(ug,uz) — (((ur, uy) + (uz,us))1,0)

Logo,
2

w = 2\(wW)w — (w, w)1.

Outra identidade 1til e facilmente verificada é

w=2\w)l—-Ww

Proposicao 4.2.2. Se w = (uy,us), W = (v, Vva) sdo octonios entdao

w- (Ww) = (w,w)w = (ww) - W

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Prova. A segunda igualdade segue diretamente da Proposi¢ao 4.1.5 (a). Assim, nos

ocuparemos em demonstrar apenas a primeira igualdade.

Temos

WWwW = (ﬁl, —1.12) . (Vl,Vg)

= (ﬁlvl + VQLIQ, —ugvl + Vgﬁl).
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Como H ¢é associativa,

www') = (
(uju; vy + viligug, uglavy + voujuy)

= (((ur,ur) + (uz,u2)) vy, ((ur, ur) + (uz, uz))vs)
(w, w)(vi,v2)

(w

;W)W

Teorema 4.2.3. A dlgebra dos octonios € alternante.
Prova. Sejam x,y € O. Por (4.12) e (4.11) temos
X=2\(x)1-x e (x,x)1=2\(x)x —x*

Dessas igualdades e da Proposigao 4.2.2 vem

X(2A(x)y — xy) = 2A(x)x — x7)y

u[U;vy + Voug| — [—VviT2 + wV]ug, ug[Viug + Uave| + [—u2vy + vou;|uy)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Desenvolvendo os dois lados dessa igualdade e efetuando cancelamentos obtemos

x(xy) = x"y
Aplicando conjugacao nos dois lados desse igualdade obtemos:

(¥ -X)x=y-X

Como essa igualdade é verdadeira para qualquer x,y € O também temos

(yx)x = yx°

Portanto, de (4.16) e (4.18) segue a conclusao desejada.

4.3 A Algebra dos octdonios é de composicao

Dados wy, wy € O, segue de (4.11) que
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(w1 + w2)2 = 2\(W1 + W) (W + Wa) — (W] + Wo, W1 + W) 1

Desenvolvendo os dois lados dessa igualdade e efetuando cancelamentos obtemos
Wi Wy + WoW; = 2/\(W1)W2 + 2/\(W2)W1 - 2<W1, WQ)]_ (419)

Aplicando A em ambos os lados dessa igualdade vem:

AWiwy + Wowq) = AN(W1)A(Wa) — 2(W1, Wa) (4.20)

Finalmente, dessa expressao obtemos
1
(W1, Wa) = 2\(W1)A\(wy) — é)\(W1W2 + wWowy) (4.21)
Lema 4.3.1. Sejam wi,wo, w3 € Q. Entdo:
(a) Se A(wy1) = AM(wz) =0 entdo (wi, wawy) =0 e A(wiwg) = A\(Wowy).
(b) Se )\(Wl) = /\(WQ) = )\(Wg) = 0 entao <W1W2,W3> + <W1W3,W2> =0.
Prova. (a) Por (4.19) temos

W1 (W2W1) + (W2W1)W1 = 2)\(W1)W2W1 -+ 2)\(W2W1)W1 — 2(W1, W2W1>1

(W1W2)W1 + (W2W1)W1 = —2<W1, W2>W1 (422)

Subtraindo essas equagoes membro a membro e usando o fato que O é algebra alter-

nante obtemos:
0 = 2(A(wawy) + (W, W))Wy — 2(Wp, wowy)1 (4.23)

Assim, (wq, wowy) = 0 e A(wWowy) + (w1, wy) = 0. Dessas igualdades temos as con-
clusoes desejadas.

(b) Temos A(wq + w3) = A\(wy) = 0. Assim, pelo item anterior

(W1 (wWa + w3), Wy + w3) = 0;
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logo,

(W1 W, W) + (W1 Wa, W3) + (W1 W3, Wa) + (Wi w3, ws) = 0.

Mas (wiws, wo) = (w;w3, ws) = 0, também pelo item anterior. Assim,
(W1wg, W3) + (W1w3, Wa) = 0

como desejavamos. O
Proposicao 4.3.2. Sejam wq,wy, wg € Q. Entao:

(a) (w1, Wa) = 2A(W1)A\(Wy) — A(W1ws)

(b) (wiwq, W3) + (Wiw3, W) = 2\(W)(Wo, W3)

Prova. Escrevamos wi = A(w1)1 + W}, wy = A(W2)1 + wh e wy = A\(w3)1 + wi.

(a) Temos

AMwiwy) = AAW1)A(W2)1 4+ A(W1) Wy + M(W2) Wi + Wi wh)

= AMwW)AW2) + A(Wi)A(Wa) + A(wi)A(Wa) + A\(wiwsy)
= /\(Wl) (Wg) + )\(W1>/\(W2) + )\(Wl)/\(w2) + /\(W/2W,1)
Y

W2W1>

onde da segunda igualdade para a terceira utilizamos o Lema 4.3.1 (a). Assim, como

AMwWiwsy) = A(wowy), segue de (4.21) a igualdade desejada.
(b) Temos,

(Wiwa, w3) = ANwi)A(Wo)A(W3) + A(wi)A(wo)(1, wy) +

FAW)A (W3 )(Wy, 1) + A(wi){ws, W) +
FAW2)A(ws)(wy, 1) + AMwa){wy, wh) +
+A(ws)(wiws, 1) + (wiw), wi) (4.24)
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(Wiws, wa) = A wp)A(Wo)A(w3) + A(wi)A(w3) (1, wy) +

FAW)A(W2) (W5, 1) + AMwi) (W, Wy) +
+A(W2)A(ws) (Wi, 1) + A(ws)(wi, wy) +
+A(wa)(wiws, 1) + (wiwy, wh) (4.25)

Mas (1, w}) = (wh, 1) = (wh, 1) = 0. Logo,

(Wiwg, w3) = A(W1)[MW2)A(W3) + (Wh, wi)] + A(wa) (W), wy) +

FA(Wa) (Wywh, 1) + (whwh, wh)

(Wiws, wa) = A(W1)[A(Wa)A(W3) + (W3, wh)] + A(w3)(wy, W) +
FA (W) (wiws, 1) + (Wi wy, wh)

Como (wWa, W3) = A(Wa)A(W3) + (W5, wh) entdo

(wiws, wa) = AMWi){wa, wa) + A(Wa) (Wi, wh) + A(Ws) (W ws, 1) 4 (Wi wh, wh)

— (W) (Wa, Wa) — A(Wa) A(Wiw) + A(W)A(Wiw) + (wiwh, wh)

(wiws, wa) = A(wi)(Wa, W3) + A(Ws) (W], wh) + A(wa)(wiws, 1) + (Wi ws, wh)

= Aw1){wa, ws) — A(W3)A(W W) + MW2)A(Wiwh) + (Wiws, o)
Dessa maneira
(Wiwa, w3) + (Wiw3, Wa) = 2A\(W1)(wa, W) + (Wi w), Wh) + (W Wy, w))
Mas pelo Lema 4.3.1 (b), (ww}, wi) + (wiwj, wh) = 0. Logo,
(W1Wo, W3) + (W1w3, Wa) = 2\(wy)(Wo, W3)
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como desejado. O

Teorema 4.3.3. A dlgebra dos octonios € de composi¢cao. Em particular, Q € uma

dlgebra de divisao.

Prova. Sejam wy, wy € Q. Por 4.3.2 (b) temos
(W1 (W1 W3), Wa) + (W1 Wo, W1 Wa) = 2\(W ) (Wa. W1 Wa).

Equivalentemente,

<W1W2,W1W2> = 2/\(W1)<W2,W1W2> — <W1 . (W1W2)7W2>

= 2A\(W1){(Wa, W1 W3) — (WoWy, Wo)

(4.26)
Por (4.11), w? = 2\(w1)w; — (wy, w;)1. Assim,
(Wiwo, WiWo) = 2A(Wy)(Wa, WiWsa) — ((2A\(W1)wy — (W, w)1)wo, W)

= (Wi, W) (Wa, Wy). (4.27)

Logo,
| wiw 2= w7 - ) we |
Portanto,
[ wi-wy [|= wo |- ] we ]

e isso conclui a demonstragao. O
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