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RESUMO

Esta dissertacdo aborda a introdugdo do conceito de Logaritmo no nono ano do Ensino
Fundamental visando facilitar o processo de ensino-aprendizagem deste conceito no
primeiro ano do Ensino Médio. Primeiramente, abordamos um pouco da histéria do
surgimento do Logaritmo e, em seguida, realizamos uma analise da abordagem desse
tema em alguns livros didaticos atuais. Posteriormente, fundamentamos nossa proposta
da introducdo do conceito de Logaritmo logo apds o aprendizado da Potenciagdo, como
uma simples operacdo reversa desta, considerando as devidas restricdes em termos do
conjunto numérico de sua aplicacdo. Para avaliar a proposta, foi realizada experiéncia em
sala de aula, numa turma de nono ano, que apresentamos neste trabalho. Para finalizar,
visando a formacdo docente, apresentamos um pouco do contexto historico e conceitual

do Logaritmo de nimeros negativos.

PALAVRAS CHAVE: logaritmos, ensino, aprendizagem.



ABSTRACT

This dissertation addresses the introduction of the concept of Logarithm in the ninth year
of Elementary School, intending to facilitate the teaching and learning process of this
concept in the first year of High School. At first, we have taken a concise look at the
history of the rise of Logarithm, and then we conducted an analysis of the approach to
this topic in some current textbooks. Therefore, we based our proposal of the introduction
of Logarithm concept short after the learning of the Potentiation, as a simple reverse
operation of this one, considering the expected restrictions in terms of the numerical set
of its application. In order to assess the proposal, a classroom experience was carried out
in a ninth grade class, which we present in this study. Lastly, aiming at teacher training,
we present some of the historical and conceptual contexts of the Logarithm of negative

numbers.

KEYWORDS: logarithms, teaching, learning.
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INTRODUCAO

O Logaritmo faz parte do contetdo que deve ser ensinado no 1° ano do Ensino
Médio e na maioria das vezes seu ensino se baseia em decorar propriedades e em longas
e tediosa resolucBes de equacOes e inequagdes indo contra as orientacbes do PCN(
Parametros Curriculares Nacional).

De acordo com o PCN (2000) temos

Ao final do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica
para resolver problemas praticos do cotidiano; para modelar fendmenos em
outras areas do conhecimento; compreendam que a Matematica é uma ciéncia
com caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas e demonstracdes;
percebam a Matematica como um conhecimento social e historicamente
construido; saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento

cientifico e tecnoldgico (PCNs, 2000).

O objetivo principal deste trabalho é a apresentacdo da proposta de antecipagao
do aprendizado de Logaritmo para 0 9° ano do Ensino Fundamental 11 bem como o relato
de sua aplicacdo, de forma experimental, proporcionando aos alunos manipulagdo com
0 conceito em um subconjunto dos numeros reais. A proposta visa contribuir para o
processo de ensino-aprendizagem do contetdo no Ensino Médio e facilitar o trabalho do

professor nesse nivel de ensino.

Este trabalho utilizou como referencial teérico, Caraca (1989), entre outros, mas
esse em especial. Caraca coloca uma informacdo importante, e sobre ela iremos debater
essa proposta, que seria relacionar as opera¢gdes matematicas como diretas e inversas da
seguinte forma: adicdo tem como operacdo inversa a subtracdo, multiplicacédo tendo
como inversa a divisdo e a potenciagdo tendo como inversa a radiciacdo e logaritmagao.

Esse € 0 ponto que iremos abordar, a possibilidade do ensino de Logaritmos no
9° ano logo apos o ensino de Potenciacdo e antes do ensino de radiciacao.

O trabalho esta apresentado em quatro capitulos.

No Capitulo 1, falamos sobre o inicio e descoberta de Logaritmo. Abordando os
precursores Napier e Briggs e 0s motivos reais para a criagéo de tal ferramenta, sobre a
questdo da prostaférese, que era utilizado antes do Logaritmo para podermos transformar
a multiplicagdo em soma e a divisdo em subtragdo. Também discorremos sobre o

conceito de caracteristicas e mantissas que ajudavam, antigamente, atraves de uma tabua
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logaritmica, a descobrirmos o logaritmo de alguns valores, e o porqué de nao utilizamos
esse conceito nos dias de hoje.

Neste capitulo também abordamos sobre uma possivel questdo que pode ser
levantada pelo aluno em sala de aula, e que o professor precisa estar preparado para uma
resposta, ainda que superficial para o aluno, devido a utilizacdo de recursos que o0 aluno
provavelmente ainda ndo os tem. No entanto o professor deve ter ferramentas para
responder a seguinte pregunta: Professor, existe logaritmo de ndmero negativo? Neste
capitulo fazemos uma analise mais técnica sobre a construcéo o conceito de logaritmo
de numeros negativos. Inicialmente é feito um levantamento historico sobre o assunto,
desde o surgimento e as “discussdes” de Leibniz e Bernoulli sobre o assunto, ¢ a
participacdo decisiva de Euler para resolver esse problema.

No Capitulo 2, fazemos uma breve avaliacdo de como € abordado o conceito de
Logaritmo em trés livros didaticos muito utilizados nos dias de hoje, aplicagdes, a
questdo da interdisciplinaridade, a quantidade de exercicios e tipos de exercicios
cobrados em cada um deles.

No Capitulo3 abordamos a fundamentacao da nossa proposta, seu planejamento,
sua execucdo e avaliacdo, por meio de experimento realizado com alunos do 9°.
Mostramos, basicamente que o Logaritmo pode ser ensinado, usando o universo dos
nimeros Racionais, no 9° ano do Ensino Fundamental, apoiado na ideia de que o
Logaritmo nada mais € que uma possivel operacdo inversa da Potenciacao, assim como

0 é a Radiciag&o.
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I. UM POUCO DE HISTORIA

O surgimento de logaritmo na histéria da Matemaética ndo tem uma data bem
definida, porém data-se do fim do século XVI e século XVII os principais avangos sobre
esse tema.

Um dos principais estudiosos sobre logaritmos foi John Napier (1550- 1617).
Napier era um escocés de familia rica que viveu boa parte de sua vida no castelo de sua
familia. Um dos grandes motivadores para a pesquisa de Napier era o fato de conseguir
simplificar alguns calculos matematicos relacionados as necessidades da Astronomia e
navegacao.

J& existia anteriormente a ideia de logaritmo uma forma de transformar
multiplicacdes e divisbes em soma e subtracdo, utilizando conceitos trigonométricos.
Meio esse denominado prostaférese, que foi usado e demonstrado através de alguns
calculos que envolviam medidas referentes a Astronomia, feitas por Johannes Werner(
1468- 1528), que também ficaram conhecidas como Fdérmulas de Werner.

Apesar de acreditarmos que Napier ja conhecia 0 método prostaférese a
abordagem de Napier estava relacionada a questdo das progressdes. De acordo com Eves
(2004):

Sabemos que Napier estava inteirado do método da prostaférese, e é possivel
que se tivesse deixado influenciar por este método. Mas a abordagem de Napier
para eliminar o fantasma das longas multiplicacbes e divisdes difere
consideravelmente da prostaférese, e se baseia na utilizacdo das progressoes
aritméticas e geométricas.

A relacdo que Napier usou entre as Progressdes eram conhecidas como Relagéo de Stifel.

Vejamos como funcionava:

12



2 4 8 16 32 64 128 256 PG

Ele observou que, o produto entre dois termos da primeira linha estava
diretamente ligado a soma dos dois termos correspondente da segunda linha.

Para manter os termos da progressao geometrica suficientemente préximos para
usar o conceito de interpolacdo para preencher as lacunas, Napier utilizou um numero

N=1—1/107 = 0,9999999. Usava-se 7 casas decimais que na época era a quantidade de
casas utilizadas nas tabelas trigonométricas e facilitaria seus calculos.

Uma demonstracdo geométrica sobre a utilizacéo de logaritmos para Napier foi a
utilizacdo de um segmento de reta denominado AB e uma semirreta DE, de origem D,
conforme a figura abaixo. Suponha dois pontos C e F gque se colocam em movimento a
partir de A e D, respectivamente, ao longo dessas linhas, com mesma velocidade inicial.
Admitamos que C se mova com uma velocidade numericamente sempre igual a distancia
CB e que F se mova com velocidade uniforme. Napier definiu entdo DF como logaritmo
de CB. Isto é, pondo DF=y e CB= X, (EVES, 2004)

x=Nap logy

]

§» -
e 2

.,

L )
Y

Figural
Podemos observar facilmente a relacdo existente entre uma PG e uma PA pela
figura acima. Enquanto x decresce em PG, o valor de y cresce em PA. Essa relacdo mostra

o0 principio fundamental de logaritmo.
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As informacGes sobre a prostaférese passaram a circular com uma grande
velocidade pela Europa e visto isso Napier se encorajou a langar seu primeiro livro em
1614, chamado “ Uma Descricdo da Maravilhosa regra dos Logaritmos”. ApoOs essa
publicacdo Napier fica fascinado pela riqueza do assunto, porém esbarra na falta de
clareza para expressar o logaritmo de 1 em qualquer base. Entéo ele recebe uma visita de
Henry Briggs, em sua casa. Segundo Eves ( 2004):

Foi basicamente durante essa visita que Napier e Briggs concordaram que as
tabuas seriam mais Uteis se fossem alteradas de modo que o logaritmo de 1
fosse 0 e o logaritmo de 10 fosse uma poténcia conveniente de 10, nascendo

assim os logaritmos briggsianos ou comuns (EVES, 2005, pag. 345).

Henry Briggs era um matematico inglés, também formado em Medicina que se
viu encantado, em 1592, pela questdo da Navegacdo e Astronomia, conhecendo esses
assuntos, passou a auxiliar um matematico e cartégrafo chamado Edward Wright. Através
de um amigo recebeu uma copia do livro “Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio”
escrito por Napier, onde este introduzia a ideia de logaritmo.

A invencdo de logaritmos ndo se deve a um Unico homem, porém € real que o
primeiro trabalho publicado sobre logaritmo tenha sido de Napier, mas existiam outras
ideias surgindo sobre o0 assunto la mesmo na Europa. Na Suica, mais ou menos a0 mesmo
tempo, Jost Burgi, ja tinha ideias semelhantes a Napier. Algumas pequenas diferencas
eram percebidas entre o trabalho publicado por Napier e Burgi, uma delas era o valor
utilizado como partida. Enquanto Napier partia de 1 — 107, Burgi usava um néimero um
pouco maior que um, 1 + 10** . Entdo podemos observar pequenas diferengas entre eles,
algo sobre valores de partidas e terminologia, porém com resultados finais e aplicacfes
iniciais ( PA e PG) bem comuns.

Entdo com a invencao de Napier em m&os coube a outros matematicos espalharem
a informacdo por toda Europa. De acordo com Laplace, a invengdo dos logaritmos fez

diminuir o trabalho e dobrar a vida dos astronomos (EVES, 2004, pag. 346).
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1.1 Caracteristica e mantissa

Conforme vimos anteriormente Napier teve naquele momento historico um bom
companheiro de estudo chamado Briggs. Napier chamou sua descoberta de “ Numeros
Artificiais” em seguida mudou para a palavra logaritmo que significa “ nimero de razido”.

Briggs mais adiante resolveu introduzir novos nomes aos logaritmos,

Briggs introduziu a palavra mantissa que é um termo latino de origem etrusca
que significava inicialmente “adi¢do” ou “ contrapeso” e que, no século XVI

, passou a significar “ apéndice”. O termo caracteristica também foi
sugerido por Briggs e foi usado por Valcqg. As primerias tabuas de logaritmos
vinham impressas tanto a caracteristica e a mantissa. ( EVES 2005)

As caracteristicas e mantissas eram muitos utilizadas, pois norteavam valores para
logaritmos existentes em algumas tabuas de logaritmos. Com o surgimento das
calculadoras cientificas o aprendizado sobre caracteristica e mantissa foi deixado de lado,
inclusive nos livros didaticos atuais.

Esses conceitos deveriam ser mais trabalhados em sala de aula juntamente a parte
historica de logaritmo, mostrando assim a importancia do surgimento de tal ferramenta
matematica. Para todos os efeitos o professor precisa saber e comentar com os alunos a
existéncia das tdbuas de logaritmo e a utilizacdo das caracteristicas e mantissas como
instrumento de calculos matematicos. Assim como sempre sera interessante e pertinente
o professor utilizar da histéria Matematica para a introducdo de conceitos, como por
exemplo, a existéncia do abaco romano e das fracGes unitarias. Essas descobertas
matematicas podem agucar a curiosidade do aluno e facilitar o processo de ensino-
aprendizagem.

Sabemos que todo nUmero escrito no sistema decimal pode também ser
representado com a x 10" com a entre 1 e 10, podendo ser igual a 1, e n nGmero inteiro.

Portanto, pode-se utilizar:
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x=a.10"
aplicando o logaritmo na base decimal, obtemos
log x=loga + log 10"
Podemos também escrever usando as propriedades de logaritmo

logx=1loga+n

De acordo com Elon( 2009),

Sabemos que 1< a < 10. Portanto log a ¢ um ntimero compreendido entre 0 e
1( podendo ser igual a zero) e n inteiro, entdo: log x=log a + n com 0< log a<
1. Nessas condic¢des log a= mantissa do log x e n= caracteristica de log x.

A mantissa é sempre um nimero compreendido entre 0 e 1, podendo ser zero mas
nunca igual a 1. Outra observacdo importante é que a mantissa nunca é negativa. Sobre a
caracteristica de log x podemos afirmar que esse nimero pode ser qualquer inteiro.

Usando a tabela do Anexo, podemos perceber por exemplo,

log 127=log 1,27 x 10?
log 127=1log 1,27 + 2
Perceba que se esse logaritmos fosse ,
log 0,00127= log 1,27 x 1073
log 0,00127=log 1,27 — 3

A mantissa nos dois casos seria a mesma o que realmente mudaria seria a
caracteristica do nimero.

Algumas regras sdo interessantes de serem apresentadas aos alunos para que estes
tenham ao menos uma nogdo dos valores dos logaritmos que estdo calculando, mesmo
utilizando calculadora. 1sso € interessante fazer com o aluno em sala deixando o0 mesmo

utilizar a calculadora para fazer o célculo, e mostrar que a caracteristica de um logaritmo
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tem relacdo direta com a quantidade de algarismos (quando x > 1) ou a quantidade de
zeros (quando 0 < x < 1).

Se x > 1, temos que a caracteristica é a quantidade de algarismos que antecedem
a virgula subtraido uma unidade.

Log 234 = 2,.... ( pois 234 tem 3 algarismos, 3 -1 = 2)

Log 1253,4= 3,..( pois 1253,4 tem 4 algarismos que antecedem a virgula, 4-1= 3)

Se 0< x < 1, temos que a caracteristica é o simétrico da quantidade de zeros que
antecedem o primeiro algarismo diferente de zero.

Log 0,00123=-3,.... ( 3 zeros antes do 1)

Log 0,000056 = -5,...( 5 zeros antes do 5)

Elon (2009) diz,

A existéncia das calculadoras eletrénicas fez deste capitulo uma pagina da
Historia, passada a qual as fungdes logaritmicas tém sua importancia
matematica reconhecida pelas propriedades intrinsecas de que gozam, ndo
como mero instrumento de calculo aritmético.

Conforme podemos observar as calculadoras eletronicas, introduzidas na segunda
metade de 1960, criaram um certo conforto nos alunos, fazendo com que 0s mesmos
simplesmente aceitem aqueles valores indicados sem ao menos contesta-los do “por
que?”. Cabe ao professor agucar no aluno a curiosidade do porqué tantas propriedades e
valores informados automaticamente pelas calculadoras.

Para finalizar, visando a formacdo docente, apresentamos um pouco do contexto
historico e conceitual do logaritmo de nimeros negativos.

1.2- Logaritmo de nimeros negativos

Aqui discorremos sobre algumas questdes que podem surgir no processo de
ensino- aprendizagem de logaritmo.
Quando trabalhamos o contetido é natural definir-se 0 seu campo de existéncia

somente para nameros reais positivos, isto porque, em geral, o introduzimos como
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operacdo inversa da exponencial, definida no campo real e com imagem positiva.

Podemos observar em alguns livros didaticos de Ensino Médio as seguintes defini¢Ges:

Sendo a e b nimeros reais positivos com a #1, chama-se logaritmo de b na
base a 0 expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia obtida seja
igual a b. (1IEZZI, 1998)

Isso ndo quer dizer que um professor durante sua aula, ndo se depare com um
questionamento do tipo: *“ Professor existe Logaritmo de nimero negativo?” ou “ Como
se faz o Logaritmo de um numero negativo?”. Sabemos que, de acordo com o PCN o
contetdo Funcdo Logaritmica é dado no 1° ano do Ensino Médio, onde os alunos ainda
ndo tem o conhecimento do Conjunto dos Numeros Complexos, porém acho pertinente o
professor ter um conhecimento de um pouco da Historia, considerando sua funcéo de
motivador de seus alunos para a Matematica e explicar ao aluno que existe sim, em que
momento foi determinado, e o quanto foi discutido por grandes matematicos da época.

Neste capitulo apresentamos alguns elementos basicos sobre o tema e um pouco
da Historia.

Na primeira metade do século XVIII, Bernoulli aceitava a ideia de nimero real
para logaritmo de nimero negativo, e para isso usava amplamente o seguinte argumento
(LIMA, 1991):

Se (-x)2 = x?, entdo
In( - x)?=In x?,
2 In(-x)=2Inx,
In(-x) = In X, para qualquer x>0.

Observemos que esse tipo de raciocinio pode surgir em sala de aula por qualquer
aluno, ap6s o aprendizado de propriedades de logaritmo e surgira, naturalmente a
pergunta:

Existe logaritmo de nimeros reais negativos?

Essa duvida foi discutida inicialmente por Bernoulli e Leibniz sem muito éxito,
porém exaustivamente.

Eles estudaram esta situacéo na primeira metade do século XVIII. Seguiu-se uma
longa controvérsia epistolar (em torno de 1712), onde cada um dos dois alinhavam
argumentos em favor do seu ponto de vista, assumindo posi¢Oes mais e mais radicais,

sem chegarem a nenhum acordo.
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De acordo com CARVALHO( 2015):

Leibniz era de opinido que um ndmero negativo ndo tinha logaritmo real
porque toda poténcia de expoente real de um ndmero positivo a, € um nimero
positivo; isto é a*=y >0, onde a >0 e x € R. Bernoulli afirmava que nimeros
negativos tém logaritmo real, e ainda, que log( -x) = log X.

Leibniz utilizava dos seguintes argumentos:

Em uma funcéo logaritmica definida por g( y)=loga y, onde g: R} — R sendo g
a inversa da funcdo exponencial, entdo: x = log, y © a* = y, assim

al8ay =y,
por definigéo.

Para que a afirmativa de Bernoulli estivesse correta, era necessario obter uma
fungdo @ continua e monotona, de forma que p(a)= 1 e p(x.y)= ¢(x) + ¢(y) conforme as
propriedades de logaritmos, ou seja , em g. Observemos que ¢ também ndo estaria
definida em zero, pois tomando-se ¢(x)= log X, com X > 0, obtém-se das propriedades de
logaritmos reais ¢(x.0)= p(x) + ¢(0), isto &, p(0) = p(x) + ¢(0). Logo, ¢(x)= 0, para todo
X > 0. Isso contradiz a condicdo de ¢(a)=1. Além disso, por Bernoulli ¢(-x) = ¢(x).

Dai, ¢ definida por ¢: R* = R e ¢(x)=log |x|. Como log 1= 0, entdo 0 = log 1=
o(1) = p( (1).(-1)) = o(-1) + p(-1)= 2 p(-1), logo, ¢(-1)=0.

Assim, o(-y)= ¢((-1).(¥))= ¢(-1) + 9(») = p(»)=log y = log | — y|, para todo y, isto
evidencia a teoria de Bernoulli, mas a igualdade a'°8<* = x, ndo mais valeria, passaria a
a'°8a* = | x |, pois

a'%8e¥ =y = loga(alogax) =log,w = log,x = log,w > w = —x ou

w =X

Porém foi Euler, em 1749, que escreveu um trabalho denominado Da
controvérsia entre 0s Senhores Leibniz e Bernoulli sobre os logaritmos dos nimeros
negativos e imaginarios. Neste trabalho Euler apresenta a teoria de logaritmos que temos
até hoje e ainda conseguiu conciliar os pontos de vista de Leibniz e Bernoulli. Ele mostrou
usando como ferramentas as func¢Ges trigonométricas e nimeros complexos, que um
unico numero real negativo possui uma infinidade de logaritmos e nenhum desses

logaritmos seriam reais.
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Podemos perceber que a necessidade de resolver o problema referente a resolucéo
de logaritmos de nimeros negativos , faz com que Euler utilize de um novo conjunto
numérico, o conjunto do nimeros Complexos.

De acordo com BOYER( 1974) a teoria sobre logaritmos negativos deveria ser
de fécil compreensdo, visto que eles j& tinham conhecimento da formula
e'“= cos (a) + i sen (a) mesmo antes de Euler enuncié-la.

Antes de Euler demonstrar a solucdo para logaritmos de ndmeros
negativos Leibniz e Bernoulli viviam a discussdo sobre as possibilidades (ou
impossibilidades) dos calculos desses logaritmos.

Podiamos perceber que as duas ideias para logaritmos de numeros

negativos deixavam pontos em abertos. Com isto,

Euler percebeu que a regra que, Leibniz deveria ser geral, ja que a generalidade
da algebra, segundo ele, era um fator fundamental para legitimidade da analise
algébrica. Euler dizia ainda que o célculo lida com variaveis gerais, logo, era
necessario que a regra fosse valida para qualquer valor de x, fosse ele positivo,
negativo ou imaginario. (ROQUE, 2012)

Para provar a existéncia de logaritmos de nimeros negativos Euler partiu do
principio de que o nimero e é a base para todos os logaritmos e exponenciais, a fim de
facilitar a demonstracdo da teoria.

Euler mostrou a partir da formula ! = cos0 + i sen6, valida para qualquer angulo
(férmula que era muito conhecida na época porém ainda ndo claramente enunciada),
fazendo a substitui¢ao de 6= =, teriamos:

el"™= cosn + isenT,
er=-1,
In(- 1)=in
mostrava portanto que o logaritmos de um ndmero negativo era um ndmero imaginario
puro e ndao um namero real.

Euler contribuiu consideravelmente com muitos artigos e livros publicados na
época, um desses considerado um tratado chamado Introductio in Analysin Infinitorum,
tratado este publicado em dois volumes que foi definido como como livro chave para o
desenvolvimento da matematica. Euler demonstrou nesse livro diversas notagfes em

destaque: f(x) para funcOes, e para a base dos logaritmos naturais, Y para somatorio, i

para a v—1. Porém uma das contribuicbes mais importantes vem a ser a respeito da
formula que leva seu nome: e*= cosx + i senx, que, para x=r resulta em e’ + 1=0. Euler
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era um matematico que utilizava substituicbes improvaveis que desafiaram muitos
matematicos na época e alguns até hoje. Utilizaremos de um desses raciocinios de Euler
para mostrar o desenvolvimento dessa formula.

Com o objetivo de tornar o texto auto suficiente para o leitor, colocamos algumas

propriedade que podem ser vistas em LIMA(2009) .

Conforme sabemos e é o limite da sequéncia (1 + %)“ quando n tende ao infinito,

n
isto é, e = lim (1 + %) . Utilizando do Bindmio de Newton e podemos rescrever cada

n—->0oo

termo desta sequéncia da seguinte forma:

1\" 1 1 1 1 1
(”;) =1+(D)7+ Dzt Gt (i) mm ()
n(nz!— 1)%+n(n— 13)!(n— 2)%4_ m+n(n— 1)(2!— 2) ...2.1%

Rearranjando as parcelas obtemos

=1+1+

=1+1+%(1—%)+%(1—%)(1_%)+...+%(1_%)(1_%)_“(1_71;1)

Vemos que a sequéncia € crescente e que
(1+l>n < 1+1+i+ l+---+ l< 1+1+1+l+---+i< 3
n 2 3! n! 2 22 2n ’
em que, a ultima desigualdade foi obtida pela soma dos termos de PG. De fato, é mostrado
em (LIMA, p. 93) que e também pode ser dado por
e = lim (1+l+i+ l+~--+ l)
n—oo 1 2t 3! n!

No século XVII, ja eram conhecidas as expressées em séries, em torno de 0 de €,
sen X e cos X, devido a importante contribuicdo de Taylor nos estudos de séries infinitas.
Existe muita discussdo sobre o real crédito a respeito desse desenvolvimento das séries
mas ficou definido ser dado a Taylor. Seu primeiro relatério sobre esse Teorema foi
escrito através de uma carta para John Machin em 1712. Nele Taylor conta que sua
descoberta foi feita apds uma “dica” de Machin sobre a “ utilizagdo da série de Sir Isaac
Newton para resolver o problema de Kepler” e sobre o “ método do Dr. Halley para se
achar as raizes” de equagdes polinomiais.

Ele usou sua formula para expandir funcdes em séries e para resolver equacgdes

diferenciais, mas ndo conseguiu prever o real papel dela na matematica. Colin Maclaurin,
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em 1717, notou um caso especial da série de Taylor, que hoje é conhecido como Série de
Maclaurin. E a partir disto surgem os desenvolvimentos em séries para a representacdo

de sen x e cos x, que foram utilizados por Euler, conforme podemos observar abaixo

3 x> 7 ()2n+1
senx=(x—§+a—ﬁ+...+( 1)n—(2 +1)'+...)
xZ x4 6 (x)Zn
cosx=(1—§ E—a+ +(—Dn ol +...)
n 1 2 3 n
*= lim (1+ ) hm(1+x—+x + X 44y )
n—coo n—oo 1! 2! 3! !
n
Jim (1+2)

O desenvolvimento em série de e* para x real, leva a uma grande ideia de Euler

sobre o possivel desenvolvimento de e, com z= x + iy nimero complexo, definindo

2 3
= l+z+ T+ 4+t
2! 3! n!

Utilizando de uma substitui¢do para, z= iy, ou seja, imaginario puro, temos

el — (ix)? (ix)3 (ix)"
=1+ix+—= o + T + ..+ o + ...

Pela propriedade de poténcias de i, podemos reescrever e como:

(- 22

@ - @ + ﬁ + .+ (_1)”@
4! 2n! 2n+1!

e*=1+ix -
2! 3!

Separando parte real da parte imaginéria temos:
_ 2 x4- (X) 3 x5 X'7 (Lx)2n+1
= (1= + Z'_!+ AN IO e ()

_ y y y5 7

e¥=(1- L) ri(y-Le e

4!
Logo eY= cosy + i seny. Esta é a formula de Euler. E, para z= x + iy arbitrério, define

e?= eV =¢*- eV ou seja, &= €. (cosy + iseny).

A seguir ilustramos as imagens de alguns subconjuntos por e e em

seguida alguns ramos de logaritmo:
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Yimag

ez=a+bi

0 Reai

4 Imag

€% = €*cosb+ isenb)

ea

\b

0 Real

Figura 2: Imagem de z = a +bi na exponencial e?.

Na Figura 1 ilustramos a imagem do complexo z = a + bi: que sera o complexo de

maodulo e? e argumento b.

Imag 4

Li={z=1+ib:b€e R}

0 Rea]r

4 Imag

e Real

Im(L1))={z= é(cosb+isenb). b€ R}
(circulo de raio ¢, com centro na origem).

Figura 3: Imagem de reta vertical na exponencial eZ..

Na Figura 2 mostramos que as retas perpendiculares ao eixo real sdo levadas em

circulos que ddo infinitas voltas sobre si mesmo. Logo, e’ ndo é injetora.
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A

} Iimag

L={z=a+im4:a€ R}

0 Real

Im(L2) ={ z= é%*cos w4 + isen w4); a € R}
={z= e¥V2/2+i2/2);a€ R}
={z=L(1+i);L €R,L>0}.

Figura 4: Imagem de reta paralela ao eixo real na exponencial e*..

Na Figura 3, mostramos que a imagem de uma reta paralela ao eixo real é uma

semirreta que parte da origem, sem esse ponto.

4 Imag
4 Imag
________ 0214
0 Reair
V={z=a+ib:a€R ebe[0, 2n)}

Im(V) = C\{0}.

Figura 5: Imagem de uma faixa do plano em que o eixo real esta no seu bordo

por eZ.

Na Figura 3 ilustramos que a faixa do plano limitada pelo eixo real e pela reta que
lhe paralela, passando por 2zi , ndo contendo esta, é levada em todo o plano. De fato,
cada faixa obtida da translag¢do desta de z = ki tem para imagem todo o plano.

Observemos que a regido considerada na Figura 4 ndo é aberta, elemento
importante para estudo, por exemplo, de continuidade. No entanto, se consideramos a
regido aberta, obtemos para imagem o plano, exceto o semieixo real ndo positivo (Veja
figura b)
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4 Imag
4 Imag
_______ ) N T
______________________ -
0 Real
W={z=a+ib:a€R ebe (0. 2n)}

Im(W) = C\ { A€ R; 2 = 0}.

Figura 6: Imagem de uma faixa do plano cuja imagem pela exponencial eZ.

omite o semi-eixo real ndo negativo.

__________ > 31 Real

Figura 7: Exemplos de complexos com imagem igual a -1, em azul.

Na Figura 6 ilustramos a familia de faixas em que a imagem de cada coincide com
a imagem de W e, em azul, damos exemplos de complexos com imagem igual a -1, pela

exponencial.
Como o eixo real positivo esta excluido, esta regido ndo é uma boa escolha.

Lembrando o que Caraca chama de Principio da Extenséo,
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O homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi¢ces do seu
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢fes se obtém, e a
procurar 0 maior rendimento possivel dessas generalizacBes pela exploracéo
metddica de todas as suas consequéncias. ( CARACA- 1989)

O rendimento a que Caraca se refere é relativo a relagdo das generalizacBes com

proposicdes da teoria ja conhecida e também estas resultarem de casos particulares da

extensdo definida. Nesse sentido, descartamos a regido ilustrada na Figura 4 e

consideramos a regiéo

4 Imag

T

=T

U={z=a+ib;a€R eb€E(-n.n)}

4 Imag

m

i\

y Real

Im(U) = C\ { e R; 2 <0}.

Figura 8:. Imagem de uma faixa do plano cuja imagem pela exponencial eZ.

omite o semi-eixo real ndo positivo.

Real

Imag

1 Real

Figura 9: Exemplos de complexos com imagem igual a 1, em azul.
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Na Figura 8 ilustramos a familia de faixas em que a imagem de cada uma coincide
com a imagem de U e, em azul, damos exemplos de complexos com imagem igual a 1,
pela exponencial.

Euler definiu entdo o logaritmo de um ndmero complexo w#0 como 0 ndmero
complexo z tal que e* = w.

Sez=a +biew =r(cosd + isend)= re'’ = e ( cosb + isenb) é a forma polar do
numero complexo w. Logo,

log w=Inr +i0 (=1Ine? + ib = a+bi = 2).

Observemos que se consideramos z’ = a +(b+2kx) i, que corresponde a outra faixa
de restrigdo da exponencial, temos €= e? (cos(b+2kn) + isen(b+2km) = w= esta definido
a menos de um multiplo inteiro de 2mt, € como r = |w|, temos

log w=log|w| + 2kr + 0)i= Inr+ 2kr + 0)i.
Isto mostra que o logaritmo de um nimero complexo pode ter uma infinidade de valores.

Para que seja fungdo devemos fazer a uma escolha de faixa que sdo chamados
ramos do logaritmo. A escolha ilustrada na Figura 7 € denominada ramo principal (Figura

9). Além disso, para r real positivo, temos r= r( cos0 + isen0). Logo, log r= Inr.

Imag
A Imag
z = |z|(cost + isent) = =0 00—mmm e e e e m—— -
I A | — + Log(z) = In|z|+it
\ £ Log
Real In|z Rea.r=
Dominio = C\ { A€ R; 1 < 0}. Imagem={w=a+ib;a€ER eb€ (-n,n)}

Figura 10: Ramo principal do logaritmo.

No caso de logaritmo de nimero negativo, devemos considerar a regido ilustrada
na Figura 5 em que a imagem pela exponencial contém o eixo real negativo. Com isto
tomamos outro ramo para definicdo do logaritmo em que o semieixo real negativo é
levado na reta paralela ao eixo real e que passa por 7i, pois todos os reais negativos tém

argumento 7, se convencionarmos os argumentos no sentido anti-horario (Figura 10).
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Imag oty
""""" 2w T T T T T TTTTTT
T
/- .\ Log P11 » Log(z) =Log(-r)
a — i =Inr+in
z=—rr>0 Real !
z = r(cosm + isenm)
e e e e P Tl SO
0 Int Reql
Dominio = C\ { A€ R; 1 =0}. Imagem={z=a+ib:a€R eb€E (0.2n)}

Figura 11: Ramo para logaritmo de nimeros negativos
Observemos que se considerarmos os argumentos no sentido horario, entdo o argumento
dos reais negativos serd — ¢ obteremos para imagem dos reais negativos a reta paralela
ao eixo real passando por — 7. Isto significa que, mesmo com a escolha de um ramo, é
necessario que estabelecamos como serdo considerados 0s argumentos para que nao haja

duvidas quanto a imagem de cada elemento.

Podemos entdo fechar esse capitulo com um trecho do famoso trabalho de Euler,

“ Da controvérsia entre os Senhores Leibniz e Bernoulli sobre logaritmos dos nimeros

’

negativos e imaginarios ”:
Vemos, portanto, que é essencial a natureza dos logaritmos que cada nimero
tenha uma infinidade de logaritmos e que todos esses logaritmos sejam
diferentes, ndo somente entre si mas também de todos os logaritmos dos

demais nimeros.
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II. OS LOGARITMOS E OS LIVROS DIDATICOS DE MATEMATICA

Este capitulo mostra como o topico Logaritmo estd inserido em alguns livros
didaticos brasileiros de grande abrangéncia. Esta analise foi feita em trés livros de 1° série
de Ensino Médio, todos de acordo com as normas e obrigagdes técnicas referentes ao
PNLD ( Programa Nacional do Livro Didéatico). O objetivo é verificar se o contetido segue
como norteador do cumprimento das obrigacdes oficias e as tendéncias da Educacgédo

Matematica.

2.1 .0 inicio do ensino de logaritmo nos livros didaticos brasileiro.

Um dos referenciais sobre a pesquisa de abordagem do contetdo nos livros
didaticos de matematica sera André Chervel (1990), este um dos principais tedricos no
campo das disciplinas escolares. Os livros didaticos sdo fontes relevantes para que
possamos verificar quais caminhos uma determinada disciplina seguiu.

Para Chervel (1990) os conteudos sofrem transformacdes e as disciplinas tem
como objetivo “ colocar um contetdo de instrugdo a servigo de uma finalidade educativa.”
Para ele essas finalidades séo de duas formas: finalidades de objetivo e finalidades reais.
As finalidades de objetivo sdo estabelecidas pela legislacao, enquanto as finalidades reais,
sdo as escolares, aquelas pelas quais a escola ensina.

Dessa forma ele escreve:

A distincdo entre finalidades reais e finalidades de objetivos é uma necessidade
imperiosa para o historiador da disciplina. Tem de ter consciéncia de que uma
estipulacdo oficial, num decreto ou numa circular, visa mais frequentemente,
mesmo se ela é espressada em termos positivos, corrigir um estado de coisas,
modificar ou suprimir certas praticas, do que sancionar oficialmente um
realidade. (1990, p.190)

Sabemos bem que o ensino de logaritmo nos dias de hoje, trazem uma abordagem
pautada nos termos algébricos e vinculadas diretamente ao fato de ser *“ a inversa da
exponencial”.

Em fins do século XIX, periodo pos proclamacédo da Republica, no governo de
Marechal Manoel Deodoro da Fonseca, ocorreu uma reforma educacional. Esta Reforma
ficou conhecida por Reforma Benjamin Constant- 0 Regulamento da Instruc¢@o Primaria

e Secundaria do Districto Federal. Nessa reforma, ocorre a inser¢do de disciplinas
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cientificas, preservando-se o Latim e o Grego, com a exclusdo da Retorica e da Filosofia.
Uma outra grande novidade seria, pela primeira vez, o ensino das progressdes e
logaritmos, para a 1° classe da escola primaria de 2° grau.

(13

De acordo com o decreto deve ensinar entre outros conteudos: “ nogdes de
progressdes por deferéncia e por quociente. Theoria elementar dos logarithmos e o uso
das taboas. Exercicios variados.”

O primeiro livro de matematica em nivel médio (escola priméria de 2° grau) foi o
livro Curso Elementar de Matematica- Arithmetica. Livro esse que foi escrito pelos
irm&os Reis no final do século XIX, provavelmente apds a Reforma educacional. Um dos
irmaos era Aardo Leal de Carvalho Reis, como professor exerceu docéncia em diversas
instituicGes particulares e na Inspetoria-Geral de Instrucdo Pablica do Rio de Janeiro,
ocupou também alguns cargos publicos e uma das suas grandes contribuicdes foi no
planejamento e construcdo da Cidade de Belo Horizonte. O outro irmé&o era Lucano Leal
de Carvalho Reis, professor de Matematica Elementar e oficial da Contadoria Geral da
Guerra, € mencionado como um dos vultos da estatistica no Brasil. De acordo com o0s
irmaos o objetivo principal do livro era preparar os estudantes para o ingresso no Ensino

Superior e aos alunos das Escolas Naval e Normal.
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Figura 12: Capa do Livro Curso Elementar de Mathematica de 1891
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Figura 13: Sumario do Livro Curso Elementar de Mathematica de 1891

Os conteudos Progressao Aritmética e Geomeétrica, dispostos exatamente antes do
capitulo de logaritmos, deixam claro que a ideia dos autores era exatamente construir o
conceito de logaritmo partindo de uma analise de comportamento de séries de progressao
geomeétrica e aritmética, tal como foi pensada inicialmente, fazendo uma associagéo dos
termos dessas progressdes; isto mostra conexdo com uma tradicao histérica, o que mostra
a grande valorizacdo ao conceito de Histdria das Ciéncias.
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2.2 . Os logaritmos e os livros didaticos atuais

De acordo com os PCN’s (1998) , a abordagem dos conhecimentos matematicos
através da resolucdo de problemas com aplicabilidade no cotidiano do aluno podera se
configurar como um método eficaz para que os alunos se apropriem dos conceitos e
propriedades inerentes aos contetddos desta ciéncia.

Entdo cabe aos livros didaticos de matematica apresentar logaritmos, com seus
conceitos, propriedades e graficos através da resolucdo de problemas que envolvam
aplicacdes préticas e relacionadas com outras ciéncias como a fisica, quimica, a biologia
e outras. Como o professor deve se basear no livro didatico, a qualidade na qual é escrito
afetara diretamente na apresentacao que o professor fara em sala com os alunos.

Algumas propostas curriculares para o ensino da matematica foram pautadas em
documento oficiais. Um desses documentos € o PNLD (Plano Nacional do Livro
Didatico), esse programa passou a exigir das universidades puablicas uma avaliacdo dos

livros didaticos indicados para o ensino basico.

um livro didéatico deve oferecer informacBes e explicacbes sobre o
conhecimento matematico que interfere e sofre interferéncia da préatica sociais
do mundo contemporéneo e do passado. Também deve conter uma proposta
pedagogica que leve em conta o conhecimento prévio e o nivel de escolaridade
do aluno e que ofereca atividades que incentivem a participar ativamente de
sua aprendizagem e a interagir com seus colegas. Além disso, o livro precisa
assumir funcgéo de texto de referéncia tanto para o aluno, quanto para o docente.
( BRASIL, 2008, PAGY)

Para Pais (2002), os livros materializam e socializam o conhecimento oriundo do
ambito da pesquisa cientifica para o universo escolar. Nestas transformacdes € incluida a
concepcao do autor em relacdo a matematica e o seu ensino, tendo como referencial a sua
formacdo, sua experiéncia, as tendéncias da educacdo matematica, as sugestdes do PCN
de matemaética e do PNLD.

Os livros analisados serdo os seguintes:

e LIVRO 1- volume 1, Matematica: Contexto & Aplicacbes, DANTE, L.R.
Ed.Atica

e LIVRO 2- volume 1, Matemética: Ciéncia e Aplicagdes, IEZZI, Gelson. Ed.
Saraiva

e LIVRO 3- volume 1, Matemética: Ensino Médio, SMOLLE, K.S. Ed. Saraiva
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No Livro 1, podemos observar a abordagem sobre logaritmo feita em 34 péginas,
no capitulo 8, logo apds os conceitos de fungdo exponencial. Inicialmente temos uma
abordagem historica sobre o surgimento de logaritmos falando sobre Napier e Briggs. E
feito também um comentario sobre a aplicacdo de logaritmo na escala Richter. Na parte
relacionada a definigdo, o autor utiliza de um problema sobre crescimento populacional
na América Latina, mostrando o carater interdisciplinar do logaritmo. O autor desenvolve

uma equacao exponencial, na qual, aparecem bases distintas, mostrando que sé € possivel

a solucdo utilizando-se logaritmo.

LOGARITMO € FUNGAD E
LOGARITMICA

Figura 14: Capitulo de Logaritmo do Livro Matematica: Contextos &

Aplicacbes( Livro 1)
O restante do conteldo e as propriedades sdo apresentadas numa perspectiva

I6gico-dedutiva sendo apresentado em termos algébricos formais, incluindo exemplos

resolvidos para os alunos. Apds a apresentacdo de tais propriedades o ator aborda o tema
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com alguns exercicios usando conceito de biologia e quimica, que séo resolvidos como

exemplo, e depois com alguns exercicios a cargo do aluno.
A funcéo logaritmica é feita através de pura construcéo de grafico, sem nenhuma

abordagem interdisciplinar do assunto. Logo em seguida vém as Equacdes e Inequacdes

logaritmicas que seguem o mesmo conceito da funcéo logaritmica, usando a ideia de

l6gico-dedutiva.

pora e N

% A . Os graficosdey = log, x e y> log, x, coma
. b X g0
G[a,ﬁco da fungao Ioga"tml(a e 0 < b < 1 quaisquer, tém 0 mesmo aspecto dos

gréficos abaixo, respectivamente
S 56

bserve 0s seguintes graficos de fungao logaritmica

0
flx) = log, X 0, X fix) = log, x iy
e 3 1}
T [y=fx) x
=] T
1] ——
el 1]
) S :
l -1 L " - 1
2 1|3 1
! (1.2 ] |
: TR ;
2 ] ) L A
2 1
4] 2 =
[La] -2 -2

Figura 15: Abordagem de funcéo logaritmica no Livro 1

No Livro 2, o contetudo é apresentado em 28 paginas, também no capitulo 8. O
autor introduz o conceito a partir de um problema de desvalorizagdo de um caminhéo,

chegando até uma equacdo exponencial de bases distintas, mostrando que a solucdo s6

sera possivel por meio de logaritmos.
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Figura 16: Introducéo do capitulo 8( Funcdo logaritmica) referente ao livro
Matematica: Ciéncias e Aplicagdes ( Livro 2)
Ap0s esse inicio é colocado um pouco de histdria dos logaritmos, no qual o autor
fala sobre Briggs, Napier e Burgi. Mostra também a relacdo inicial de que o logaritmo

estaria vinculado a uma relagdo entre progressdo aritmética e geomeétrica.
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Figura 17: Abordagem histérica sobre logaritmo no Livro 2

As demais propriedades assim como no Livro 1 foram demonstradas através de
uma perspectiva légico-dedutiva. Apenas um exercicio € resolvido mostrando a
importancia interdisciplinar do tema, questdo essa que envolvia um conhecimento de
quimica. Em funcéo, a apresentacédo é feita a partir de um problema de rendimento de
capital, porém, ndo é apresentado um grafico que relacione tais variaveis.
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Figura 18: Exemplo de matematica financeira com abordagem de funcdo

logaritmica, Livro 2.

Em equacdes e inequacdes logaritmicas sdo apresentados alguns problemas
correlacionados a outros assuntos, um sobre nivel de ruido e um sobre a questéo da Escala
Richter.

No Livro 3, o assunto é abordado em 18 péaginas, também no capitulo 8.
Inicialmente os autores se utilizam da histéria de logaritmo para introduzir a ideia de
logaritmo. Falam sobre Napier e Burgi, como foi construida a tabua de logaritmos, o

conceito inicial de Napier com a relagdo entre as Progressdes Aritmética e Geomeétrica.

38



Figura 19
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Figura 20: Abordagem historica sobre o conceito e surgimento de logaritmo, no

livro Matematica: Ensino Médio ( Livro 3)

O conceito de logaritmo é apresentado a partir de um exercicio anterior no capitulo
referente a exponenciais, onde ele monta uma fungdo que representa o crescimento de
uma planta, e assim como os demais, buscam mostrar uma equacgao exponencial que
envolva bases distintas. As propriedades, novamente, sdo demonstradas a partir de uma
perspectiva ldgico-dedutiva, assim como nos livros anteriores e de forma até mais sucinta.
Até entdo poucos exemplos do cotidiano dos alunos foram abordados. FuncGes
logaritmicas sdo explicadas a partir da constru¢ao de um grafico, sem nenhuma aplicagao
pratica sobre o assunto. Mostram a funcéo logaritmica sendo feita pelo computador com
o programa Winplot, ensinando o passo a passo. Inequacdes e equacbes logaritmicas séo

ensinadas a partir de exemplos algébricos.

40



Figura 21
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Figura 22: Demonstracdo com o Winplot sobre graficos de funcéo logaritmica

no Livro 3

No fim do capitulo os autores colocam uma discussdo sobre a aplicabilidade de

logaritmo e os abalos sismicos.
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2.3 . Conclusao sobre a analise dos livros consultados.

Na analise dos trés livros ficou clara a opcéo de apresentacdo da demonstracao de
propriedades e funcgdes, para depois mostrar as aplicacdes, quando o caminho mais
interessante para 0 aluno deveria ser 0 inverso. Apresentar um problema relacionado ao
seu cotidiano e a partir deste demonstrar as propriedades, o conceito de funcéo
logaritmica, equaces e inequagdes.

E preciso conceber o papel de resolugdo de problemas como principio norteador
da aprendizagem matematica e que isto pode possibilitar a abordagens de diversos
conteidos em sala de aula, construindo assim um ensino atualizado e de acordo com as
tendéncias da educacdo matematica.

Mostrar para os alunos o surgimento e 0 momento em que o tema foi criado, ou
seja, em que situacdo, para que e como foi desenvolvido esse assunto. Isso pode ser um
elemento motivador para o aluno. Devemos deixar claro que a resolucdo de problemas é
muito importante para o aprendizado na matematica, porém a resolucdo de grande parte

deles requer, além de conceitos, conhecimento de propriedades.
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Il. INTRODUC}AO DO CONCEITO DE LOGARITMOS NO ENSINO
FUNDAMENTAL

Neste capitulo abordamos a importancia em introduzir o conceito de Logaritmo

no 9° ano (Ultimo ano do Ensino Fundamental 11), no proposito de facilitar o aprendizado

deste conteddo no 1° ano do Ensino Médio. Para avaliagdo, mostramos o resultado de

experimento feito com uma turma de 9° ano, com 23 alunos, na faixa etaria de 14 a 15

anos, do Colégio Bahiense Campo Grande, escola privada da Zona Oeste do Rio de

Janeiro.

3.1. Fundamentagéo

O proposito deste experimento € ensinar o conceito de Logaritmo, ainda que no
universo dos Racionais, facilitando o entendimento do aluno sobre o assunto no 1° ano,
quando este vai aprender Funcdes Logaritmicas.

De acordo com Caraga (1989) temos

O homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi¢des do seu
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢des se obtém, e a
procurar o maior rendimento possivel dessas generaliza¢Ges pela exploragdo
metddica de todas as suas consequéncias.

Conforme, podemos observar o aluno tende a aprender as operagdes baseadas em
uma sequéncia ldgica e crescente em relagdo aos conjuntos estudados. Por exemplo,
inicialmente ele aprende a operar dentro do conjunto do nimeros naturais, para em
seguida comecar a aprender a operar com 0s nUmeros inteiros, aprende o conceito inicial
de FracOes (ainda no Ensino Fundamental 1), inclusive com operagfes, para em seguida
ja no Ensino Fundamental Il aprender a operar com as fragdes, ja com o conhecimento
dos numeros inteiros, e aprende assim o conjunto dos nUmeros racionais.

Com as fungdes seguimos 0 mesmo raciocinio, quando inicialmente trabalhamos
com as relagdes, restringindo o dominio a conjuntos de facil compreenséo do aluno, para
em seguida podermos introduzir o conceito e as restricdes referentes a funcgdes.

A ideia principal das atividades que propomos € introduzir o conceito de
logaritmo, sendo calculado num subconjunto de racionais restrito: o conjunto dos
racionais positivos que séo resultados de poténcias da base considerada. Julgamos isto

suficiente para abordagem pela primeira vez.
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De acordo com os PCN o contetido programatico do 9° ano em Algebra deve ter
inicialmente o ensino de Potenciacgdo. Utilizaremos como padrdo de pesquisa o contetido

programatico utilizado no colégio onde foi feita 0 experimento.

No programa do colégio, o contetdo relacionado a Potenciagédo é o Capitulo 1. A
proposta é que o conceito seja introduzido exatamente entre o capitulo 1 e 2, visto que
apos o capitulo 1, o aluno tera o conhecimento de todas as possiveis operacGes com
poténcias de expoentes Racionais, que sera o universo trabalhado.

De acordo com Caraca, existem as quatro operagdes fundamentais: adicgéo,
subtracdo, multiplicacéo e divisdo. A estas iremos juntar “mais trés que se lhes ligam
imediatamente; sdo a potenciacao, a radiciacdo e a logaritmacao”.

Estas operacdes podem se dividir conforme o quadro abaixo

GRAUS DIRETAS INVERSAS
1° ADICAO SUBTRACAO
2° MULTIPLICACAO DIVISAO
3° POTENCIAGAO RADICIAGAO
LOGARITMAGAO

De acordo com Caraca a operacdo inversa da potenciacdo em que sdo dados a
poténcia e 0 expoente, e se determina a base € a radiciacdo, que ja é ensinada no 9° ano
logo em seguida do capitulo relacionado a potenciacgdo; e aquela pela qual sdo dados a
poténcia e a base, e se determina o expoente chama-se logaritmo.

Logo a proposta € valida para que se ensine também o conceito de Logaritmo
como simples operacao inversa da Potenciag&o, assim como é ensinada a Radiciagdo. E
fato saber que operacdes inversas apresentam casos de impossibilidades que serdo cada
vez mais reduzidas de acordo com a aplicacdo do Principio de Extensdo, para isso criam-
se outros campos numéricos. Deixaremos claro para eles que iremos trabalhar até o
conjunto dos racionais e que na proxima série isso serd analisado em um campo numeérico

mais extenso ( Conjunto dos Reais).
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3.2 Planejamento das atividades

O conteudo foi apresentado em trés aulas. Na primeira foram realizadas
atividades para introducdo do conceito, elaboracdo de exercicios dando énfase ao
universo que trabalhariamos, os racionais, e apresentamos um pouco de histéria para

motivar os alunos para a proxima aula.

Aula 1.
O primeiro passo foi induzir o aluno a fazer o raciocinio inverso. Para tal, fizemos
perguntas, oralmente, formuladas de formas diferentes, mas solicitando o mesmo tipo de

resposta: o expoente. Exemplos de formulacdo de sentencas.

Considerando a base 3, qual é o expoente para que a poténcia seja igual a 9? (2)

Qual é o expoente para obter o nimero 9, considerando a base 3? (2)

O objetivo é que os percebam que, para responder as perguntas, eles necessitam
realizar potenciac@es, de acordo com a base dada.
A seguir solicitamos aos alunos que resolvam um conjunto de exercicios de

solicitacdo do expoente:

Exercicio 1. Determine X, em cada item.

b) 5°=625 —>x=....
c) 2=256 ->x=....

O segundo passo foi introduzir o termo logaritmo.

Nota sobre o desenvolvimento: Observemos que, embora as perguntas (1) e (2) resultem
na mesma resposta, a formulacdo (2) se adequa melhor a introducdo da nomenclatura,
pois, inicia perguntando pelo expoente, que é o logaritmo, e também facilita a substituicdo

da expressao “o expoente para obter o nimero 9” em (2) por logaritmo de 9.

Colocamos a sentenca no quadro branco e introduzimos o termo
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Qual é Jo expoente para obter o niimero 9|, considerando a base 3?

Qual é Jo logaritmo de 9|, considerando a base 3

Ou, de forma mais simples,

Qual é o logaritmo de 9 na base 3?

Passo 3. Introduzimos a simbologia para a expresséo logaritmo de 9 na base 3:

log; 9

Como a resposta € 2, escrevemos a sentenca matematica em simbolos:

log; 9 = 2.

Continuamos a aula com a préatica, primeiramente solicitando aos alunos que
escrevam cada valor de x obtido como o logaritmo de um nimero e em qual base, obtendo
a sentenca matematica do tipo mostrado.

Seguimos com exercicios com maior grau de dificuldade e finalizamos a aula com

elementos da historia.

Aula 2.

A aula 2 teve como principal objetivo mostrar as principais propriedades do
Logaritmo, e assim poder mostrar o objetivo de sua criacdo, por Napier, que seria facilitar
as multiplicacBes, transformando-as em soma e as divisbes em subtracBes. As
propriedades ndo foram provadas. Apenas mostramos alguns exemplos para os alunos
observarem que elas sdo satisfeitas.

Nesta aula mostramos alguns exemplos da relacédo entre Logaritmo e outras areas

do conhecimento. Exploramos também a pratica.
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3.3. Execucao
PLANO DA AULA1

PROFESSOR: THIAGO MATTOS

COLEGIO BAHIENSE CAMPO GRANDE

DISCIPLINA: MATEMATICA CONTEUDO: LOGARITMO

ASSUNTO: LOGARITMOS APLICADOS NUM SUBCONJUNTO DOS
RACIONAIS POSITIVOS

PUBLICO ALVO: 9° ANO DURACAOQ: 2 TEMPOS

OBJETIVO: Apresentar o conceito de logaritmo ao aluno, para que 0 mesmo possa ter

uma maior facilidade no aprendizado no 1° ano do Ensino Médio.

RECURSO: DATA SHOW, QUADRO E CANETAS

METODOLOGIA.

Realizacdo de dinamica de pergunta e resposta exigindo apenas 0 conhecimento
consolidado de potenciagéo.

Utilizacdo da lousa para introducdo de nomenclatura e simbologia matematica.
Realizacdo de exercicios em grupo.

Abordagem de um pouco da histéria sobre logaritmos.

DESENVOLVIMENTO

Parte 1. Realizacdo de atividades orais e praticas para desenvolver no aluno o raciocinio
inverso da potenciagdo. Introducéo do conceito, nomenclatura e simbologia matematica.
Dividida em trés passos: atividades orais e praticas para determinacdo de expoentes

(Exercicio 1), introducdo do conceito com nomenclatura e simbologia.

Parte 2. Prética orientada
Exercicio 2. Escrever cada valor de x obtido no Exercicio 1 como o logaritmo de um valor

e em qual base, utilizando a simbologia apresentada.
a) log = .
b) log = ...

c) log = .
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Realizamos cada item em conjunto com os alunos e, ao finaliza-lo, esperamos que o aluno
tenha assimilado a correspondéncia:
32 =9 é equivalente a logs9=2.

No exercicio que segue aumentamos o grau de dificuldade, pois ha resultados que
envolvem frages ou nimeros negativos.
Exercicio 3. Determine os logaritmos:

a) logs125=.....

b) 10910100000= .....

c) 100100,0001=........

d) logs2=....

e) logs(1/5) =......

f) logss6=......

g) log21=....

h) logol=......

A orientacdo € para que o aluno recorra sempre a potenciacao, e encontre poténcias

de bases iguais. Por exemplo, no item c)

1 1 _
=—=10"*%.
10000 104

10*=0,0001 =

Ja no item d), ao escrever a igualdade 4* = 2, o aluno pode sentir um pouco mais de
dificuldade e ha dois caminhos: escrever 2 como poténcia de 4 (2=42) ou escrever quatro
como poténcia de 2 e trabalhar o primeiro membro obtendo 2x=1 e, consequentemente,
x=1/2.

Na realizacdo dos exercicios 2 e 3 reforcamos as relagdes

log;, 0,0001= -4, se, e somente se, 10~* = 0,0001.

logs 1/5 =- 1, se, e somente se, 571 =

ul |-

logss 6 = %, se, e somente se, 36%/2 = 6.

Com as explicacBes dadas passamos alguns exercicios para os alunos resolverem.

1- Determine o valor de x nas equagdes abaixo:

a) 2=64
b) 3= 27
c) 2¥x=1/8
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d) 7%=343
e) 10*=0,0000001
f)y 27°=3
g) 4=32
2- Determine o valor dos Logaritmos abaixo:
log, 16 =
log; 243 =
log45 0,001 =
logzs 5 -

Parte 3.

Até o século XVII, célculos envolvendo multiplicacbes ou divisdes eram bastante
incdmodos, ndo s6 na Astronomia, mas em toda ciéncia que tratasse de medidas. O
escocés John Napier (1550-1617), também conhecido como Neper, preocupou-se
seriamente em simplificar esses calculos e, apds vinte anos de pesquisas, publicou, em
1614, o resultado de seus estudos, apresentado ao mundo a Teoria dos Logaritmos. O
principio basico dos logaritmos é: Transformar uma multiplicacdo em adicdo ou uma
divisdo em subtracdo, pois adicionar ou subtrair nimeros € normalmente mais rapido que

multiplica-los ou dividi-los. Veremos isto na proxima aula.

AVALIACAO: Com esta aula pude observar que os alunos conseguiram assimilar
diretamente a questdo de logaritmo com exponencial, o que realmente era 0 NoOsso
objetivo, mostrando assim que o aprendizado deste conceito ndo serd tdo complicado
quanto parecia ser antes. Os alunos tiveram uma maior dificuldade nos logaritmos com
resultados em fracbes, mas para um primeiro contato realmente foi proveitosa e valida

esta aula.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:
DANTE, Luiz R., Matematica no Ensino Médio, Volume Unico, Ed. Atica,20009.
IEZZI, Gelson, Fundamentos da Matematica Elementar, VVol. 2, Atual Editora, 1998.

PLANO DE AULA 2

PROFESSOR: THIAGO MATTOS

COLEGIO BAHIENSE CAMPO GRANDE
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DISCIPLINA: MATEMATICA CONTEUDO: LOGARITMO

ASSUNTO: LOGARITMOS EM SUBCONJUNTO DOS RACIONAIS POSITIVOS

PUBLICO ALVO: 9° ANO DURACAO: 2 TEMPOS

OBJETIVO: Apresentar as principais propriedades de Logaritmo e algumas possiveis

aplicacdes no cotidiano.

RECURSO: DATA SHOW, QUADRO E CANETAS

METODOLOGIA.
Utilizacdo de apresentacdo em slide para revisao e fixacdo do contetdo visto na aula
anterior e apresentacdo das propriedades de logaritmos.

Argumentagdes expositivas no quadro branco.

DESENVOLVIMENTO
Parte 1. Apresentacdo de slide (apresentado no final deste plano) com as propriedades.
1- loga.b=1loga +logh
2- loga/b=1loga - logh
3- loga™=n.loga,
e comentarios. Abordamos apenas as ideias das propriedades 1 e 3, pois necessitariamos
de mais ferramentas para item 2.
Também ndo chamamos a atengdo para 0 universo numeérico, pois estamos trabalhando
de forma muito restrita, em que o logaritmo é aplicado apenas em ndmeros racionais

positivos que sejam poténcias racionais das bases utilizadas.

Parte 2. Exemplos e préatica de manipulacdo das propriedades.

Exercicio. Sabendo que log a= x e que log b=y, calcule:
a) loga.b

b) loga/b
c) loga®
d) log(a*.b)

Parte 3. Comentarios motivadores para o Ensino Médio
No Ensino meédio veremos algumas aplica¢cbes de Logaritmo na medicdo de
terremotos, a famosa Escala Richter, calculo de pH em substancia, na matematica

financeira, em célculo de juros, e outros.

Terremotos (Escala Richter) - 1= 2/3 log4, E£ onde:
0
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| - Indice da escala Richter (variando de 0 a 9);
E - Energia liberada pelo Terremoto;
Eo- 7 x 103 KW/h.

Célculo de pH: -logyo[ H*], onde:
[ H']- concentracdo de Hidrogénio na substancia.

Matematica Financeira- Juros compostos
M= C(1 + i)}, onde
M- montante; C- Capital; i- taxa; t- tempo

AVALIACAO: Os alunos apresentaram uma certa dificuldade em assimilar as
propriedades. Resolvendo alguns exemplos no quadro eles conseguiram caminhar melhor
no aprendizado, chegando assim ao ponto que eu desejava para a turma. Acredito que
essas duas aulas ajudardo muito no ano seguinte quando os alunos aprenderdo o conceito

de Logaritmo vinculado a Funcao, definido nos reis positivos.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:
DANTE, Luiz R., Matematica no Ensino Médio, VVolume Unico, Ed. Atica,2009.
IEZZI, Gelson, Fundamentos da Matematica Elementar, VVol. 2, Atual Editora, 1998.

Esta aula foi, de fato, dividida em duas aulas, realizadas em dias diferentes, cada
uma delas composta de dois tempos seguidos de 50 minutos.

Alguns exemplos de aplicagdes de Logaritmo no cotidiano busquei na internet
para facilitar a visualiza¢ao dos alunos.

A aula foi dada no inicio do ano letivo, uma grande vantagem em relacdo a forma
que € ensinada hoje em dia. Uma das grandes reclamac®es, tanto dos alunos, quanto dos
professores é 0 momento que o contetido Funcgédo Logaritmica é dado na 1° série do Ensino
Médio. Normalmente esse conteudo é dado como ultimo capitulo do conteido de
Algebra, momento no qual os alunos ja estdo muito cansados e os professores na maioria
das vezes correndo para tentar fechar o conteido programatico do ano letivo.

Para resolver esse problema, uma possivel solucdo seria introduzir um conceito

no 9° ano como foi feito nesse experimento.
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A seguir mostramos, e fazemos 0s comentarios pertinentes a cada um dos slides

utilizados em sala.

LOGARITMO

Figura 23: Slide 1

INTRODUCAO

* Quando conhecemos a base em uma potenciacdo € o seu
resultado, o expoente € também denominado logaritmo desse
resultado naquela base.

* |sto quer dizer: Nomes dos fermos
a — base do logaritmo
a*=bh & b - logaritmando

Lemos o segundo membro da equivaléncia, em destaque

O logaritmo de b na base a é igual a x.

Figura 24: Slide 2
Nesse slide 2, dei continuidade a revisdo de forma expositiva, no quadro, do
conceito fundamental de Logaritmo, ou seja, a relacdo principal do Logaritmo com o

expoente de uma equacgédo exponencial.
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Exemplos de logaritmos

Calcule:

* log

8,0 10000 =
+ log, 343=
* log, 256=
* log; 243 =

Figura 25: Slide 3
No slide 3 pedi para que os alunos através de fatoracdo chegassem ao resultado de

cada uma das expressdes. Os alunos tiveram uma certa facilidade.

Observe a tabela abaixo:
20 21 22 28 24 25 26 27 28 29 210

|1 2 4 8 16 32 64 128 256 Si2 1024‘
Obtemos faciimente que log, 512 =9

Se fizermos o produto 8 x 64 obtemos 512. Logo,
log, 512 = log,(8 x 64) .

Observemos que log, 8= 3 € log, 64= 6

Compare o resultado dos logaritmos
mmp log, 8 +log, 64=3 + 6= 9 =log, 512 = log,(8 x 64).

Isto & geral: o logaritmo do produto é igual a soma dos logaritmos.

Figura 26: Slide 4
O slide 4 foi exibido para ilustrar a propriedade da particdo do logaritmo de

produto em soma de logaritmos. Esse slide levou um certo tempo para que eles realmente

assimilassem a ideia de multiplicacdo em Logaritmos. Pedi para que eles tentassem, em
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dupla, chegar ao log 512 utilizando outras combinagdes de Logaritmos, isso 0s ajudou na
compreensdo do que eu queria mostrar.

Ent&o, apos discussoes, fiz outro exemplo.

Podemos escrever 512 como o produto de 32 por 16.

Entdo

log, 512=1o0g,(32 x16)
Como log, 32=5 e log, 16= 4, da propriedade obtemos
log, 512=1log, 32 + log, 16 =5+ 4 =9.

Principais propriedades de
logaritmo

« PRODUTO
log,(A.B) = log,A + log,B

Como consequéncia direta, para todo nUmero natural n:

log, c™ = log,(c.c.c....c)
" fatores
= (log,c +log,c +log,c+ ..+log,c) =nlog,c,
n parcelas
ou seja, log,c" =n. log, c
+ DIVISAO

logag = log, A- log, B

Figura 27: Slide 5

No slide 5 séo apresentadas as propriedades.

Percebi que com um pouco mais de tempo e restringindo n ao conjunto dos
inteiros, essas propriedades podem ser vistas no 9° ano, mas, mesmo com restri¢oes, foi
proveitoso pois observei entendimento do que estava sendo proposto.

Entdo mostrei para os alunos o que podiamos fazer a partir de dados da tabela
anterior, utilizando a propriedade do produto e da poténcia.

Observem que podemos, a partir da tabela anterior, calcular, por exemplo:

log, 524.288 = log,(1024 x512) = log, 1024 + log, 512 = 10 + 9 = 19.

log, 134.217.728 = log,(5123) = 3log, 512 = 3%x9 = 27.
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Fizemos entdo o comentario para os alunos. Conforme podemos observar foi o
principal objetivo de Napier, quando este comegou a utilizar os conceitos de Logaritmo,
transformar possiveis multiplicacBes em somas, ou divisdes em subtraces.

Este tipo de artificio foi extremamente Gtil nas contas relacionadas a Astronomia,

por exemplo, que é outra histdria e ndo veremos aqui.

Durante as discussbes sobre 0s exercicios aconteceu a pergunta que ja
esperavamos, “ professor, e se ndo for possivel igualar as bases?”, nesse momento
indiquei que esse tipo de solucdo ficaria para ser ensinado no 1° ano, onde o valor do
logaritmo, embora exista, ndo e facilmente determinado. Tomamos, por exemplo log, 5.

Pelo estudado x = log, 5 & 2* =5.

Entéo fizemos alguns experimentos com poténcia de base 2 para o aluno visualizar
como séo obtidas aproximagoes:

1) 22=4¢2%=9.Entdo x esta entre 2 e 3.
2) Testemos valores mais proximos e tomamos 0s expoentes 5/3 e 5/2.

Temos 253 =3/32<5 e 25/2=+/32>5.

Logo, x esté entre 5/3 e 5/2.

Explicamos que, atualmente, os célculos para aproximacfes sdo feitos com
calculadoras, mas que, ja era conhecida uma tabela de logaritmos no século XVII,

construida por Briggs.

Ao fim desta aula, foram feitos alguns exemplos no quadro e retiradas algumas
duvidas sobre o assunto. Com isto pedi para que eles fizessem uma lista de exercicios que

sera apresentada no anexo a seguir.

3.4 Avaliagao

Como fechamento do experimento passei aos alunos alguns exercicios referentes
as aulas dadas sobre Logaritmo. O rendimento no todo foi bem positivo e, apesar de
alguns erros naturais dos alunos, pude perceber que o conteudo foi assimilado com éxito
e serd bem proveitoso para os alunos na 1° série do Ensino Médio. A seguir os exercicios

que fecharam a nossa aula.
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TESTE DE LOGARITMOS
01-Determine os valores dos logaritmos abaixo:

a) logs 125 =
b) logs; 243 =
c) log, 256 =
d) logg 216 =
02-Sabendo que log2= a e log3= b calcule em fungéo de a e b os
valores dos logaritmos abaixo:
a) log6 =
b) log24 =

03-Resolva as equacdes abaixo:

a) 3% =27
b) 8 = 256
c) 2x=128

04-Uma colbnia de bactérias dobra seu tamanho a cada 1 hora.
Sabendo que na primeira hora a quantidade era de 1000 bactérias,
determine:
a) a quantidade de bactérias passadas 5 primeiras horas.
b) a quantidade de bactérias passadas as 8 primeiras horas.
c) Apos quantas horas a quantidade de bactérias atinge o valor de

2048000 bactérias?

Com este Teste pude observar, pelas respostas, que no exercicio 1 a maioria dos

alunos utilizou a simples fatoracdo para chegar ao resultado final. Alguns utilizaram da
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propriedade da multiplicacdo para obter a resposta, talvez por ter sido o contetido mais
recente para eles (Aula 2). A resolucdo abaixo € um exemplo

Figura 28: Resolugdo de um aluno na questdo 1 do teste aplicado no

experimento

No exercicio 2, alguns erros sobre a questdo de propriedades, mas num todo os

erros estavam mais caracterizados pela falta de atencdo comum aos alunos. Por exemplo

Figura 29: Resolucdo de um aluno na questéo 2

Figura 30: Outra resolugédo na questéo 2
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No exercicio 3 o indice de erros foi bem pequeno e quando apareceram, foi mais
por falta de atengdo durante a fatoragdo dos nimeros. Ficou claro neste exercicio a busca

dos alunos por igualar as bases das poténcias. Por exemplo,

03- Resolva as equacdes abaixo: oK e ¢y 2 \F
N . nd \lM "2 256

a) =27 - i j \ (2 \‘r \ ’

b) 8" =256 ¥ e | s

c) 2=V2° o L = LR

Figura 31: Resolucdo da questdo 3 de um aluno

O exercicio 4 teve o de maior indice de erros da Lista, talvez pela dificuldade, ja
existente e muito comentada, de interpretacdo de enunciados. Um item curioso foi o c)
onde boa parte da turma tentou resolver de forma linear, ou seja, usando regra de trés. Por

exemplo,

“UMMQMMMMam1mmu
mmmamﬁﬁoma1mmmz
a) ,WamMSMm
b) AW&WM&BWW

¢ Q li!mmmmuamumm
C\ ’\ — '\(J(C‘

2} S 000 boctiuo X —— 20URQ0
\ ~EEe UL : £
};) S\ CCC EOC\.A, & f\qﬁm: \)_CH C) ‘Q,;(;.,;

N ; .CJ('{?\\/’\)_,

<\ ANACIQ dvo YN
Figura 32 : Resolucdo da questdo 4 de um aluno

Mas em uma analise ampla da Lista de exercicio o rendimento da turma foi
proveitoso, mostrando que podemos ter uma boa solucéo para o ensino de Logaritmo, se
ensinarmos o conceito de Logaritmo no 9° ano do Ensino Fundamental II.

Queremos deixar claro para os leitores, que ensinar Logaritmo no 9° ano, nao é

acelerar o processo de aprendizado, na verdade é mostrar, nessa etapa de ensino, que a
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operacdo inversa da Potenciacdo ndo é somente a radiciagdo, mas também a

Logaritmacao.
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IV. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho colocamos em pratica um possivel caminho que podemos tomar
a fim de facilitar o aprendizado dos alunos no 1° ano do Ensino Médio do tema Logaritmo.
Devemos mostrar aos alunos a importancia real de um assunto que muitas das vezes é
ensinado sem motivacdo pedagdgica alguma, transmitindo a tarefa que o PCN tenta
mudar a todo custo, que seria o aprendizado por simples repeticdo e decoreba de formulas
e propriedades.

Mostramos neste trabalho a importancia histérica que o Logaritmo teve na
civilizacdo da época, facilitando contas extremamente desgastantes e transformando
complexas multiplicacdes e divisdes em simples somas e subtragdes. Mostrar aos alunos
0 quanto esse contetdo é importante em diversos assuntos que eles nem imaginavam, por
exemplo, a questdo da meia-vida, a Escala Richter, pH de substancias e outros assuntos

do nosso cotidiano. Isso vai de encontro ao que pede o PCN

Ao final do ensino medio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica
para resolver problemas préaticos do cotidiano; para modelar fendmenos em
outras areas do conhecimento; compreendam que a Matemaética é uma ciéncia
com caracteristicas prdprias, que se organiza via teoremas e demonstracdes;
percebam a Matematica como um conhecimento social e historicamente
construido; saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento

cientifico e tecnol6gico (PCNs, 2000).

O objetivo central do trabalho é mostrar que o ensino de Logaritmo pode ser feito
no 9° ano ainda que com ressalva a respeito do conjunto universo, porém explicando o
conceito deste contetdo, facilitando assim o trabalho do docente no 1° ano. Logaritmo
pode ser ensinado como operacdo inversa da Potenciacdo, assim como a Radiciacgéo; logo
ndo tem motivo para ndo comentarmos sobre esse tépico no 9° ano.

Foi feito também um experimento com alunos do 9° ano, no qual Ihes mostramos
0 conceito de Logaritmo utilizando um universo restrito, apresentando também algumas
propriedades importantes. Tivemos um resultado bastante proveitoso e que com certeza
ird ajudar ao docente do 1° ano no ensino de Logaritmo.

Neste trabalho também comentamos sobre um ponto que o docente precisa estar
preparado para responder, que é a questdo do Logaritmo de um Numero Negativo.

Escrevemos de forma simples sobre a historia deste item e desenvolvemos a partir do
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conceito e conhecimento de nimeros Complexos, as possibilidades (infinitas) para
resposta do Logaritmo de um nimero negativo.

Fizemos também um levantamento de como estid sendo abordado o assunto
Logaritmos nos principais livros didaticos brasileiros, analisando entre uma serie de
fatores, a questdo da aplicabilidade de logaritmo no cotidiano, que pode estimular o
discente no aprendizado de um conteudo.

Esperamos que estas notas sejam Uteis para quem as ler e, no caso de professor da
Educacao Basica ou futuro professor, que também realize a experiéncia corrigindo as

possiveis falhas nossas.
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ANEXO 1: Tabela de Logaritmos na base decimal

[ TABELA DE MANTISSAS N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0000 0414 0792 | 1139 | 1461 | 1761 2041 | 2304 2553 2788
2 3w 3222 3424 | 3617 | 3802 | 3979 4150 | 4314 4472 4624
3 N 4914 5051 | 5185 | 5315 | 5441 5563 | 3682 5798 5911
4 &1 6128 6232 | 6335 | 6435 | 6532 6628 | 6721 6812 6902
5 6990 7076 7160 | 7243 | 7324 | 7404 7482 | 7559 7634 | 7709
6 7782 7853 7924 | 7993 @ 8062 | 8120 8195 | 8261 8325 838§
7 8451 8513 8573 | 8633 ®a92 | 8751 8808 | R865 8921  8Y7h
8 9031 9085 9138 | 9191 | 9243 | 9294 9345 | 9395 9445 9494
9 9542 9590 9638 | 9685 | 9731 | 9777 9823 | 9868 9912 9956
10 0000 0043 0086 | 0128 | 0170 | 0212 0253 | 0294 0334 0374
11 0414 0453 0492 | 0331 @ 0569 | 0607 0645 | 0682 0719 0755
12 0792 0828 0864 | 0899 | 0934 | 09A9 1004 | 1038 1072 1106
13 1139 1173 1206 | 1239 | 1271 | 1303 1335 | 1367 1399 | 1430
14 1461 1492 1523 | 1553 | 1584 | 1614 1644 | 1673 1703 | 1732
15 1761 1790 1818 | 1847 | 1875 | 1903 1931 | 1959 1987 2014
16 2041 2068 2095 | 2122 | 2148 | 2175 2201 | 2227 2253 @ 2279
17 2304 2330 2355 | 2380 @ 2405 | 2430 2455 | 2480 2504 = 2529
18 2553 2577 2601 | 2625 | 2648 | 2672 2695 | 2718 2742 2765
19 2788 2810 2833 | 2856 | 2878 | 2900 2923 | 2945 2967 | 2989
20 3010 3032 3054 | 3075 @ 3096 | 3118 3139 | 3160 3181 3201
21 3222 3243 3263 | 3284 | 3304 | 3324 3345 | 3365 3385 3404
22 | 3424 3444 3464 | 3483 | 3502 | 3522 3541 | 3560 3579 3598
23 | 3617 3636 3655 | 3674 3692 | 3711 3729 | 3747 3766 374
24 3802 3820 3838 | 3856 | 3874 | 3892 3909 | 3927 3945 3962
25 | 3979 3997 4014 | 4031 | 4048 | 4065 4082 | 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 | 4200 | 4216 | 4232 4249 | 4265 4281 | 4298
27 | 4314 4330 4346 | 4362 | 4378 | 4393 4409 | 4425 4440 4456
28 | 472 4487 4502 | 4518 | 4533 | 4548 4564 | 4579 4504 4609
29 4624 4639 4654 | 4669 | 24683 | 4698 4713 | 4728 4742 | 4757
30 4771 4786 4800 | 4814 | 4820 | 4843 4857 | 4871 4886 | 4900
31 4914 4928 4942 | 4955 | 4969 | 4983 4997 | 3011 5024 5038
32 5051 5065 5079 | 5092 @ 5105 | 5119 5132 | 5145 5159 5172
33 5185 5198 5211 | 5224 | 5237 | 5250 5263 | 3276  528¢ 5302
34 5315 5328 5340 | 5353 | 3366 | 5378 5391 | 53403 5416 5428
35 544 5453 5465 | 5478 @ 5490 | 5502 5514 | 5527 553¢ 5551
36 3563 5575 5587 | 5599 @ 3611 | 5623 5635 | 3647 5658 5670
37 5682 5694 5705 | 5717 | 5729 | 5740 5752 | 5763 5775 5786
38 5798 5809 5821 | 5832 | 3843 | 5855 5866 | 5877 5888 5899
39 5911 5922 5933 | 5944 3955 | 5966 5977 | 3988 5999 6010
40 5021 6031 6042 | 60533 | s064 | B075 6085 | 609 6107 6117
41 6128 6138 6149 | 6160 | 6170 | 6180 6191 | 6201 6212 6222
42 6232 6243 6253 | 6263 | 6274 | 6284 6294 | 6304 6314 | 6325
43 6335 6345 6355 | 6365 | 6375 | 6385 6395 | 6405 6415 | 6425
44 5435 6144 6454 | 6464 | 6474 | 6484 6493 | 6503 6513 6522
45 6532 6542 6551 | 6561 | 6571 | 6580 6590 | 6599 6609 6618
46 6628 6637 6646 6656 | 6665 6675 H6R4 6693 h702 6712
47 | 6721 6730 6739 | 6749 | 6758 | 6767 6776 | 6785 6794 6803
48 6812 6821 6830 | 6839 | 6848 | 6857 6866 | 6875 6884 | 6893
49 5902 6911 6920 | 6928 | 6937 | AY46 6955 | 6964 6972 A9URI
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TABELA DE MANTISSAS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |
50 6990 6998 | 7007 7016 7024 | 7033 | 7042 | 7050 7059 | 7067
51 707 7084 | 7093 7101 7110 | 7118 | 7126 | 7135 7143 | 7152
52 7160 7168 | 7177 | TI85 7193 | 7202 | 7210 | 7218 7226 @ 7235
53 | 7243 7251 | 7259 | 7267 7275 | 7284 | 7292 | 730 7308 @ 7316
54 73 7332 | 7340 | 738 7356 | 7364 | 7372 | 73R0 7386 73%
55 | 7404 7412 | 7419 | 7427 7435 | 7443 | 7451 | 7459 7466 = 7474
56 742 7490 | 7497 | 7505 7513 | 7520 | 7528 | 753 7543 7551
57 | 7559 7566 | 7574 @ 7582 7589 | 7597 | 7604 | 7612 7619 | 7627
58 763 7642 | 7649 7657 766l | 7672 | 7679 | 76% 769 7701
59 77 7716 | 7723 | 7731 7738 | 7745 | 7752 | 7760 7767 | 7774
60 77E2 7789 | 779 7803 7810 | 78IS | 7825 | 7832 7839 7846
61 7853 7860 | 7868 7875 7RR2 | 7889 | 7 7H8 7910 7917
62 794 7931 7938 7945 792 | 7959 | 7966 | 7973 7980 @ 7987
63 7993 8000 | 8007 8014 8021 | 8028 | 8035 | 8041  B048 8055
64 S062 8060 8075 8082 8089 | B09% | 8102 | 819  Bll6  8I2
65 5120 §136 | S142 8149 8156 | 8162 | 8169 | 8176 K182 SI8Y
66 8195 8202 | 8209 | 8215 8222 | R226 | 8235 | 8241 8248 82
67 8261 8267 | 8274 8280  B287 | 8293 | 8299 | 8306 8312 8319
68 8325 8331 8338 8344 8351 | 8357 | 8363 | 837 837 83K
69 8388 8395 8401 8407 8414 | 5420 | 8426 | 8432 8439 8445
70 8451 8457 | 8463 8470 8476 | B482 | 8488 | 8494 8500 | 8506
71 | 8513 8519 | 8525 8531 8537 | B543 | 8549 | 8355 8561 @ 8567
72 8573 8579 | 8585 #8591 8397 | 8603 | 8609 | 8615 8621 8627
73 5633 8639 | 8645  8R51  B657 | B663 | 8669 | B6TS SOl BAB6
74 8692 8698 8704 | 8710 8716 | B722 | 8727 | 8733 87O 87
75 8751 8756 8762 8768 8774 | BT | 8785 | 8791 8797 882
76 = B80S 8814 B820 8825 BR31 | K837 | BRI2 | BR48 BB B8RS
77 8865 8871 | 8876 H8K2 8887 | BRY3 | 8899 | 894 8910 8915
78 8921 8927 | 8932 893 8943 | BY49 | R951 | B9E0  RYRS 8971
79 5976 S9%2 | BUS7 8993 8998 | Q004 | 9009 | 9015 9020 9025
80 9031 9036 | 9042 9047 9053 | 9058 | 9063 | 9089 9074 9O
81 9085 9090 | 909 9101 9106 | 9112 | 9117 | 912 9128 91
82 9138 9143 9149 9154 9159 | 9165 | 9170 | 9175 9180 9186
8 9191 9196 | 92001 | 9206 9212 | 9217 | 9222 | 9227 9232 9238
84 9243 9248 | 9253 | 9258 9263 | 9269 | 9274 | 9279 9284 9289
85 9294 9299 | 9304 9309 9315 | 9320 | 9325 | 9330 9335 9340
86 0345 9350 | 9355 9360 9365 | 9370 | 9375 | 9380 @ 9385 930
87 9395 9400 | 9405 9410 9415 | 9420 | 9425 | 9430 9435 9440
88 9445 9430 | 9455 | 9460 9465 | 9469 | 9474 | 9479 9481 9489
89 9494 U499 | 9504 9509 9513 | 9518 | 9523 | 9528 9533 9538
90 Y542 9547 | 9552 9557 9562 | 9566 | 9571 | 9576 9581 @ 9586
91 9590 9595 | 9600 9605 960 | 9614 | 9619 | 9624 9628 9633
92 9638 U643 | 9647 9652 U657 | 9661 | 9666 | 9671 9675 9680
93  0p85 0680 | 9604 | 9699 9703 | 9708 | 9713 | 9717 9722 97
94 9731 9736 | Y741 | 9745 9730 | 9754 | 9759 | 9763 9768 9773
95 Y777 9782 | 9786 9791 9795 | 9800 | 9805 | 9809 9814 9818
96 9823 0827 | 9832 983  UR41 | 9845 | 9850 | 9854 9859 9863
97 9868 9872 | 9877 9881 9886 | 9890 | 9894 | 9899 9903 9908
98 992 9917 | 9021 | 9926 9930 | 9934 | 9939 | 9943 9048 = 9952
99  Yu56 9961 | 9965 9969 9974 | 9978 | 9983 | 9987 9991 999
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