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Resumo

Sistemas lineares, cuja aplicacao esta presente em diversas areas do conhecimento
humano, como Engenharia, FEconomia e Fisica, muitas vezes recebem um trata-
mento apenas técnico nas escolas e bem distante da realidade. Este trabalho tem
por finalidade apresentar uma proposta de ensino de sistemas lineares a partir de
um modelo econdémico proposto na década de 1930. Nessa proposta podem ser
explorados conceitos de matrizes, determinantes e sistemas lineares. No decorrer
do trabalho apresentam-se algumas técnicas de resolucao de sistemas lineares,
assim como uma lista de exercicios que o professor pode levar para a sala de aula.

Palavras-chave: sistema linear, modelos econémicos, ensino.

1 Introducao

Todos os dias, professores encontram dificuldades ao trabalhar Matemaética em
sala de aula. E muito comum escutarem de seus alunos os questionamentos: "Pra
que serve isso?", "Quando eu vou usar isso na minha vida?". A falta de vinculo
entre o conhecimento matemaético e suas aplicagoes na sociedade e na ciéncia pode
ser um dos fatores que dificultam a sua aprendizagem. Assuntos como matrizes,
determinantes e sistemas lineares sao muitas vezes abordados em sala de aula
com um tratamento apenas técnico e nao associado a possiveis usos em contextos
mais proximos da realidade do aluno. Segundo [1] (1998, p. 15)

"o reconhecimento do uso das aplicacoes sociais da Matematica
nao significa brincar de vender e comprar na sala de aula, mas buscar



formas de vincular o conhecimento matematico aos seus usos cientifi-
cos e sociais é essencial para dotar de sentido a atividade matematica
na sala de aula.”

Nao evidenciar aplicagoes possiveis dos contetidos matematicos pode ser um
dos fatores que dificultam a aprendizagem dos alunos. O uso do livro didatico
como Unica referéncia para as aulas ou mesmo como unica fonte de busca para
esse vinculo pode ser um dos motivos que levam a essa abordagem técnica desses
conteudos. Por isso, para os professores que atuam no ensino médio, é necessério e
a0 mesmo tempo vantajoso ter algum material que esclareca os pormenores dessa
aplicagao e proponha uma sequéncia didatica com atividades a serem realizadas
em sala.

Um topico que pode contribuir para a aplicacao do conhecimento matemé-
tico em sala de aula é a Economia. Nos meios de comunicacao tem-se noticias
que envolvem demanda, PIB, Selic e outros termos relacionados a area econo-
mica. Regina Madalozzo, professora do INSPER (Instituto de Ensino Superior
que atua nas areas de negocios, Economia, Direito e Engenharia) considera um
beneficio aos alunos e suas familias o ensino de economia na escola. De acordo
com Madalozzo (apud [2], 2016)

"Quando uma crianca ou adolescente entende o quanto custa par-
celar uma compra, quanto ela compraria a mais se guardasse o di-
nheiro para utilizar depois, a importancia da poupanca no curto, mé-
dio e longo prazo, entre outros conceitos, ela ja comeca a se preparar
para gerir de forma mais adequada seus rendimentos futuros."

A autora de livros didaticos Maria Helena Soares de Souza acredita no ensino
de economia em conjunto com o ensino de matematica de forma interdisciplinar.
"Pode-se usar a economia para ensinar muitos temas da matematica, como lo-
garitmo, por exemplo. A maioria dos professores nem se da conta disso"(Souza,
apud [2], 2016).

Ao se analisar alguns livros de algebra linear, observou-se que alguns deles, |3|,
[4], [5] e [6] apresentam uma abordagem aplicada ao oferecer ao leitor, em forma
de apéndices, a cada capitulo tedrico desenvolvido ou ao final do livro, alguns
assuntos que contextualizam a Matemaética apresentada. Uma aplicacao ligada
4 Economia denominada matriz de insumo produto, proposta pelo economista
russo Wassily Leontief encontrada em [3], [4], [5] e [6], trata de matrizes e sistemas
lineares e nao figura no ensino médio. Esta aplicacao sera investigada com uma
algebra matricial bésica e sistemas lineares, o que possibilitaré sua aplicagao em
salas de aula do ensino meédio, tornando seu estudo acessivel aos estudantes e
professores.

O objetivo geral deste trabalho é propor uma abordagem para o ensino de
sistemas lineares, usando os modelos economicos do economista Wassily Leon-
tief. Para atingir este objetivo, propoe-se uma sequéncia didatica que apresente



alguns conceitos de Economia e exemplos de modelos econ6micos, mostrando si-
tuacgoes simples com estes modelos; o equacionamento dos problemas envolvendo
as transacoes financeiras e a apresentacao de algumas técnicas de resolucao dos
sistemas lineares; além disso, um estudo aprofundado sobre a forma geral dos
modelos econémicos é apresentado.

Este trabalho apresenta na se¢ao 2 alguns conceitos de economia, alguns exem-
plos de modelos econoémicos e algumas situacoes envolvendo o modelo econdémico
de Leontief. Na secao 3 estao alguns conceitos de sistemas lineares e algumas
técnicas de resolucao para quatro situacoes apresentadas na secao 2. A secao 4
trabalha os modelos fechado e aberto de uma maneira geral. A secao 5 contém
alguns exercicios extras que podem ser aplicados em sala de aula e finalmente sao
apresentadas as consideracoes finais.

2 Modelos Econdomicos

O primeiro registro da palavra Economia data de 1440, na época sob o significado
de "gestao de assuntos econdmicos". A palavra tem origem no grego OIKONO-
MOS (oikos: casa; nomos: lei) que representa a administracao de uma casa ou
estado. [7]. Vive-se hoje numa sociedade com recursos produtivos (insumos) limi-
tados, mas com as necessidades da populagao ilimitadas, pois o desejo da maioria
das pessoas é sempre melhorar o padrao de vida. Um exemplo do que ocorre é
a economia domeéstica, onde todos os membros da familia nao podem ter tudo
que querem, pois seus recursos financeiros sao limitados. A esta falta de recurso
se da o nome de escassez. Um papel da economia é aplicar da melhor maneira
possivel os recursos produtivos as necessidades da populagdo. [8].

Dois conceitos econdémicos bastante relevantes para este trabalho sao os de
Insumo e Produto. Denomina-se Insumo todas as despesas e investimentos que
contribuem para a obtencao de determinado resultado, mercadoria ou produto.
Chama-se de produto tudo aquilo que é produzido. A Tabela 1 mostra alguns
exemplos de insumos e produtos.

Em Economia, assim como em diversas outras areas, sao elaborados e usados
modelos, que facilitam a compreensao da realidade econémica de um sistema e
que sdo essenciais para tomada de decisdes. A Figura 1 mostra um exemplo
de diagrama de fluxo circular, que ¢ uma maneira simples de visualizar como
funciona a economia e que é um tipo de modelo conceitual, pois nao envolve
formulas matematicas.

A Figura 1 descreve um sistema econdémico que leva em conta apenas a inte-
racao entre individuos e firmas. Os individuos e as firmas interagem em apenas
dois mercados: mercado de bens e servicos e mercado de fatores de producao
(FP). Os individuos sao proprietarios dos insumos (trabalho, capital e terra) que
as firmas compram no mercado de fatores de producao. As firmas, por sua vez,
produzem bens e servigcos que serao comprados pelos individuos. Este modelo nao



Tabela 1: O sistema de Transformagao - Exemplos.
Operacio Recursos Processos B Saidas
INSUMO TRANSFORMACAO | PRODUTO
* Avioes Transportar Passageiros e

Linha Aérea

* Pilotos e equipe
* Passagem e carga
* Combustivel

passageiros e cargas

Cargas transportadas

Fabricante

de comida congelada

* Comida fresca
* Operadores

* Congeladores
* Gés

Preparar e
congelar a comida

Comida Congelada

Fonte: adaptado de 9]

i Diagrama do

~luxo Circular

Receita Consumo
Mercado de
Vendade | bens e servicos Comprade
bens e bens e
servicos servicos

Insumos de Trabalho,
producéo Mercado de  |terra, capital
»| fatoresde [«
Salarios, producao Renda

aluguéis, lucro

Figura 1: Diagrama de fluxo circular

Fonte: [12]

apresenta detalhes como o pagamento de impostos para o governo, por exemplo,
mas da uma ideia de como funciona a Economia. [11].

Outro modelo econémico usado é a Fronteira de Possibilidade de Producao.
Este modelo representa graficamente uma relacao entre quantidades de produtos
que a economia tem possibilidade de produzir a partir dos fatores de producao e

da tecnologia disponiveis.



Fronteira de Possibilidade de Producao

Quantidade de
Computadores
Produzidos
3,000 oD
2,200 C
2,000 A Fronteira de
Possibilidade
De Produgio
1,000 B
Quantidade
0 300 600 700 1,000 de Carros
Produzidos

Figura 2: Fronteira de Possibilidade de Producao
Fonte: [12]

A Figura 2 apresenta um exemplo de Fronteira de Possibilidade de Producao.
Em uma economia real sao produzidos milhares de bens, mas para simplificar e
tornar o entendimento mais facil, admite-se como hipdtese uma economia com
apenas dois bens de producao, como mostra o grafico. Nessa economia, sao
produzidos computadores e carros. Analisando a Figura 2, se forem produzidos
1000 carros, por exemplo, nao sao produzidos computadores. Por outro lado, se
forem produzidos 3000 computadores, nao sao produzidos carros. A linha azul
do grafico, que é a fronteira de possibilidades, representa o maximo que se pode
produzir nessa economia, utilizando os recursos produtivos da melhor maneira
possivel e levando-se em conta que eles sdo escassos. [11]

Esse modelo mostra uma situagao em que é necessario fazer escolhas. Quando
a producao de carros e computadores se encontra na linha azul, significa que a
sociedade esta utilizando seus recursos de maneira eficiente, ou seja, da melhor
maneira possivel. Ao sair do ponto C da linha e chegar ao ponto A, a producao
de carros aumenta e diminui a de computadores. Ao sair do ponto A para o
ponto C, a producao de computadores aumenta e a de carros diminui, ou seja,
para produzir mais de um bem, tem-se de produzir menos de outro. [13]

H& muitas situagoes no cotidiano em que as pessoas precisam fazer esse tipo
de escolhas. Pode-se citar como exemplo um casal que deseja comprar um carro.



Para comprar este bem, o casal precisa abrir mao de fazer a tao sonhada viagem,
por exemplo. Considere como outro exemplo um estudante tem duas provas
marcadas para o mesmo dia, nas disciplinas A e B. Supondo que ele dispoe de
20 horas para estudar para as duas provas e que resolva estudar 15 horas para
a prova da disciplina A e 5 horas para a prova da disciplina B: se ele resolver
estudar uma hora a mais para a prova da disciplina B, ele precisa estudar uma
hora a menos para a prova da disciplina A. [11]

Apesar destes modelos terem uma representacao grafica que podem ser relaci-
onados aos assuntos de funcoes, regioes no plano etc., eles nao serao aprofundados
neste artigo. Os modelos que serao aprofundados serao descritos a seguir.

Alguns modelos economicos podem ser representados por equagoes, como é
o caso dos modelos econdmicos baseados nas ideias de Wassily Leontief. Esses
modelos, que descrevem a economia como um sistema de equacoes, apresentam
as relacoes de interdependéncia entre os setores, onde o produto de um setor é
o insumo de outro. Apresentam-se a seguir situagoes simples que ilustram estas
relagoes de interdependéncia em setores particulares e os problemas de ensino de
matematica a eles relacionados.

Situacao 1

Considere um pedreiro, um eletricista e um bombeiro hidraulico que necessitam
fazer consertos em suas proprias casas (cada um deles tem uma casa). Suponha
que eles combinem trabalhar 10 dias cada um, de modo a cobrir suas proprias
necessidades em suas casas e nas casas dos outros dois de acordo com a tabela
da Figura 3.

Trabalho executado pelo
Pedreiro Eletricista Hidraulico
Dias de trabalho na casa do pedreiro 2 1 6
Dias de trabalho na casa do eletricista 4 5 1
Dias de trabalho na casa do hidraulico 4 4 3
Figura 3: [5]

Problema: qual deve ser o salario didrio pago ao pedreiro, ao eletricista e ao
bombeiro hidréulico de modo que no final o total que pagam seja igual ao total
que recebem?

Ao abordar este tipo de problema na sala de aula, um dos primeiros desafios
pode ser trabalhar o equacionamento do problema, o nimero de incognitas, a
distribuicao de nomes e como elas se relacionam.

As incognitas do problema sao 3:

o salario do pedreiro x;



o salario do eletricista y;

o salario do hidréulico z.

Deve-se notar que o total de salario pago pelo pedreiro deve ser igual ao que
ele ird4 receber ao final de 10 dias de servigos prestados. Entao, deve-se ter a
seguinte igualdade:

Salarios pagos = salario recebido

= Salario do pedreiro (ele proprio) + salario do eletricista + salario
do bombeiro hidraulico = Salario recebido
=
2 +y + 62 = 10z.

Usando um raciocinio analogo para o eletricista e o hidraulico deve-se concluir
também que
dr + by + z = 10y

4o + 4y + 3z = 10z.

Portanto, devem-se determinar z, y e z que satisfacam simultaneamente as
equagoes

2v +y+ 62z =10z
dx + 5y + 2z = 10y
dr + 4y + 32 = 10z
54
0,20 4+ 0,1y + 0,62 =x
0,4+ 0,5y + 0,1z =y
0,4 + 0,4y 4+ 0,32 = 2
4
0,8z — 0,1y — 0,62 =0
—0,42+ 0,5y = 0,12 =0 . (1)
—0,42 — 0,4y + 0,72 =0

Situacao 2

Trés vizinhos tém hortas nos fundos de suas casas. Pedro cultiva tomates, Joao
cultiva milho e Marcos cultiva alface. Suponha que eles combinem dividir a co-
lheita da seguinte forma: Pedro recebe % dos tomates, % do milho e }l da alface.
Joao recebe % dos tomates, % do milho e % da alface. Marcos recebe % dos to-
mates, % do milho e % da alface. Além disso, eles devem cobrar valores um dos

outros de modo que eles nao tenham lucro nem prejuizo.



Problema: qual deve ser o valor em reais atribuida a cada colheita para que
nenhum deles tenha prejuizo nem lucro, se a colheita de menor prego deve custar
R$ 100,007

Neste caso as incognitas do problema sao:

x, o valor em reais da colheita do Pedro;

y, o valor em reais da colheita do Joao;

z, o valor em reais da colheita do Marcos.

O valor total em reais pago por Pedro é %x + %y + %z. O valor total recebido
por ele é x. Logo, como o total pago deve ser igual ao total recebido, tem-se
T+ Y+ 3z=1.

Usando o mesmo raciocinio para Joao e Marcos, tem-se as seguintes equacoes:

DRI

3 TRY T rTY
e

1,11

—X — —Z = Z.

6" T3V 73

Portanto, devem-se determinar z, y e z que satisfacam simultaneamente as
seguintes equagoes:

sty +iz=x
%x—i—%y—l—%zzy

1 1 1, _
G T3ytzz==z

ou
by d =0
—sr+2y—32=0 (2)
ey o=

Situacao 3

Uma certa cidade tem trés indistrias principais: uma mina de carvao, uma usina
elétrica e uma rede ferroviaria local. Para produzir R$ 1,00 de carvao, a mina
precisa comprar R$ 0,25 de eletricidade para seu equipamento e R$ 0,25 da ferro-
via para suas necessidades de transporte. Para produzir R$ 1,00 de eletricidade,
a usina requer R$ 0,65 de carvao para combustivel, R$ 0,05 de sua propria eletri-
cidade para equipamento auxiliar e R$ 0,05 da ferrovia para suas necessidades de
transporte. Para fornecer R$ 1,00 de transporte, a rede ferroviaria precisa de R$
0,55 de carvao para combustivel e R$ 0,10 de eletricidade para seu equipamento
auxiliar. Numa certa semana, a mina recebe pedidos de R$ 50.000,00 de carvio
de fora da cidade e a usina recebe pedidos de R$ 25.000,00 de eletricidade de fora
da cidade. Nao ha demanda externa para a ferrovia.



Problema: qual é o valor em reais que cada uma das trés indtstrias deve
produzir naquela semana para atender exatamente suas proprias demandas e a
demanda externa?

Neste problema, as incognitas sao

x o valor total da producao da mina;

y o valor total da producgao da usina;

z o valor total da producao da ferrovia.

Analisa-se a seguir, através de tabelas, o balanco de gastos e producoes de
cada um dos setores relacionados a producao de carvao. Entao, utilizando-se a
regra de trés, tem-se o total gasto por cada industria para sua producao total.

e Mina de carvao
O valor gasto em carvao para produzir R$1,00 de carvao ¢ R$0,00.
Logo, tem-se V; = Oz, sendo V; o valor gasto em carvao pela mina.

Valor produzido de carvao | Valor gasto com carvao
1,00 0,00
X Vi

e Usina elétrica
A usina necessita R$0,65 de carvao para produzir R$1,00 de eletricidade.
Entao
tem-se V5 = 0,65y o valor gasto com carvao pela usina.

Valor produzido de eletricidade | Valor gasto com carvao
1,00 0,65
y Va
e Ferrovia
Para produzir R$1,00 de transporte, a ferrovia necessita de R$0,55 de car-
vao.

Logo, tem-se V3 = 0,55z o valor que a ferrovia gasta com carvao.

Valor produzido de transporte | Valor gasto com carvao
1,00 0,55
z Vs

e Demanda externa

Seja V; = R$ 50.000,00 a demanda externa, ou seja, o valor gasto com
carvao por outras industrias.



A produgao total de carvao da mina entao é
r=V+V+V;+V
ou seja, obedece a equacao
x = 0z 4 0,65y + 0, 552 + 50.000, 00.

Usando o mesmo raciocinio, o total produzido pela usina e pela ferrovia devem
obedecer as equacoes

y = 0,25z + 0,05y + 0,10z + 25000

z=10,252+ 0,05y + 0z + 0.

Portanto, devem-se determinar z, y e z que satisfacam simultaneamente as
equagoes

x = 0x + 0,65y + 0,55z + 50000
y = 0,25z 4+ 0,05y 4+ 0,102 + 25000 . (3)
z=0,2524+0,05y +0z+0

Situacao 4

Considere uma economia formada por trés setores: manufatura, agricultura e
servigos. Para produzir R$ 1,00 de manufatura, este setor necessita de R$ 0,50
de sua propria producao, R$ 0,20 da producgao da agricultura e R$ 0,10 de ser-
vigos. Para a agricultura produzir R$ 1,00, ela necessita de R$ 0,10 do setor de
manufatura, R$ 0,50 sua propria producao e R$ 0,30 do setor de servicos. Para
produzir R$ 1,00, o setor de servicos necessita de R$ 0,10 do setor de manufatura,
R$ 0,30 da agricultura e R$ 0,40 de servigos.Num determinado més, o setor de
manufatura recebe um pedidos de R$ 7900,00, a agricultura recebe pedidos de
R$ 3950,00 e o setor de servigos recebe pedidos de R$ 1975,00.

Problema: quanto cada setor deve produzir neste més para satisfazer a sua
producao e atender a demanda externa?

As incognitas para este problema sdo:

x, a producao total do setor de manufatura;

y, a producao total da agricultura;

z, a producao total do setor de servigos.

As tabelas a seguir mostram o balanco de gastos e producao dos setores.

Seguindo raciocinio andlogo a situacao anterior, utiliza-se a regra de trés para
saber o total gasto de cada setor com manufatura para a sua producao.

10



Valor produzido de manufatura | Valor gasto com manufatura
1,00 0,50
X Vi

e Setor de manufatura

Logo tem-se V; = 0,50z o valor gasto pela manufatura.

e Agricultura

Valor produzido pela agricultura | Valor gasto com manufatura
1,00 0,10
y Va

Logo tem-se Vo, = 0,10y o valor gasto pela agricultura com insumos da
manufatura.

e Servigos

Valor produzido pelos servigos | Valor gasto com manufatura
1,00 0,10
7 Vs

Logo tem-se V5 = 0,10z o valor gasto pelos servi¢os com insumos do setor
de manufatura .

e Demanda externa

Seja V;, = R$ 7900,00 a demanda externa.
O valor total da producao so setor de manufatura deve atender & equacgao
r=V+V+V;+V
ou equivalentemente
x=0,52 40,1y + 0,1z 4+ 7900.

Considerando raciocinio anélogo, a producdo da agricultura e do setor de
servicos devem obedecer as equacoes

11



y = 0,27 + 0,5y + 0, 3z + 3950

z=0,1r 4+ 0,3y + 0,4z + 1975.

Portanto, deve-se determinar z, y e z que atendam simultaneamente as equa-
coes

z= 0,5z + 0,1y + 0, 1z 4 7900
y=0,22 + 0,5y + 0, 32 + 3950 (4)
z2=0,1x+ 0,3y + 0,4z + 1975

Pode-se observar que nas situagoes de 1 a 4, as transacoes financeiras simples
sao modeladas através de sistemas lineares. As situacoes 1 e 2 conduziram a um
sistema linear homogéneo de 3 equagoes e 3 incognitas. Além disso, os dois pro-
blemas tém um objetivo que é o de determinar precos para os produtos (servigo
ou bem) de tal modo que o gasto total com todos os produtos por cada pessoa
envolvida, seja igual ao total recebido por ela pelo produto que ela produz. Isto
é, o sistema econdmico estd em equilibrio. As situacoes 3 e 4 conduziram a um
sistema nao homogéneo de 3 equagoes e 3 incognitas. Essas situagoes vinculam
a linguagem matematica ao seu uso social, o que pode dar sentido ao estudo de
sistemas lineares na sala de aula.

As situacoes 1 e 2 sdo exemplos do modelo fechado de Leontief e as situacoes
3 e 4 exemplificam o modelo de producao (ou modelo aberto de Leontief). No
modelo fechado a producao de k setores é somente distribuida entre os proprios
k setores. A producao dos setores é fixada e o problema é de determinar seu
preco de modo que gastos igualam ganhos. No modelo aberto os produtos de k
setores sao distribuidos entre os préprios k setores para manté-los operacionais
e também devem atender a uma demanda externa. Nele sao os precos que sao
fixados e o problema é o de determinar o nivel de producao em termos de valores
econdmicos totais para satisfazer a demanda externa [5].

Antes de abordar de maneira mais generalista os modelos fechado e aberto de
Leontief, apresentam-se varios conceitos e técnicas de solugoes para os sistemas
lineares obtidos nas situagoes de 1 a 4. Vale lembrar que as técnicas que serao
apresentadas a seguir, para resolver sistemas lineares 3 X 3 também podem ser
utilizadas para resolver outros sistemas de ordem maior, que descreveriam sis-
temas econdmicos envolvendo mais setores. A sequéncia a seguir, logo ap6s aos
problemas aplicados ja apresentados, pode ser considerada uma sugestao para
implementacgao destes assuntos na sala de aula.
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3 Sistemas Lineares

Uma equacao linear nas incognitas x1, s, - - - x,, € uma equacao da forma a;z; +
asTo+asxrsz+- - -+a,x, = b, em que os coeficientes a, as, as, - - - , a, sao constantes
reais e b é o termo independente, sendo também um valor real.

A solucao de uma equacao linear aixy + asxs + azxs + -+ + a,x, = b é o
conjunto de valores x7,x3, -z} que satisfazem a igualdade.

Um sistema linear de m equacgoes a n incoégnitas ¢ um conjunto de m equacoes
lineares, com as mesmas n incognitas. Escreve-se um sistema como este de forma
geral, como

a1 + a19x2 + @133 + - - - + A1 T, = bl
a2121 + a9 + a923X3 + o4 a9, = bg

A1 T1 F Qa2 + Qp3®3 + - -+ ATy, = by,

A solucao de um sistema linear é o conjunto de valores x7,x3, - - x) que sa-
tisfazem simultaneamente as igualdades

a111 + a12T9 + @133 + - - - + A1 T, = bl

2121 + 299 + 9373 + -+ aonLy — b2

Am1T1 + Q2T + Ap3T3 + - - + QppTp = bm

Estes valores sao as raizes do sistema linear. Este sistema pode, respeitando-
se as posicoes das incognitas e dos termos independentes, ser representado por
uma matriz, chamada matriz aumentada do sistema.

a1 @iz aig v Qi | by
a1 Gga  Qog - Qo | by

bs
Am1 Am2 Qm3 - Amn bm

Para resolver um sistema linear representado na forma de matriz aumentada,
pode-se utilizar trés operacoes denominadas operacoes elementares.

(i) Multiplicar uma linha inteira da matriz por um valor diferente de zero;
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(ii) Trocar duas linhas da matriz de posigao;

(iii) Somar uma linha a uma outra linha multiplicada por valor nao nulo.

Essas operagoes permitem que se transform o sistema original num sistema
mais simples, sem alterar o seu conjunto solugao.

Agora, retorna-se a situacao 1, que apresenta um exemplo do modelo fechado
de Leontief.

Situacao 1
Seja o sistema linear 1

0,8c— 0,1y — 0,62 =0
—0,42 + 0,5y — 0,12 =0
—0,4r — 0,4y 4+ 0,72 =0

Obedecendo as posicoes das variaveis e dos termos independentes, representa-
se este sistema de equacgoes através da sua matriz aumentada, da seguinte forma

0,8 —-0,1 —0,6 0
—0,4 0,5 —0,1 0
—0,4 —0,4 0,7 0

Agora, para encontrar a solucao desse sistema, sera utilizada a técnica através
das operacoes elementares.

Primeiramente, multiplicam-se por 2 a 2% e 3% linhas, depois realiza-se a soma
com a 1? linha.

0,8 -0,1 —0,6 0
0,8 1 -0,2 0
~0,8 —0,8 1,4 0

0,8 —0,1 —0,6 0
0 0,9 -0,8 0
0 —-0,9 08 0

Agora realiza-se a soma da 2% com a 3* linha, obtendo-se
0,8 —0,1 —-0,6
—0,8

0
0 0,9 ,8 0
0 0 0 0

Reescrevendo esta matriz aumentada como um sistema linear, tem-se

0,8¢t — 0,1y — 0,62 =0
0,9y — 0,82 =0.
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Aqui tem-se um sistema linear com mais incégnitas do que equagoes, que é
um sistema mais simples do que o original e com a mesma solucao.
Escrevendo y em funcao de z na 2* equacao, tem-se:

(=]

8
9

©|co

0,9y =0,82 =y =52 =tz

(=]

Substituindo na 1* equacao

8 6
:>O,8m—%z—1—oz—0
8 6
=>0,8:L’—(%+E)
8 62
- = —2Z
107~ 90
(62 10\ _ 62 3
T\ 8 )T T R T 36

Tem-se entao:

— 3l
13—362

_ 8
Y =97

Tomando z = 36r (analisando-se os denominadores das fragoes, 36 é multiplo de
36 e 9), tem-se que

x:%-36r:317’,
y:§-36r:32r.

Logo, a solugao do sistema é dada por:

xr = 31r
y = 32r
z = 36r

Reescrevendo este sistema na forma de equacao matricial, tem-se

T 31r
y | =1 32r
z 367
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Como r ¢ um fator comum aos trés valores da matriz a direita, pode-se escrever
esta equacao da seguinte maneira:

T 31
y|=r 32
z 36

Supondo que em 1 dia o salario médio dos profissionais seja de R$100, 00, uma
solucao que nao traria prejuizo para eles seria tomar r = 3. Logo, uma solucao
possivel seria

T 93
y | =1 96
z 108

Situacao 2
Na situacao 2, a resolucao também serd através das operacoes elementares.
Seja o sistema linear 2
b dy- 1z =0
—sr+ 2y —32=0
—tr—3y+32=0

A matriz aumentada deste sistema, respeitando-se as posicoes das incognitas

D>

Nesse caso, nesta situacao, a resolucao sera através da eliminacao gaussiana
e do método de Gauss-Jordan, em referéncia aos matematicos Johann Carl Frie-
drich Gauss' e Wilhelm Jordan?.

Para resolver, serao utilizadas as operacoes elementares, de modo a transfor-
mar o sistema inicial num sistema equivalente, onde a solugao seja mais facil de
visualizar.

Multiplica-se a 2? linha por % e a 3? linha por 3.

!Nascido em 1777 na Alemanha, Gauss impresionou sua professora ao realizar a soma dos
inteiros positivos de 1 a 100. Ao longo de sua trajetoria contribuiu com estudos na aritmética,
calculo e geometria. Morreu em 1855.

2Matemaético alemdo nascido em 1842, ficou conhecido por sua contribuicio para a simplifi-
cacao da eliminacdo gaussiana. Morreu em 1899.
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1 1
5 —3 —3|0
0 2 3o
0 -2 3210
3 1
Multiplica-se por 2 a 2? linha
r1 1 1 .
3 ~3 —3|0
0 & 3y
S
Soma-se a 2% linha & 3% linha
r 1 1 1 .
I
0 3 —3110
| 00 0

Agora, multiplicando-se a 1* linha por 2 e a 2% por % tem-se

2 1
L-5 -3 0
0 1 -5io
0 0 0 |0

Esta 1ltima é um exemplo de uma matriz que esta na forma escalonada. Para
ser dessa forma, uma matriz deve ter as seguintes propriedades [5]:

(1) Se uma linha nao consistir inteiramente em zeros, entdo o primeiro nimero
nao nulo da linha é 1. Esse ntimero é chamado de pivo.

(2) Se existirem linhas constituidas inteiramente de zeros, entao elas estao agru-
padas juntas nas linhas inferiores da matriz.

(3) Em quaisquer duas linhas sucessivas que nao consistem s6 em zeros, o pivo
da linha inferior fica a direita do pivo da linha superior.

O sistema linear correspondente a esta tltima matriz é

r—2y—12=0
3 2 5
{ y— 152 =0 ®)
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O sistema nessa forma é resolvido por retrossubstituicao ou substituicao in-
versa. Nesta situacao, a substituicao ¢ de baixo para cima, comecando pela 2?2
equacao, pois possui menos incognitas. A exemplo do que aconteceu na situacao
1, a vantagem de se resolver esse sistema em relagao ao sistema original é de ter

menos incognitas, possibilitando assim um menor ntimero de substituicoes para
se chegar ao resultado.

Isolando-se y na 2% equacao tem-se

Substituindo na 1?* equagao

Tomando-se z = 16r (analisando-se os denominadores das fracoes, 16 ¢ mul-
tiplo de 16 e 8) tem-se que

x:%z:>x:18rey:}—gz:>y:15r.

Para satisfazer a condicao de preco minimo de R$ 100,00 da colheita, substitui-se
I por % e tem-se x = 120,00, y = 100,00 e z = 106, 67.

Pode-se, a partir da matriz aumentada do sistema linear 5, aplicar mais algu-
mas operagoes elementares e chegar a um sistema ainda mais simples.

Multiplica-se a 2% linha por % tem-se

1 —2§ —é 0
0 5 —310
0 0 0
Soma-se a 22 linha com a 1?2 linha
10 —-210
01 —12/0
00 0|0

Esta matriz é um exemplo na forma escalonada reduzida por linhas. Uma matriz
que esta na forma escalonada reduzida por linhas, além das propriedades 1, 2 e
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3 citadas anteriormente, apresenta uma outra propriedade: (4) cada coluna que
contém um pivo tem zeros nas demais entradas. O sistema correspondente a esta
matriz é

Tr =
Y= 16

De maneira analoga, obtém-se os valores

x = 120,00, y = 100,00 e z = 106, 67.

De um modo geral, dado o sistema
anTy + apxs + -+ Q1pTy = bl
a1 + Q22T + - -+ + ATy = by
Am1T1 + QpmaZe + -+ + QppTp = bm-

Representando-o pela matriz aumentada tem-se:

a1 @iz v Qi | by
a1 Gz -+ Qg | by
Am1 Am2 - Amn bm

Aplicando-se as operacOes elementares, encontra-se um sistema equivalente
na forma escalonada, representado pela matriz

11 A2 -+ Aip by
azy -+ Qgy | by

amn bm

ou na forma escalonada reduzida por linhas, conforme representado na matriz
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Se o sistema for homogéneo, sempre haverd a solucao trivial. Entao existem
duas possibilidades:

(i) O sistema tem somente a solugao trivial;

(ii) O sistema possui, além da solucao trivial, infinitas solug¢oes. Este caso
ocorreu ao final das situacoes 1 e 2, onde o sistema equivalente possuia
mais incognitas que equacgoes.

Para provar que todo sistema homogéneo com mais incognitas que equacoes
possui solucoes além da solugao trivial, serd realizada a demonstracao do seguinte
teorema.

Teorema 1. Um sistema homogéneo com mais incognitas que equacoes tem uma
infinidade de solucoes.

Demonstracao Seja Ax = 0 um sistema homogéneo com m equagoes e n
incognitas, tal que m < n. Através das operacdes elementares, encontramos na
forma escalonada e equivalente a Az = 0, um sistema C'z = 0 com r equacoes.
Se r < m, entao r < n. Dessa forma, ao resolvermos o sistema, cada uma das r
incégnitas podem ser escritas em funcao das n — r incoégnitas restantes. Assim,
estas n — r incognitas podem assumir qualquer valor real. Logo, o sistema possui
infinitas solucgoes.

Na resolucao dos exemplos que envolvem as situacoes 3 e 4, serao apresentadas
ao leitor os conceitos de matrizes, operacoes com matrizes e determinantes, pois
as questoes serdo resolvidas através da regra de Cramer® e equacio matricial, que
envolvem todos estes conceitos.

Situacao 3

Seja o sistema 3

x = 0z + 0,65y + 0,55z 4+ 50000
y = 0,252 4 0,05y + 0, 10z 4 25000
z2=0,25240,05y +0z+0

3Gabriel Cramer, nascido em 1704 e nomeado doutor em 1722, ficou conhecido pelo seu
trabalho com sistemas lineares, em que utiliza o calculo de determinantes para encontrar a
solucao do sistema.
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Isolando-se os termos independentes, tem-se

2z — (0z + 0,65y + 0, 552) = 50000
y — (0,252 + 0,05y + 0, 10z) = 25000
z—(0,25z + 0,05y + 02) =0

z — 0,65y — 0,55z = 50000
—0,25z + 0,95y — 0,10z = 25000 . (6)
—0,252 — 0,05y + 2z =0

Esse sistema seré resolvido através da regra de Cramer, que utiliza o calculo de
determinantes na sua resolu¢ao. O determinante ¢ um ntimero associado a uma
matriz quadrada (matriz que possui o mesmo nimero de linhas e colunas). A idéia
desse nimero comecou no século XVII com dois matemaéticos: o japonés Takakazu
Seki Kowa?* e o alemao Gottfried Wilhelm Leibniz® O uso de determinantes tem,
entre outras aplicagoes, o calculo da area de um triangulo no plano cartesiano. [14]
Nesse trabalho, o interesse ficard somente no valor do determinante, necessario
para a resolucao do sistema linear proposto.

Seja o sistema 6

x — 0,65y — 0,552 = 50000
—0,257 + 0,95y — 0, 10z = 25000
—0,252 — 0,05y + 2 = 0

A exemplo do que foi realizado nas situagoes 1 e 2, a matriz aumentada desse
sistema é:

1 —0,65 —0,55|50.000
—0,25 0,95 —0,10 | 25.000
—0,25 —0,05 1 0

A matriz dos coeficientes é a matriz quadrada

1 —0,65 —0,55
—0,25 0,95 —0,10 |,
—0,25 —0,05 1

que é obtida retirando-se a coluna dos termos independentes da matriz au-
mentada. Para calcular o determinante dessa matriz, serao apresentadas duas

4Nascido em 1642 e adotado por uma familia nobre, aprendeu matemética sozinho e foi o
primeiro matematico a estudar determinantes, em 1683.

®Nascido na Alemanha em 1646, foi muito cedo para a universidade, onde estudou Teologia,
Direito, Filosofia e Matematica. Foi o primeiro ocidental a estudar determinantes.
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6

técnicas: a regra de Sarrus® e a expansao por cofatores.

Regra de Sarrus
Seja a matriz dos coeficientes representada por

1 -0,65 —0,55
A= -0,25 0,95 —0,10
—-0,25 —0,05 1

Para calcular o determinante de A, representado por detA = |a;;|, realizam-se
0s seguintes passos:

(i) Ao lado da matriz, copiam-se as duas primeiras colunas. Desse modo,

1 —0,65 —0,55| 1  —065
det A=| —0,25 0,95 —0,10|—-0,25 0,95
—0,25 —0,05 1 |-0,25 —0,05

(ii) Agora, multiplicam-se os valores das "diagonais principais", depois faz-se o
mesmo com os valores das "diagonais secundarias". O resultado é det A =
soma dos produtos das diagonais principais - soma dos produtos
das diagonais secundarias.

Assim,
1 —-0,65 —0,55 1 —065
det A=| —-0,25 0,95 —0,10|—-0,25 0,95
—0,25 —0,05 1 —-0,25 —0,05

= [(1-0,95- 1) + (=0,65) - (=0, 10) - (=0, 25) + (—0,55) - (—0,25) - (—0, 05)]—
[(=0,25) - 0,95 - (—0,55) + (—0,05) - (—0,10) - 1 + 1 - (=0, 25) - (=0,65)]
503

=0,62875 = —.
’ 800

A regra de Sarrus, em referéncia ao matematico Pierre Frederic Sarrus é uma
técnica para calcular o determinante de uma matriz 3 x 3. Essa técnica é um caso
particular e nao se aplica a matrizes maiores. De uma maneira geral, dada uma
matriz

apnl a2 Q13
A= [aij]3><3 = Q21 Qg2 (23
asy az2 ass

Copiando as duas primeiras colunas da matriz a direita tem-se

5Pierre Frédéric Sarrus, nascido na Franca em 1798, foi o responsavel por uma regra que
calcula o determinante de uma matriz de 3 linhas e 3 colunas.
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ailz a2 aiz | aix; a2
det A =1 ag1 @99 @93 | as; asm

gy G32 0a33 | @31 G32
Aplicando a regra de Sarrus calcula-se o determinante da matriz A.
det A = a11a20a33 + a12023031 + A13021032 — A31022013 — (32023011 — (33021012
Expansao por cofatores

Definicao 1. Dada uma matriz A, o cofator A;; do elemento a;; da matriz A é
(—=1)"".det.(A;;), onde A;; é a submatriz de A, obtida extraindo-se a i-ésima linha
e a j-6sima coluna. Com estes cofatores forma-se uma nova matriz A, denominada
matriz dos cofatores de A.

Considerando a mesma matriz

1 —0,65 —0,55
A= —-0,25 0,95 —0,10
-0,25 —0,05 1

Para calcular o determinante de A, escolhe-se uma linha ou coluna e multiplicam-
se os valores dessa linha ou coluna pelos seus respectivos cofatores. Assim,
escolhendo-se a 2% coluna, tem-se

1 —0,65 —0,55
det A=| —0,25 0,95 —0,10
—0,25 —0,05 1

= 00 | T s e |0
+(—0,05) - (—1)**+2. ‘ _01725 :8 ?g '
=(-0,65)-(=1)-[(—0,25) - 1 — (—=0,25) - (—0,10)]
40,95-1-[(1-1— (—0,25) - (~0,55)]
+(—=0,05) - (—=1) - [(1 - (—=0,10) — (—0,25) - (=0, 55)]

= —0,17875 + 0,819375 — 0, 011875
= 0,62875.

A expansao por cofatores pode ser aplicada a matrizes quadradas quaisquer.
De uma maneira geral, tem-se a seguinte definicao:
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Definicao 2. Se A for uma matriz de tamanho n X n, entdo o niimero obtido
multiplicando as entradas de uma linha ou coluna qualquer de A pelos cofatores
correspondentes e somando os produtos assim obtidos é denominado determinante
de A. As proprias somas sao denominadas expansoes em cofatores de det(A), ou
seja,

det(A) = a1;C1j + az;Cy; + - - - + an;Cpj, (expansdo em cofatores ao longo da
coluna j).

e

det(A) = anCit + a;2Ci2 + - - + a4 Ciyn, (expansao em cofatores ao longo da
linha i).

Agora que ja foram explanadas as duas técnicas de calculo de determinantes
de matrizes quadradas de ordem 3, volta-se & matriz aumentada do sistema

1 —0,65 —0,55|50.000
—0,25 0,95 —0,10 | 25.000
—0,25 —0,05 1 0

O primeiro determinante a ser calculado geralmente é o da matriz A dos
coeficientes, que sera representado por det A = 0,62875. O célculo ja foi realizado
utilizando-se as duas técnicas anteriores.

Agora, calcula-se o determinante que sera representado por detz, onde os
elementos que compoem a 1% coluna da matriz dos coeficientes é substituida
pelos elementos da matriz dos termos independentes. Assim,

50.000 —0,65 —0,55
? Y 12
detz =| 25.000 0,95 —0,10 | = 82375 = 64.187,5.
0 —0,05 1

Usando raciocinio analogo, os valores de dety e det(z) sao

1 50.000 —0,55

2
dety =| —0,25 25.000 —0,10 | = @ = 35.312, 5.
—0,25 0 1
e
1 —0,65 50.000
detz=1| —0,25 0,95 25.000 | = % =17.812,5.
—-0,25 —0,05 0
A solucao do sistema 6 é dada por
detx  64.187,5
p— p— ? pu— 1 2‘
TS det A 0,62875 208
det 312
_dety 393155 56163

Y7 det A~ 0,62875
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_detz  17.812,5

_ _ — 98.330.
*= qetA 062875 20330

Portanto, para atender a demanda externa e ao consumo proprio, a mina
de carvao precisa produzir R$ 102087,00, a usina R$ 56163,00 e a ferrovia R$
28330,00.

Com relagao a regra de Cramer, de um modo geral, considera-se um sistema
com n equagoes e n incognitas dado por

1121 + A12T2 + *++ + ATy = bl
211 + 222 + -+ aA9n Ty — bg
Ap1T1 + ApaZo + -+ - + AppTy = bn

Escrevendo este sistema na forma matricial AX = B tem-se

a1x aiz - Qin X1 by
Q21 Qg2 -+ Agp X2 by
. : - )
Anp1 Ap2 - Ann Tp bn
11 Q2 - Aip
Q21 Q2 - dgp 3 . . ,
onde A = . L . ¢ a matriz dos coeficientes, que é quadrada,
Ap1 Ap2 - Ann
by T
by ) ) L2 .
B = . ¢ a matriz dos termos independentes e X = . a matriz das
bn, Tp

incognitas.

Para a equacao matricial AX = B, supoe-se que detA # 0, ou seja, A possui
inversa A~!. Por definicdo, se A for uma matriz quadrada e existir uma matriz
B de mesmo tamanho tal que AB = BA = I, entao B é uma matriz inversa de
A (Anton, [5]). Para resolver uma equacdo ax = b, de 1° grau na variavel x, com
a # 0, isola-se a incognita dividindo-se por a ambos os lados da igualdade. No
entanto, na equagao matricial o processo é diferente, pois a divisao entre matrizes
nao é definida. Nesse caso, a solucao é multiplicar os dois lados da igualdade pela
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inversa da matriz A. Entao:

AX =B
& AN AX)=A""'B
s ATAX =A7'B
s L,X=A"B
s X =A'B

Escrevendo esta ultima na forma matricial, tem-se

-1

T 11 Qa2 -+ Aip by
T2 Q21 Q22 -+ QA2p ba
Tn Ap1 Ap2 - Ann bn

A inversa de uma matriz A pode ser calculada através da matriz adjunta, re-
presentada por adjA = AT, que ¢ a transposta da matriz dos cofatores. E um
resultado passivel de demonstra¢io que A~ = —1= . adjA (Boldrini et al [16]).

-1

Anl
AnQ

A1n
Aon

Qin

@11 A1z - Qin Ay Ay
Qg1 Q22 -+ Q2q 1 ANPIRPALY
A_l = 'adA @ — .
detA J detA :
Anp1 Ap2 - Ann Aln A277,
Entao
T Ay Ay o Ay by
U 1 Ajg Aoy oo Ay by
X=A"'Bs = . .
: detA : : .. : :
Tn Aln AQn e Ann bn
O lado direito da igualdade apresenta uma multiplicacdo de matrizes. A multipli-
[ ann an
a21 Q22
cacao entre matrizes é assim definida: sejam A = [a;j]mxn = . .
il i2
L Am1  Am2
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bll b12 R blj R blp
bor Doy -+ by e by

B = [bijlnxp = : : i : . :

but bng -oc bnj oo by

O produto de A e B, representado por A - B é a matriz C' = [¢;j]nxp, Onde

cada elemento ¢;; é obtido multiplicando-se a os elementos da i-ésima linha de A
pela j-ésima coluna de B. Assim,

Cij = ainbij + aigbaj + -+ - + inby;.

Cabe lembrar que o produto de duas matrizes s6 é possivel se o numero de
colunas da primeira matriz for igual ao nimero de linhas da segunda matriz.
Aplicando a multiplicacao tem-se:

— b1A1+boAgi+4bnAng

1 detA

1o = B124byAgyte 4 by Ang
2 detA

€T — blAl'n+b2A2n+"'+bnAnn
n =

detA

O numerador da primeira fracao é igual ao determinante que se obtém a partir
de A, substituindo a primeira coluna pela matriz dos termos independentes. De
fato, usando a expansao por cofatores, tem-se

by a2 - ai,

by azxp - ag,
=b01A1 + baAgy + -+ b, A

bn Apg  * - Ann

Entao
by a2 - ai,
by azxp - ag,
biA1 + boAgy + - + 0, Ay bn Gnz -+ Gpn
(L‘l g g

det A air G2 -+ Gip
Q12 Qg2 -+ Aaop
an1  Ap2 Ann

Estendendo o raciocinio tem-se:
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a; by - am,

aiz by -+ ag,
biAjg + baAgy + -+ - 4+ by Ay R
Ty = - )
detA aiy aiy a1in
12 Az -+ dop
Ap1 Gp2 - Adnpp
all . e b1 ) aln
a21 .o 62 PP a2n
blAh‘ + -+ bzAh +---+ bnAm Ap1 " bn coc App
xi — —
Q12 Qg2 -+ Q2
an1 Qp2 **  App

Cabe aqui uma observacao quanto ao uso correto da regra de Cramer, que é
(Moutinho, [17]):

(i) det A # 0; neste caso, o sistema é possivel e determinado, ou seja, tem
solucao e esta solucao é tnica;

(ii) det A = 0; neste caso, o sistema é possivel e indeterminado (possui infinitas
solugdes) ou indeterminado (nao possui solucao).

Situacao 4

Esse exemplo sera resolvido utilizando-se a equagao matricial, onde sera ne-
cessario o calculo da matriz adjunta e da matriz inversa.

Seja o sistema 4

xr=0,5x4+0,1y + 0,1z + 7900
y=0,22+ 0,5y 4+ 0,3z 4+ 3950
z=0,1x4+ 0,3y + 0,42 4+ 1975

Isolando-se os termos independentes, tem-se:
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2z — (0,52 + 0,1y + 0, 12) = 7900
y— (0,22 4+ 0,5y + 0,3z) = 3950
z—(0,1z + 0,3y 4+ 0,4z) = 1975

0,52 — 0,1y — 0,1z = 7900
—0,22 4+ 0,5y — 0,32 = 3950
—0,1z — 0,3y + 0,62 = 1975
Esse sistema linear pode ser representado por uma equacao matricial AX = b,
sendo A a matriz dos coeficientes, X a matriz com as incognitas =, y e z e b a

matriz dos termos independentes. Escrevendo esse sistema na forma AX = b,
tem-se

0,5 —0,1 —0,1 x 7.900
—0,2 0,5 —0,3 y | =] 3950 | & AX =b.
0,1 —0,3 0,6 2 1.975

Usando o resultado A~ = ﬁ -adjA, calcula-se o determinante da matriz

dos coeficientes.

0,5 —-0,1 -0,1 79
det A = —0,2 0,5 —0,3 = 0,079 = m
~0,1 —0,3 0,6

Agora calcula-se os cofatores, como foi feito no caso anterior. Mas dessa vez
com todos os elementos da matriz.

Ay = (—1)1“-‘ —()6,53 _()?’63 ': 1-0,21 =0,21;
D= (-1 | T R = (1) (0.15) = 0,15
Ay = (—1)1+3. :8:? _0(’)753 =1-0,11 =0,11;

Bar = (—172% | Zora | = (<1) - (-0,00) = 0,09,
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Aoy = (—1)2+2.
Aoy = (—1)2+3.
Agp = (—1)3+1.
Ago = (—1)3+2.
Ags = (—1)3+3 .

0,5 -0,1
~0,1 0,6
0,5 —0,1
—0,1 —0,3
—0,1 —0,1
0,5 —-0,3
0,5 -0,1
—0,2 —0,3
0,5 —-0,1
~0,2 0,5

A matriz dos cofatores é A =

=1-(0,29) = 0,29;

=(-1)-(-0,16) =0, 16;

=1-0,08 =0,08;

= (~1)-(-0,17) = 0,1T;

=1-0,23=0,23.

0,21 0,15 0,11
0,09 0,29 0,16
0,08 0,17 0,23

De acordo com a definicao apresentada, a matriz adjunta é a transposta da
matriz dos cofatores de A. Para obter a transposta, trocam-se as linhas pelas
colunas e as colunas pelas linhas. Logo, a matriz adjunta de A é

adjA = AT =

0,21 0,09 0,08
0,15 0,29 0,17
0,11 0,16 0,23

Entao, finalizando a questao e voltando a equagao matricial, tem-se:

1
X=A'"b=X=—"(adjA)b

detA
0,21 0,09 0,08
0,15 0,29 0,17
0,11 0,16 0,23

7.900
3.950
1.975

27.500
= | 33.750
24.750

Portanto, para satisfazer a demanda externa, os setores de manufatura, agri-
cultura e servicos devem produzir, respectivamente, R$ 27.500,00, R$ 33.750,00

e R$ 24.750,00.
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Como se pode observar, a natureza dos problemas descritos envolve um sis-
tema linear cuja matriz dos coeficientes é formada por nimeros racionais. Essa
caracteristica é interessante, pois o uso de nimeros racionais, seja na forma de
fracao ou na forma decimal, é um tépico em que os alunos tém bastante dificul-
dade. Além disso, trabalhar com matrizes como esta é uma forma de aproximar
o que é dado em sala de aula dos problemas encontrados no mundo real.

A equacao matricial de uma forma geral, é resolvida por

X=A"'"Bs

AX =b
= AA'X = A"'b
=IX=A"b
= X=A"
1
det A

x1 Ay Ay oo Ay

r2 | 1 A Ay - Ay
: T detA : : :

T, Ay, Doy o A

= X = (adjA) - b

4 Modelos fechado e aberto

b
by

Nesta secao pretende-se representar de uma forma geral resultados que envolvem

os modelos fechado e aberto.

caracteristicas comun as situacgoes 1 e 2 e as situagoes 3 e 4.

Na situacao 1, que descreve o modelo fechado, o problema é em relacao aos
servicos prestados pelo pedreiro, eletricista e bombeiro hidraulico. O sistema que
representa o equilibrio deste sistema econémico é dado por

ou equivalentemente,

2r +y + 6z =10z
dr + by + 2z = 10y
dor + 4y + 32 = 10z

0,2x 4+ 0,1y + 0,6z =z
0,4r 4+ 0,5y + 0,1z =
0,4r + 0,4y + 0,32 = 2
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Este sistema pode ser escrito da seguinte forma

0,2 0,1 0,6 x x
0,4 0,5 0,1 -]y |=1|w (7)
0,4 0,4 0,3 z z

Os valores que aparecem na matriz 7 dos coeficientes podem ser assim inter-
pretados:

1) Os valores da 1% coluna relacionam-se ao percentual de producgao do pe-
dreiro. O pedreiro trabalhara um total de 10 dias, que ficard dividido da seguinte
maneira;

e 2 dias na sua casa ou % da sua producao;
e 4 dias na casa do eletricista ou 1% da sua producao;
e 4 dias na casa do bombeiro hidraulico ou 14—0 da sua producao.

Nota-se que somando as entradas da 1% coluna obtém-se % + 14—0 + 14—0 =
0,240,440,4=1.

2) Os valores da 2% coluna relacionam-se ao percentual de produgao do eletri-
cista. O eletricista trabalhara também um total de 10 dias, dividido assim:

e 1 dia na casa do pedreiro, ou seja, % do total;
e ) dias na sua proépria casa, ou % do total;

e 4 dias na casa do hidréaulico ou 14—0 do total.

Analogamente, somando-se as entradas da 2% coluna tem-se %o + 1% + % =
0,1+0,54+0,4=1.

3) O bombeiro hidraulico, assim como os outros, trabalharad 10 dias. Sua
producao ficara dividida da seguinte maneira:

e 6 dias na casa do pedreiro, ou 1—60 do total;
e 1 dia na casa do eletricista, ou %0 do total;

e 3 dias na sua propria casa, ou % do total.

Somando os valores tem-se % + % + 13—0 =0,6+0,140,3=1.

Pode-se observar que nos trés casos a soma das entradas de cada coluna da
matriz é igual a 1.
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A situagdo 2 (produgao de tomate, milho e alface cultivados respectivamente,
pelos vizinhos Pedro, Jodao e Marcos) é representada pelo sistema.

%x%—%y—l—%z:x
§m+§y+iz=y
T+ iy+3z=2

Ou, de forma matricial,

1 1 1

711 y y

§§% yl=11Y (8)
6 3 2 . .

Novamente, cada coluna da matriz representa a divisao percentual da produ-
cao de cada vizinho.

a o1 2 : 1

1* coluna: 3 para Consumtl) prloprli), 3

mando o total dos valores da ; + 5 + 5 = 1.

para o Joao e % para o Marcos. So-

1

2% coluna: % para o Pedro, % para si mesmo e 3 para o Marcos. Somando o

total dos valores tem-se % + % + % =1.

3% coluna: i para o Pedro, i para o Joao e % para o seu proprio consumo. O
total dessa soma é }L + % + % =1

Nas situacoes 1 e 2 a soma das entradas de cada coluna da matriz dos coefici-
entes é igual a 1, pois tudo que cada um produz é totalmente dividido entre eles.
Esta ¢ uma caracteristica do modelo fechado de Leontief, ou seja, a producao
individual ser dividida entre todos os setores, de modo que a soma das fracoes
que cada um produz seja igual a 1. De um modo geral, se uma economia possui
k setores, a producao de cada setor é utilizada por todos os setores. Para um
determinado periodo de tempo, tem-se por defini¢do (Anton, p. 583)

(i) p; = preco cobrado pela i-ésima industria pela sua producao total. No caso
p; > 0parai=12 .. k.

(ii) e;; = fragdo da producdo total da j-ésima industria que é comprada pela
i-ésima industria. No caso e;; > 0, onde 4,7 = 1,2, ..., k.

(ili) e1j +e9j+ - +ex; =1paraj=12 .. k.

As equagOes matriciais (7) e (8) podem ser representadas por Ep = p, ou,

0 10 --- 0

0 01 --- 0
equivalentemente, por (/ — E)p=0,com0= | |, L, =| . . . .| a

0 00 --- 1

33



€11 €12 - €1k
€21 €22 - €y

matriz identidade de ordem n, £ = ] . ] , denominada a matriz
€kl Ck2 - Ckk
b1
D2
de troca e p = . o vetor preco.
Pk

Esta equacao representa a situacao de equilibrio. O problema aqui é encontrar
precos tais que a igualdade Ep = p seja satisfeita.

Note que
€11 €12 - €1k p1 P1
€21 €22 - €2k D2 D2
Ep=p<s | . . . s =
€kl €2 " €k Pk Pk
- _ _
y4! €11 €12 - €1k h
P2 €21 €22 - €y D2 _0
Pk €kl €k2 €k | Pk |
=
10 0 D1 €11 €12 - €1k [ p1 |
0 1 0 D2 €21 €22 -+ €2 b2
. — . . . . . . :0(:)(I—E)p:O,
00 - 1 Dk ekl €k2 ' Ckik Wi

Resumidamente, o problema do modelo fechado (PMF) consiste em determi-
nar o vetor p tal que (I — E)p = 0, onde p; > 0, dados E = [e;;], e;; > 0 e
€1j+62j+"'+6kj = 1

Como podde ser observado nos resultados das situacoes 1 e 2, o sistema homo-
géneo apresentou solucdes nao triviais para o vetor preco p. Sendo as somas das
entradas de coluna de uma matriz de troca iguais a 1, as somas das entradas de
coluna da matriz (I — F) sdo todas zero. Neste caso, I — F tem determinante
zero e, portanto, (I — F)p = 0 tem solugdes nao triviais p.

aiy G2 Qi 10 - 0

a a cee Qo o1 - 0
De fato, sejam E = _21 _22 ) 2 el, =

Am1 Am2 *°  Qmp 00 --- 1
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1 —an —Q12 s —Q1n

—az  l—axn - —a2
Entao [ — E = . "

—Ap1 —Aan2 e 1— Qpn

Assim, a soma S; dos elementos j de cada coluna j é dada por:

Sj=(l—ay)— > ay=1-) a;=1-1=0.
i=1,i#j i=1

Na pentltima igualdade usou-se a hipotese de que a soma dos elementos da
coluna j é 1, isto é,

n
E Q5 = 1,
n=1

Vi=1,2,..,n.

Sabe-se que, dada uma matriz A, «,, se B for a matriz que resulta quando um
multiplo de uma linha de A é somado a uma outra linha, ou quando um multiplo
de uma coluna de A é somado a uma outra coluna, entdo det(B) = det(A).

1—an —ai2 Tt —Ain
. . —a 1—agpn --- —Uap
Seja a matriz My =1 — E = .
—0Qp1 —Qp2 e 1— Ann

Realizando sucessivamente a soma dos elementos da linha 1 com os elementos
de cada linha 7, « = 2,3, ..., n, tem-se as seguintes matrizes equivalentes:

Il —ayn —an 1—ap—ax - —ay, —ay
M, = —6:121 1 —: 22 " _C:L2n ’
—Ap1 —Aan2 e 1-— Ann
Il—an —ay —az 1—app—axp—azxp - —a, —ay — a3,
M, = —a21 1 —ag T —Q2n 7
—An1 —Aan2 e 1-— Ann
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l—an—an—-—am l—ag—ap— - —ag -+ —Qp— A — - —

M, = —a21 1 — ao .. .
—0Qn1 —An2 e ]- — Unn
Como
0 0 0
M, — —an 1—azp - —Q2n
—0np1 —0Qp2 te 1— Ann
tem-se

pois o determinante de uma matriz com uma linha (ou uma coluna) inteira de
Zeros € zero.

Para que o sistema econdmico faga sentido, além (I — E)p = 0 possuir solugoes
nao triviais, é necessario que os precos p; sejam nao-negativos. Como p; > 0 por
definigao, o teorema a seguir enuncia o fato de (I — E')p = 0 possuir solu¢oes nao
triviais.

Teorema 2. Se F for uma matriz de troca, entio Ep = p sempre tem uma
solugao nao trivial p cujas entradas sao nao negativas.

Este teorema sera ilustrado com dois exemplos.

Exemplo 01.

Considere uma sociedade composta por um agricultor e um marceneiro. O
agricultor divide sua colheita da seguinte forma: % da producao total para si
proprio e % para o marceneiro. Ja no caso do marceneiro, toda a sua producao
vai para consumo proprio. Esta situacao pode ser apresentada na tabela da
Figura 4.

A matriz de troca que representa esta situacao é:

s-[10]

Sendo (I — E)p = 0, tem-se

(Lo 1)1

N |0 =

DD | =
o O
1
N————
—
< B
| I
I
| —
o O
1

ann



Bens consumidos Bens produzidos por
por Agricultor Marceneiro
1
Agricultor 3 0
. 1
Marceneiro 5 1
Figura 4: [5]

A solucao é dada por [ ;j } r- [ (1) } , em que dado r > 0, tem-se uma

solug¢ao nao trivial p > 0.

Exemplo 02.
Se no exemplo anterior a producao de cada um, tanto do agricultor quanto do
marceneiro, fossem apenas para uso proprio, a matriz de entrada seria a seguinte:

E = [ L0 } . Logo, a solucao de (I — E)p = 0 seria

= o]+ 1]

em que dados r > 0 e s > 0, haveriam solucoes nao triviais para p.

No primeiro exemplo apresentado, para satisfazer a condicao de equilibrio, um
dos precos é zero. Ja se fosse o exemplo 2, como r e s sao independentes, haveria
varias estruturas de preco linearmente independentes (Anton, [5]). O préximo
teorema oferece condicoes para excluir estes dois casos.

Teorema 3. Seja E uma matriz de troca tal que todas as entradas de E™ sejam
positivas, com m um inteiro positivo qualquer. Entao existe exatamente uma
solugao linearmente independente de (I — E)p = 0, e ela pode ser escolhida com
todas as suas entradas positivas.

Demonstracao. A demonstracao deste teorema nao serd realizada, pois
envolve conceitos de Cadeia de Markov. Os leitores interessados podem consultar
Peterson e Olinick [18].

Tem-se como exemplos as matrizes de troca das situacoes 1 e 2, onde E™ > 0
para m = 1. Logo, tem-se a garantia de que existe uma solucao linearmente
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independente de (I — F)p = 0, onde p > 0. Na situagdo 1 uma solugio é

e na situagao 2 é

93
p=1| 96
108

120, 00
p= | 100,00
106, 67

J&4 no que se refere ao modelo aberto, as situacoes 3 e 4 também tém carac-

teristicas em comum.
Na situacao 3, o sistema é

x = 0z + 0,65y + 0, 55z + 50000

y = 0,25z + 0,05y + 0,10z + 25000

2=10,250+0,05y + 0z +0

Isolando os termos independentes, tem-se

z — (0z + 0,65y + 0, 552) = 50000

y — (0,252 + 0,05y + 0, 10z) = 25000

z— (0,252 4+ 0,05y +02) =0

que pode ser escrito através da equacao matricial

T

Y
z

0 0,65 0,55 x
0,25 0,05 0,10 | - | y | =
| 0,25 0,05 0 2

Na situacao 4 tem-se o sistema

(2 =0,52+0,1y 40,1z + 7900
y=0,2z+ 0,5y + 0,3z + 3950

2=0,1z +0,3y + 0,42 + 1975

Isolando-se os termos independentes, tem-se

x— (0,52 + 0,1y + 0,12) = 7900
y — (0,22 + 0,5y +0,32) = 3950
z—(0,1z+ 0,3y + 0,42z) = 1975

que escrito na forma de equacao matricial, torna-se
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T 0,5 0,10 0,10 x 7900
y|—1202 0,50 0,30 | - |y |=1390 [. (10)
z 0,10 0,30 0,40 z 1975

As equacdes 9 e 10 podem ser escritas na forma

x—Cx=d, (11)

o que significa
Producao total - consumo das indtstrias = demanda externa.

Por definicao,

X1

. - T2 .
(i) O vetor produgao x = .|, com x; >0, onde x; é o valor monetério da

Tk,
producao total da i-ésima indtstria.

d;
3 dy .
(ii) O vetor demanda d = . , com d; > 0, onde d; é o valor monetario da
dy,
producao da i-ésima industria necessaria para satisfazer a demanda externa.
Ci1 Ci2 -+ Cik
. Co1 Cog -+ Cok
(iii) A matriz de consumo C' = ] ] ] , com ¢;; > 0, onde ¢;; é
Ck1 Cr2 " Crk

o valor monetario da producao da i-ésima industria que é necessaria para a
j-ésima industria produzir uma unidade do valor monetario de seu proprio
produto.

A Equacao 11 pode ser reescrita como

(I - O)x =d. (12)

Para que a Equacao 12 represente um sistema econoémico desejavel, para qual-
quer vetor de demanda d > 0, (com todas as suas entradas maiores ou iguais
a zero), ou seja, que qualquer demanda externa possa ser satisfeita, além de
(I — C)7! existir, ela deve ter entradas nao negativas, o que garante que havera
uma unica solugao nao-negativa x, dada por
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= -0)"'d

Isto motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao. C ¢ uma matriz de consumo produtiva se, e somente se, (I —C)™!
existe e (I — C)~! > 0 (isto ¢, tem todas as suas entradas nao-negativas).

Por outro lado, observando-se a Equacao 12, nota-se que para se obter d > 0
deve-se ter z > C'r, isto é, cada industria deve produzir mais do que consome. O
que pode ser resumido no seguinte teorema:

Teorema 4. Uma matriz de consumo C € produtiva se, e s se, existe um vetor
producao x > 0 tal que x > C'z.

Sera mostrado apenas a volta do teorema, isto é, que se existe um vetor de
produgao x > 0 tal que z > Cx entdo existe (I —C)™' e (I —C)™' >0, isto &,
C é produtiva.

Passo 1. Serd mostrado agora que se existir algum vetor x* > 0 tal que
Cx* < x*, entao x* > 0.

Seja x* o vetor de producao tal que x* > 0 e x* > Cx*, ou seja, Cx* < x*. Como

C > 0 tem-se
k

Ox* =Y ey,
j=1
onde ¢;; > 0 e x; > 0. Logo, Cx* > 0, ou seja, 0 < Cz*. Mas Cx* < x*, entao
tem-se
0 < COx™ <x". (13)

Portanto, x* > 0.

Passo 2. Serd mostrado que, existe algum nimero A tal que 0 < A < 1 e
Cx* < \x*.

Note que Cx* < x* & Ox* < Ix*. Seja Cx* = [p;] e x* = [z;]. Como, da
desigualdade (13) tem-se Vi que 0 < p; < x;, isto é, z; — p; > 0. Seja \; = x; — p;,
isto &, x; = p; + A > i + ﬁ > p;, ou seja, p; < p; + ﬁ < x; para todo 7, de outra
pz+ X

/\
forma, 0 < p; < -x; < ;. Como p; > 0 tem-se 0 < 222 .z, < 2. Dividindo
todos os termos por x; (pois z; > 0), tem-se

A
Dit 5
Z;

0< sz < 1. (14)

Chamando «o; = p; + )‘5 e tomando A\ = max(a;), i = 1,2,...,x tem-se 0 <
a; < A para todo 7, de modo que p; < a;x; < Ax; para todo i, ou seja, C'x* < Ax*.
Da equacao (14) conclui-se que 0 < A\ < 1.

Passo 3. Sera mostrado agora que C"x* < \"x* comn =1,2, ...
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Como foi visto anteriormente, Cx* < A\x*. Logo, C"x* < A\"x* é valido para
n = 1. Agora suponha que esta afirmacao seja valida para n — 1. Deve-se mostrar
que ela também sera valida para n.

Sendo
C«n—lX* < )\n—lx*’
entao
C(C"x*) < CA"Ix*,
Como Cx* < Ax*, vale a desigualdade
C'x* < \IOx* < X
& O"x" < A"

Passo 4. Serd mostrado que C™ — 0 se n — 00.

Seja C™ = [pin]. Como C"x* < \"x* segue que C" < A" e C" < \"[. C" = 0
quando n — 00 < p; — 0 quando n — oo Vn. Como 0 < p;, < A" (pois
C™ < N'I), lim,, 0o 0 = 0 e lim,,_,,o A" = 0, (pois 0 < A < 1), pelo Teorema do
Confronto (Stewart, [19]), segue que lim,, o pin = 0 Vi,n = 1,2, ..., k. Portanto,

lim,,_,oc C"™ = 0.

Passo 5. Expandindo o produto, sera mostrado que
I-C)YI+C+C?+..+C" Y =T-C"

comn =12 ..

Paran =1 tem-se ([ — C)([ + C) =1 — C?

Suponha que esta igualdade é verdadeira para n — 1. Deve-se provar que sera
também valida para n. Sendo (I — C)(I +C + C?* + ...+ C™!) tem-se

I+C+C*+. . . +Cv -0 -C*—... —C"t —C"=1-C",
ou seja, a igualdade
I-C)YI+C+C*+..+C" Y =T-C"

é valida Vn.

Passo 6. Fazendo n — oo no Passo 5, serd mostrado que existe a soma
infinita de matrizes S =T+ C +C?+ ...eque (I — C)S = 1.

Sabe-se da igualdade anterior que

I-C)YI+C+C?+..+C" Y =T-C"

Ir-cn
I-C

= {I+C+C*+..+C" =
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Chamando (I +C+C?+...+C" ') de S e sabendo que C" — 0 quando n — oo,
tem-se no infinito,

1-0
I-C’
Multiplicando ambos os lados da igualdade por (I — C') resulta em

S:

(I-C)S=1.

Passo 7. Sera mostrado que S > 0e que S = (I —C)™.
Como C" = [pn;;] e 0 < pn;; < A", tem-se que

S=I1+C+C*+...
< S =1+ [ply]+ [p2iy] + ...
=5>0.
Agora, de (I — C)S =1 tem-se
I-C)y'I-0)S=(I-0)"I
=S=(I-C)"

Passo 8. Sera mostrado que C é uma matriz de consumo produtiva.
Como z > Cz e pela defini¢ao existe (I —C)~! tal que (I —C)~! > 0, conclui-
se que C é uma matriz de consumo produtiva.

Como x > C'z, isto significa que a produgao é maior que o consumo em todas
as entradas de linha dessa matriz.

O Teorema demonstrado possui dois coroléarios:
Corolario 1. Uma matriz de consumo C é produtiva se a soma das entradas
de cada linha de C for menor do que 1.

1

1
De fato, seja o vetor x = | . | tal que z > 0. Além disso, sendo C' = [c¢;;]kxk

1
tal que
k
Cx* = Zcij < 1,
j=1

Vi=1,2,....,k tem-se Cx = [p;|px1, onde

k k
*
pi:CX:E Cij'lzé Cij < Xy,
Jj=1 Jj=1
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Vi =1,2,....,k. Logo Cx < x, ou seja, existe um vetor producdo x > 0 tal que
x > Cx. Portanto, C é uma matriz de consumo produtiva.

Corolario 2. Uma matriz de consumo C é produtiva se a soma das entradas
de cada coluna de C for menor do que 1.
Seja C' = [Cy;]kxr uma matriz de consumo tal que

]~

&y <1,¥j=1,2,.... k.
=1

Para mostrar que C' é produtiva basta mostrar, por defini¢io que (I — C)~!
existe e (I — C)~t > 0.
Nota-se primeiramente que

1—-¢n —Co2 - —Cu
(I—C) = —.521 1 - Cop ~ - _?_2/& ey
—Cp1 —Cr2 o L —Cpy
onde
cij = éji
e

k
ZCZ‘]‘ = Zéij < 1.
j i=1

J=1

Pelo Corolario 1, C é uma matriz de consumo produtiva, logo, por definicao,
(I —C) lexisteeé (I —C)t > 0. Assim,

-0 '=I-0)]"=[I-O)""

existe e é tal que B
(I-C)'>o.

Usou-se aqui o fato de que [AT]™1 = [A71]T, fato este que sera demonstrado
como segue.
Proposigao. (AT)™! = (A™1)T, qualquer que seja a matriz invertivel A.

@11 Q12 - Aip
. . G21 Q22 -+ QAop

De fato, seja Seja A = . . ] . , tal que a soma dos elementos
Ap1 Gp2 - App

43



aix Q21 -+ Qpl

. . a2 A2 -+ Qp2
de cada linha ¢ menor do que 1 e seja AT = . . ] . , tal que a

Ain Gp2 - Adpp
soma dos elementos de cada coluna é menor do que 1.

De A~! temos

T
Ay Ay - Ay,
. T T AZI AQQ s Agn
“I\T _ ( adj.A _ 1 . _ 1
(A7) = <det](A)> = (det(A) : ady.A) = | @@ - . . L
Anl An2 e Ann
B )
et et et
A(lg ) Ag2 ) . A’ELZ)
_ det(A)  det(A) det(A)
A Bow . A
det(A) det(A) det(A
Considerando que det(A) = det(AT), tem-se
dAt&) dAt?,lax) T dAt?114) d tA(ixlT) d tA(ixlT) d tA(:LLXlT)
212 6A22 . eAnz 6A12 6A22 . 6An2
det(A)  det(A) det(A) _ det(AT)  det(AT) det(AT)
A B .. Aw A Do . A
det(A)  det(A) det(A) det(AT)  det(AT) det(AT)
Ay Ay oo Ay
A Ay -+ Apy
_ 1 _ 1 AT _ ( AT\-1
=z | . - | T awan (adiAT) = (AT
Aln AQn T Ann

Tem-se como exemplos as matrizes de consumo das situacoes 3 e 4, onde a
soma das entradas de cada coluna ¢ menor do que 1. Logo, pelo Corolario 2 as
duas matrizes C sao produtivas.

De uma maneira geral, o problema do modelo aberto (PMA) é determinar o
vetor de producao x tal que

(I —C)x =d,

ondexiZO,diZOeCijZO.

Como foi visto na secao 1, tem-se dois exemplos que descrevem o modelo
fechado. Em cada uma das situacoes a producao total de cada industria ou setor
é totalmente dividida entre todos os setores. O objetivo é encontrar precos de
modo que haja um equilibrio na economia, ou seja, ninguém ganha nem perde.
Nos dois exemplos que descrevem o modelo aberto, a producao total de cada
setor é dividida da seguinte maneira: uma parte fica para as industrias, pois elas

44



precisam de insumo para se manterem funcionando; a outra parte é para atender
a uma demanda externa. Nestes exemplos de modelo aberto, os precos sao fixos
e 0 objetivo é encontrar niveis de produgao (em reais) suficientes para atender
todos os setores (Anton, pagina 585).

5 Sugestoes de Exercicios

Exercicio 1. Fonte: [5]

Trés engenheiros, um engenheiro civil (EC), um elétrico (EE) e um mecénico
(EM) tém, cada um, uma firma de consultoria. A consultoria que prestam ¢é de
natureza multidisciplinar, de modo que cada um compra uma parte do servigo
das outras duas firmas. Para cada R$ 1,00 de consultoria feita pelo EC, ele com-
pra R$ 0,10 de servicos do EE e R$ 0,30 de servicos do EM. Para cada R$ 1,00
de consultoria feita pelo EE, ele compra R$ 0,20 de servigos do EC e R$ 0,40 de
servigos do EM. Finalmente, para cada R$ 1,00 de consultoria feita pelo EM, ele
compra R$ 0,30 de servigos do EC e R$ 0,40 de servigos do EE. Certa semana, o
EC recebe pedidos de consultoria externa de R$ 500,00, o EE recebe pedidos de
consultoria externa de R$ 700,00 e o EM recebe pedidos de consultoria externa
de R$ 600,00. Qual é o valor da consultoria de cada engenheiro nessa semana?

Exercicio 2. Fonte: [5]

Duas oficinas de conserto de veiculos, uma que trata da parte mecanica (M)
e outra de lataria (L), utilizam uma os servi¢os da outra. Para cada R$ 1,00 de
negocios que M faz, M utiliza R$ 0,50 de seus proprios servicos e R$ 0,25 dos
servicos de L e, para cada R$ 1,00 de negocios que L faz, L utiliza R$ 0,10 de
seus proprios servigos e R$ 0,25 dos servigos de M.

(a) Construa uma matriz de consumo para essa economia.

(b) Quais valores de M e L devem ser produzidos para essa economia gerar
negocios de R$ 7.000,00 de servigos mecéanicos e R$ 14.000,00 de servigos
de lataria?

Exercicio 3 Fonte: [5]

Uma economia simples produz alimento (A) e moradia (M). A produgao de R$
1,00 de alimento requer R$ 0,30 de alimento e R$ 0,10 de moradia, e a producao
de R$ 1,00 de moradia requer R$ 0,20 de alimento e R$ 0,60 de moradia.

(a) Construa uma matriz de consumo para essa economia.

(b) Quais valores de alimento e moradia devem ser produzidos para essa eco-
nomia gerar negocios de R$ 130.000,00 de alimento e R$ 130.000,00 de
moradia?
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Exercicio 4 Fonte: [5]

Considere a economia aberta descrita pela tabela da Figura 5, onde o insumo

é em unidades monetarias (R$) necesséarias para R$ 1,00 de produto.

Insumo requerido para produzir RS 1,00
Moradia Alimentacdo Servicos
Moradia R$ 0,10 R$ 0,60 R$ 0,40
Fornecedor Alimentacao R$ 0,30 R$ 0,20 R$ 0,30
Servicos R$ 0,40 R$0,10 R$ 0,20
Figura 5: [5]

(a) Encontre a matriz de consumo para essa economia.

(b) Suponha que o setor aberto tenha uma demanda no valor de R$ 1.930,00 de
moradia, R$ 3.860,00 de alimento e R$ 5.790,00 de servigos. Use redugao
por linhas para encontrar um vetor de producao que atenda essa demanda
exatamente.

Exercicio 5 Fonte: [5]

Uma companhia produz projetos de web, desenvolve software e presta servicos
de rede. Considere a companhia como uma economia aberta descrita pela tabela
da Figura 6, onde o insumo é em reais (R$) necessarios para R$1,00 de produto.

Insumo requerido para produzir RS 1,00
Projeto de Web Software Rede
Projeto de Web R$ 0,40 R$0,20 R$ 0,45
Fornecedor Software R$ 0,30 R$0,35 R$ 0,30
Rede R$ 0,15 R$ 0,10 R$ 0,20
Figura 6: [5]

(a) Encontre a matriz de consumo para essa economia.

(b) Suponha que os consumidores (o setor aberto) tenham uma demanda no
valor de R$ 5.400,00 de projetos de web, R$ 2.700,00 de software e RS
900,00 de servicos de rede. Use reducao por linhas para encontrar um vetor
de producao que atenda exatamente essa demanda.

Exercicio 6 Fonte: |6]
Uma pequena cidade tem trés unidades industriais principais: uma mina de
cobre, uma estrada de ferro e uma empresa de eletricidade. Para produzir R$1,00
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de cobre, a mina de cobre usa R$0,20 de cobre, R$0,10 de transporte e R$0,20
de energia elétrica. Para fornecer R$1,00 de transporte, a estrada de ferro usa
R$0,10 de cobre, R$0,10 de transporte e R$0,40 de energia elétrica. Para for-
necer R$1,00 de energia elétrica, a empresa de eletricidade usa R$0,20 de cobre,
R$0,20 de transporte e R$0,30 de energia elétrica. Suponha que durante o ano
haja uma demanda externa de 1,2 milhao de reais de cobre, 0,8 milhao de reais
em transporte e 1,5 milhao de reais em energia elétrica. Quanto deve produzir
cada industria para satisfazer as demandas?

Exercicio 7 Fonte: [6]

Considere uma sociedade simples, constituida de um fazendeiro, de um car-
pinteiro e de um alfaiate. Cada um deles produz um produto: o fazendeiro produz
a comida, o carpinteiro constréi as casas e o alfaiate confecciona as roupas. Por
conveniéncia, pode-se selecionar as unidades onde cada individuo produz uma
unidade de artigo por ano. Suponha que, durante o ano, a porcao de cada pro-
duto consumida pelos individuos é dada conforme a tabela da Figura 7.

. Bens produzidoes por:
Bens consumidos por: - — -
Fazendeiro | Carpinteiro Alfaiate
. 7 1 3
Fazendeiro 16 > 16
- 5 1 5
Carpinteiro 16 5 16
q 1 1 1
Alfaiate 4 3 2
Figura 7: [6]

Dessa maneira, o fazendeiro consome = de sua prépria producdo, enquanto

16
o carpinteiro consome 1% da producdo do fazendeiro, o carpinteiro consome -

das roupas confecionadas pelo alfaiate, e assim por diante. Seja x o precgo p(ﬁ
unidade de comida, y o preco de uma casa e z o preco por peca de roupa. Vamos
considerar que todos paguem o mesmo preco por um produto. Assim, o fazen-
deiro paga o mesmo preco pela comida que o alfaiate e o carpinteiro, embora
ele mesmo produza a comida. Nessas condicoes, determine os precos x, y e z de

modo que haja um estado de equilibrio.
Respostas dos exercicios

(1)
EC: R$ 1.256,00; EE: RS 1.448,00; EM: 1.556,00.

(2)
0,50 0,25
(a) £ = {0,25 0,10}
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(b) M: R$ 25.290,00; L: R$ 22.581,00.

(3)
0,30 0,20
(a) £ = {0,10 0,60
(b) A: R$ 300.000,00; M: R$ 400.000,00.

(4)
0,10 0,60 0,40
(a) E= | 0,30 0,20 0,30
0,40 0,10 0,20
(b) Moradia:R$ 31.500,00; Alimentagdo:R$ 26.500,00; Servigos:R$ 26.300,00.

(5) Projeto de web: R$ 49.304,00; Software: R$ 11.739,00; Rede: R$
26.608,00.

(6)

Mina de cobre: R$ 4.000.000,00;
Transporte: R$ 400.000,00;
Energia elétrica: R$ 1.800.000,00.

T 4
y | =r-|3
z 4

6 Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma proposta de ensino sobre siste-
mas lineares, junto com matrizes e determinantes, aplicados a um modelo econo-
mico. A Algebra Linear basica merece uma atencao especial dentro do curriculo
do Ensino Médio e serve de base para estudos posteriores, pois como pode ser
visto em algumas das referéncias citadas, varias sao as suas aplicacoes.

Neste trabalho foi proposta uma sequéncia didatica onde matrizes e determi-
nantes foram exigidos & medida que foram resolvidos os problemas envolvendo
sistemas lineares, nao trabalhando os contetidos de forma separada ou em tépicos.
Aliada aos conceitos de Economia e aos exemplos de modelos econdémicos citados,
espera-se que esta sequéncia didatica propicie um maior interesse em relagao a
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matemaética.

A Matematica é fundamental dentro do curriculo escolar, pois se faz presente
nas mais variadas situagoes cotidianas. Os resultados do PISA divulgados no
dia 06 de dezembro de 2016, colocam o Brasil entre os tltimos colocados em um
grupo de 72 paises. [20] Apesar de serem varios os fatores que podem atrapalhar
o desempenho escolar dos alunos, o professor pode contribuir para a melhoria
deste quadro, buscando alternativas que tenham por finalidade tornar o ensino
de Matematica ainda mais interessante, por exemplo através da contextualiza-
cao. Espera-se que este trabalho contribua com essa tarefa, oferecendo assim
mais uma opcao de tema para os professores aplicarem em sala com seus alunos.
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