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RESUMO

De acordo com nossa vivéncia como professores de Matematica, temos percebido
certo receio por parte da maioria dos alunos sobre os topicos fungoes e sistemas
lineares, tanto no ensino béasico, quanto no superior. Este tipo de comportamento
gera uma barreira adicional para a compreensao dos temas ensinados e, quando se
trata do ensino superior, vai de encontro com a expectativa dos professores que con-
sideram que esses tépicos ja facam parte do dominio do aluno. Neste trabalho, por
meio da modelagem matematica, vamos focar em estudar alternativas que aumen-
tem o repertorio do professor para a apresentacao dos assuntos ministrados e propor
abordagens para o momento de transicao vivenciado pelos alunos ingressantes da

graduacao.

ABSTRACT

According to our experience as Mathematic’s teacher, we have noticed a certain
concern from most of the students about two topics: functions and linear systems,
both in basic and higher education. This sort of behavior generates an additional
barrier to the understanding of the subjects taught and, when it comes to higher
education, it collides with the professor’s expectations, which consider those topics
to be a part of the student’s previous knowledge. In this work, through mathematical
modeling, we will focus on studying alternatives that increase professor’s repertoire
for the presentation of the subjects to be taught and also on proposing approaches

for the transition period experienced by undergraduate freshmen students.
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INTRODUCAO

A Modelagem fornece alternativas pedagogicas para abordar topicos da Matematica
através de problemas nio essencialmente matematicos [I]. E sobre essa premissa
que iremos construir o presente trabalho.

Em certa medida, a Modelagem Matemética ¢ uma forma privilegiada de in-
terligar os saberes matematicos com o cotidiano. Um cotidiano que nos fornece
situagoes de comparagao, classificacao, quantificacdo e medicao que nos impulsio-
nam & generalizacoes e inferéncias. E o conhecimento da Matematica, imerso em
um contexto cultural, como uma ferramenta de buscar uma forma de lidar com o
mundo [2]. De uma forma geral, entenderemos a Modelagem Matemética como um
meio de matematizacao da realidade.

Segundo Bassanezi [3], como um processo intrinseco da Matemética Aplicada, a
Modelagem mantém uma relagdo fundamental com a dindmica no Ensino Superior,
visto que ela define curriculos de alguns cursos de graduagao. Busca-se desenvolver
os topicos mais “aplicaveis”, isto é, aqueles que ja serviram como base para modelos
de alguma realidade, como as equacgoes diferenciais e a programacao linear.

Porém, ¢ na relagdo da Modelagem com o ensino-aprendizagem, e nao apenas na
defini¢ao de curriculos, que poderemos trabalhar no sentido de obter um repertério
alternativo para o professor de Matematica em todos os niveis de ensino [4]. Uma
recente co-publicagdo, de abril de 2016, entre a Consortium for Mathematics and
its Applications (COMAP) e a Society for Industrial and Applied Mathematics
(SIAM), chamada de GAIMME [5], Guidelines for Assessment and Instruction in
Mathematical Modeling Education, apresenta uma série de perspectivas de como a
Modelagem pode apresentar alternativas para dentro da sala de aula.

Em contrapartida, essas alternativas sao pouco abordadas nos livros didaticos
brasileiros e, por consequéncia, raramente estao presentes nos repertorios apresen-
tados pelos docentes do ensino bésico e superior. Como pode ser visto em [3], essa
auséncia pode ocorrer pois existem obstaculos instrucionais, como por exemplo o
comprometimento com a abordagem completa de uma ementa, obstaculos gerados
pelos alunos, que de certa forma estao habituados a nao serem colocados no centro
do processo de ensino-aprendizagem, e obstaculos criados pelos proprios professores,

ou por nao se sentirem habilitados para trabalhar em areas que nao conhecem, ou
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ainda por nao entenderem que as aplicacoes de um determinado conceito seja parte
do ensino da Matematica.

Existe ainda um descontentamento comum entre os professores que ministram as
disciplinas iniciais dos cursos superiores da area de exatas sobre os conhecimentos
prévios do corpo discente que recebem. Na nossa visao isso é compreensivel, ja que
hoje poucos professores do ensino superior tém contato com o processo de sele¢ao de
seus alunos. Sem conhecer bem a formagao do aluno que recebe, é mais dificil para
os professores conseguirem a suavidade que se espera na transi¢ao entre o ensino
bésico e o ensino superior.

Além disso, existe um ntmero pouco confortavel de alunos que ndo conseguem
ter o rendimento minimo em disciplinas como Calculo e Geometria Analitica, o que
contribui com a evasao dos cursos ainda nos periodos iniciais. Dados da Confede-
racao Nacional da Industria, relatam uma evasido de cerca de 55% mnos cursos de
engenharia entre os anos 2000 e 2010 [6].

E importante dizer que o objetivo desse texto ndo é fazer uma critica a outras
abordagens, ou ainda desvalorizar o trabalho do docente que estrutura a sua aula no
formato “Enunciado-Demonstracao-Aplicacao”. De forma alguma estamos propondo
que existe uma relagao direta entre a evasao dos alunos ingressantes e uma postura
docente pautada pelo modelo expositivo. Segundo SILVA [7], a questdo da evasao
no ensino superior ainda é pouco explorada pela literatura académica e questoes
metodologicas impedem a generalizacao dos resultados. A proposta aqui é apresentar
roteiros baseados no carater investigativo da Modelagem Matematica, que possam
servir como referéncia, material de apoio ou como roteiro para um estudo auténomo,
tanto dentro do Ensino Médio quanto no Superior.

Neste ponto vale salientar que existe uma diferenca entre a contextualizacao
e um problema de modelagem matematica. Segundo o exemplo dado por Levy
[4], transformar a sentenga aritmética 2 4+ 3 em “2 macas mais 3 magas” nao ¢ o
foco, porém, questdes como “quantas fatias de maca deveriam estar em um lanche?”
levantam questoes sobre alimentacao saudavel, o que nos levaria a trabalhar com
tabelas nutricionais, ou ainda sobre o tamanho de lancheiras, que fomentaria a
discussao sobre volumes e aproveitamento de espacos.

A presente dissertacio sera organizada em quatro partes:

(i) Uma andlise dos assuntos recorrentes na prova de Matemética do Exame Nacional
do Ensino Médio, o ENEM, por se tratar da principal porta de acesso as universida-
des publicas e, por esse motivo, por ser um bom parametro sobre a trajetoria escolar
dos alunos ingressantes;

(ii) Uma sintese de como a modelagem matemética pode ser utilizada no processo
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de ensino-aprendizagem, baseada nos trabalhos de Almeida et al [I] e Bassanezi [3]
[3];

(iii) Uma proposta para a abordagem do tépico fungoes reais, dada sua importancia
na disciplinas de Calculo Diferencial e Integral; e

(iv) Uma proposta para a abordagem do tépico sistemas lineares, pela relevancia

para disciplinas como a Geometria Analitica.



UMA ANALISE DOS ASSUNTOS ABORDADOS NO ENEM

O ENEM, Exame Nacional do Ensino Médio, foi criado no ano de 1998 com o
intuito de avaliar os trés anos finais do ensino béasico, coletando dados que tém o
potencial de serem utilizados em melhorias na educagdo de uma forma geral. Sua
elaboracgao, aplicagdo, correcado, bem como a andlise dos resultados, é feita pelo
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP),
autarquia federal filiada ao Ministério da Educagao (MEC).

Diferentemente de outras provas do género, como o Saresp (Sistema de Avaliacdo
de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo), cuja aplicagdo acontece em varios
momentos ao longo do Ensino Fundamental, o ENEM, como sistema de avaliacao do
Ensino Médio, era destinado apenas aos alunos concluintes. Originalmente, contava
com uma prova de 63 questoes objetivas, com tematicas interdisciplinares, e uma
proposta de produgao de texto.

Em 2004, a prova comecou a ser utilizada pelo Programa Universidade para To-
dos (Prouni), o que levou o niimero de inscritos para 3 milhoes. Com o caminhar dos
anos, o Exame se tornou o principal instrumento de selecao de um grande niimero
de IFES (Institui¢oes Federais de Ensino Superior) e em 2009 houve uma reestrutu-
racao da prova. As questoes interdisciplinares foram substituidas por quatro provas
objetivas, cada uma com 45 questoes, de diferentes areas: Ciéncias da Natureza e
suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e suas Tecnologias; Linguagens, Codigos e suas
Tecnologias; e, de interesse maior para este trabalho, Matematica e suas Tecnologias.

A prova de redagao foi mantida nos mesmos moldes [9].

Ciéncias Humanas e suas Tecnologias Historia, Geografia, Filosofia e Sociologia
Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias Quimica, Fisica e Biologia

Lingua Portuguesa, Literatura, Lingua Estrangeira (Inglés ou
Linguagens, Codigos e suas Tecnologias e Redagdao  Espanhol), Artes, Educacao Fisica e Tecnologias da Informacéo e

Comunicagéo

Matermnatica e suas Tecnologias Matematica

Tabela I: Distribuicao das disciplinas lecionadas no ensino médio nas 4 dreas do

ENEM

Inicialmente, sair de uma proposta interdisciplinar para uma mais compartimen-

tada, como é vista nos vestibulares mais tradicionais, seria transformar o ENEM em
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mais um exame de selecdo. A Tabela I mostra a divisao das disciplinas em cada uma
das areas e uma caracteristica chama a atencdo: a Matematica estd isolada dentro
de uma grande area.

Construir uma prova com a premissa de nao fazer conexdes com as outras areas
do saber seria caminhar no sentido oposto do que é proposto pelos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEN), como pode ser visto no trecho

abaixo, sobre o critério para a constru¢ao de um curriculo em Matematica [10]:

O critério central é o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade,
ou seja, é o potencial de um tema permitir conexoes entre diversos con-
ceitos matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico,
ou, ainda, a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as
suas aplicagoes dentro ou fora da Matematica, como & sua importancia
histérica no desenvolvimento da proépria ciéncia.

Entretanto, a reestruturacao apresentou eixos cognitivos que, por serem comuns
a todas as areas, tém o potencial de promover uma unicidade entre as 4 grandes
areas. Dessa forma, a ideia é promover uma unido entre as areas construindo-se uma

prova pautada nos seguintes eixos [9]:

- Dominar linguagens: dominar a norma culta da Lingua Portuguesa
e fazer uso das linguagens matematica, artistica e cientifica e das linguas
espanhola e inglesa.

- Compreender fenémenos: construir e aplicar conceitos das vérias
areas do conhecimento para a compreensao de fendémenos naturais, de
processos histérico-geograficos, da produgao tecnoldgica e das manifesta-
¢Oes artisticas.

- Enfrentar situagoes-problema: selecionar, organizar, relacionar, in-
terpretar dados e informacoes representados de diferentes formas, para
tomar decisoes e enfrentar situagoes-problema.

- Construir argumentacgao: relacionar informagdes, representadas em
diferentes formas, e conhecimentos disponiveis em situagdes concretas,
para construir argumentacao consistente.

- Elaborar propostas: recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na
escola para elaboracao de propostas de intervengao solidaria na realidade,
respeitando os valores humanos e considerando a diversidade sociocultu-

ral.

Em nossa andlise, é possivel perceber a presenca desses eixos dentro da prova de
Matematica, o que garante uma prova contextualizada e interdisciplinar. Inclusive
nota-se que a linguagem matemaéatica estd presente em outras partes da prova, por
exemplo, nos graficos apresentados dentro da proposta de redacao.

Outro ponto importante da mudanca diz respeito a competéncias e habilidades.
Cada area possui um numero especifico de competéncias que organizam 30 habi-
lidades exigidas em cada parte da prova. A area de Matematica é dividida em 7

competéncias [9]:
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Competéncia de area 1 — Construir significados para os nimeros

naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 — Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e re-
presentacoes dos niimeros e operagoes — naturais, inteiros, racionais ou

reais.

H?2 — Identificar padrées numéricos ou principios de contagem.
H3 — Resolver situagdo-problema envolvendo conhecimentos numé-

ricos.

H4 — Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na constru-
¢do de argumentos sobre afirmacoes quantitativas.
Hb5 — Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhe-

cimentos numeéricos.

Competéncia de area 2 — Utilizar o conhecimento geométrico para
realizar a leitura e a representacao da realidade e agir sobre ela.

H6 — Interpretar a localizacdo e a movimentagao de pessoas/objetos
no espaco tridimensional e sua representacao no espaco bidimensional.

H'7 — Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

HS8 — Resolver situagao-problema que envolva conhecimentos geomé-

tricos de espago e forma.

H9 — Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na sele-
¢ao de argumentos propostos como solucao de problemas do cotidiano.
Competéncia de area 3 — Construir nogoes de grandezas e medidas
para a compreensao da realidade e a solugao de problemas do cotidiano.
H10 — Identificar relagoes entre grandezas e unidades de medida.
H11 - Utilizar a nocao de escalas na leitura de representacao de

situacao do cotidiano.

H12 — Resolver situacao-problema que envolva medidas de grande-

Zas.

H13 — Avaliar o resultado de uma medi¢do na construcdo de um

argumento consistente.

H14 — Avaliar proposta de intervencdo na realidade utilizando co-
nhecimentos geométricos relacionados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 — Construir nogoes de variagdo de gran-
dezas para a compreensao da realidade e a solucdo de problemas do

cotidiano.

H15 — Identificar a relagdo de dependéncia entre grandezas.
H16 — Resolver situagao-problema envolvendo a variacao de grande-

zas, direta ou inversamente proporcionais.

H17 — Analisar informagoes envolvendo a variagio de grandezas
como recurso para a construgdo de argumentagio.
H18 — Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo va-

riagado de grandezas.

Competéncia de area 5 — Modelar e resolver problemas que envol-
vem varidveis socioeconémicas ou técnico-cientificas, usando representa-

¢oOes algébricas.

H19 — Identificar representagoes algébricas que expressem a relacio

entre grandezas.

H20 — Interpretar grafico cartesiano que represente relacoes entre

grandezas.

H21 - Resolver situagao-problema cuja modelagem envolva conheci-

mentos algébricos.

H22 — Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso

para a construcao de argumentagao.

H23 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando co-

nhecimentos algébricos.
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Competéncia de area 6 — Interpretar informagoes de natureza
cientifica e social obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando
previsao de tendéncia, extrapolacao, interpolacao e interpretacao.

H24 — Utilizar informagbes expressas em graficos ou tabelas para
fazer inferéncias.

H?25 — Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou
graficos.

H26 — Analisar informagoes expressas em graficos ou tabelas como
recurso para a construgdo de argumentos.

Competéncia de area 7 — Compreender o carater aleatério e nao-
deterministico dos fené6menos naturais e sociais e utilizar instrumentos
adequados para medidas, determinagao de amostras e calculos de proba-
bilidade para interpretar informacoes de variaveis apresentadas em uma
distribuicao estatistica.

H27 — Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de
um conjunto de dados expressos em uma tabela de frequéncias de dados
agrupados (ndo em classes) ou em graficos.

H28 — Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de
estatistica e probabilidade.

H?29 — Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como
recurso para a construgdo de argumentagao.

H30 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando co-
nhecimentos de estatistica e probabilidade.

De uma maneira muito sucinta, é como se a prova de Mateméatica do ENEM
pudesse ser organizada em 7 subconjuntos: Numeros e operacoes; Geometria; Gran-
dezas e medidas; Interdependéncia entre grandezas; Modelagem; Tratamento da in-
formacao e Probabilidade. Porém, é comum encontrarmos questoes que trabalhem
mais de uma habilidade e, com isso, pertencam as intersecgoes desses subconjuntos.

Perceba que uma abordagem pautada em habilidades desconecta o exame de uma
lista de contetidos. E possivel, por exemplo, avaliar a proficiéncia de da habilidade
7, “Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais”, sem necessariamente
utilizar o conceito de prisma. Isto é, podemos ter exames que apresentem algum
contetudo especifico e outros, em anos posteriores, que nao.

A vantagem de se construir um exame sobre uma tabela de habilidades, e nao
em topicos conteudistas, é a facilidade da avaliagao pela TRI, teoria de resposta ao
item. Deste modo, é possivel criar provas diferentes, comparaveis através do tempo,
e que avaliem as mesmas habilidades. No ano de 2016, por exemplo, o MEC optou
por adiar a aplicacdo do exame em escolas que estavam ocupadas por protestos
estudantis e, posteriormente, aplicou uma outra versao para os alunos inscritos para
aquelas unidades. Com a TRI, baseando-se na ideia de construir uma prova com
itens diferentes que avalie as mesmas habilidades, foi possivel essa realizacao e a
comparacao dos resultados entre as diferentes datas de aplicagdo. A teoria também
permite a aplicacio do ENEM para pessoas privadas de liberdade (ENEM PPL),
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aplicado em penitenciarias e unidades socioeducativas, com a mesma premissa de
comparacao.

Nao é objetivo deste texto fazer uma analise da TRI, porém é relevante destacar
que tanto a elabora¢do quanto a correcao e divulgagao dos resultados é feita através
da teoria.

Apesar do Exame nao estar pautado em conteidos, existe uma lista de topicos,
chamada de objetos de conhecimento, disponibilizada pelo INEP. Colocamos aqui

os objetos referentes a area de Matemética e suas tecnologias [L1]:

e Conhecimentos numeéricos: operagdes em conjuntos numéricos
(naturais, inteiros, racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fato-
racdo, razbes e proporgoes, porcentagem e juros, relagoes de dependéncia
entre grandezas, sequéncias e progressoes, principios de contagem.

e Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geo-
métricas planas e espaciais; grandezas, unidades de medida e escalas;
comprimentos, areas e volumes; angulos; posicoes de retas; simetrias
de figuras planas ou espaciais; congruéncia e semelhanca de triangulos;
teorema de Tales; relagoes métricas nos tridngulos; circunferéncias; tri-
gonometria do angulo agudo.

e Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representa-
¢do e andlise de dados; medidas de tendéncia central (médias, moda e
mediana); desvios e varidncia; nogoes de probabilidade.

e Conhecimentos algébricos: gréficos e fungoes; fungoes algébri-
cas do 1.° e do 2.° graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logarit-
micas; equagoes e inequacoes; relacdes no ciclo trigonométrico e fungoes
trigonométricas.

e Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; re-
tas; circunferéncias; paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equa-
coes.

E possivel perceber a auséncia de temas como matrizes e determinantes, niime-
ros complexos, elipses, hipérboles e fatoragoes algébricas. Assuntos que em uma
primeira avaliagdo podem ser considerados secundarios na construgao de um curri-
culo de matematica para o ensino basico mas que sao muitas vezes considerados nos
cursos de graduacao nas areas de exatas como conhecimentos prévios que os alunos
ja dominam.

Desta forma, nos pareceu produtivo analisar os assuntos que foram abordados
nas questoes da prova de matematica do ENEM do ano de 2009 até 2016 e compara-
los com a nossa expectativa quanto aquilo que julgamos que um aluno ingressante
deveria saber. Por uma questao de organizacao, classificamos cada questao em um
unico topico, aquele que nos pareceu mais central na resolucao do item. Fizemos
as andalises das versoes azuis das provas que foram aplicadas ao final de cada ano,
todas disponibilizadas no site do INEP. Quando existiam mais de uma aplicacao na

mesma época, optamos pela prova que teve o maior nimero de participantes.



UMA ANALISE DOS ASSUNTOS ABORDADOS NO ENEM 10

Obviamente essa classificacdo é subjetiva e apresentaria variagoes se a analise
fosse feita por outros professores. Como exemplo, podemos citar a questao 139 da

prova de 2014, versao azul:

Um carpinteiro fabrica portas retangulares macicas, feitas de um
mesmo material. Por ter recebido de seus clientes pedidos de portas
mais altas, aumentou sua altura em 1/8, preservando suas espessuras.
A fim de manter o custo com o material de cada porta, precisou reduzir
a largura. A razdo entre a largura da nova porta e a largura da porta
anterior é:

a) 1/8

Poderiamos classificar esta questdao como um problema de geometria espacial
mas, como temos a espessura constante, é facil analisa-la como uma questao de
geometria plana, estudando as variagoes das areas de retangulos. Também cabe a
classificacao como grandezas inversamente proporcionais, visto que o produto entre
a largura e a altura sdo constantes. Optamos por classifica-la dessa ultima forma,
dado que a esséncia do problema reside na ideia de entender como se comporta uma
grandeza dada a variacao de outra.

Acreditamos que essa subjetividade nao ird influenciar na andlise final, visto que
casos como o citado anteriormente nao sao tao frequentes e, na maior parte dos
casos, a classificacao é bastante clara.

Inicialmente, criamos uma tabela de assuntos que esperavamos encontrar, base-
ada na lista de objetos de conhecimento e nos assuntos que consideravamos fundantes
de disciplinas como Calculo Diferencial e Geometria Analitica e Vetores. Quando
um assunto parecia ser muito recorrente, nos parecia conveniente quebra-lo em mais

de um item. A Tabela II nos mostra a distribuicao a cada ano:



UMA ANALISE DOS ASSUNTOS ABORDADOS NO ENEM 11

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Conjuntos (NogBes e simbologia) 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Conjuntos numéricos 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Construgdes geométricas 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Contagem 4,44% 2,22% 2,22% 6,67% 4,44% 6,67% 6,67% 4,44%|
Determinantes 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Funcio afim 0,00% 2,22% 8,80% 2,22% 2,22% 0,00% 2,22% 8,80%)|
Funcdo Exponencial 2,22% 0,00% 0,00% 0,00% 2,22% 0,00% 2,22% 0,00%|
Funcdo Logaritmica 0,00% 0,00% 2,22% 0,00% 0,00% 0,00% 2,22% 4,44%|
Funcdo Modular 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Funcdo Quadratica 4,44% 2,22% 0,00% 0,00% 4,44% 2,22% 4,44% 2,22%
Fungdo Trigonométrica 0,00% 2,22% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 2,22% 0,00%
Funcdes [Classificacbes) 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Fungbes (Definigbes) 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Geometria analitica 2,22% 0,00% 2,22% 0,00% 4,44% 2,22% 2,22% 2,22%|
Gréficos (Leitura e interpretagdo) 6,67% 8,89% 4,44%| 13,33% 6,67% 8,89% 6,67% 4,44%)
Grandezas proporcionais 6,67% 4,44% 20,00% 11,11%| 17,78% 6,67% 11,11% 20,00%,
Matrizes 0,00% 0,00% 0,00% 2,22% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Medidas de disper¢do 2,22% 2,22% 0,00% 2,22% 0,00% 0,00% 0,00% 2,22%|
Medidas de posigdo 6,67% 4,44% 4,44% 2,22% 6,67% 8,89% 4,44% 8,89%|
Nimeros complexos 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Ordens, classes e unidades de medida 2,22% 2,22% 11,11% 11,11% 2,22% 6,67% 6,67% 2,22%)
Polindmios 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Porcentagem e mat financeira 8,89%| 13,33% 8,89% 6,67% 8,89% 12,22%' 6,67% 8,89%|
Postulados de Euclides 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|
Probabilidade 8,89% 4,44% 6,67% 6,67% 8,89% 4,44% 8,85% 2,22%|
Problemas de aritmética 11,11% 6,67% 4,44% 2,22% 4,44% 6,67% 6,67% 4,44%
Problemas de geometria espacial 13,33% % 6,67% 8,89%| 13,33%| 22,22%| 11,11% 8,89%|
Problemas de geometria plana 11,11% B8,89% 6,67% 11,11% 6,67% 2,22% 15,56% 8,89%
Problemas do 12 e 22 graus 2,22% 4,44% 4,44%| 11,11% 2,22% 0,00% 0,00% 0,00%|
Sequéncias 0,00% 4,44% 2,22% 0,00% 2,22% 0,00% 0,00% 2,22%|
Simetrias, rotacdes e planificagbes 4,44% 2,22% 4,44% 2,22% 2,22% 0,00% 0,00% 4,44%
Sistemas lineares 2,22% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%|

Tabela II: Frequéncia relativa de cada um dos assuntos ao longo dos anos no
ENEM. Para facilitar a visualizacao, quanto mais intensa a colora¢do, maior € o

valor apresentado.

E possivel perceber que existe uma regularidade ao longo dos anos, visto que nio
existem grandes variagoes na frequéncia de um determinado assunto de um exame
para outro.

A Tabela IIT e o grafico da Figura [I] apresentam a frequéncia de cada um dos

topicos estudados nas 360 questoes dos exames entre 2009 e 2016:
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Assuntos Frequéncia
Problemas de geometria espacial 13,61%
Grandezas proporcionais 12,22%
Porcentagem e mat financeira 10,56%
Problemas de geometria plana 8,89%
Graficos (Leitura e interpretagio) 7,50%
Probabilidade £,39%
Medidas de posicdo 5,83%
Problemas de aritmética 5,83%
Ordens, classes e unidades de medida 5,56%
Contagem 4,72%
Funcao afim 3,33%
Problemas do 12 e 29 graus 3,06%
Funcdo Quadratica 2,50%
Simetrias, rotacdes e planificagcdes 2,50%
Geometria analitica 1,94%
Sequéncias 1,39%
Fungdo Logaritmica 1,11%
Medidas de dispercdo 1,11%
Func¢do Exponencial 0,83%
Funcdo Trigonomeétrica 0,56%
Matrizes 0,28%
Sistemas lineares 0,28%
Conjuntos (Nocdes e simbologia) 0,00%
Conjuntos numericos 0,00%
Construgdes geometricas 0,00%
Determinantes 0,00%
Funcdo Modular 0,00%
Funcdes (Classificacbes) 0,00%
Fungdes (Definicdes) 0,00%
MNumeros complexos 0,00%
Polinédmios 0,00%
Postulados de Euclides 0,00%

Tabela III: Frequéncia relativa dos assuntos nas 360 questoes de matemdtica entre
0s anos de 2009 e 2016 do ENEM.

Analisando esses dados, nos chama a atencao o fato das frequéncias de topicos
como fun¢do afim (3,33%), fungdo quadratica (2,5%) e sistemas lineares (0,28%)
serem bastante baixas, visto que sao assuntos fundamentais na construcao dos con-
ceitos que serao trabalhados nas primeiras séries do ensino superior.

Dadas as proporcoes do exame, temos claro que ele é um norteador para alunos
e escolas basicas no que diz respeito aquilo que deve ser valorizado dentro de um
curriculo e vamos considera-lo como uma ferramenta de analise sobre a historia
académica pregressa dos alunos, visto que o proprio MEC o faz quando compara as

notas obtidas pelos alunos concluintes no ENADE (Exame Nacional de Desempenho
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Sistemas lineares

Matrizes

Funcdo Trigonométrica
Funcio Exponencial

Medidas de dispercio .

Funcdo Logaritmica

Sequéncias

Geometria analitica

Simetrias, rotacdes e planificacies
Fungdo Quadratica I

Problemas do 12 e 22 graus .

Fungdo afim

Contagem

Ordens, classes e unidades de medida
Problemas de aritmética

Medidas de posicdo

Probabilidade

Graficos (Leitura e interpretacio)

Problemas de geometria plana

Porcentagem e mat financeira

Grandezas proporcionais

Problemas de geometria espacial

0,00% 2,00% 4,00% 6,00% 8,00% 10,00% 12,00% 14,00%

Figura 1: Frequéncia relativa dos assuntos entre os anos de 2009 e 2016 do ENEM.

de Estudantes) com seus desempenhos no ENEM como ingressantes. Assim, nos
parece razoavel propor abordagens para os topicos fungoes e sistemas lineares, dadas
as baixas incidéncias e a importancia dos temas nas disciplinas iniciais dos cursos
de exatas do Ensino Superior.

Informalmente, fizemos uma consulta via e-mail para mais de 30 professores
universitarios da area de exatas, todos de institui¢des publicas, questionando quais
eram os assuntos que eles julgavam ser os menos cobrados no ENEM. O assunto
mais apontado foi o tépico geometria espacial, justamente o mais recorrente. Essa
consulta, que nao tem um carater de analise estatistica, nos mostrou mais um indicio
da relevancia do presente trabalho.

Por fim, gostariamos de salientar que de forma alguma este texto cabe como
uma critica ao ENEM e aos métodos de selecao coordenados pelo MEC. Trata-se
da segunda maior prova do mundo para acesso ao Ensino Superior, atras apenas
do exame Gaokao da China, e deve ser analisado sob a Otica desta magnitude.
Atualmente, o INEP esta fazendo uma consulta ptblica em seu site sobre formas
de aplicacdo, datas e tamanho da prova, o que demonstra uma necessidade de,

continuamente, repensar os processos de avaliacao e selegao.



A MODELAGEM MATEMATICA NA EDUCACAO

Modelo, do latim modellum, tem o significado de “medida em geral” [I], do itali-
ano modello, objeto ou figura destinada & imitacao [12]. Ao criarmos um modelo
matematico estamos moldando os objetos tedricos para imitarmos algo que naquele
momento nao esta presente.

De uma forma mais direta, tomaremos a defini¢ao de [I]:

Um modelo matematico é, portanto, uma representagao simplificada
da realidade sob a ética daqueles que investigam.

A Modelagem Matemaética tem suas origens dentro da Matemédtica Aplicada e
nao tem fim em si mesma, visto que todo modelo tem como objetivo a solugao
de uma problematica, a previsao de dados ou a expansdo da compreensao sobre
determinada situagao. Portanto, quando falamos de seu uso dentro da educacao,
trata-se necessariamente de uma adaptacao.

As etapas de constru¢ao de um modelo matematico, como uma ferramenta de
pesquisa multidisciplinar, conectam uma situagao problematica inicial a sua solu-
¢ao através das etapas de inteiracao, matematizacao, resolucao, interpretagao de
resultados e validagao [I]. Geralmente, essas etapas sao apresentadas na forma de
diagramas na literatura area.

A inteiracao se trata de tomar ciéncia da situacao que serd modelada, elencar
os problemas, coletar dados, consultar especialistas e estudar bibliografias. Mesmo
que existam estudos anteriores bem sucedidos, a interacao se trata de conhece-los
e avaliar a necessidade de novas buscas. Esta etapa, quando aplicada para fins
educacionais, tem grande potencial interdisciplinar e motivador.

Na matematizacao, temos um processo de traducgao da linguagem natural para a
matematica. O papel desta etapa esta em, literalmente, modelar o objeto matema-
tico, seja ele uma fungdo, uma forma geométrica ou um conceito estatistico, de modo
a representar a situacdo estudada na primeira etapa. E uma forma de evidenciar o
problema matematico que, aos olhos do pesquisador, é equivalente ao problema real.
Em contextos de sala de aula, é o momento de apresentarmos conceitos, fomentar
a necessidade de certas notacoes e, de interesse maior deste trabalho, propor uma

retomada de topicos ja estudados.
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De uma forma mais ampla, a modelagem permite uma aplicacdo dos tépicos
matematicos ja estudados. Se na etapa de matematizacao associamos, por exemplo,
a maxima produc¢ao de uma empresa com o maximo de uma funcao, a resolugao é a
busca desse maximo.

Dependendo da conveniéncia, este é o momento de utilizar tecnologias informa-
ticas na sala de aula, permitindo lidar com calculos mais complexos e com dados
reais, o que fard com que o foco permaneca na modelagem em si. Outra vantagem
é a possibilidade de utilizar simulagoes numéricas em substituicao de conceitos que
ainda nao sao do repertorio do aluno, como por exemplo é visto no Capitulo 4, no
qual uma planilha eletronica permite localizar o minimo de uma fungao sem o uso
de regras de derivagao.

A interpretacao e a validagao dos resultados, que permite ao pesquisador respon-
der se seu questionamento inicial foi solucionado e/ou aprimorar seu modelo. Na
perspectiva da sala de aula, a andlise dos resultados coloca o aluno em processo de
autonomia. O proprio individuo, ou grupo de estudo, ird avaliar se os avancos foram
satisfatorios e propor mudancas.

Cabe aqui uma observagao feita por [8] sobre a etapa de validagao:

Para aqueles que se dispoe a trabalhar com modelagem matemaética,
é importante ter claro seus objetivos e estabelecer alguns critérios de
qualidade adequados a esses objetivos. Por exemplo, se a modelagem
matematica vai ser utilizada em sala de aula com a finalidade de motivar
os alunos a incorporar certos conteiidos matemaéaticos ou a valorizar a
prépria matematica, muitas vezes, a validacdo dos modelos nao é um
critério fundamental para sua qualificagdo. Por outro lado, se o interesse
recai nos resultados fornecidos pelo modelo, entao a sua validagdo é
indispensavel.

Isto é, se uma atividade de modelagem esta sendo desenvolvida em sala, por
exemplo, estudando o cardter exponencial do crescimento de uma populacao de pei-
xes, 0s objetivos passam por conhecer as caracteristicas da fun¢ao modeladora, por
andlises graficas e pela comunicacao dos resultados obtidos e nao necessariamente
por verificar se, de fato, em um dado momento a populacdo atingiu determinada
marca.

O fato é que serdo necessarias adaptacoes para introduzir uma ferramenta de
pesquisa da Matematica Aplicada dentro de uma atividade de ensino. Isto é, apesar
do aluno desempenhar um papel semelhante ao de um pesquisador e o professor o
de um orientador, o foco ainda esta no processo em si e nao no resultado. Dentro da
literatura do tema, existem discussoes sobre o quao frutiferas sao essas adaptacoes,
por exemplo, a quem compete a escolha do tema ou se é necessario fazer introdugoes

graduais para que os alunos desenvolvam a habilidade de modelar.
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Existe ainda uma diferenca fundamental: os tépicos matematicos que serao utili-
zados na modelagem. Naturalmente, esse nao é um limitante para um pesquisador,
sendo iniimeros os casos em que uma nova matematica foi criada para se resolver
um problema. Ja com uma proposta escolar, as ferramentas matematicas que se

tem a mao, ou ainda, a ementa do curso sao fatores limitantes, como afirma [8]:

A modelagem como processo de ensino-aprendizagem pode ser uti-
lizada de maneiras diversas se o ambiente de ensino for diferenciado.
Assim, se estamos num ambiente de Iniciagdo Cientifica ou cursos de Es-
pecializacdo para professores de Matematica, o programa de contetidos
nao causa grandes problemas. Entretanto, se o curso for regular com um
programa a ser cumprido, o processo de modelagem deve ser adaptado,
considerando temas dirigidos que tenham modelos com caracteristicas
préprias do contetido a ser tratado no curso. Neste caso, também nao se
pode deixar de fazer a formalizacdo continua dos objetos matematicos
que aparecem nos modelos e é desejavel que o professor ja tenha traba-
lhado anteriormente com o tema para que o desenvolvimento do curso
flua normalmente.

Nesse sentido, a proposta de aumentar o repertorio docente através da modela-
gem nao é o de ter a sala de aula como um laboratorio de pesquisa em Matematica
Aplicada, mas sim um ambiente que proporcione inferéncias, tomadas de decisao,
aplicagoes e, acima de tudo, criatividade. Esta tltima, intimamente ligada com a

proposta de aproximar a modelagem ao ensino, como sugere [13]:

Cada ato de imaginacdo criativa consiste, entretanto, em atribuir
a uma coisa propriedades ou fungdes completamente inesperadas. Um
martelo, por exemplo, em vez de ser empregado para cravar pregos, tam-
bém pode ser usado, contanto que se tenha um fio & mao, como péndulo
ou como prumo. Todo ato criativo, portanto, consiste em ver um A como
um B, um martelo como parte de um péndulo, um movimento como uma
funcdo matematica, uma forga como um vetor ou justamente a imagem
de um cachimbo como um cachimbdl

Para este trabalho, cabe investigar nao somente a insercao da modelagem no
ensino, mas analisa-la em um periodo especifico. Quando voltamos nossa aten¢ao
para as primeiras disciplinas do Ensino Superior da area de exatas, entendemos que
essa insercao deve ser compativel com o estagio “transitério” no qual se encontram
os alunos.

Além de todos os desafios do novo ciclo, o estudante encontra uma equipe docente

que, dada a natureza de suas atividades, esta distante do curriculo desenvolvido ao

I Nossa nota: O autor Michel Otte faz uma referéncia & famosa pintura La trahison des images, do
artista belga René Francois Ghislain Magritte, que possui uma imagem de um cachimbo com os
dizeres “Isto ndo é um cachimbo”. A referéncia estd exatamente na relagdo de associar a imagem
de um objeto ao préprio objeto.
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longo do Ensino Médio, o que dificulta ainda mais a promocao de aulas que facilitem
essa transicao.

A titulo de exemplo, vamos transcrever trés enunciados de [5] que mostram essas
especificidades das séries inicias. Todos eles tratam sobre o calculo da derivada
através do quociente [f(z + h) — f(x)]/h.

O primeiro deles, uma tarefa meramente técnica, que nao oferece conexodes com

a realidade:

Aproxime a derivada da funcio f(z) = 23e® para x = 2 calculando
o quociente de diferenca com h = 0.1, h = 0.01, e h = 0.001. E|

O segundo, também técnico, porém com uma contextualizagao:

Os gradientes adiabaticos podem ajudar a identificar bolsées de ar
instavel e sdo particularmente importantes para o vdo de aeronaves nao
tripuladas. O gradiente adiabatico, =y, é definido como a taxa na qual a
temperatura diminui & medida que a altitude aumenta, ou v = —dT'/da,
na qual T é a temperatura e a é a altitude. A temperatura da atmosfera
sobre Little Rock, Arkansas em um dia tipico de outubro foi medida e é
dada aproximadamente pela fungao:

T(a) = 24.3 — 5.81a + 0.295a% — 0.057a> + 0.0024a° + 0.006c0s(a),
no qual T estd em graus centigrados e a estd em quilometros.

Aproxime o gradiente adiabatico para uma altura de 11km calcu-
lando o quociente de diferenca com h = 0.1, h = 0.01, e h = 0.001.

A questao é que mesmo oferecendo dados reais e uma contextualizagdo, o pro-
blema deixa pouco espaco para discussoes ou tomadas de decisao. Perceba que isso
nao o caracteriza como uma questao ruim, mas, assim como o primeiro, basta aplicar
a técnica como um computador seguindo etapas de um algoritmo.

O 1ltimo trata-se de uma alteragdo do segundo, com uma proposta mais aberta

para o comando final:

Os gradientes adiabaticos podem ajudar a identificar bolsées de ar
instavel e sdo particularmente importantes para o vdo de aeronaves nao
tripuladas. O gradiente adiabatico, -y, é definido como a taxa na qual a
temperatura diminui & medida que a altitude aumenta, ou v = —dT'/da,
na qual T é a temperatura e a é a altitude. A temperatura da atmosfera
sobre Little Rock, Arkansas em um dia tipico de outubro foi medida e é
dada aproximadamente pela funcio:

T(a) = 24.3 — 5.81a + 0.295a% — 0.057a> + 0.0024a° + 0.006cos(a),
no qual 7" estd em graus centigrados e a estda em quilémetros.

Vocé foi convidado a avaliar a seguranca de uma missao de vigilancia
de drone sobre a cidade de Little Rock. O drone estda programado para
voar em uma altura aproximada de 11km sobre a cidade, embora a

2 Nossa traducéo.
3 Nossa traducao.
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missdo poderia ser realizada em qualquer altitude entre 9km e 15km.
Ele podera voar com seguranca se o gradiente adiabatico for inferior a
6°C'/km; Se o gradiente adiabatico for superior a 8°C'/km, entdo o seu
drone deve aterrissar por razoes de seguranca. Usando o que vocé sabe
sobre quocientes de diferenca, avalie a seguranca da missao e ofereca um
conjunto completo de recomendagGes para o seu supervisor, juntamente
com todas as suposigoes que vocé fez na conclusao de sua analise. E|

Obviamente, é necessario o discernimento que nem todos os questionamentos
devem adotar essa proposta. Apesar de muito mais significativo e de promover
discussoes, exige um investimento grande do tempo de aula. A ideia central aqui
é mostrar que existem diferencas entre um problema de aplicacao e de modelagem,
cuja caracteristica principal é o espago para interpretacao e tomadas de decisao.

Os proximos dois capitulos ilustram problemas de modelagem simples que podem
ser trabalhados no sentido de apoiar os alunos ingressantes da graduacao. Dada a
natureza de um texto fechado, o leitor pode associar as propostas a problemas de
aplicacao, mas a ideia é que o desenvolvimento das atividades permitam com que

os alunos participem das escolhas que levam a resolu¢ao do problema.

4Nossa traducio.



O TAMANHO DAS LATAS DE ALUMINIO: UMA PROPOSTA
DE ABORDAGEM PARA FUNCOES

O problema que abordamos aqui ja aparece em livros de Céalculo, por exemplo, no
inicio do capitulo “Aplicagdes da derivagao” de [14], mas nossa abordagem serd dife-
rente, focada principalmente no processo de construcao da resolucao da problematica
e nao somente na resposta do problema de otimizacdo. A ideia central dessa discus-
sao é desenvolver de forma intuitiva o conceito de fungoes e de méximos e minimos.
O ponto de partida sdo os assuntos que tém uma grande frequéncia no ENEM, como
os problemas de geometria espacial e as analises de graficos. Em paralelo, é possivel
apresentar a simbologia de conjuntos, definicbes de dominio e imagem e algumas

propriedades de fungoes.

4.1 O PROBLEMA

As latas de aluminio, em comparacao com outras formas de envase, oferecem van-
tagens de transporte, armazenamento e resfriamento. No Brasil, em de 2015, a
producao anual chegou ao niimero de 25 bilhdes de latas, o que significa uma média
de 120 latas por brasileiro. No que diz respeito a reciclagem, a embalagem é a mais
reaproveitada do mundo, principalmente pelo fato do aluminio ser 100% reciclével.

Analisando os diversos formatos que existem no mercado (Figura [2)), com uma
atencao especial para o volume mais comum de 350ml, uma questdo de economia
surge: E possivel dimensionar uma lata cilindrica que utilize a menor quantidade de

aluminio?

Figura 2: Diversos formatos de latas comercializadas no Brasil.
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4.1.1 Hipoteses, varidaveis e dados

Consideraremos a latinha de aluminio como um cilindro circular reto;

O volume V do cilindro ¢ fixo e serda de 350ml;

- 1 é o raio do cilindro;

h é a altura do cilindro.

- S(r) serd a superficie do cilindro em funcao de r;
- A quantidade de aluminio gasta para fabricar uma lata é proporcional a superficie

do aluminio.

4.2 A CONDUGAO DO PROBLEMA

As discussoes em sala de aula, ou em um roteiro de estudo auténomo, podem comecar
com um texto motivacional falando sobre os indices de reciclagem das latas de
aluminio no Brasil. Como um exemplo, poderia ser feita a analise do gréfico (Figura
disponibilizado pela Associagao Brasileira dos Fabricantes de Latas de Aluminio,
Abralatas, que faz um comparativo sobre a reciclagem no mundo [I5]:
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Figura 3: Indices de reciclagem da lata de aluminio para bebidas — 1991 a 2015 (em

%).

A grande questao é que os alunos percebam que o excelente indice alcancado pelo

Brasil esta diretamente relacionado com o impacto social que a coleta da sucata de
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aluminio tem. Em outras palavras, existe um interesse comercial na reciclagem e ha
mao de obra disponivel para a coleta.

Depois dessa introducao, voltaremos a atencao dos alunos para o formato da
lata de aluminio. E importante deixar claro que a hipétese de que a latinha é um
cilindro circular reto é equivocada, visto que a base convexa e temos um tronco de
cone na parte superior, mas que se trata de uma modelagem mais simples e que o
modelo pode ser melhorado posteriormente.

Sem o uso da algebra, vamos pensar no que acontece com a altura da lata ao
variarmos o raio e mantermos fixado o valor do volume. Intuitivamente, essas sao
conclusoes simples, ja que para abarcar a mesma quantidade de liquido, se diminuir-
mos o raio, a altura deverd ser maior e vice-versa. E possivel mostrar essa relacio
graficamente utilizando um software como o Geogebra.

Algebricamente, temos que o volume de um cilindro circular reto é dado por:

V = 7r?h. (1)

Isolando o valor de h na equacao e lembrando-se que V é 350ml, temos:

h="2 (2)

Temos entao que as conclusoes obtidas intuitivamente estao de acordo com o que
explicitamos algebricamente. Quanto maior é o valor do raio, maior é o denominador
da fragdo, menor sera o valor da razao e, portanto, menor a altura. Formalmente,
dizemos que a altura e o quadrado do raio sdo inversamente proporcionais.

Neste ponto, cabe um comentario, principalmente se estamos pensando em res-
gatar e fortalecer os conceitos trabalhados ao longo do Ensino Médio. As grandezas
h e r ndo sdo inversamente proporcionais, embora o acréscimo de um implique na
reducgao do outro. Nao é o fato de “se um aumenta o outro diminui” que caracteriza
as grandezas inversamente proporcionais, como é comum de encontrarmos na fala
dos alunos. Por definicao, grandezas inversamente proporcionais sao aquelas cujo
produto é constante. Em nosso problema, temos que o produto entre a altura e o
quadrado do raio ¢ sempre igual ao volume(fixo) dividido por .

Agora, encaminharemos a discussao para a superficie da lata. Neste ponto, é
importante perceber que a algebra terda um papel mais importante do que o de
confirmar as conclusdes que intuitivamente construimos, visto que, algumas das
respostas nao sao tao intuitivas assim.

Comecaremos questionando o que acontece com a superficie da lata de aluminio

se o raio aumentar, visto que em nossa hipdtese o gasto de aluminio é proporcional
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a superficie. Para construirmos essa ideia junto aos alunos, imaginaremos um raio
muito maior do que o encontramos na realidade, que esta na casa dos centimetros. Se
o raio estiver na casa dos metros, por exemplo, teremos uma altura muito pequena,
mas as bases do cilindro serao grandes, do tamanho de mesas de jantar. Estendendo
o raciocinio e pensando que o raio fosse medido em quilometros, e suas bases pu-
dessem cobrir quarteirdes inteiros, é relativamente facil intuir que se aumentarmos
o valor do raio indiscriminadamente, ou levarmos a altura da lata a um valor muito
proximo de zero, teremos uma superficie cada vez maior.

A questao nao é tao simples quando construimos o raciocinio oposto, diminuindo
o valor do raio e aumentando o valor da altura. Considerando um raio na casa dos
milimetros, teremos uma latinha com a aparéncia de um canudo. E claro aqui que
a altura serda maior, mas nao é imediato que a superficie desse cilindro aumentara.
Por esse motivo, é importante trabalharmos a algebra.

Evitando o uso de férmulas prontas, podemos encontrar uma expressao algébrica
para a superficie de um cilindro analisando sua planificagdo, como podemos ver na
Figura [4

le 2mr q

Figura 4: Planificacao do cilindro.

Ou seja, a superficie do cilindro é a soma do dobro da area de sua base com a
area de um retangulo em que um dos lados é igual a altura do cilindro e o outro tem
a mesma medida do perimetro da base.

Dessa forma, podemos escrever:

S(r,h) = 2w + 27rh. (3)
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Substituindo a equagao (2) em (3), conseguiremos uma expressiao que dependerd
exclusivamente do raio:
700
S(r) = 2mr? + —. (4)
r

Como esta expressao nos fornece o tamanho da superficie da lata de aluminio
dado o valor do raio, podemos investigar algebricamente os questionamentos que
intuitivamente nao estavam claros.

Quand ior é lor d i i A lor d la 2772 i

uando maior é o valor do raio, maior serd o valor da parcela 27r® e mais
L ) 700 : ) .
proximo de zero estd a parcela —. Com isto, estariamos somando um nimero
r
cada vez maior com algo muito pequeno, que resultaria em uma superficie muito
grande. Ou seja, se aumentarmos o raio indiscriminadamente, teremos um gasto
indiscriminado de aluminio.

Por outro lado, quanto mais o raio se aproxima do zero, temos que a primeira
parcela da expressdao (4) ficard cada vez mais proxima do zero e a segunda cada
vez maior. Ou seja, o que nao tinha ficado claro intuitivamente é que quanto mais
proximo o raio estiver do valor nulo, maior serd o gasto de aluminio.

E possivel deixar essas conclusoes ainda mais claras para os alunos construindo,

com a ajuda de uma planilha eletronica, uma tabela de valores de superficies asso-

ciadas aos raios, como a que segue:

Raio (r) S(r)
0,1 7000,06
0,5 1401,57

it 706,283

375,133
3 289,882
4 275,531
5 297,08
10 668,319
15 1460,38
20 2548,27

2

Tabela 1V: Valores, em em e em=, associados d fungio S(r).

Com esses valores em maos, podemos chegar ao centro do problema. Se para
valores muito altos e muito baixos de raio, temos um alto gasto de aluminio, é natural
pensar que existe um valor intermediario, que minimize o tamanho da superficie.
Observando a tabela, os alunos podem concluir que este valor acontece quando r
assume um valor no intervalo [3,5]. Um gréfico (Figura , gerado pela planilha

eletronica, deixa essa conclusao mais clara.
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Figura 5: Gréfico gerado por uma planilha eletronica, da fun¢ao S(r).
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Dessa forma, os alunos devem construir uma outra tabela, agora com o raio

variando no intervalo [3,5], para buscar o valor que deixa a lata com a menor

superficie, como pode ser visto na Figura [0

Tabela V: Valores, em cm e cm

S(r)
300
295
290

285 N

280 -
275
270

Raio (r) S(r)

3 289,882
3,2 283,09
3,4 | 278,516
3,6 | 275,875
3,8 274,94

4 275,531
42 | 277,502
44 | 280,733
46 | 285126
4,8 290,598

5 297,08

2

34 3,6 3,8

Figura 6: Gréfico da fungao S(r) no intervalo [3,5].

, associados a fungdo S(r) no intervalo [3,5].

4,4

4,6

4,8
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Conclui-se que para um valor de raio préximos a 3,8 cm, temos a minimizacao
da superficie e, por consequéncia, do gasto de aluminio.

As etapas de um processo de modelagem vistas no Capitulo 3, podem ser iden-
tificadas nessa abordagem associando a leitura sobre reciclagem como a inteiracao,
a construgao da funcao S(r) como a matematizagdo e a andlise dos graficos como
a interpretacao de resultados. Cabe o comentéario que o raio observado nas latas de
aluminio comercializadas estao por volta de 3,6 cm, o que gera discussoes sobre as
hipéteses feitas inicialmente e sobre a questao da ergonomia ao segurarmos a lata.

Essas discussoes entrariam na etapa de validagao do modelo.

4.3 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A ABORDAGEM

Sobre a apresentagao formal de conceitos, é possivel aborda-los de duas formas. Ao
final do desenvolvimento do problema ou os intercalando em momentos oportunos.
Neste texto, optamos por fazé-lo ao final, apenas por organizacao.

Comecaremos pelo tépico fungao, analisando 3 definigoes:

- Definigao dada por [14]:

Uma funcdo f é uma lei que associa, a cada elemento z em um
conjunto D, exatamente um elemento, chamado f(z), em um conjunto

E.
- Definigao dada por [16]:

Dados os conjuntos X, Y, uma fungdo f : X — Y (lé-se “uma
funcdo de X em Y”) é uma regra (ou conjunto de instrugoes) que diz
como associar cada elemento € X um elemento y = f(z) € Y. O
conjunto X chama-se o dominio e Y é o contradominio da funcao.

- Definigao dada por [17]:

Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relacdo f de A em B
recebe o nome de aplicagdo de A em B ou funcdo definida em A com
imagens em B se, e somente se, para todo z € A existe um s6 y € B tal

que (z,y) € f.

A ltima dessas defini¢Oes, a mais rigorosa delas, visto que substitui os termos
“lei”, “regra” e “associa” pelo conceito de relagao (subconjunto de um produto car-
tesiano), apesar de mais completa é também a mais hermética. Apresentd-la em um
momento que os alunos ja dominam as nocoes basicas de fungdes nos parece mais
conveniente e, neste momento, nao é nosso foco.

A definigdo dada por [I4] ndo utiliza uma simbologia para a pertinéncia de ele-

mentos e deixa a nomenclatura de dominio e imagem para um outro momento, o que
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parece interessante para uma primeira apresentacao do tema. Confrontar essa defi-
nigao com a expressao (4) pode trazer uma clareza maior para elucidar o conceito
de funcao.

A expressdo (4) nos da uma forma de associar cada valor de raio a uma super-
ficie correspondente. Literalmente, podemos dizer que a superficie depende de um
valor de raio. O conjunto D, para este caso, sao os valores possiveis para o raio e
conhecendo a natureza do problema podemos facilmente delimitar como qualquer
real positivo. J4 o conjunto E seriam os valores para a superficie.

E importante que fique claro aos alunos a ideia de que para cada valor positivo
de raio temos um, e somente um, valor de superficie. Conceber esse critério passa
muitas vezes por entender que a importancia do topico func¢oes dentro das ciéncias
exatas estd exatamente nessa estrutura que permite descrever situagoes do tipo “para
cada pergunta existe uma tnica resposta”.

Na definigdo dada por [16], sentimos a falta do destaque para essa unicidade,
apesar do texto que segue ser mais claro no sentido de construir o conceito:

Em muitos exemplos de fungoes f : X — Y, principalmente na
Matematica Elementar, X e Y s@o conjuntos numéricos e a regra = +—
f(z) exprime o valor f(z) por meio de uma férmula que envolve z. Mas
em geral ndo precisa ser assim. A natureza da regra que ensina como
obter f(z) quando ¢ dado z é inteiramente arbitrdria, sendo sujeita a
apenas duas condigoes:

a) Ndo deve haver excegdes: a fim de que a fungdo f tenha o conjunto
X como dominio, a regra deve fornecer f(z), seja qual for z € X dado.

b) Néo pode haver ambiguidades: a cada x € X, a regra deve fazer
corresponder um 4nico f(z) em Y.

Feita essa ressalva, nos parece uma defini¢ao interessante pensando nos alunos
ingressantes da graduacao, principalmente por resumir o conceito em duas palavras:
excecao e ambiguidade.

Ainda tomando como exemplo a expressao (4) do modelo construido, temos que
X serda o conjunto dos valores possiveis para o raio e Y o conjunto dos valores da
superficie. Para os valores de X, ndao ha exce¢do ou ambiguidade. O nome dado ao
conjunto X, dominio, tém uma importancia semantica essencial, de fato, os valores de
raio dominam a expressao S(r), na qual S é apenas um reflexo dos valores que serdao
assumidos por r. Neste ponto, temos outra associacao semantica para a construcao
do conceito de conjunto imagem e contradominio.

Uma funcao é uma forma de relacionar os elementos dos conjuntos dominio e
contradominio, de um modo que para o dominio nao existam excecoes ou ambigui-
dades. Quando isto ficar claro para os alunos, é possivel analisar o que aconteceria
se aplicassemos esses critérios para o contradominio, construindo assim os conceitos

de imagem, injecao, sobrejecao e fungdes inversas.
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Vamos analisar o critério de excecao que inicialmente nao é estabelecido para o
contradominio. Isto é, nem todos os seus elementos precisam ser “reflexos” de algum
valor do dominio. Como exemplo, nao temos valores de r correspondentes a uma
superficie de 270em?, como pode ser visto no grafico apresentado na Figura @ Se
nao sao todos os elementos do contradominio que estao associados a um valor do
dominio, existe um subconjunto que contém todos esses elementos. Dessa forma, é
natural dar um nome a esse conjunto, o conjunto imagem.

Se o critério de excec¢ao fosse imposto ao contradominio, terfamos uma funcao
em que todos os elementos desse conjunto seriam relacionados na funcgao, isto é, um
contradominio igual a imagem. Dentro da matematica, classificamos essas fungoes
com o nome de sobrejetora. E possivel ilustrar esse tipo de funcdo, entendendo que
na expressao (2) o valor da altura h estd em funcao do raio r. Para X e Y sendo o
conjunto de todos os valores reais positivos, o que é natural assumir para o problema,
sempre teremos uma sobrejecao.

A mesma expressao de h em funcdo de r, pode ser analisada para aplicarmos
o critério de ambiguidade no contradominio. Como pode ser analisado no grafico
apresentado na Figura |7} temos que todos os valores positivos de h estao associados
a um unico valor de raio. Fungoes com essa caracteristica sao chamadas de injetoras.

A fungéo S(r) pode ser utilizada como um contraexemplo para a injegao.

10000 \

8000

6000

4000

2000

350
Figura 7: Grafico da funcao h = —;.
72
A importancia aqui foge dos termos. O essencial ndo é que um aluno saiba

os nomes dados a fungoes com determinadas caracteristicas, mas sim os conceitos
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que levaram a necessidade de se criar esses nomes. Quando uma fungao tem seu
contradominio obedecendo as mesmas regras impostas ao dominio, podemos entao
inverter esses papeis, isto é, criar uma funcao inversa.

Da expressao (2), considerando r e h sempre positivos, podemos isolar o valor de

350
r=4—. (5)
wh

Dessa forma, é possivel ver através da vivéncia do problema das latinhas de
aluminio a expressao (2) como uma fungao bijetora, portanto obedece os critérios
para ser inversivel, e a expressao (5) como sua inversa.

O problema do tamanho das latinhas de aluminio ainda poderia ser utilizado
para contextualizar os simbolos de pertinéncia (€) e inclusdo (C), discutindo, por
exemplo, se o valor zero pertenceria ao dominio da fungéo S(r), ou ainda, mostrando
que o conjunto imagem esta sempre contido no contradominio.

Por fim, entendemos que o modelo serve como introducao a assuntos da disciplina
de Célculo, como limites e derivadas. Discussdes sobre maximos e minimos podem
ser criadas generalizando o problema ao fato de que todo cilindro equildtero tera a

superficie minima entre todos os cilindros equivalentes.



O PROBLEMA DOS LANCES LIVRES: UMA PROPOSTA DE
ABORDAGEM PARA SISTEMAS LINEARES

Neste capitulo, a proposta é fazer uma retomada do estudo de sistemas lineares
através da andlise da solugao de um exercicio, o problema dos lances livres, que

aparece em [5]:

Michel Jordan é um jogador de basquete da Carolina do Norte. Eu
estava assistindo um de seus jogos pela televisao, quando ele sofre uma
falta indo em direcdo a cesta, o que dé direito a dois lances livres. Neste
momento, o narrador da partida faz o antincio “Michel Jordam esta
convertendo 78% dos lances livres que cobra na temporada!”. Ele entao
erra a primeira cobranca e acerta a segunda. Mais tarde, no mesmo
jogo, Michel sofre outra falta e novamente tem direito a dois lances livres.
Desta vez, o locutor diz que “as estatisticas mostram que Jordan tem
76% de aproveitamento nos lances livres!”. Determine o niimero de lances
cobrados por Michel Jordan na temporada e qual é o seu numero de
acertos.

No desenvolver dessa atividade, que parte de um assunto bastante recorrente no
ENEM, as porcentagens, vamos passar por conceitos de plano cartesiano, interpre-

tacoes geométricas de um sistema linear, equagoes de reta e suas inclinagoes.

5.1 O PROBLEMA

Com uma aparéncia inicialmente simples, o “problema dos lances livres” fala sobre
os anuncios feitos por um locutor esportivo com relagdo ao aproveitamento de um
jogador de basquete na temporada. Em um primeiro momento, ele diz que o jogador
tem 78% de aproveitamento e, apds o jogador ter convertido uma cobranca e errado
outra, ele afirma que o aproveitamento cai para 76%. A questdo é que, ao calcular-
mos o niumero de lances livres convertidos pelo jogador na temporada, encontramos
um numero nao inteiro, o que nos leva a concluir que existe alguma inconsisténcia
no problema.

E possivel afirmar que o locutor cometeu um engano em seus antncios? Se sim,

qual foi o erro? Se nao, qual é a solugdo do problema?

I Nossa traducio.

29
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5.1.1 Hipoteses, varidveis e dados

- Consideraremos que o locutor fez um arredondamento das porcentagens, seguindo
o padrao da norma ABNT NBR 5891 [18], antes de anunci-las;

- x serda o numero de lances livres cobrados pelo jogador na temporada no instante
do 1° antuncio;

-y serd o niumero de lances livres convertidos pelo jogador na temporada no mesmo
instante;

- x e y sao numeros naturais nao nulos, de modo que x > y;

5.2 A CONDUGCAO DO PROBLEMA

As discussoes para a abordagem do problema, neste caso, comecam antes dele revelar-
se ao alunos. Primeiro é necessario encontrar as solugoes do enunciado e depois disso

critica-las. Equacionando as porcentagens presentes no texto, podemos escrever:

Y—0,78
i

6
y+1:0,76. (6)
T+ 2

E portanto:

y=0,78x
y =0,76x 4 0, 52.

Igualando as equagoes do Sistema (7), podemos escrever:

0,78z = 0,76z + 0,52

logo

0,78z —0,76x = 0,52

e portanto

xr = 26.

Para encontrar o valor de y, vamos substituir o valor de  na primeira equacao

de (6):

y=0,78-26
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y = 20, 28.

Neste momento, a analise das respostas deve ser feita pelos alunos. Nao faz
sentido pensarmos em um ndmero de acertos que nao seja um nimero natural. E
possivel que os alunos facam a proposta de arredondar o niimero de acertos para 20,
dessa forma, teriamos:

v~ 2 _ o 70230,
r 26

Porém, isso faria com que o locutor anunciasse um indice de acerto igual a 77%
e nao os 78% do enunciado.

Agora é o momento de direcionar os alunos para a pergunta “E possivel afirmar
que o locutor cometeu um engano em seus anuncios?”. A hipotese de que ele fez
arredondamentos antes do antincio impede de afirmarmos que sim, o que transforma
o problema em modelar o enunciado segundo alguma regra de arredondamento.

Seguindo as normas estabelecidas pela Associacao Brasileira de Normas Técnicas,

o problema dos lances livres pode ser modelado como um sistema de inequagoes:

0,775 < £ < 0,785

xXr
1 8
y+2§0j%. ®)

0,755 <
x

Nesta modelagem, é necessario uma atencao especial ao trecho da norma [18]:

Quando o algarismo a ser conservado for impar, seguido de 5 e poste-
riormente de zeros, soma-se uma unidade ao algarismo a ser conservado
e retiram-se os posteriores.

()

Quando o algarismo a ser conservado for par, seguido de 5 e posteri-
ormente de zeros, permanece o algarismo a ser conservado e retiram-se
os posteriores.

A interpretacao da norma, bem como a comparagao dela com outras regras de
arredondamento, pode ser bastante frutifera em sala de aula e é essencial para a
construgao do sistema, visto que justifica o uso dos simbolos de menor que ou igual
nas inequacoes.

Como o sistema (8) ¢é formado por duplas inequagoes, ele pode ser reescrito na

forma de 4 inequagoes:

y < 0,785x
y>0,775x
y <0,765x 4 0,53
y > 0,755x 4 0,51.
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As solugoes do sistema (9) sdo representadas por uma regiao do plano cartesi-
ano, porém, apenas os pontos que possuem coordenadas inteiras sao relevantes para
solucionar o problema que foi modelado. Dessa forma, a representacao geométrica
das inequagoes sera essencial na resolucao.

No plano cartesiano, a representacao dos pontos (z,y) tais que y = 0,78z é a
reta apresentada na Figura . Um ponto T que tenha coordenadas (z, z), de modo
que z < y, também é representado nesta figura de modo a mostrar qual serd a

posicao dos pontos com essa caracteristica.

¥y
[
T
Y @Permmmmmmmmsssssssssssessssssssessssoc—cosocssseme=- o2 Q@
o o e e e e @
° 5 o

Figura 8: Representacao grafica da equacao y = 0, 7852 e de um ponto de ordenada
menor do que os pontos da reta.

Com isso, a representagdao da primeira inequagio de (9) é o conjunto de pontos
que estdo abaixo da reta r : y = 0, 785z, como podemos ver na Figura [J]

J& os pontos que representam a segunda inequacao, dado o sinal de maior que
ou igual a, sao os pontos que estao acima da reta s : y = 0, 775x, como mostra a
Figura |10}
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Figura 9: Representagao grafica da inequacao y < 0,785z .
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Figura 10: Representacao grafica da inequacao y > 0,775z .

Dessa forma, os valores que satisfazem as duas primeiras inequacoes sao aqueles
que sdo representados pela intersec¢do das regides apresentadas nas Figuras [J] e
[10] Como o coeficiente angular das retas r e s sdo muito préximos, temos uma
regiao bastante estreita, e que sera melhor visualizada para valores mais altos de
x. Softwares de geometria dindmica, como por exemplo o Geogebra, facilitam esse
tipo de visualizacdo. A Figura [11] mostra a regiao delimitada pelas duas primeiras

inequagoes do sistema (9).
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Figura 11: Regiao delimitada pelas inequagoes y < 0,785z e y > 0, 775x.

E interessante fazer com que os alunos analisem o significado do gréfico apresen-
tado na Figura[II]dentro do problema que esta sendo modelado. Os pontos da regido
destacada sao todos aqueles cujas coordenadas (x,y) apresentam uma razao £ que
poderia ser arredondada para 78%, isto é, as possibilidades dadas com o primeiro
anincio do locutor. Feita essa relacao, fica clara a aparéncia estreita da regiao para
valores pequenos de x e y e mais larga para valores maiores. Isso aconteceu porque,
para um numero grande de x, por exemplo 1000, teriamos uma série de valores de
y, os inteiros no intervalo [775,785], que satisfazem a condigdo. J4 para valores
pequenos, como x = 100, teriamos apenas o valor 78 satisfazendo o problema.

De forma analoga, é possivel construir uma regiao no plano cartesiano que repre-
senta as possibilidades olhando exclusivamente para o segundo anuncio do locutor,

como pode ser visto na Figura
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Figura 12: Regiao delimitada pelas inequacoes y < 0,765z + 0,53 e y > 0, 755x +

0,51.

As solugoes do problema estardao em uma regiao do plano cartesiano que satisfa-

cam todas as inequagoes do sistema (9). Esta regiao estd representada na Figura

que foi construida fora de escala com o intuito de tornar a compreensao mais clara.

y =0,785x

41,8

y=0,775x

y=10,765x + 0,53

—y=0,755x + 0,51

v

Figura 13: A regiao destacada representa as solugoes do sistema (9).

As Figuras [I4] [15] [16] e [[7] mostram os vértices do quadrildtero que representa a

solugao do sistema, em graficos construidos em escala.
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17 17,4 x

Figura 14: Detalhe da interseccao entre as retas y = 0,78bx e y = 0, 755x 4+ 0,51 .

19,6

Figura 15: Detalhe da interseccao entre as retas y = 0,775z e y = 0,755z + 0, 51.

20,8

20,5

Figura 16: Detalhe da interseccao entre as retas y = 0,785z e y = 0,765z + 0,53
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Figura 17: Detalhe da interseccao entre as retas y = 0,775z e y = 0, 765z + 0, 53.

Os alunos devem analisar a regiao apresentada e concluir que apenas os pontos
internos com coordenadas inteiras sao solugoes do problema dos lances livres. Com
um software de desenho, é possivel configurar uma malha para valores inteiros para
as variaveis e com a ferramenta de zoom, encontrar as solucoes. Posteriormente,
o aluno poderia confirmar algebricamente que os pontos encontrados satisfazem
as condigoes, simplesmente testando se as inequagoes sao satisfeitas para os valores
obtidos. As Figuras[18] [19] 20]e 2I] mostram as 6 solugdes existentes para o problema
representadas pelos pontos A, B, C, D, E e F.

Figura 18: Os pontos A e B representam duas solugoes do sistema
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Figura 19: O ponto C representa uma solugao do sistema.

Figura 20: Os pontos D e E representam duas solugoes do sistema.
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Figura 21: O ponto F representa uma solucao do sistema.
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Assim, temos que se o locutor fez arredondamentos ao anunciar as estatisticas
do jogador, as possibilidades, pensando no primeiro momento da narracao, sao de:

- 23 lances com 18 acertos, que correspondem a 78, 2%;

- 27 lances com 21 acertos, que corresponde a 77, 8%;

- 32 lances com 25 acertos, que corresponde a 78, 1%;

- 36 lances com 28 acertos, que corresponde a 77, 8%;

- 40 lances com 31 acertos, que corresponde a 77, 5%;

- 49 lances com 38 acertos, que corresponde a 77, 6%.

Respectivamente, para o segundo momento da narracao, temos:

- 25 lances com 19 acertos, que correspondem a 76%;

- 29 lances com 22 acertos, que corresponde a 75, 9%;

- 34 lances com 26 acertos, que corresponde a 76, 4%:;

- 38 lances com 29 acertos, que corresponde a 76, 3%;

- 42 lances com 32 acertos, que corresponde a 76, 2%;

- 51 lances com 39 acertos, que corresponde a 76,47%.

Sobre o questionamento inicial, “E possivel afirmar que o locutor cometeu um
engano em seus anuncios?”, é resposta é nao. Nao podemos fazer essa afirmacao,
considerando que encontramos possibilidades que passam por arredondamentos e nao
necessariamente por erros. O interessante é discutir com os alunos que a afirmagao
“o locutor nao cometeu erros” também nao pode ser classificada como verdadeira,
visto que a inconsisténcia das solu¢oes que encontramos inicialmente para o sistema
linear, também pode ter vindo de um erro de leitura ou calculo das porcentagens.

Novamente, podemos perceber as etapas de um processo de modelagem nessa
abordagem. A solucao do problema inicial, bem como o conhecimento das normas
de arredondamento caracterizam a inteiragao, a construgao do sistema de inequagoes
(9) é matematizacao do problema, a andlise dos graficos entra como a interpretagao
de resultados e os calculos das porcentagens relacionadas aos pontos de coordenadas

inteiras sao a validagdo do modelo.

5.3 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A ABORDAGEM

Novamente, temos duas op¢oes para a abordagem dos conceitos técnicos: formalizar
os assuntos ao longo da apresentacao do problema, ou fazé-lo ao final. Como os
conceitos aqui sdo mais curtos e rapidos de serem trabalhados, talvez seja mais
interessante desenvolvé-los de acordo com suas necessidades no problema. Aqui,

vamos organizar um roteiro de como isso pode ser feito.
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Segundo o dicionario Houaiss [19], sistema é qualquer conjunto constituido de
partes e elementos interdependentes. E nesse sentido que utilizamos as expressoes
sistema solar, sistema digestivo, sistema operacional, sistema tnico de saide, etc. A
palavra sistema traz consigo a ideia de interdependéncia.

E por esse motivo que tratamos as equacdes que aparecem em (7) como um
sistema. A incognita x de uma equagdo se refere ao mesmo numero representado
na outra e, se nao existisse essa interligacao, poderiamos trata-las apenas como um
conjunto de equagoes.

A definicao de equacao linear limita as relacoes entre as varidveis. Por exemplo,
uma equacao deste tipo nao apresenta multiplicagoes entre incognitas ou o valor do

seno de uma delas. De acordo com [20]:

Chamamos de equagao linear, nas incégnitas x1, xs, T3, ..., Ty, toda
equagao do tipo ajx1 + asxs + asxs + ... + apxy, = b.

Segundo essa definicao, uma equagao linear de duas incognitas teria o formato
a1r1 + agxe = b, com aj,ae e b como constantes conhecidas. Utilizando as incognitas
x e y e isolando o valor de y, apenas para ser apresentada da forma como foi
trabalhada no problema, podemos escreve-la como y = ax + 3, desde que az # 0.

Quando buscamos a solu¢ao de uma equacgao, estamos querendo um valor, ou
um conjunto de valores, que satisfacam a igualdade. Ja em um sistema linear, a
busca sao por valores que satisfacam todas as equagoes apresentadas. Com a ajuda
do problema modelado, é facil mostrar aos alunos que se x = 78 e y = 100, temos
que a primeira equagao do sistema (7) é satisfeita, mas como nao satisfaz a segunda
equacao, o par (78;100) nao é uma solugao para o sistema.

Algebricamente, pelo método da substituicdo ou da eliminacao, é simples en-
contrarmos a solucao do sistema, como foi feito ao longo da abordagem. O ponto
aqui é mostrar a forca que um método geométrico tem e, indiretamente, justificar a
importancia do estudo da geometria analitica como uma forma de conexao entre a
algebra e geometria.

Associar de forma biunivoca um ponto em um plano a um par ordenado é uma
construgao simples intuitivamente, apesar de ser bastante abstrata se for definida
com rigor. Com a ajuda de uma planilha eletronica, é possivel atribuir valores para
x em ambas as equagoes do sistema (7) encontrando uma série de pares ordenados

(Tabela VI) que satisfagam cada uma das equagoes isoladamente.
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X y=0,78 x y=0,76x + 0,52
1 0,78 1,28
2 1,56 2,04
3 2,34 2,8
4 3,12 3,56
5 35 4,32
6 4,68 5,08
7 5,46 5,84
8 6,24 6,6
9 7,02 7,36
10 7,8 8,12

Tabela VI: Valores que satisfazem isoladamente ds equagoes do sistema (7).

Colocando esses valores em um grafico, como pode ser visto na Figura é
natural conjecturar que os pontos associados as equagoes se organizam em retas. E,
por consequéncia da primeira conjectura, podemos intuir que em algum momento

essas retas se cruzaram.
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Figura 22: Pontos associados as equagoes do sistema (7).

E importante deixar claro que nao estamos dando pouca importancia as demons-
tragdes. Acreditamos que elas devem acontecer em sala de aula, principalmente
como uma estratégia de convencimento. A proposta inclui despertar a divida, cons-
truir uma conjectura e s6 entao estabelecermos uma estratégia para uma validacao.
Neste exemplo, podemos pensar em dois pontos pertencentes a uma das retas e
questionar os alunos sobre quais devem ser as caracteristicas das coordenadas do
terceiro ponto para que ele esteja alinhado com os outros dois, conforme mostra o

esquema na Figura
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Figura 23: As coordenadas do ponto C obedecem um critério para seu alinhamento
com os pontos A(2;1,56) e B(4;3,12) .

Neste exemplo, que toma A e B com coordenadas que satisfazem y = 0, 78z,
temos que para C estar alinhado aos outros dois, os tridngulos ABP e BCQ devem

ser semelhantes. Para isso, temos:

3,12—-1,56  y.—3,12

4—-2  x.—4
portanto
0.78 = w
’ 2. —4
logo
Yo = 0, T8x,.

Isso significa que todos os pontos que estao alinhados com A e B tém a proprie-
dade da ordenada ter 78% do valor da abscissa, o que esté diretamente relacionado
com o problema que estavamos enfrentando. O mesmo pode ser feito para a se-
gunda equagao, mostrando que os pontos associados aos seus pares ordenados estao
alinhados. Posteriormente, como seria natural em uma aula de Geometria Anali-
tica, podemos pedir aos alunos para generalizar o que foi feito, mostrando que toda
equacao do tipo y = ax + [ € representada por uma reta no plano cartesiano.

Aqui chegamos a um ponto importante sobre os sistemas lineares de duas in-
cognitas. Se cada equagao pode ser interpretada como uma reta, a solugao estara
necessariamente no ponto de interseccao dessas retas, isto é, no ponto cujas coorde-

nadas satisfazem ambas as equacoes.



5.3 CONSIDERAGOES FINAIS SOBRE A ABORDAGEM 43

Ainda apoiados no problema dos lances livres, vamos formalizar os conceitos de
coeficiente angular e coeficiente linear. Se colocarmos no mesmo grafico as retas
r:y=0,785z e s:y = 0,775z, limites das regides apresentadas nas Figuras [J e

10, podemos perceber uma diferenca sutil em suas inclina¢oes, conforme mostra a

Figura [24]

¥
\

Figura 24: As retas r e s tém inclinacoes ligeiramente diferentes.

O coeficiente que multiplica a variavel x, chamado de coeficiente angular, é res-
ponsavel pela taxa de variacao da variavel y. Isto significa que, quanto maior o seu
valor, maiores serdo os valores que y ird assumir dado um aumento de x. Geometri-
camente, temos uma reta cada vez mais inclinada. A Figura [25| mostra a relagao do

coeficiente angular com a inclinacao da reta.
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Figura 25: O coeficiente angular é a tangente do angulo formado entre a reta e o

eixo x.
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O coeficiente linear pode ser analisado pelos alunos através das retas que limitam
as regioes representadas pelas duas tltimas inequagoes do sistema (9). Chamando
de t a reta de equagao y = 0,765 + 0,53 e de s a reta y = 0, 755x + 0, 51, podemos

perceber na Figura [26| o que acontece com os valores iniciais, isto é, quando = = 0.

u

Figura 26: O coeficiente linear determina o ponto de cruzamento entre a reta e o

eixo y.

Por fim, é necessario perceber que parte da dificuldade em relacao a visualizacao
da regiao na qual estao as solu¢oes do problema dos lances livres se deve ao fato das
retas limitantes terem coeficientes angulares e lineares muito préximos, o que faz as

retas serem quase coincidentes ao olhar.
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Ao longo da vivéncia durante o periodo do mestrado, varias questoes foram levan-
tadas sobre situagoes cotidianas tanto do ambiente universitario quanto do escolar.
Pela primeira vez, estavamos inseridos num grupo com massa critica suficiente para
conhecer detalhes dos dois lados e com isso enriquecer as discussoes. Professores
experientes do ensino bésico, que agora novamente alunos universitarios, estavam
em contato proximo com professores do ensino superior. Acreditamos que isso por si
sO ja é um impacto importante do programa em que esta dissertacao estd inserida.

Dentre as varias conversas desse grupo no periodo, percebemos uma angustia do
professor universitario sobre uma maneira de atingir de forma mais eficaz alunos
ingressantes na universidade. Com as trocas de experiéncias neste processo, pude-
mos perceber que muitas vezes a expectativa do professor universitario sobre algum
conhecimento técnico do aluno ingressante era muito distante da realidade. Com
isso em mente, este trabalho foi voltado para identificar de forma mais sistematica
os motivos para estas divergéncias e propor alternativas que estivessem ao nosso
alcance para contorné-las.

Primeiramente elencamos pontos chave para as disciplinas iniciais de matematica
dos cursos da area de exatas. Buscamos identificar a frequéncia da cobranca destes
pontos e outros pontos no ENEM, que é um dos principais norteadores para pro-
fessores do ensino médio e dos proprios alunos. Paralelamente, indagamos docentes
do ensino superior sobre o que esperavam destas frequéncias e obtivemos resultados
muito distintos da realidade. Desta forma, parece natural que o professor univer-
sitario tenha dificuldades para lecionar para alunos ingressantes, uma vez que 0s
conhecimentos pressupostos por um muitas vezes nao sao de dominio do outro.

Enxergamos que é necessaria uma aproximacgao da comunidade académica com
o grupo responsavel pela elaboracao do ENEM. Com certeza seria uma discussao
muito rica, com a apresentacao e defesa dos pontos de vista destes dois grupos
sobre quais deveriam ser os elementos principais da avaliagdo do Ensino Médio no
pais e também da principal prova de acesso ao ensino superior no Brasil. Esta
aproximagao poderia partir de qualquer um dos dois grupos, tanto o MEC trazendo
a comunidade universitaria para ser mais participativa na concepcao do ENEM,

quanto as institui¢oes de educagao superior trazendo seus docentes para conhecer

45
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mais o exame. Em ambos os casos, nao estaria na nossa alcada tomar qualquer
atitude para contribuir com a situacao.

Uma alternativa a nosso alcance para contribuir com a lacuna enfrentada na
transicdo do Ensino Médio para o Ensino Superior fosse transposta é a elaboracao
de roteiros didaticos sobre pontos que consideramos cruciais neste contexto. Nesta
dissertacao escolhemos dois destes pontos para essa acao, um relacionado com a
disciplina de Calculo em Uma Variavel e outro mais relacionado com a disciplina de
Geometria Analitica.

Acreditamos que os roteiros que desenvolvemos podem ser utilizados no inicio
da vida académica de um aluno e pode ser conduzido tanto por um docente da
universidade quanto por um monitor, ou ainda em um plano estudo autonomo do
aluno. Procuramos fazer uma transicao suave entre os contetidos de maior domi-
nio do aluno do Ensino Médio para os conteidos de nosso interesse. Além disso,
combinamos gradualmente aspectos intuitivos com o formalismo mateméatico. Na
conducao destes roteiros exploramos fortemente o aspecto da modelagem matema-
tica como uma ferramenta pedagogica. Em nosso levantamento bibliografico, vimos
que estudos recentes [5] sobre este tema apontam que esta estratégia mostra-se mo-
tivadora e incita a criatividade do aluno. Ressaltamos no texto também a diferenca
entre contextualizacao e modelagem que é muito confundida pelos professores tanto
no ensino superior, quanto no basico.

Muitos pontos diferentes dos escolhidos por nés poderiam ter sido selecionados
para serem trabalhados no contexto desta dissertacao ou ainda na composicao de
um material auxiliar maior. Uma andlise estatistica mais rigorosa sobre nossas
percepgoes também seriam muito bem vindas. Com certeza um estudo mais formal
sobre estes topicos dariam um embasamento cientifico bem maior. Acreditamos
que estas observagoes podem servir de base para temas de dissertagoes ou estudos

cientificos futuros.
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