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RESUMO

Uma necessidade vivenciada por professores de Matematica do Ensino Médio é apre-
sentar conceitos matematicos significativos que possam ser aplicados em varias areas
do conhecimento. Uma maneira é utilizar problemas de otimizacao linear. E, para
que seja possivel lidar com esse assunto no Ensino Médio, foi feito, neste trabalho,
um estudo para apresentar aos alunos os problemas de otimizagao linear aplicados
em diferentes areas do conhecimento, com apoio na modelagem de problemas, e os
métodos de resolucio grafica em RR? e o Método Simplex, utilizando apenas conhe-
cimentos do 1° ano do Ensino Médio. Para isso, foi feito um estudo das definigoes

e teoremas que envolvem os métodos de resolucao utilizados.

Palavras-chave: Otimizacao Linear, Simplex, Aplicacao Matematica

ABSTRACT

One need experienced by high school mathematics teachers is to present significant
mathematical applications that can be applied in several areas of knowledge. It can
be done by introducing linear optimization problems. In order to be able to work
with this subject in high school, a study was done to present to the students the
application of linear optimization in different areas of knowledge with support on
the modeling of problems and on the methods of graphic solucion in the plane R?
and the Simplex method, using only the knowledge of the 1st year of high school. To
do this, we studied the definitions and theorems that involve the solution methods

used.

KeyWords: Linear Optimization, Simplex, Mathematical Applications
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INTRODUCAO

Com o objetivo de apresentar alguma aplicacao matematica para professores e alunos
do Ensino Médio, escolhemos discutir a resolucao de problemas de otimizagao linear.

A busca pelo desenvolvimento analitico e critico do aluno, e a utilizagdo de
ferramentas basicas da algebra e representacao grafica, presentes na modelagem e
resolucao dos problemas de otimizacao linear, tem o objetivo de gerar satisfacao e
confianga aos alunos. Segundo o PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio) [8]:

"Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvi-
mento de processos de pensamento e a aquisicao de atitudes, cuja utili-
dade e alcance transcendem o ambito da prépria Matematica, podendo
formar no aluno a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando
habitos de investigagao, proporcionando confianca e desprendimento para
analisar e enfrentar situacoes novas, propiciando a formacao de uma vi-
sdo ampla e cientifica da realidade, a percepcao da beleza e da harmonia,

o desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais."

Com a boa escolha das aplicagdes envolvidas nos problemas de otimizacao linear,
podemos estimular os alunos a compreender melhor o papel da Matematica na soci-
edade como um todo. As aplicagoes, além de agradar os alunos, seguem o objetivo
do PCNEM [§]:

"Aplicar seus conhecimentos matematicos a situacoes diversas, utilizando-
os na interpretacao da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades

cotidianas."

De posse de solidos conhecimentos tedricos, o professor podera conduzir os alunos
ao melhor entendimento dos métodos, e também possibilitar a continuidade nos
estudos de aprofundamento tedrico e de apoio no reconhecimento de situagoes que

se encaixam na modelagem de problemas de otimizacao linear.

"A aprendizagem é considerada como um processo psico-cognitivo, for-
temente influenciado por fatores de motivacao e de atitude do aluno-

aprendiz. Postula-se, além disso, que para modificar o rendimento dos
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alunos, o fator decisivo é a conduta do docente e que esta, por sua vez,
pode ser explicada em funcao do pensamento do professor - no "pen-
samento do professor" estdo incluidas suas expectativas, sua maneira de
conceber o ensino da Matematica e sua forma mais ou menos espontanea

de interpretar o saber matematico."([6])

Dessa forma, produzimos um trabalho que podera ser utilizado por professores
e alunos do Ensino Médio. Para os professores destacamos os principais conceitos
tedricos que indicam a razao pela qual podemos usar os métodos de resolucao gréfica
e o Método Simplex analitico. E para o jovem do Ensino Médio, caso queira utilizar
o material, ele podera iniciar seus estudos a partir do Capitulo 3, onde ira encontrar
as orientacoes para resolver problemas de otimizagao linear.

Assim, no Capitulo 2, sera apresentado todo os conceitos tedricos para o enten-
dimento dos métodos que serao apresentados. No Capitulo 3, sdo feitas orientagoes
para o apoio ao aluno na modelagem dos problemas. Em seguida, no Capitulo 4,
resolvemos um problema utilizando o recurso grafico. Ja no Capitulo 5 mostramos o
método Simplex analitico para resolucao dos problemas de otimizacao linear. Final-
mente, no Capitulo 6, sdo apresentadas algumas situagoes que podem ser modeladas

como problemas de programacao linear.



DEFINICOES, TEOREMAS E PROPRIEDADES

Para ministrar um minicurso sobre resolu¢gdo de problemas de otimizagao linear
usando o método geométrico e o Simplex para o Ensino Médio, sao necesséarios
estudos para compreender como os teoremas se aplicam no raciocinio e na construgao
dos métodos.

Por isso, é necessario compreender a teoria basica que envolve os problemas de
otimizacao linear: forma padrao, teoremas fundamentais, Método Simplex e dua-
lidade. A seguir, temos uma descricdo resumida da teoria de programacao linear,
sendo que a teoria de dualidade sera apresentada de forma breve, com o objetivo de

registrar possiveis novas aplicacoes no decorrer do minicurso.

2.1 FORMA PADRAO

A forma padrao que os problemas de otimizacao linear se apresentam é a seguinte:
minimizar (ou maximizar) uma fungio com n varigveis (sendo n um niimero natural),
sujeito a algumas restricoes e a condi¢ao de nao negatividade das variaveis. Podemos

representar a situagdo matematicamente da seguinte forma:

Minimizar f(z1,x2,23,...,Tn) = 121 + c2x2 + 323+ ... + cpp
al1r1 + apre + ... 4+ apxn = b
. ag1r1 + azpre + ... + apr, = b
Sujeito a
Am1T1 + amer2 + ...+ amaTn = by

x1 > 0,29 >0,232>0,...,2, >0

Chamamos a funcao linear f a ser minimizada de fun¢do objetivo, o sistema
de equacoes lineares sao chamadas de restricoes do problema, e ainda, temos as
condigoes de nao negatividade das variaveis.

Para simplificar tal organizacao, podemos usar a notacao matricial, dada por:

Minimizar f(z) =c'x

S.a Az =10 (1)
x>0

Neste caso, temos, por defini¢do, que:
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arr a2 - Qi
o A= : : : : é uma matriz m x n, chamada matriz dos coe-
aml Am2 - (Gmn
ficientes.
o ' =Jcica...cy] é 0 vetor de custos.
o vl = [z129...2,] é 0 vetor das varidveis ou incégnitas.

o V' = [b1ba ... by] é 0 vetor dos termos independentes ou de recursos.

Ty transposto do vetor x.

E importante saber que denotamos por x
Logo, podemos descrever um problema de otimizagao linear pelas seguintes ca-

racteristicas:

e A fungao objetivo deve ser minimizada (ou maximizada);
e As restrigoes do problema sao definidas por um sistema de equacoes lineares;

e As varidveis possuem a restricao de serem nao-negativas.

Uma vez que as restrigoes do problema produzem um sistema de equacoes line-
ares, sabemos que esse sistema podera ter uma tunica solu¢ao ou infinitas solugoes

ou nenhuma solugao.

2.2 DEFINIQ(N)ES, TEOREMAS E PROPRIEDADES

Agora vamos dedicar atencao ao estudo das defini¢bes e teoremas fundamentais da

programacao linear.

Definigdo 2.1 Um ponto x=[r1 3 x3 ... 1] de ¢ chamada de solugao vidvel
se satisfizer todas condigcoes de ndo negatividade e todas as restri¢oes. Um conjunto

de solugoes vidvel é chamado de regido vidvel.

Podemos interpretar uma regiao viavel como sendo o interior e os lados de um
poliedro convexo em R", determinado pelas restricoes do problema. Chamaremos

de pontos extremos os vértices desse poliedro.

Definigao 2.2 Uma solugio vidvel T = [T1 Tz T3 ... Tp) de (). um problema de
minimiza¢io, é chamada de solu¢io dtima se f(T1,T2,T3, ... ,@n)< f(r1,22,23, ...

) , para qualquer solugdo vidvel v = [r1 x2 x3 ... z,)".
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A solucao 6tima de um problema, se existir, pode ser interpretada geometrica-

mente em R"” como sendo um dos pontos extremos da regiao viavel.

Teorema 2.3 Se existir uma solu¢ao dtima para , entao existe um ponto extremo

otimo.

Demonstragao: Teorema 3.3 de [4].
Usando a representacao matricial da Definicao 2.1, podemos reorganizar a repre-

sentacao da matriz A, supondo que A possua m colunas linearmente independentes.

Definicao 2.4 A reorganizacao da matriz A serd chamada de particio basica se for

da sequinte forma:
a=lm )
em que:

® Bhxm; € a matriz basica que possui m colunas linearmente independentes

(portanto B € nao singular).
® Nyx(n—m); € a matriz ndo bdsica.

Deste modo, faremos uma particao em relacao ao vetor x:

rp
T = ,
N
em que
B,
By | L
e Ip = ) é o vetor das varidveis basicas;
LB
TNy
TNy , L
o Ty = ) ¢ o vetor das varidveis nao bdsicas.
anfm

Fazendo a substituicao dessas representacoes de A e x na forma padrao matricial,

temos:
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IB

Az=b= [ B N | —b= Brg+ Nay =b=

TN
=1 =B"b— B 'Nay

Conseguimos, assim, uma forma geral para resolver o sistema, sendo necessario

apenas atribuir valores para as variaveis nao basicas de xy.

Definigao 2.5 Serd considerada solugio bdsica a solugio de Ax = b com (n—m)

e , _ TB .
varidveis iguais a zero. Isto €, se A = { B N } er = | _ , entao
TN
tp =B
rp —
zny =0

Entdo, T é solugio bdsica, e ainda, se Tg = B~'b > 0 (ou seja, cada componente

do vetor Tp é nao negativo), chamamos de solugao basica vidvel para o problema (|1)).

Podemos analisar as solucoes basicas vidveis em R?, da seguinte maneira: o con-
junto de restrigoes irda produzir uma regiao limitada no plano, e quando assumimos
que alguma variavel é zero (varidveis nao basicas), implica em buscar os valores ma-
ximos das outras varidveis (bésicas). Dessa forma, a busca por solugoes ird caminhar

pelo limite das restri¢oes.

Teorema 2.6 Toda solugdo basica é um ponto extremo do conjunto de solugoes

vidvess.

Demonstragao: Teorema 3.2 de [4].

2.3 METODO SIMPLEX

O método Simplex [4] procura uma solucao de (1)) (caso exista) visitando os pontos
extremos da regiao viavel de .

Para isso, vamos reorganizar a fungao objetivo considerando a particao basica

rp
flx)=clo = [ ck ok } = cLap + Ly,

TN

em que:

e cL: coeficientes das varidveis bésicas na fungdo objetivo.

° c%: coeficientes das variaveis nao-bésicas na funcao objetivo.
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Nesse momento, vamos resgatar a formula da solugao geral xp e substitui-la em

f(z).

f(z)=chap+chay = (B0 — B~ 'Nay) + chay =
= f(z) =cEB - cEB !Nay + chay

Se T é uma solucao basica de Ax = b, temos que
f(@)=chzp+ iy =cEB o+ (0) = cEB7 1
Assim, podemos reescrever a fungdo f(r) da seguinte maneira:
fx)=cEB % —chB'Nay + chan = f(7) — 5B ' Nay + chay

Definicao 2.7 Chamamos de vetor multiplicador simplex o vetor Ay x1, represen-
tado por \T = cL. B!

Para conhecer o vetor multiplicador simplex, devemos resolver o sistema de equa-
coes lineares BT\ = ¢p.
Fazendo agora uma nova substituigdo do vetor multiplicador na funcao f(x),

temos:

fz) = f(z) - ch_leN —i—c}@x]\r = f(z) = MN'Nay + cﬁxN =
flz) = f(@) 4 (¢ = AT N)xy

Se desenvolvermos o segundo termo, temos:

(ch = M'N)zy = ([en, - -en, ] = Many - an, ., Dlzn, 2N, ]
Portanto, a fun¢ao objetivo pode ser escrita como

flz) = f(2) + (eny = Man))on, + -+ (en,, — Man, )TN, ,,

Definigcao 2.8 Os coeficientes das varidveis ndo basicas da fungao objetivo acima
sao chamados de custos relativos ou custos reduzidos, e poderao ser representados

pOT Cpo :cNk—)\TaNk >0,parak € N ek <n-—m.
Logo, a fun¢ao objetivo pode ser escrita como
f(z) = f(z) + Gizn, +C2xny + ...+ CnemN,_,,

Propriedade 2.9 (Condig¢io de otimalidade) Considere a fungao objetivo



2.3 METODO SIMPLEX 10

f(a:) = f(:l_?) +cixn, + TNy, + ...+ Cn—mTN,_,,

Se ¢ = cn, — )\T@Nk > 0,k =1,2,....,n—m entao T ¢ solucao bdsica vid-
vel otima para o problema (l)). Em outras palavras, se os coeficientes ¢ sao nao-
negativos e se ry saGo sempre nao-negativos, entao a fungdo objetivo nunca terd um

valor menor que f(T), sendo assim o valor dtimo para a fungdo.

Porém, no caso da solucao basica nao ser 6tima, significa entao que existe um
¢n, < 0, e assim podemos melhorar a solucao atribuindo valor para x, . Assumindo

que zy, = € > 0, temos que:
rtp =B '%—B 'Ney =B 1b— B’laNhe =7Tp—ye
_ p-1 , . N .z ~ -
Com y = B™"ap, e ay, ¢ a coluna de A associada a varidvel nao basica z, .

Definicao 2.10 O vetory = B_chNh, responsavel por calcular os novos coeficientes

das varidveis bdasicas modificadas pelo método Simplex é chamado de dire¢io Simplex.

Assim, analisando a possibilidade de conseguir um valor melhor para a funcao
objetivo, vamos buscar uma das variaveis basicas a sair da base, e, para isso vamos

reescrever as variaveis bésicas como:
rp, = Ip,—yic=>0,comi=1,...,m
Entao, temos a seguinte situacao:

e Sey; <0, entao xp, > 0, para todo € > 0

i’Bi
Y

e Sey; >0, como xp, = Tp, — y;e > 0 entdo € <

Logo, como nosso objetivo é melhorar a solucao escolhendo uma variavel basica,

nossa escolha sera dada pela seguinte regra

B;
i

- B o z
¢ = -t = minimo {=% | y; > 0}

Y

Com isso, nossa escolha de uma varidvel a sair da base, ird gerar uma mudanca
de uma variavel ndo basica a entrar na base, e assim, teremos uma nova solugao
basica, que deverd ser verificada se é étima ou ndo. E importante saber que, se
y; < 0 para todo ¢ = 1,2,...,m, entao nao ird existir limitante superior para €, ou
seja, teremos sempre uma solucao factivel para todo valor de € > 0, e nesse caso
dizemos que o problema ¢é ilimitado.

Organizando os passos, 0 Método Simplex seguira as seguintes etapas
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1. Identificar uma solugao bésica para o problema (Definigao 2.4)

Para verificar se a soluc¢ao é 6tima:
2. Calcular o vetor multiplicador Simplex (Defini¢ao 2.5)

3. Calcular os custos relativos (Defini¢ao 2.6) e reescrever a fungao objetivo em

relacao a solucao basica e estes custos relativos.

4. Verificar se temos a solugao 6tima (Propriedade 2.9)

Se sim, chegamos na solucao 6tima ou ilimitada, e o algoritmo para; se nao,

devemos

5. Determinar a dire¢do Simplex (Defini¢ao 2.7), e caso y; < 0 para todo i =
1,2,...,m, o problema é ilimitado; caso contrario, devemos determinar a
variavel a sair da base usando a regra

B;

T
-y >0}

7

¢ = 2L = minimo {
Y
6. Atualizar o problema com a troca de variaveis e verificar se a solucao é 6tima,

seguindo a partir da segunda etapa.

Note que o niimero de pontos extremos sao finitos e entao o processo termina

(quando € maior que zero).

2.4 DUAL

Os problemas de otimizagao linear na forma padrao (sao também chamados de pro-
blema primal) apresentam valores para as restrigoes e coeficientes da funcao objetivo
fixos e pré-determinados. O estudo do problema dual, sera um problema de otimi-
zagdo linear que ird analisar o comportamento da mudanca desses valores fixos no
problema primal. Assim o problema dual serda construido da seguinte forma em

relagao ao problema primal padrao:

Minimizar z)=clz
/() Mazximizar g(x) = bl A
S.a Arx =10 T
Sa AN < ¢
x>0

Para a construcao do problema dual, deve-se prosseguir da seguinte forma, a

partir do problema primal na forma padrao:

e O problema dual é de maximizacao.
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e O numero de variaveis duais \; é igual ao niimero de restrigoes do primal.

e O numero de restri¢coes duais é igual ao nimero de varidveis do primal.

12

e Os coeficientes da funcao objetivo dual sao os coeficientes do vetor recurso do

primal.

e A matriz dos coeficientes das restricoes duais é a transposta da matriz dos

coeficientes do primal.

e O vetor recurso dual é formado pelos coeficientes da funcao objetivo do primal.

Um resumo para a construcao do problema dual a partir do primal é dado pela

tabela abaixo:

PRIMAL

DUAL

Minimizacao

Maximizacao

Vetor de Recursos

Vetor de Custos

Vetor de Custos

Vetor de Recursos

Restricao

Varidvel

(Livre)

Variavel
(Livre)
(<)
(=)

Restricao

(=)

Seguem agora alguns teoremas importantes:

Teorema 2.11 O problema dual do dual € o primal.

Demonstragao: Lema 6.1 de [4]

Teorema 2.12 As possiveis relagoes entre o problema dual e primal sao:

1. Se um dos problemas tem soluc¢do otima, o outro problema também terd solugao

otima.

2. Se um dos problemas tiver solugcdo otima ilimitada, o outro problema nao terd

solugao vidvel.

3. Se um dos problemas nao tem solugdo vidvel, o outro problema ndo terd solugdo

vidvel também ou a solugdo é ilimitada.

Demonstragao: Teorema 6.1 de [4]



ESTRATEGIAS PARA MODELAGEM DE UM PROBLEMA DE
OTIMIZACAO LINEAR

Transferir as informacgoes da situacao-problema para linguagem matematica nem

sempre sera uma tarefa facil.

'O caminho que vai desde a compreensao do problema até o estabele-
cimento de um plano, pode ser longo e tortuoso. Realmente, o princi-
pal feito na resolu¢ao de um problema é a concepcao da ideia de um
plano."([5])

Para ajudar o aluno a criar habilidades nessa etapa, ¢ importante reconhecer
as situacoes aplicadas no problema e ter atengao no processo de modelagem para
chegar a forma padrdao. Dessa forma, em meio a uma dificuldade dos alunos em
prosseguir por essa etapa, o professor estara melhor preparado para orienté-los e
apresentar exemplos.

As situagoes nas quais podemos utilizar a otimizagao linear sdo muito diversifi-
cadas e de muita curiosidade. E importante saber que, em qualquer situacio onde
se deseja aplicar as técnicas de otimizagao linear, as grandezas envolvidas no pro-
blema deverao respeitar regras bem definidas, que sdo as hipoteses de linearidade,

aditividade, proporcionalidade e fracionamento. (Ver [3]).

3.1 MODELAGEM DO PROBLEMA

A modelagem dos problemas de programacao linear requer certos cuidados. Para
melhor orientar os alunos, é conveniente esquematizar uma organizagao junto com

eles para definir etapas.

"A melhor coisa que pode um professor fazer por seu aluno é propiciar-
lhe, discretamente, uma ideia luminosa. As indagacOes e sugestoes que

passamos a discutir tendem a provocar tal ideia."([5])

Como sugestao de apoio aos alunos, realizar algumas perguntas sobre o problema

poderao ajuda-los a escrever matematicamente a situacao do problema.

e Quais sao as grandezas envolvidas?

13
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e Quais dados foram apresentados?
e O que deseja descobrir (varidveis)?

e Serd que é possivel escrever sentencas matematicas que representam a situacao

do problema?
e E agora, como encontrar uma resposta?

Assim, tentar modelar um problema de otimizacao linear ird trazer ao aluno
um momento de reflexdo sobre seus conhecimentos prévios em Matematica, o que
resultard no desenvolvimento da andlise critica e da capacidade de conexdo com
situagoes praticas.

Alguns pontos levantados por [2], explicando a importancia da modelagem ma-
tematica como instrumento de pesquisa, sao importantes para reflexdo do professor,
pois, apesar do objetivo no Ensino Médio nao ser a pesquisa, nada o impede de utili-
zar algumas ferramentas e atividades que possam favorecer o caminho para futuros

pesquisadores:

e Estimular novas ideias e técnicas experimentais;
e Dar informacoes em diferentes aspectos dos inicialmente previstos;
e Desenvolver métodos para fazer interpolacoes, extrapolacoes e previsoes;

e Sugerir prioridades de aplicagdes de recursos, pesquisas e eventuais tomadas

de decisao;
e Preencher lacunas onde ha falta de dados experimentais;
e Uséa-la como recurso para melhorar o entendimento da realidade;

e Usé-la como linguagem universal para compreensao e entrosamento entre pes-

quisadores em diversas areas do conhecimento.



METODO GEOMETRICO

Para trabalhar a resolucao de problemas de otimizacao linear com duas variaveis,
vamos usar o plano cartesiano IR?. Essa representacao grafica do problema é impor-
tante, pois apresenta etapas significativas do raciocinio légico do Método Simplex.
Por isso, apresentamos alguns passos para o encontro da regra geral para resolver
esse tipo de problema (Teorema . Assim, podemos iniciar apresentando um pro-
blema de otimizacao linear com duas variaveis. Como exemplo, vamos utilizar o

problema abaixo:

Exemplo 4.1 A comissao organizadora da formatura do 3° ano promoveu grandes
agoes para levantar dinheiro para uma festa, e contou com a ajuda de outros colegas.
Dentre as atividades propostas, uma delas era fazer e vender bombons nos intervalos
da escola, e um grupo de amigas decidiu assumir a tarefa.

Elas sabiam fazer dois tipos de bombons: tradicionais e trufados. Para fazer cada
bombom tradicional, elas gastavam 7 minutos e, para os trufados eram necessdrios 16
minutos. O gasto para fazer um tradicional é de R$ 0,40 e um trufado é de R$ 1,60.
Para fazer os bombons, foram investidos R$ 48,00 para compra dos ingredientes e
126 unidades de papel decorativo para embalar os bombons. Sabendo que elas possuem
um tempo na semana de 9 horas para fazer os bombons, que os bombons tradicionais
conterao 3 papeis decorativos e os trufados terao apenas 1 papel decorativo, e que 0s
bombons tradicionais serdo vendidos por R$ 2,00 e os trufados por R$ 3,50, quantos
bombons tradicionais e trufados devem ser feitos para ter o maior lucro possivel,

sendo que todas unidades produzidas serdo vendidas?

4.1 MODELAGEM DO PROBLEMA

Devemos ter atencdo com esta primeira etapa, pois, a transcricao das informagoes
para um formato matemético ndo ¢ trivial aos alunos do Ensino Médio. E funda-
mental ajuda-los a organizar as informagoes e, com calma, montar as expressoes do
problema, seguindo como sugestao a Secao [3.1]

Para o Exemplo [4.1] temos:

e O objetivo é maximizar o lucro. O lucro para venda de cada bombom tradici-

onal é R$1,60 e para a trufa é de R$1,90.

15
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e Existe um tempo de preparo para cada tipo de bombom (7 ou 16 min) e um

tempo limitado para o trabalho de fazé-los (9 horas).

e Existe um custo para cada unidade de cada tipo de bombom (R$0,40 ou
R$1,60) e um limite de gastos(R$48,00).

e Existe a necessidade de embalar os bombons (1 ou 3 unid.) e um limite de

embalagens (126 unidades).
As variaveis do problema sao:

x1: numero de bombons tradicionais

z9: numero de bombons trufados

Podemos agora montar as equagoes na forma padrao:

Maximizar: L(z) = 1,6x1 + 1,922 (Lucro)

Tr1 + 1622 <540  (Tempo)

0,4z1 + 1,6x9 <48 (Custo) (2)
3z + 29 < 126 (Embalagens)

120,29 >0

S.a

Neste momento, analisar a situagao e estudar as restricbes do problema ira apro-
ximar o aluno do objetivo do problema. Buscar solucoes por testes aleatorios ¢ uma
atividade interessante para criar estratégias de calculo envolvendo a funcao objetivo
e as restrigoes ao mesmo tempo. Apenas devemos tomar cuidado com o problema

proposto para que a solucao nao “apareca” dessa maneira.

4.2 REPRESENTACAO DAS RESTRICOES R?

A utilizacdo do plano IR? para representar as restrices ird funcionar como um recurso
visual para analisar os possiveis valores das variaveis em cada restricao. Para isso,
utilize o eixo das abscissas para representar a quantidade de bombons tradicionais,

o eixo das ordenadas para representar a quantidade de bombons trufados.

Tempo : Tx1 + 1622 < 540
Custo : 0,4x1 + 1,629 < 48
Embalagens : 3x1 + 19 < 126
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Figura 2: 321 4+ 22 < 126 (Embalagens)

Iniciamos a representacao das restri¢goes de forma separada, uma a uma, de forma
a reconhecer as regides do plano onde os possiveis valores das variaveis se localizam.

Veja como nas Figuras 1, 2 e 3.
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204

Figura 3: 0,421 + 1,625 < 48 (Custo)

Assim, como as restrigoes devem ser satisfeitas ao mesmo tempo, vamos colocar

todas as representacoes das restricdes no mesmo plano, e identificar uma regiao onde

todas as restri¢des sao respeitadas.

1204

100 4

804

B0

[/

0 20 40\ &0 \ 100 120\
t c

Figura 4: Restri¢oes de tempo, de embalagens e de custo representados geometrica-
mente no mesmo plano cartesiano
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Com a regiao determinada no plano, é possivel fazer uma nova andlise do pro-
blema e melhorar os valores dos testes. Neste momento pode ser feito uma discussao
sobre as estratégias adotadas e como elaborar uma estratégia usando a figura no
plano.

Essa intervencao com o grupo tem como objetivo apresentar o raciocinio e a
logica usada no Método Simplex. Partindo da escolha de um valor maximo para
uma variavel dentre todas as restrigoes, e, a partir dessa escolha, buscamos os valores
para outra variavel, respeitando todas restri¢oes, de modo que os valores da fungao
objetivo fiquem cada vez maiores. E provdvel que nesse processo exista a necessidade
de alterar o primeiro valor escolhido para primeira variavel, trabalhando a ideia de

compensacao entre os valores para as variaveis.

4.3 SOLUCAO OTIMA
Aplicando a logica do Método Simplex no plano cartesiano, nao sera dificil mostrar

que os vértices sao os melhores testes a serem feitos. Aplicamos essa estratégia na

Figura 5.

20 [

Figura 5: Regiao vidvel do problema

Sabendo que o ponto A é a intersecao do eixo x2 com a equacao do tempo, que
o ponto B é a intersecao da equacao do tempo com a equagao do custo, que o ponto
C ¢ a intersecao da equacao do custo com a equagao das embalagens, que o ponto
D é a intersecao da equacao das embalagens com o eixo x1, obtemos as seguintes

coordenadas:
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(z1;22)
A = (0;30)
B = (20;25)
C = (36;18)
D = (42;0)

Por fim, testamos esses pontos na fungao objetivo, e verificamos qual deles produz

o maior lucro para venda dos bombons.

A = (0;30)
= 1,6 x0+1,9x30 =57
L(x) = 1,621 4 1,922
B = (20;25)
=1,6x204+1,9x25=79,50
L(z) = 1,621 4+ 1,929
C = (36;18)
1,6 x36+1,9 x 18 = 91,80
L(z) = 1,621 4+ 1,929
D = (42;0)
1,6 %424 1,9 % 0 = 67,20
L(z) = 1,621 4+ 1,929

Concluimos que para obter o maior lucro (R$91,80) serdo necessarios fazer 36

bombons tradicionais e 18 trufas.

4.4 CONCEITOS MATEMATICOS

Uma vez resolvido um problema dessa maneira, é importante revisar o problema e
as etapas de raciocinio para chegar no objetivo do problema, que é obter a melhor
situacao possivel para maximizar o lucro na venda dos bombons.

Um novo momento para discussao da situagao final, verificando como os pontos
dos vértices se relacionam com as restri¢coes, pode ser uma estratégia importante
para consolidar o entendimento do problema e aproximar o aluno ao modelo de
problema de otimizacao linear que foi proposto.

Assim, com a seguranca de que os alunos entenderam as etapas e as escolhas
dos vértices, pode-se apresentar alguns conceitos tedricos, como a forma padrao de
modelagem desses problemas, Definicoes e2.2] e os Teoremas e

A apresentacao desses conceitos para os alunos deverd ser feita apenas para
consolidar o entendimento da resolucao do problema e estimular o aluno a pensar
em aplicagoes distintas onde se pode modelar a situagdo no formato de um problema

de otimizacao linear.



METODO SIMPLEX - ANALITICO

Apoés o primeiro contato com os problemas de otimizacao linear, e resolver outros
problemas com duas variaveis geometricamente, é provavel que algum aluno sinta a
necessidade de saber o que fazer com problemas com mais de duas variaveis.

Ir para R® no caso de trés varidveis é uma deducio légica aceitdvel. Porém tal
escolha néo ird nos ajudar a resolver o problema, uma vez no IR? nio é tao facil
de representar as restricoes nem conseguir enxergar os pontos extremos da regiao
viavel.

Assim, com esse problema técnico para resolver um problema com mais de duas
variaveis, podemos apresentar uma nova estratégia para resolver os problemas de
otimizacao linear: o Método Simplex.

Nesta apresentacao do Método Simplex, nao utilizaremos a representacao do
problema (|1) na forma padrdo. Abordaremos o método através da intuigdo e de

recursos algébricos simples. Para isso, vamos apresentar um novo problema.

Exemplo 5.1 Uma grande padaria deseja aproveitar o melhor da matéria prima
na producao de paes. Para isso, precisa ter um controle muito grande sobre o esto-
que e ndo deixd-los se deteriorarem com o tempo. O primeiro passo € conhecer a
capacidade de estocagem dos produtos na padaria, e evitar ao mdximo o gasto com
fretes.

Foi definido, assim, uma quantidade de farinha, fermento e ovos, que deveriam
ser utilizados por dia para a fabricacao dos paes caseiro, de sal e doce. A quantidade
maxima que poderia ser utilizada por dia é de 40 kg de farinha, 1,8 kg de fermento
e 95 ovos.

Agora, o objetivo é de saber qual quantidade, em kg, de cada tipo de pao deve
ser produzido por dia para que o lucro seja o maior possivel. Use as informacoes da
tabela abaixo, para a producdo de 1 kg de cada tipo de pao, e encontre o maior lucro

possivel nessa situacao.

PAO DE SAL | PAO CASEIRO | PAO DOCE
FARINHA (kg) 1 1 1
FERMENTO (g) 60 25 20
OVOS (unid) 3 1 2
LUCRO (R$) 3 1,5 2

21



5.1 MODELAGEM DO PROBLEMA 22
5.1 MODELAGEM DO PROBLEMA

Ap6s um primeiro contato com problemas de otimizacao linear, é esperado que os
alunos tenham mais confianca em executar esta etapa sozinhos. A escolha de uma
aplicacao diferente ira proporcionar uma experiéncia muito boa aos alunos, que
poderao entender outras formas de relacionar os dados do problema com as variaveis,
criando uma sensacao confortavel para o desenvolvimento das ideias. Seguindo as
sugestoes de modelagem da Segao [3.1], podemos modelar o Exemplo [5.1] da seguinte

forma:

e O objetivo é maximizar o lucro. O lucro com a venda de 1 kg de pao de sal é
de R$ 3,00, com pao caseiro é de R$ 1,50 e com pao doce é de R$ 2,00.

e Para producao de 1 kg de qualquer tipo de pao, é necessario 1 kg de farinha,

com limite diario de 40 kg.

e A quantidade de fermento necessaria para o pao de sal é de 60 g, para o pao

caseiro ¢ de 25 g e para o pao doce é de 20 g, com um limite diario de 1,8 kg.

e O namero de ovos para o pao de sal é 3, para o pao caseiro é 1 e o pao doce é

2, com um limite diario de 95 ovos.

As variaveis do problema sao:

x1: quantidade (em kg) de pao de sal
x9: quantidade (em kg) de pao caseiro

x3: quantidade (em kg) de pao doce

Podemos, agora, montar o problema na forma padrao:

Maximizar: L(x) = 3x1 + 1,5z + 223 (Lucro)

1+ 29 + 23 < 40 (Farinha)
S 0,06x1 + 0,025z9 + 0,0223 < 1,8 (Fermento) (3)
a
3x1 + w9+ 223 < 95 (Ovos)

12> 0,29 > 0,23 >0
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5.2 VARIAVEIS DE FOLGA

A estratégia inicial serd de apresentar a transformacao das inequagoes nas restrigoes
em equagoes. Para isso, a argumentacao logica sobre o estudo das inequagoes deve
ser feito, de modo que os alunos reconhecam que nem sempre os limites das restrigoes
serao utilizados. Como exemplo, pode-se mostrar no Exemplo que a solugao
6tima do problema indica que nao sera usado todo o dinheiro disponivel para fazer
os doces.

Por isso, criamos as varidveis de folga x4, x5, xg, ndo negativas, para cada ine-
quacao das restrigoes, obtendo assim uma nova representacao do problema, agora

por equagoes nas restricoes.

Mazimizar : L(x) = 3z1 + 1,5z + 223
r1+ w2+ 23+ 24 =40

S.a 0,06z 40,0252 + 0,025 + 25 = 1,8
3r1+ 29+ 223+ x5 = 95
21 > 0,220 > 0,23 > 0,24 > 0,25 > 0,26 > 0

5.3 APLICANDO O METODO SIMPLEX ANALITICO

O Método Simplex parte de uma solugao bésica inicial viavel, e em seguida, busca
de outra solugao basica viavel melhor. Para os alunos abordaremos esse método
de resolucao através de processos algébricos e de argumentacoes sobre as decisoes

tomadas.

5.3.1 Solucao inicial

Devemos buscar uma solugao inicial qualquer de modo que algumas das variaveis
sejam iguais a zero e que respeitem todas as restricoes. Uma argumentagao para
essa escolha vem do método geométrico, pois, se a solucao estd em um vértice da
regiao viavel formada pelas restri¢coes do problema, isso significa que as variaveis de
folga nessas restrigdes sao iguais a zero.

Para isso, vamos isolar as variaveis de folga em cada restri¢ao.
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Max : L(x) = 3z1 + 1,522 + 223
rqg =40 — 11 — 19 — X3
S.a x5 =1,8—0,06x1 —0,02529 — 0, 0223
ZL’6:95—31’1—I2—2:}33
21 > 0,220 > 0,23 > 0,24 > 0,25 > 0,26 > 0

Com essa organizagao, vamos assumir que todas as variaveis iniciais do problema

x1, T, r3 valham zero. Assim, teremos uma solucao do tipo

Maz : L(z) = 3.0+ 1,5.0 + 2.0

:C4:40
g =40—-0-0-0
= x5 =1,8
x5 =1,8—-0,06.0—-0,025.0—0,02.0
T = 95

6 =95—-3.0-0—-2.0

Uma forma de apresentar a solugao do problema é () = (00040 1,895 e
L(zM) = 0.

E claro que esta ndo é a melhor solucdo possivel pois nao foi produzido nenhum
produto. Entado, vamos fazer alguma alteracao nessa solucao para que possamos ter

uma melhor solu¢ao para o problema.

5.3.2  Encontrando uma solugcao melhor

Para encontrar uma solu¢ao melhor, imediatamente buscamos a variavel que possui
o coeficiente que produz o maior aumento no valor da funcao objetivo. Esta com
certeza, é a melhor escolha para fazer a alteracao.

No modelo anterior, a variavel x1 tem o maior coeficiente na fungao objetivo, e
vamos alterd-la para o maior valor possivel. Este maior valor possivel serd fornecido

pelas restrigoes do problema, quando xo = 0 e x3 = 0. Assim, temos:

4 =40—21—0—-0 x4 = 40 — 27
x5 =1,8—0,06z1 —0,025.0 - 0,02.0 = 25 =1,8—-0,006x1
{L’6:95—3$1—0—2.0 $6:95—3$1

Sabendo que todas varidveis sdo nao negativas, temos como encontrar o maior

valor possivel para 1, respeitando todas restricbes ao mesmo tempo.

4 =40—21 >0 1 <40 1 <40
x5 =1,8—-0,0621 >0 = 0,061 <1,8 = 21 <30
r6=95—3r1 >0 3r1 <95 r1 < 31,66
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Concluimos entao que o maior valor possivel é x1 = 30, e com isso, temos que
x5 = 0. Dessa forma, vamos reorganizar a restricdo com a variavel de folga x5,

isolando a variavel zy:
x5 =1,8—0,0621 — 0,02529 — 0,02z3 = 1 = 30 — S22 — 373 — Fas

Assim, como temos o valor maximo definido para x; em uma restricdo, devemos
garantir que ele seja atingido. Para isso vamos fazer a substituicao da variavel xy
pela a expressdo que a representa, em funcao das varidaveis xs, r3 e x5, nas outras
restri¢oes e fungao objetivo.

Iremos obter uma nova organizacao das variaveis para deduzir uma nova solucao

e garantir o valor maximo para x.

Maz : L(z) = 3z1 + 1,5z2 + 23 Maz : L(z) = 3(30 — 1%:132 — %13 — 5—3?:65) +1,5z2 + 2z3
_ _ 5 1 50
4 =40 —x1 — 22 — T3 N a:4740—(30—ﬁxrg—gx?—?:fg)—xg—xg N
25 = 1,8 — 0,062 — 0,025z — 0,023 21 =30~ Sy — Loy — Vg
6 = 95 — 31 — T2 — 273 z6 = 95 — 3(30 — %xz - %xs - 5—305(;5) — 9 — 223

Maz : L(z) = 90 4 0, 25z + 3 — 50z5

7 2 50
x4 =10 — {522 — 573 — F 5
5 5
1 =30 — 75T2 — %x5 — “’?Ox5

g =5+ 0,25z2 — x3 + 50x5
Fim da 12 iteracao

Dessa forma, se fixarmos x9 = x3 = x5 = 0, temos que 1 = 30,24 = 10 ¢
z6 = 5 e solucao é z(2) = [30 00 10 0 5]7. Para essa solugao a funcio objetivo L(x)
tem valor igual a L(z(2)) =90 +0,25.0 +0—50.0 = 904+ 040 — 0 = 90.

5.3.3 E a melhor solucio?

A reflex@o sobre a solu¢ao encontrada pode ser feita de modo a perceber que existe
a possibilidade de alterar os valores de x9 e x3 na fungdo objetivo no final da 12
iteragao, pois as variaveis de x2 e x3 estao zeradas por escolha e ainda seus coeficiente
numéricos na funcao objetivo sdo positivos. Isso indica que qualquer mudanca em
uma dessas variaveis, teremos um resultado melhor que o encontrado anteriormente.

Assim, é importante registrar com os alunos a conclusao dessa andlise e entender
que essa estratégia considera a possibilidade de melhorar a solugao a partir da solugao
encontrada na segunda iteracao

Conclusio:

e em um problema de otimizacao linear de maximizacao, se apds uma iteracao,
existir algum coeficiente positivo para alguma variavel, a solucao podera ser

melhorada.
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e em um problema de otimizacao linear de minimizacao, se apds uma iteracao,
existir algum coeficiente negativo para alguma variavel, a solugdo podera ser

melhorada.

5.3.4  Repeticao do processo

Sabendo que é possivel encontrar uma melhor solu¢ao a partir da 1% iteracao, é
possivel aplicar a estratégia usada anteriormente para xo ou x3. Como o coeficiente
de x3 é maior que de x2, vamos buscar qual maior valor possivel para x3 dentro das

restrigoes, quando xo =0 e x5 = 0.

24 =10—5.0-223— 300  x4=10— a3
11 =30—35.0—323— 2.0 = 1 =30—x3
6 =5+0,25.0 — 23+ 50.0 Tg =D — I3

Lembrando que todas as variaveis sao nao negativas, buscamos dentre as restri-

¢oes qual maior valor possivel para x3. Assim temos:

4 =10—3223>0  a3<15
ZE1:30—%I320 = 13 <90
r6=5—1x3>0 3 <9

Concluimos entdo que podemos assumir ter 3 = 5 e, que por consequéncia,

r¢ = 0. Vamos reorganizar a restricao que possui g, isolando x3.
e =5+ 0,25790 —x3 4+ 50x5 = x3 = 54 0,25x9 + 5025 — x4

Nesse momento, temos de garantir que o maior valor da variavel z3 seja atingido,
e para isso, fazemos a substituicdo da variavel xs pela expressao que a representa,

em funcao de x2, x5 e g, nas outras restri¢oes e fungao objetivo.

Mazx : L(z) = 90 4 0, 25z2 + x3 — 50z5 Maz : L(z) = 90 + 0, 2522 + (5 + 0, 2522 + 50x5 — z6) — 505
x4:107%m27§w37%x5 - 14:1071—72fo%.(5—&—0,25:1:2—4—503357:1:6)7%:1:5 -
x1 = 30 — %IQ - %13 - %x5 x1 = 30— %wg - %(5 +0,25x2 + 505 — Ig) - %I5
e = 5+ 0,25x2 — x3 + 50x5 x3 = 5+ 0,25x2 + 50x5 — zg

Maz : L(z) = 95+ 0,522 — x¢
20 _ 3

2
x4 = 5 — w2 — 5025 + 326

21— % - Jor — Mg + oo
x3 =5+ 0,25z2 4+ 50x5 — x¢
Fim da 22 iteracao



5.3 APLICANDO O METODO SIMPLEX ANALITICO 27

Logo, se fixarmos xo = x5 = ¢ = 0 obtemos x1 = 83—5,563 =dexy = % ea
solucao é () = [% 05 % 0 0]”. Com isso, o valor da funcao objetivo L(z) é igual
a L(z®)) =9540,50-0=95+0—0= 95.

Note que obtemos um resultado melhor para funcao objetivo, como era esperado.
Porém, analisando a funcao objetivo ao final da 2% iteracdo, existe um coeficiente
positivo associado a variavel xo, o que nos leva a conclusao de que ainda nao encon-
tramos a melhor solugao possivel.

Por isso, efetuamos a terceira iteracao em relagdo a variavel xo, comegando por
determinar o maior valor possivel para z9 nas restrigoes quando x5 = xg = 0.

zg =2 —32,-500+2.0 rg=2 3,
xlz%—%x —m0+ 0 = SL‘1=%—%£L’2
x3:5+0,25x2+50.0—0 r3 =5+ 0,259

Como todas variaveis sao positivas, temos:

rg=% —322>0 w2 <
371:8—35—737 >0 = :172<170

x3=95+0,2520 >0 T9 > —20
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O maior valor que podemos ter para xo é %, e com isso 4 = 0. Vamos reorga-

nizar a restricdo que possui a varavel xy, 1solando x.

2y =2 — 319 — 5025 + 26 = 10 = 2 — 1y —@Ig’,—l— 526
3 4 3 9 3

Para garantir que o valor da varidvel z9 seja atingido, vamos substitui-la pela
expressao que a representa em fungao de x4, x5 e g nas outras restrigdes do problema

e na fungao objetivo.

Maz : L(z) = 95 + 0, 52:27:1:6 Max:L(x):95+0,5(%f§x4 220x5+ Sx6) — T6

x4*%7—x2 5015+ 2T6 N :):2:%7%:647%3:5—0— 5T6 N

11:%7%9027%9654- =T6 11:%7%(%7%x47200x5+ Sx6) — 1g0x5+ =T6
=5+0,25x2 + 505 — x6 x3=5+0,25(5 — 224 — 200x5+ 826) + 5025 — w6

— 8 _ 4, _ 200 8
T2 = 3 21§x4 ; 3 xsl-i- 5T6
— 3] “ _ 9 .
Ils; 91 - 3Ifoo 189%7
T3 = 5 — 3T4+ 5 T5 — 56

Fim da 32 iteracao

Portanto, assumindo que x4 = x5 = xg = 0, temos x1 = %,xg = 890 e T3 = 895
e a solucao ¢ 23 = [29@ % % 0 0 0]7. Assim, o valor da funcio L(x) é igual a

L(z®)) =85 201009 _50=99,44.
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E como na func¢ao objetivo no final da 3% iteragdo nao possui nenhum coeficiente
positivo para todas as variaveis, devemos parar as iteragoes.

Assim, o maior lucro possivel para a padaria em um dia é de R$ 99,44, se
conseguir vender todos os paes que serao produzidos na quantidade, segundo a

tabela abaixo:

Paes de sal: 23,88 kg
Paes caseiros: 8,88 kg
Paes doces: 7,22 kg

54 RESUMO DO METODO SIMPLEX ANALITICO

O Método Simplex apresentado dessa maneira traz a possibilidade de estabelecer

etapas de execucao do método. As principais etapas foram descritas abaixo:

1. Criar as variaveis de folga, e transformar as inequagoes em equagoes.
2. Isolar as variaveis de folga nas equagoes obtidas.

3. Escolher uma variavel inicial do problema para atribuir valor enquanto as

outras estao zeradas.

4. Identificar qual o melhor valor possivel para a variavel sem violar as outras

restricoes.

5. Garantir que esse melhor valor seja atingido, reescrevendo as equagoes e a

funcao objetivo do problema.

6. Verificar se a solucdo é 6tima.

Resolver um problema de otimizacao linear serda uma enorme conquista para os
alunos. Lembra-los das dificuldades iniciais no problema e como elas foram supera-
das faz parte do aprendizado, e dao oportunidade de discutir outras aplica¢oes para

esse tipo de problema.

55 METODO SIMPLEX EM TABELAS

O Método Simplex em tabelas é uma estratégia de aplicacao importante e de facil
entendimento. Nao abordaremos esse assunto no momento, e o leitor interessado

pode ter mais informagoes em [1] e em [3].



APLICACOES

'O termo aplicagio matemdatica denota do fato de se utilizar seus concei-

tos para entendimento de fendmenos do mundo real."([2])

A ideia principal desse trabalho é aproximar o conhecimento matematico dos
alunos com outras areas do conhecimento, em especial, a Geografia com a reflexao
de problemas urbanos e sociais, e a Biologia, com estudos para ajudar no controle
no trabalho com a natureza.

Para elaborar os problemas, foi feito um estudo sobre o modelos mais conhecidos

de problemas de otimizacao linear, que sdo encontrados em [3]:

e Problema de mistura

Problema de transporte, transbordo e designacao

Problema de planejamento da producao

Problema de programacao de projetos

Problema de gestao financeira (fluxo de caixa)

Problema de meio ambiente

Problema de corte e empacotamento

Nessas situagoes, ¢ muito interessante reconhecer como a modelagem dos pro-
blemas acontece em relagao as informacoes, e como as ideias do problema podem
se encaixar na forma padrao dos problemas de otimizagao. E, a partir dai, é possi-
vel tentar estabelecer esse padrao de raciocinio em outras situagoes, e buscar novas
aplicagoes. Assim, aplicar e resolver problemas desse tipo estd na capacidade de
reconhecé-lo de uma forma especifica para obter a resposta desejada.

E essa é a grande importancia da Matematica no desenvolvimento das pessoas,
reconhecer as regras matematicas usadas na sociedade, e, melhor ainda, resolver

possiveis problemas decorrentes dessas regras.

'O fato de que se ensine matematica na escola responde a uma necessi-

dade ao mesmo tempo individual e social: cada um de nés deve saber
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um pouco de matematica para resolver, ou quando muito reconhecer, os

problemas com os quais se depara na convivéncia com os demais."([6])

A seguir, veremos alguns exemplos, elaborados para o minicurso, de problemas

de otimizacao linear aplicados nas areas de Geografia e Biologia.

6.1 AUTOMACAO DE HORTAS URBANAS
6.1.1 Problema com 2 varidveis

Uma maneira de consumir alimentos frescos é ter em casa uma horta. Assim vocé
tera certeza que nao serao usados inseticidas proibidos, e se fizer um bom planeja-
mento, podera ter vegetais frescos todos os dias.

Sabendo do rigor nos cuidados com a horta, foi criada uma maquina que rega e
protege os vegetais de forma programada e automatizada, bastando apenas abastecé-
la diariamente. A maquina possui dois recipientes, um para agua outro para inseti-
cida natural; o primeiro com capacidade de 2 litros e o outro, com inseticida, que
tem capacidade de aplicar 30 doses da substancia; e a maquina podera cuidar de
uma area de 3,5 m?.

A decisao é de plantar apenas alface e tomate, com no minimo, 10 pés de alface
e 5 tomateiros. Sabemos que cada alface ocupa uma area de 900 em? e o tomateiro
4000 em?, e que precisam, respectivamente, de 75 ml e 150 ml de 4gua por dia. Uma
vez ao dia, a alface recebera uma dose de inseticida e o tomate 3 doses.

Qual devera ser a quantidade de alface e tomate plantadas nessa horta para que
ela produza o maximo de refeicdes no més, sabendo que cada regiao para o plantio de
uma alface é capaz de ser aproveitado por até 4 refeicbes por més, e cada tomateiro

ird produzir 8 refeicbes por més?

6.1.2 Problema com 3 varidveis

Sabendo do rigor nos cuidados com a horta, foi criada uma maquina que rega e
protege os vegetais de forma programada e automatizada, bastando apenas abastecé-
la diariamente. Suponhamos, agora, que a maquina possua dois recipientes, um
para agua outro para inseticida natural; o primeiro com capacidade de 3,5 litros
e o outro, com inseticida, com capacidade de aplicar 40 doses da substancia, e a
méaquina podera cuidar de uma area de 4 m?.

A decisao é de plantar alface, tomate e cenoura, com no minimo 10 pés de alface,

5 tomateiros e 10 cenouras. Sabemos que cada alface ocupa uma area de 900 cm?,
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o tomateiro, 4000 ¢m?, e a cenoura 200 ¢m?, e que precisam, respectivamente, de
75 ml, 150 ml e 50 ml de 4gua por dia. Uma vez ao dia, a alface receberd uma dose
de inseticida, o tomate, 3 doses, e a cenoura 60% da dose.

Qual devera ser a quantidade de alface, tomate e cenoura plantadas nessa horta
para que produza o maximo de refeicbes no més, sabendo que cada regiao para o
plantio de uma alface é capaz de ser aproveitado por até 4 refeicbes por meés, e
cada tomateiro ird produzir 8 refeicdes por més e a regiao de cada cenoura produz

2 refeigoes?

6.2 ESTUDO SOBRE LOCOMOGAO URBANA

O secretario de transporte na cidade de Torvos precisa resolver alguns problemas
de locomocgao urbana como o congestionamento nas vias principais, e controlar a
poluicao emitida por carros e 6nibus. Para realizar tal tarefa, ele tera disponivel por
més R$ 200 000,00, e, assim, fazer a manutencao das vias.

Para buscar uma solucao para esses problemas, ele decidiu que iria analisar a
situagdo com trés meios de transporte: 6nibus, carro e bicicleta; durante o horario
de maior movimento ao final da tarde, entre 15:00 até as 19:00.

Assim, foi feito um estudo para saber qual era a capacidade maxima de ocupacao
nas principais vias (em m2) pelos meios de transporte para evitar congestionamentos,
outro estudo para conhecer o limite aceitavel de C'O9 emitido pelos carros e 6nibus,
e, por fim, qual era o custo necessario de cada meio de transporte para o governo.

Veja o resultado na tabela abaixo:

Area Ocupada(m?) | Emissao de COo(kg) | Custo(R$) | N° pessoas
ONIBUS 30 16 150,00 420
CARRO 6 0,12 150,00 3
BICICLETA 6 0 50,00 1
LIMITE 15000 1500 200000,00

Descubra quantos 6nibus, carros e bicicletas (que nao ultrapassem 500 unida-
des de bicicletas) poderao trafegar pelas vias principais, nesse horario, para que o
maximo de pessoas possam se locomover pela cidade, sem transito, respeitando os

limites de polui¢ao e o orcamento financeiro do governo.
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6.3 APOIANDO OS CORREDORES ECOLOGICOS

Uma estratégia de pesquisadores para restaurar e aumentar a area de cobertura de
vegetacao natural de uma regiao ¢ interligar os fragmentos de areas naturais que
ainda restaram, através dos chamados Corredores Ecolégicos. Os Corredores Ecolo-
gicos irao propiciar o aumento na dispersao de sementes e melhor sustentabilidade
aos animais nativos. Para a implementagdo desses corredores, é necessaria uma
grande equipe de profissionais, das mais variadas areas, uma vez que um projeto

como esse ird atingir todos da sociedade.

6.3.1 Custos de fertilizantes
Um produtor de leite, que usa toda area de sua fazenda para o gado se alimentar,
decidiu ceder uma area de suas terras para que fosse utilizada como Corredor Eco-
logico. O grupo que propos o projeto levou um especialista em solo até a regiao
cedida, e constatou que sera necessario utilizar fertilizante na terra para poder criar
o corredor.

O fertilizante que serd usado terd de seguir as seguintes propriedades minimas:
90 g de nitrogénio por kg de fertilizante, 170 g de fésforo por kg de fertilizante e 130 g
de potassio por kg de fertilizante, nao podendo ultrapassar 540 g dessas substancias
(nitrogénio - fésforo - potassio) por kg de fertilizante.

Para conseguir um fertilizante como esse, o produtor tem 3 tipos compostos que
podem ser misturados, e que possuem as propriedades, por cada kg do composto,

conforme mostra a tabela abaixo:

COMPOSTO A | COMPOSTO B | COMPOSTO C
NITROGENIO (g/kg) 10 50 60
FOSFORO (g/kg) 80 20 50
POTASSIO (g/kg) 40 50 30
CUSTO (R$/kg) 10,00 15,00 12,00

Faca um estudo e determine a quantidade de cada tipo de composto para fazer o
fertilizante, com o menor custo possivel. Estabeleca a relagao de proporc¢ao entre os
compostos utilizados e apresente a quantidade aproximada de cada composto para

obter 1 tonelada de fertilizante e o custo dessa produgao.
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6.3.2 Escolhendo um caminho para os Corredores Ecoldgicos

Com programas de conscientizacao para as pessoas e o reconhecimento do Estado,
foi aprovado um programa para criagdo de um Corredor Ecoldégico na cidade de
Torvos. Foram localizadas todas as regioes com vegetacao nativa e interligadas
conforme as possibilidades de relevo e de ocupacao urbana. A figura abaixo faz uma

representacao simplificada do mapeamento:

Figura 6: Regioes com vegetagao nativa

As regides circulares representam os centros de natureza nativa e as ligacoes
entre elas sao os Corredores Ecoldgicos, com o tempo, em meses, de implementagao
e estabilizacao do corredor entre os centros.

A primeira etapa do projeto é a interligacao de todos os centros, construindo um
caminho continuo de Corredores Ecolégicos a partir do centro 1. Determine qual é
o melhor caminho para os corredores, de modo que o tempo para finalizacao dessa
etapa seja o menor possivel.

ATENCAO: para resolver este tltimo problema, que pode ser modelado se-
guindo os problemas de Transporte, transbordo e designagaol3] e ainda considerar
apenas as solugoes inteiras e binarias para o problema. Para maiores detalhes, ver
[3].

SUGESTAO: os problemas sobre o Corredor Ecoldgico podem ser resolvidos uti-
lizando ferramentas computacionais, como por exemplo os aplicativos para smartphone

(Android): OR Commented (Operational Research) e Didatic Linear Programming.



CONCLUSAO

Na missao de apoiar o ensino de Matematica para alunos do Ensino Médio, acredi-
tamos que, ao apresentar a resolugao de problemas de otimizacao linear de forma
pratica e sem necessidade de novos conceitos ou ferramentas avangadas, conseguimos
conectar outras areas de estudo com a Matematica vista no Ensino Médio. Com
isso, mostramos que o pensamento matematico pode, de fato, ser interligado com
as situagoes do dia-a-dia e produzir resultados significativos para o desenvolvimento
social.

Os estudos dos conceitos tedricos apresentados com rigor, sao necessarios para
compreender a ferramenta utilizada na resolucdo dos problemas. Outro motivo im-
portante é encaminhar um possivel estudo para uma sequéncia desse minicurso, po-
dendo abordar temas como a dualidade em programacao linear ou colocar o método
Simplex analitico na forma tabular e inserir ferramentas eletronicas.

O caminho escolhido para o desenvolvimento dos métodos foi usar a reflexdo sobre
as tomadas de decisdo para modelar e resolver os problemas, uma vez que as habi-
lidades matematicas necessarias sao consideradas basicas para o 1° ano do Ensino
Médio. As consequéncias do caminho adotado favorecem dois pontos importantes
presentes no publico do Ensino Médio: o primeiro é fazer os alunos vivenciarem
uma aplicacdo da Matematica de maneira simples, com métodos criativos e logicos,
reconhecendo cada vez mais a importancia da Matematica no seu desenvolvimento;
e o segundo ponto é a aproximacao da relagdo entre professor-aluno, tornando-os
parceiros na interpretacao e resolugao dos problemas.

As aplicagoes servem para conectar os alunos ao estudo da Matematica, uma vez
que o pensamento matematico vem sendo deixado de lado no Ensino Médio, trocado
pelas limitacoes da "decoreba' e execucao fria e padronizada na resolugao dos pro-
blemas, podendo, assim, despertar nos alunos o desejo de aplicar os conhecimentos
adquiridos em novas situagoes.

Por isso, a expectativa é que este material possa ajudar e inspirar professores e
admiradores da Matematica, a aplicar a teoria de resolucao de problemas de otimi-
zacao linear com alunos do Ensino Médio. E se cada vez mais escolhermos temas
da Matematica Aplicada para atividades no Ensino Médio, conseguiremos mostrar
a necessidade de conhecer e controlar as técnicas matematicas, independentemente

da area do conhecimento preferida do aluno.

34



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1]

G. Lachtermacher, Pesquisa Operacional na Tomada de Decisoes, Elsevier,
2004.

Bassanezi, R. C., Ensino-aprendizagem com modelagem matematica: uma nova

estratégia, Contexto, 2016.

Arenales, M., Armentano, V., Morabito, R., Yanasse, H., Pesquisa Operacional

para cursos de engenharia: Modelagem e algoritmos, Editora Campus, 2007

Bazaraa, M. S., Linear Programming and networks flows, John Wiley & Sons,
Inc., 1990.

Polya, G., A arte de resolver problemas, Interciéncia, 2006.

Chevallard, Y., Estudar matematicas: o elo perdido entre o ensino e a aprendi-
zagem, Artmed Editora, 2001.

L. L. Salles Neto, Topicos de Pesquisa Operacional para o Ensino Médio, 34
(2006).

Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) por-

tal.mec.gov.br

Corredor FEcolégico Vale do Paraiba: um caminho de muitas maos,

www.corredordovale.org.br

35



	Introdução
	Definições, teoremas e propriedades
	Forma padrão
	Definições, teoremas e propriedades
	Método simplex
	Dual

	Estratégias para modelagem de um problema de otimização linear
	Modelagem do problema

	Método geométrico
	Modelagem do problema
	Representação das restrições R2
	Solução ótima
	Conceitos matemáticos

	Método Simplex - Analítico
	Modelagem do problema
	Variáveis de folga
	Aplicando o método simplex analítico
	Solução inicial
	Encontrando uma solução melhor
	É a melhor solução?
	Repetição do processo

	Resumo do método simplex analítico
	Método Simplex em tabelas

	Aplicações
	Automação de hortas urbanas
	Problema com 2 variáveis
	Problema com 3 variáveis

	Estudo sobre locomoção urbana
	Apoiando os Corredores Ecológicos
	Custos de fertilizantes
	Escolhendo um caminho para os Corredores Ecológicos


	Conclusão
	Referências Bibliográficas

