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RESUMO

A ideia deste trabalho € oferecer aos docentes das udltimas séries do Ensino Fundamental e de
todas as séries do Ensino Médio, de acordo com as diretrizes gerais estabelecidas pelos Para-
metros Curriculares Nacionais, datados de 1998, outras ideias de abordagem para o desenvolvi-
mento do contetudo da disciplina de Matematica promovendo, sempre que possivel, vinculagdes
entre capitulos distintos da nobre disciplina, de modo a despertar nos discentes formas outras
de enfrentamento de problemas que ndo aquelas convencionais para que os mesmos tenham
uma visdo muito mais positiva daquela que historicamente t€ém. Promovemos ainda, sempre
que possivel, uma integracdo entre a Algebra e a Geometria, sintética ou analitica, para que os
alunos tenham em mente que o desenvolvimento de ambos os capitulos ndo foi de forma al-
guma dissociado, pelo contrério, hd um forte carater complementar vinculando tdo importantes

gomos do mesmo fruto, a Matematica.

Palavras-chave: Geometria, Algebra, Resolugio de Problemas, Semelhancga, Fungdes.



ABSTRACT

The idea of this dissertation is to offer teachers of Middle School and High School, accordind
to the general guidelines established in the National’s Curricular Parameters, from 1998, other
ideas for the development of the Mathematics course contents, promoting, whenever possible,
links between the several chapters of this noble course, in order to arouse in the studentes other
forms of facing the problems, differently from the conventional ones, so that they develop a
vision way more positive than the one that historically they have. Still, we promote, whenever
posible, an interaction between Algebra and Geometry, sinthetic or analytic, so that studentes
have in mind the development of these chapters wasn’t at all dissociated, on the contrary, there
is a strong complementary feature bonding these two important segments of the same fruit, the
Mathematics.

Keywords: Geometry, Algebra, Problem Resolution, Similarity, Function.



LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos nimeros racionais.

Conjunto dos nimeros irracionais.

TR T O Z

8

M=A IV A Y R

Conjunto dos nimeros reais.

Conjunto dos nimeros reais positivos.

Valor absoluto de x.
Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

Somatorio variando de 1 a n.

Segmento AB.

Medida do segmento AB.
Medida do angulo ABC.
Seno do angulo 6.
Cosseno do angulo 6.
Area de um Triéngulo.

Perimetro.



Sumario

Introducio 2
1 A Geometria e a Resolucao de Problemas 3
1.1 A QuestdoNorteadora . . . . . . . . . . . . . . .. e 3
1.2 Algebrae Geometria . . . . . . . ..
1.3 Os conteudos programéticos segundo os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) . . e 6
2 Historico da Abordagem 8
2.1 ARazdoFundamental . . . . . . ... .. ... ... o 8
2.2 Evolugdo do Processo Ensino - Aprendizagem . . . . . . ... ... ... ... 8
2.3 Recomendagdodos PCN . . . .. .. .. ... .. L 9
2.4 Amadurecimentodaldeia . .. .. ... ... ... ... ... ... ..., 9
2.5 Limitacdes da Interagio Entre a Algebra e a Geometria . . . . . . .. ... .. 11
3 Resolucao de Problemas 12
3.1 Problemas de oitava e nona Séries . . . . . . . ... .. e e 12
3.1.1 Explorando o plano cartesiano . . . . . . . . ... .. ... ... ... 12
3.1.2 ProblemaOl . .. ... ... .. ... ... .. 14
3.1.3 Problema 02 . .. ... ... . . .. ... 16
3.1.4 Contetdo relacionado a 1* série do Ensino Médio: Progressdes . . . . . 17
3.1.5 Problema 04 . . ... .. .. ... 18
3.1.6 ProblemaO5 . ... ... ... . ... ... 20
3.1.7 Problema06. . . . .. .. ... . ... 23
3.1.8 ProblemaO7 . .. .. ... ... ... ... 25
3.1.9 ProblemaO8 . .. ... ... ... ... ... 28
3.1.10 Problema 09 . ... ... .. .. ... ... 29
3.1.11 Problema 10 . . . . . .. . .. . .. . .. . . 30
4 Consideracoes Finais 33

4.1 Oqueesperar? . . . . . ... e e 33



4.2 A integracdo de fato entre a 8* € 9% sériese o EnsinoMédio . . . . . . .. . ..
43 OEnsinoMédioeseuconteddo . . . .. .. .. ... ...
4.3.1 Primeira série do EnsinoMédio . . . . ... ... ... ... .....
4.3.2 Segunda série do Ensino Médio . . . . ... ... ... .. ... ..
4.3.3 Terceira série do Ensino Médio . . . . . ... ... .........

5 Conclusoes finais
A Resolucoes habituais de alguns problemas apresentados

Referéncias Bibliograficas

40

43

53



Introducao

Este trabalho foi inspirado em nossas observagdes e experiéncias pessoais no exercicio
do Magistério e tenta traduzir as andlises sobre o ensino da Matemadtica nos niveis de Ensino
Médio e Universitario, mostrando as dificuldades didético - pedagdgicas encontradas e apre-
sentando sugestdes inspiradas na tendéncia atual de interdisciplinaridade, que acreditamos ser
irreversivel.

Tentamos também vincular, na medida das possibilidades dos contetidos disponibili-
zados pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), o desenvolvimento de varios capitulos
previstos pelos componentes intrinsecos desses conteudos utilizando Geometria Analitica e Sin-
tética de modo a manter presentes nos discentes os elementos essenciais deste importante ramo
da Matematica, fazendo - o presente durante a maior parte do desenvolvimento do Ensino Mé-
dio.

A divisdo dos conteudos foi feita de forma cronoldgica de acordo com as recomenda-
¢coes dos PCN, embora tais conteidos possam apresentar pequenas variagdes regionais, como
tivemos a oportunidade de verificar.

No capitulo 1 tentamos mostrar os motivos e diretrizes adotados para o desenvolvi-
mento do tema, mostrando a opinido de educadores e historiadores das mais variadas vertentes
sobre o elo invisivel porém sensivel que existe entre a Algebra e a Geometria, tentando mos-
trar a evolucdo cronoldgica da disseminagdo de ambos os topicos, tendo tal desenvolvimento
vdrias vezes se afastado em esséncia porém mantendo, ainda que de forma velada, a unido dos
conhecimentos elementares dos mesmos.

No capitulo 2 tentamos construir uma breve linha do tempo, principalmente a partir
dos meados do século passado até nossos dias, de modo a mostrar a modifica¢do da abordagem
pedagdgica no ensino da Matematica, até ancorar tal abordagem nos anos 1996, nos quais 0s
PCN foram definidos.

Pretendemos também, em algumas situagdes, mostrar a equivaléncia, (para nao di-
zer parentesco) entre resolugdes algébricas e geométricas, frisando, sempre que nos foi dado
observar, a impossibilidade de tal tratamento se estender a todos os capitulos dos contetidos
abordados.

No capitulo 3 apresentamos varios problemas com as solu¢des habituais encontradas
em livros diddticos convencionais apontados na bibliografia e solucdes alternativas através de

conteddos outros utilizando ferramentas na maior parte ja vistas pelos discentes porém abando-



nadas 2 medida que os novos contetidos surgem para desenvolvimento. Este capitulo, a nosso
ver, mostra um caminho para a modernizacao do ensino que acreditamos ser razoavelmente pos-
sivel de ser conseguido, a partir de certas mudancgas curriculares na formacao de professores.

No capitulo 4 tecemos consideragdes sobre a modernizacao de curriculos constituintes
dos programas da grande maioria dos cursos de Licenciatura em Matemadtica e sobre a linha
do tempo do ensino da Matematica a partir dos conteudos dos PCN desde a 8* série do En-
sino Fundamental até atingir a 3* série do Ensino Médio, tentando produzir uma ligacao que
esperamos possa tornar - se produtiva para todos os graduandos dos cursos de Licenciatura em
Matematica.

No capitulo 5 sugerimos modestamente algumas formas de modificacao curricular para
a formacdo de professores, sem deixar de comentar algo certamente conhecido mas oportuna-
mente desconsiderado: o desestimulo de uma pessoa ao pensar em tentar profissionalizar - se
na carreira de Magistério, dada a enorme diferenca existente em termos salariais entre essa pro-
fissdo e outras, que dependem, tanto quanto a nossa carreira, de capacidade, estudo, reciclagem
e competéncia.

Essa, em linhas gerais, foi a motivagdo que nos levou a apresentar este trabalho.



Capitulo 1

A Geometria e a Resolucao de Problemas

1.1 A Questao Norteadora

A motivagdo deste trabalho se inspira em muitos e muitos anos de nossa experiéncia
no Magistério, na maior parte do tempo dedicado ao Ensino Médio nas disciplinas de Fisica e
Matemdtica.

A totalidade dos contetidos programaticos adotados nas escolas brasileiras prevé para a
primeira série do Ensino Médio, na disciplina de Matematica, o estudo das funcdes elementares
e, para a disciplina de Fisica o estudo da Cinematica, sendo os dois contetidos desenvolvidos
concomitantemente.

No inicio da carreira algo nos incomodava: os conhecimentos adquiridos pelos alunos
em qualquer uma das disciplinas de forma alguma eram utilizados na outra, como se houvesse
uma proibicdo formal impedindo tal procedimento. FIORENTINI et al [16] explicita nossa
sensacdo ao expor os programas de pds- graduacdo (mestrado, 46 dissertagdes); (doutorado,
41 teses) desenvolvidos em 61 universidades de 19 paises pesquisados pela Universidade de
Bielefeld, na Alemanha, e publicados em 1992 por Batanero et al. A partir dos anos 1990
tornou-se evidente a busca pelo aprimoramento no ensino da disciplina Matematica. Entre os
trabalhos citados, 10 (dez) deles vém ao encontro de nosso incomodo acima referido: quatro de-
les referem-se a modelagem matematica, trés dos mesmos voltam-se para o desenvolvimento de
funcdes, graficos e pensamento funcional e outros trés t€ém como alvo o ensino interdisciplinar
e/ou com aplicacoes. POSAMENTIER & KRULIK, [2], p. 46, mostram com clareza, ao sugerir
o célculo de 7 que o concretivismo e o relacionamento com outros capitulos substanciam nosso
posicionamento.

A inexperiéncia do inicio de carreira nos impediu a visualizacdo do real motivo do
hiato: professores de uma ou outra disciplina faziam seu trabalho de forma independente, da
melhor maneira possivel, como historicamente sempre foi feito.

D’AMBROSIO,[4].p.66, preconiza: "Espera-se que a educacdo possibilite, ao edu-

cando, a aquisicao e utilizagdo dos instrumentos comunicativos,analiticos e materiais que serdo



essenciais para seu exercicio de todos os direitos e deveres intrinsecos a cidadania."

O resultado da postura ora vigente, conhecido por todos, € o total divorcio entre as
aulas e o aprendizado de ambos os contetidos, o que motiva desde sempre uma falsa ideia de
conhecimentos estanques, (ainda D’AMBROSIO[4], p.76: "contextualizar a Matematica é es-
sencial para todos. Afinal, como deixar de relacionar os Elementos de Euclides com o panorama
cultural da Grécia Antiga? Ou a ado¢@o da numeracdo indo - ardbica na Europa com o floresci-
mento do mercantilismo nos séculos XIV e XV ? E ndo se pode entender Newton descontextu-
alizado..."), promovendo desperdicio de tempo e a perda do evidente concatenamento entre as
disciplinas supracitadas, o que, futuramente, para aqueles que viessem a se dedicar ao estudo
das Ciéncias Exatas, causaria imensos prejuizos e atraso no novo nivel de aprendizado. Mais
ainda: muitos alunos simplesmente desenvolvem verdadeira ojeriza por uma das disciplinas (ou
por ambas), tornando extremamente penoso o tempo que passam no Ensino Médio e tornando
impermedveis suas mentes em relagdo a beleza que envolve esse tipo de conhecimento.

O desenvolvimento da carreira do Magistério foi tornando cada vez mais evidente a
necessidade de adotarmos uma nova postura para tentar sanar ou minimizar o fato acima des-
crito.Este € exatamente o escopo destas palavras, em consonancia com os PCN [11], pg 56:
"o ensino de Matemdtica deve garantir o desenvolvimento de capacidades como observagdao,
estabelecimento de relacoes, comunicacdo, (diferentes linguagens),argumentagdo e validagcdo
dos processos e o estimulo as formas de raciocinio como intui¢cdo, dedugdo, indugdo ,analogia,
estimativa". Quando de nossos estudos sobre interdisciplinaridade, pudemos ver com clareza
ainda maior a magnitude do problema com o qual sempre convivemos, uma vez que muitos
doutrinadores pedagdgicos tém se debrugado sobre o tema e chegado a inequivoca conclusao
de que quanto mais se puder interligar as dreas de conhecimento, melhores resultados serdao
obtidos, e nosso combalido sistema nacional de ensino terd algo em que se apoiar de modo a
atingir patamares superiores tdo almejados pela sociedade como um todo.

1.2 Algebra e Geometria

Doutrinadores e historiadores de vérias épocas da Histéria concordam num ponto: a
Matemadtica comecga a ser transmitida para geracdes futuras de forma escrita e consistente a par-
tir da divulgacdo dos Elementos de Euclides de Alexandria (325 a.c. - 265 a.c ), como afirma
HEFEZ[8] , (p.68):"...a contribuicdo de Euclides a Matemadtica foi considerdvel,tendo sido o
primeiro matemdtico a apresentar, de modo coerente, a Geometria e a Aritmética como cién-

cias dedutivas...". Dando voz a Hefez, CARVALHO et al [14] vdo mostrar varias vezes em
sua obra a concatenagdo entre as proporg¢des, tratadas tanto algébrica quanto geometricamente
com clara inten¢do complementar. Sabemos também do carater predominantemente geométrico
da obra de Euclides e do desenvolvimento independente da disciplina por séculos e séculos.
Nao pretendemos aqui falar da Histéria da Matemadtica, mas, para estabelecer um vinculo que

achamos necessdrio, comentaremos rapidamente sobre o surgimento e evolugdo da Algebra,



apresentando duas respeitaveis opinides sobre o tema. De acordo com ROONEY,[1](p.126),
" ..torna-se impossivel separar a Algebra Simples da Geometria, em virtude de a primeira ter
surgido para auxiliar a resolucdo de problemas da segunda, principalmente em problemas que

envolviam duas e trés dimensoes ". A figura abaixo ilustra o fato:

A érea do retangulo maior é dada por
(a+2).(a+1)=a®+3a+2

A érea do retangulo maior é dada por
(a+2).(a+1)=a>+3a+2

Sabemos que o caminho percorrido até que a notacdo acima pudesse ser explicitada foi
tortuoso e demorado. Um avango substancial foi oferecido por Frangois Viéte (1540 - 1603),
fazendo com que uma notacdo consistente pudesse sistematizar e simplificar equagdes, como

no exemplo sugerido por Rooney:

2

2 4+ar?=0r— 2 +ax=1"0

A Viéte faltava o conhecimento de nimeros negativos e mesmo do zero, 0 que nao
lhe permitiu formalizar genericamente solugdes gerais como nossa forma atual para equacdes
quadraticas, a conhecida

a.x’ +bx+c=0

O grande avanco que permitiu a definitiva integracdo entre Geometria e Algebra deve -
se principalmente a René Descartes (1596 - 1650) e a Pierre de Fermat (1601 - 1665). Nao deixa
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de ser interessante observar que nenhum dos dois gigantes era propriamente um matematico
profissional, levando-nos a uma reflexdo sobre o item anterior (1.1), no qual se sugere a aversao
atual que muitos dos alunos contemporaneos sentem pelas disciplinas que envolvem célculos
ou ciéncias exatas.

N3ao se pode deixar de citar as argumentacoes de ROQUEJ3], cuja obra pretende des-
mistificar conceitos disseminados pela maioria dos estudiosos da Histéria da Matematica: na
p-185 a autora cita Zeuthen e van der Waerden, cuja opinido sobre os textos do livro I dos Ele-
mentos € a de que vérias proposicdes apresentadas seriam na verdade ““ propriedades algébricas
enunciadas sob uma roupagem geométrica"e logo a seguir conclui que...” na Matemdtica grega
as grandezas propriamente ditas t€ém autonomia sobre os nimeros ", impossibilitando qualquer
certeza sobre a natureza algébrica da obra de Euclides.

Com palavras muito préximas Fermat e Descartes propdem que qualquer relacao entre
duas varidveis descreve uma curva plana e, a partir do conceito de que um ponto do plano
pode ser singularizado pela adocao de dois eixos de referéncia e, mais adiante, estendendo a
utilizagdo de um terceiro eixo para generalizar posi¢des tridimensionais de cada ponto, usar o
mesmo conceito para quaisquer curvas no espaco em que vivemos. Devemos ainda a Descartes
o refinamento da notagdo usada a época de Viéte, utilizando as letras iniciais do alfabeto latino
para indicar constantes e as ultimas para sugerir varidveis, além de criar sobrescritos para que
funcionassem como nossos atuais expoentes.

A partir de entdo o desenvolvimento da Algebra acoplada & Geometria foi gigantesco,
como sabemos, levando - nos a expressdes que podem retratar espacos multidimensionais, o
que trouxe alicerce para as Geometrias Nao Euclidianas e para a Fisica Moderna. ROONEY
[1], p.121 volta a comentar o fato . Vemos entdo que a Algebra pode, a partir de uma notével
racionalizacdo de notacdes, desenvolver - se independentemente da Geometria, porém jamais
deveremos deixar de levar em consideracdo suas raizes, basicamente geométricas. A simbiose

entre estes dois ramos da Matematica € essencialmente a razdo deste trabalho.

1.3 Os contetidos programaticos segundo os Parametros Cur-

riculares Nacionais (PCN)

De acordo com os PCN estabelecidos a partir de 1998, tendo como alvo os ciclos de
aprendizado em Matemadtica do Ensino Fundamental, deve haver por parte das Institui¢des de
Ensino brasileiras um esfor¢o no sentido de interligar os contetidos de diferentes disciplinas
sempre que for possivel, como afirma parte do paragrafo central da p.25 dos PCN, no que tange
a Matematica : O advento posterior de uma multiplicidade de sistemas matemdticos - teorias
matemdticas - evidenciou, por outro lado, que ndo hd uma via unica ligando a Matemdtica e

o mundo fisico. Os sistemas matemdticos euclideano e hiperbélico na Geometria, equivalentes



do ponto de vista da consisténcia logica,sdo dois possiveis modelos da realidade fisica. E
mais a frente: Convém, ainda, ressaltar que, desde seus primordios, as interrelacoes entre as
vdrias teorias matemdticas sempre tiveram efeitos altamente positivos para o crescimento do
conhecimento nesse campo do saber.

Os ultimos anos, em particular as duas ultimas décadas, trouxeram consigo novida-
des tecnoldgicas extremamente importantes e que t€m se disseminado de forma irreversivel
com custo financeiro cada vez menor. Referimo-nos as calculadoras cientificas e computado-
res, cada vez mais acessiveis a fatias cada vez maiores da populacdo brasileira. Esta é uma
oportunidade sem precedentes para aqueles que, como nés, sonham com o desenvolvimento do
ensino (e, portanto, com o aprendizado) em Matemadtica. GIRALDO et al [15] deixam claro
como a Geometria Dindmica interliga tanto Algebra como Geometria em ambientes extrema-
mente lddicos e que tornam praticamente impossivel a indiferenca de um discente quanto ao
assunto apresentado, qualquer que seja a plataforma escolhida. Assim, acreditamos que o cons-
trutivismo defendido por Jean Piaget (1896 - 1980) em toda a sua carreira tem, particularmente
para a Matemdtica, a Geometria como a pedra fundamental sobre a qual serdo construidos os
alicerces seguros para a propagacao do conhecimento matematico a partir dos bancos escolares.

A etimologia da palavra GEOMETRIA tem basicamente duas vertentes, segundo BRITO
et al,[16], p.21,.A primeira, puramente etimoldgica refere - se provavelmente ao Egito e pode
ser traduzida literalmente por medida da Terra. A segunda, Ciéncia dos Corpos Celestes, é
atribuida aos babildnios, tendo esta versao sido sistematizada pelos Pitagdricos entre os séculos
VI e V a.c. Qualquer uma das origens satisfaz amplamente a nossos objetivos, que pretendem
evidenciar que a visao, mais do que qualquer outro de nossos sentidos, favorece uma resposta
cerebral rdpida e completa. Por esta razdo acreditamos piamente que qualquer capitulo de Ma-
temdtica Aplicada deve ser relacionado a Geometria sempre que possivel, ainda que motivos
pedagdgicos e curriculares ndo facam mencao especifica a este quesito.

Retomemos D”’AMBROSIO [5] em sua outra obra e citemos uma parcela de sua con-
clusdo a p.119: A educagdo formal é baseada ou na mera transmissdo ( ensino tedrico e aulas
expositivas ) ou no adestramento ( grifos nossos), ( ensino prdtico com exercicios repetitivos)
em técnicas e habilidades. Ambas as alternativas sdo totalmente equivocadas em vista dos
avangos mais recentes do nosso entendimento dos processos cognitivos.

Talvez este seja o alvo principal de todas as palavras que constituem este trabalho:
muita atividade didético - pedagdgica, ndo em salas onde pessoas discutem se esta ou aquela

ideia sera melhor, mas sim no convivio diuturno entre docentes e discentes.



Capitulo 2

Historico da Abordagem

2.1 A Razao Fundamental

N6s, humanos, temos cinco sentidos que permitem a interagdo com o mundo a nossa
volta, o que possibilita uma 6tima percepcao do espago que nos envolve, permitindo uma quase
instantanea familiariza¢do com as situagdes que se apresentam.

Acreditamos haver uma unanimidade quanto ao sentido humano que oferece uma
maior quantidade de informagdes sobre 0s objetos matemdticos de nosso interesse: o sentido
da visdo. Brito, et al [16], p.18, 19, concordam com Duval ( 1995 ) quando este distingue en-
tre objeto matemadtico e sua representacdo e cita literalmente a obra: ... ndo é possivel haver
compreensdo se ndo distinguirmos o objeto de sua representacdo.... Muito antes dos simbolos
matematicos que determinaram enorme avanco no desenvolvimento da ci€ncia temos varios e
varios registros de desenhos que se reportam a tempos ha muito idos, objetos estes com um Vviés
claramente matemdtico. Equacionar, de modo formal, a ideia de uma reta é, do ponto de vista
histdrico, extremamente recente, porém a no¢ao mental do que significa uma reta € imemorial.

Estas reflexdes sugerem que, sempre que possivel, a presenca de uma imagem for-
talece, esclarece, facilita a percepcao do assunto relacionado e por esta razdo lutamos pelo
objetivo da insercdo da Geometria Euclidiana, absolutamente visual, no desenvolvimento dos

assuntos das séries finais do Ensino Fundamental e de todo o Ensino Médio.

2.2 Evolucao do Processo Ensino - Aprendizagem

Os anos 1980 mostraram uma mudanga de tendéncia na maneira de se transmitir co-
nhecimento para os discentes nas séries formadoras de conhecimento. Até entdo havia a preo-
cupacdo em generalizar o contetdo a ser ministrado. Contetdos mais especificos comecaram a
ganhar as preferéncias curriculares dos detentores das tomadas de decisdo quanto a abordagem

dos assuntos matematicos.



De acordo com Fiorentini,et al,[16], o foco privilegiado de contetidos especificos pre-
mia o estudo dos processos de contagem, sistemas de numeracdo, GEOMETRIA, além das
operacdes fundamentais tradicionais até mesmo nas séries iniciais de aprendizagem(grifos
Nnossos).

Esta nova tendéncia tem o apoio de estudiosos importantes, entre eles JEREMY KIL-
PATRICK, (Kilpatrick,et al[17] - Investigacion en educatiéon matematica: su historia y alguns
temas de la actualidad p. 1-18) .Segundo o mesmo, Ensino Médio e até mesmo o Superior
abracaram tais tendéncias, que se enriquecem a medida que novos conhecimentos se agregam
ao conteudo a ser apresentado, provocando o interesse dos pesquisadores relativamente tanto
as estratégias desenvolvidas pelos discentes, quanto aos esquemas cognitivos que 0s mesmos
desenvolvem para a resoluciao de problemas. O pesquisador afirma ainda que pesquisas sobre
aprendizagem individual ainda predominam sobre aquelas cujo foco € o aprendizado em grupos
de estudantes, fendéncia que ird predominar por muito tempo nas escolas brasileiras,(grifos

Nnossos)

2.3 Recomendacio dos PCN

A Lei de Diretrizes e Bases, doravante denominada LDB, publicada em 1996, insere
nos PCN virias premissas a serem seguidas pelos formuladores de curriculos, entre as quais
citamos (...Os objetivos do Ensino Médio em cada drea do conhecimento devem envolver,de
Jorma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos prdticos, contextualizados, que res-
pondam as necessidades da vida contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais
amplos e abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visdo do mundo....,p.6).
Nossa traducdo para a instrucdo acima tem como clara a ligacdo entre conhecimentos de dreas

distintas, ainda que pertencam a mesma raiz, como no caso da Algebra e da Geometria.

2.4 Amadurecimento da Ideia

Nos tempos antigos, inclusive pré- helénicos, utilizava-se habitualmente um método
de composicao e decomposicdo de figuras de modo a obter dareas de figuras mais complexas
que as tradicionais. A consisténcia de tal pratica foi validada pela proposicao 14 do livro II
dos Elementos de Euclides e durante muito tempo essa ferramenta foi de extrema utilidade para
o enfrentamento de questdes como a que apresentamos abaixo, conforme BRITO, et al, p.26 ,
retirada das tdbuas babildnicas de Nippur, datadas de 2500a.c.: Comprimento, largura. Multi-
pliquei comprimento por largura obtendo assim a drea 252. Somei comprimento e largura e

obtive 32. Pede-se comprimento e largura.

Resolugdo do calculista:



1. Tome a metade de 32 (16);

2. 16 x 16 =256;

3.256 — 252 =4;

4. A raiz quadrada de 4 € 2;

5. 16 + 2 = 18; este é o comprimento;
6. 16 — 2 =4; esta é a largura.

BRITO [15], et al propdem entdo a seguinte provavel sequéncia para a obtencao dos
resultados:

1. A divisdo do semiperimetro por 2 sugere a consideracdo de que o retangulo em
questdo poderia se tratar de um quadrado;

2. Tal quadrado teria uma area igual a 256 unidades de 4rea, com lado igual a 16 uni-
dades;

3. A drea obtida supera a area dada em 4 unidades;

4. Determina -se a medida do lado de um quadrado de 4rea igual a 4 unidades.retira-se
este quadrado do anterior, de drea 16.

5. A figura restante serd um retangulo de lados 18 e 14 unidades de comprimento.

Certamente poderiamos utilizar a Algebra para equacionar e resolver tal problema, de
forma muito mais rdpida, o que permite a comparacdo de ambas as solugdes para os alunos de
uma classe finalista do Ensino Fundamental, e certamente do Ensino Médio, mostrando como a
Algebra se coaduna perfeitamente com a Geometria e deixando bem clara a equivaléncia entre
as solucoes.

Uma observa¢do mais acurada dos PCN reforca nossa ideia: tomando a p.51 dos PCN,
do ensino Fundamental, "ESPACO E FORMA": Os conceitos geométricos constituem parte
importante do curriculo de Matemdtica do Ensino Fundamental, porque, por meio deles, o
aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e
representar, de forma organizada, o mundo em que vive.....". Mais a frente... "Este bloco de
contetidos contempla ndo apenas o estudo das formas, mas também as nogoes relativas a posi-

cdo, localizacdo de figuras e deslocamentos no plano e sistemas de coordenadas."
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2.5 Limitacoes da Interaciio Entre a Algebra e a Geometria

De acordo com os curriculos oficiais e conteidos programaticos da imensa maioria
dos Estados da Federagdo, embora sejamos defensores intransigentes do ensino da Geometria o
mais cedo possivel, utilizé-la para a interacio com a Algebra vai, a nosso ver, merecer especial
atencdo. Sempre que surge uma novidade em qualquer setor de atividade, pela prépria inércia
que caracteriza naturalmente os seres humanos, seu implemento depende do convencimento
de quem se propde a adotd-la. Este talvez seja o maior obstdculo enfrentado por aqueles que
pretendem, desinteressadamente, contribuir para um melhor rendimento profissional, seja qual
for a drea de conhecimento a que nos refiramos. Em particular, no caso presente, o educador
que abracar a ideia deverd ser muito claro quanto as partes do programa de Algebra que poderio
ou nao interagir com os capitulos facilitadores da Geometria. Por certo este serd o detalhe mais
importante de nossas palavras de agora em diante.

Para que esta ideia tenha um desenvolvimento sustentado e produtivo torna-se impera-
tivo analisar com profundidade os parametros curriculares vigentes e, talvez, modific-los. Afi-
nal, esta parece ser a esséncia dos PCN e por nenhuma outra razao os mesmos se estabeleceram:
o aprimoramento das técnicas pedagdgicas e a melhoria urgente dos conteidos ministrados, es-

pecialmente em Matematica.
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Capitulo 3

Resolucao de Problemas

3.1 Problemas de oitava e nona séries

3.1.1 Explorando o plano cartesiano

A exploragdo do plano cartesiano passa por sua apresentagdo aos alunos, e conforme
o conteido programético, pode se dar na oitava ou nona séries do Ensino Fundamental. Na
maioria das oportunidades isto se d4 na nona série e € comum uma certa perplexidade por parte
dos discentes quanto a futura utilizacdo de tal ferramenta. Para que serve marcar pontos em
um plano? Que vantagem esse método ird trazer, por exemplo, para a visualizacdo de uma
expressdo como por exemplo
r+y==©6

Um aluno mediano das séries abordadas nao terd grande dificuldade para encontrar
varias solugdes da mesma. Como ele poderia interpretar, vendo, a(s) solucao(des)? Para atin-
girmos nosso objetivo, que € o de visualizar o conjunto de solucdes, deveremos solicitar aos
alunos que construam uma tabela de valores com duas colunas atribuindo valores arbitrdrios
para a varidvel na primeira coluna e calculando o valor obtido por substituicdo e inserindo-o na

mesma linha da segunda coluna, conforme a figura abaixo:
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X1y
0|6
115
214
313
412
511

34 L]

Como se trata de uma primeira visualizacao, espera-se a insercao apenas de nimeros
inteiros e o aspecto de um grafico cuja construcao serd solicitada ao discente,e cujo aspecto serd
o da figura acima.

As proximas perguntas trariam, a nosso ver, aquilo que se pretende concretizar como

o aprendizado da Matematica utilizando nesse caso a Geometria Analitica como ferramenta:
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a) apenas solucdes inteiras satisfazem a igualdade proposta?

b) o que significa ligar todos os pontos ininterruptamente?

¢) qual seria o aspecto do grafico?

d) quantas solu¢des tem a expressdo apresentada acima? Ligar ininterruptamente os pontos

leva o discente a chegar ao grafico abaixo:

6

A construcdo do gréfico de forma continua certamente mostrard que a equagdo acima
apresentard infinitas solugdes, sendo cada par ordenado(x;y) uma delas. O comentério de que
se trata da representacao geométrica desse tipo de relacdo, nesse caso uma reta, leva a conjectu-
ras sobre a completeza dos nimeros reais € a uma clara separacao entre o conjunto dos nimeros
naturais, ndo denso, e o conjunto dos nimeros reais. Tanto melhor que a separagdo possa ser
visualizada.

A seguir apresentaremos um rol de problemas cuja solucdo serd abordada de duas ma-

neiras, uma convencional e a outra, sempre que for possivel, de forma geométrica.

3.1.2 Problema 01

( conteudo relacionado as 8* e 92 séries do ensino fundamental, conforme os PCN )

Resolva, no conjunto dos nimeros reais, o sistema de equagdes :

r+y=12

6r —4y =6
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Procedimento habitual: escalonamento do sistema. Por exemplo, multiplicando pri-

meira equagdo por (- 6 ) e somando -a a segunda, retemos um sistema equivalente ao original

da forma
—6x — 18y = —72
6r —4y =6
Escalonando em = obtemos —22y = —66 e y = 3. Fazendo a substituicdo em qualquer

uma das equagdes descritas, por exemplo a primeira, teremos :
r+ 3.3 =12 obtendo x = 3

O par ordenado ( 3 ; 3 ) € a solugdo do sistema.

Procedimento funcional e geométrico analitico : A equagdox + 3y = 12 pode ser vista
como a equagdo de uma reta que, em sua forma reduzida pode ser escrita y = —g.m +4ea
equagdo 6x - 4y = 6 também o €.

X —

DN W
N W

Se reescrita na forma reduzida obtemos y =

O grafico abaixo mostra claramente a unicidade da solu¢@o procurada. Este procedi-
mento serd, sempre que possivel, utilizado na busca da quantidade de solu¢des de um sistema

com duas varidveis, que era uma das conclusdes de Descartes:
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Igualando ambas as expressodes que explicitam as imagens obtemos:
—s.x+4 = 3.0 — 2 ex = 3. Substituindo tal valor em qualquer uma das fun¢des obtemos
y = 3 e o par ordenado (3; 3) € a solugdo procurada.

3.1.3 Problema 02

(conteudo relacionado a 1? série do Ensino Médio ( PCN )).

(UERJ 2010 adaptado). Em uma partida de futebol, Vasco e Flamengo levaram ao
Maracana 90000 torcedores.Trés portdes foram abertos as 12:00h e até as 15:00h entrou um
numero constante de pessoas por minuto, perfazendo 30.000 torcedores. A partir desse horario
abriram-se mais 3 portdes e o fluxo constante de pessoas aumentou.Os pontos que definem o
numero de pessoas dentro do estddio estdo contidos no gréfico abaixo:

milhares de torcedores

100 A

0 10 18 20 40

dezenas de minutos apés as 12:00h

Quando o numero de torcedores atingiu 45.000, qual era o horario?
Resolucao funcional:

A pergunta se refere a segunda parte do grafico. Como o mesmo nesse trecho € reti-
lineo, temos uma fun¢do afim do tipo n = a.h + b, para n em milhares de torcedores e h em
horas, onde a e b sdo os parAmetros a determinar. Os pontos (15,30)e(17,90) pertencem ao
gréifico e entdo n(15) = 30 e n(17) = 90. Entdo, fazendo as respectivas substitui¢des obte-
remos o sistema: 15.a +b = 30 e 17.a + b = 90. Substituindo b e explicitando a obtemos

a = 30 e b = —420. Temos entdo a sentenca que define a funcdo: n(h) = 30h — 420. Entdo se
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n(h) = 45,45 = 30.h — 420 e h = 15,5 horas ou 15 horas e 30 minutos.
Comentario: esta forma de resolugdo € utilizada na grande maioria dos livros didaticos adota-
dos nas escolas e por essa razdo ¢é a preferida pelos discentes do 1° ano do ensino Médio.
Resoluc¢ao geométrica.

Analisando o grifico acima podemos ver que os tridngulos ABD e ACE sdo obvia-

mente semelhantes e dessa semelhanga podemos escrever:
BD AD
CE AE
Substituindo as medidas dos segmentos obtemos

15 h—18
60 12

entdo h = 21 dezenas de minutos ou 210 minutos apds as 12:00 horas, ou seja, 15 horas e 30
minutos.

Comentario.Tal procedimento, a nosso ver, deve ser bastante incentivado como agente
facilitador tanto de raciocinio quanto de calculo aritmético, além de alicercar o uso das propor-
¢des como sistemadtica efetiva para aplicacdo dos problemas cotidianos, uma das metas dos
PCN.

3.1.4 Problema 03

Determine a soma dos 100 primeiros termos da progressao: (-2, 3, 8, ...... ).
Procedimento habitual: aplicacdo da férmula da soma dos n primeiros termos de uma

P.A.,deduzida de vérias formas por vérios autores, entre eles Lima [6], et al:

(a1 + an)n

Sp = 5

Primeiramente obtemos o centésimo termo pela aplicacdo do termo geral de uma
P.A.,deduzida por recorréncia:

ap, =a;+ (n—1r

No caso temos:
100 =— A1 +99.r =-2 -+ 99.5 = 493.

A partir daf aplicamos a formula da soma acima e temos:

(—2 + 493)100
2

SIOO -

Chegamos entdo a resposta procurada: Sygpy = 24450
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Comentario: Este procedimento € o mais comum entre varios possiveis, inclusive a
induc¢do vulgar da "férmula de Gauss "e costuma ser aplicado sem grandes problemas pelos
discentes. Entretanto falta um reconhecimento melhor, a nosso ver, do comportamento da soma
de vérios termos da progressao.

Resolucao funcional. Quando do desenvolvimento da teoria das progressdes aritmé-
ticas € costume enfatizar que a mesma estd completamente definida quando dela se conhece o
primeiro termo e a razdo. Podemos entdo a partir da expressdo do termo geral vista acima e
utilizando a express@o para a soma também usada acima, chegar a uma expressao funcional de

dominio natural e contradominio real, com se segue:

(ar+an)n (a1 +a+(n—1)r)n
2 2

Reagrupando convenientemente, chegamos a expressao

Sy =

R L Tt
2 2

Sendo a; e r parametros constantes de cada P.A. e levando ainda em conta que o do-
minio proposto € o conjunto dos nimeros naturais, a expressao acima permite,sem o uso de
quaisquer regras ou memorizacdes, observar a monotonicidade da mesma que, para ser cres-
cente, decrescente ou constante, depende unica e exclusivamente de r. No caso, para os valores

pedidos teremos:

(2.(=2) — 5).100
2

5
Si00 = 5.(100)2 +

Teremos entdo o resultado S;g9 = 24550.
Comentario. Essa linha de conduta permite ainda uma analise das fungdes de segundo
grau, também componentes do curriculo da 1* série do Ensino Médio, cuja importancia nao pre-

cisa ser destacada.

3.1.5 Problema 04

(conteddo relacionado a 1* série do Ensino Médio:Matemdtica Financeira e Fungdes
Exponenciais).

FGV 2009 ADAPTADO. Um comerciante precisa adquirir um estoque com urgéncia
mas estd momentaneamente descapitalizado.Procura entdo uma institui¢@o financeira que lhe
oferece a quantia necessaria, R$ 20.000,00 , e lhe informa que a taxa costumeira é de 69 por
cento ao ano e que ele pode escolher qual sistema de capitaliza¢do pretende, simples ou com-
posta, para um periodo de, no miximo, um ano comercial de 360 dias. O comerciante sabe
que em seis meses ird receber com certeza uma heranca no valor de R$100 000,00 e escolheu

o sistema de juros compostos para elaborar o contrato. Responda, justificando, se a escolha foi
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acertada.

Procedimento habitual: utilizacido das expressdes de capitalizagcdo simples e composta
para que se faca a devida comparacgao.

a) Sistema de capitalizacao simples:usando a dedu¢do de Morgado, et al [6], a expres-

sdo que calcula o montante para juros simples é dada por:

M = C(1+in)

sendo M o montante da divida, C' o capital tomado, ¢ a taxa de juros e n o nimero de periodos,
ou tempo de capitalizacdo. No caso, C' = 20000, ¢ = 0,69, e n = 0, 5, (meio ano,meio periodo
de capitalizacdo). Calculo:

M = C(1+ i.n) = 20000(1 + 0,5.0,69)
Isto significa que, no sistema simples de capitalizacdo,o montante da divida serd igual

M = R$26.900, 00

b) Sistema de Capitalizacdo composta: ainda recorrendo a Morgado, a expressio desenvolvida

c:
M =C.(144)",

com o mesmo significado para os parametros. Entdo o cdlculo sera:

M =C.(1414)"

No caso:
M = 20.000.(1 + 0,69)%° = 20.000/1, 69,

0 que nos leva a
M = R$26.000, 00

Conclusao: a escolha foi acertada porque o montante da divida contraida por capitali-
zagdo composta foi menor.

Procedimento por andlise grafica e funcional:

Como C' e 7 sdo constantes, ( pardmetros contratuais ) as variaveis sdo n e ¢, em ambos
os sistemas de capitalizacdo.No caso da capitalizagdo simples temos entdo uma func¢do afim,
cuja imagem gréfica é uma reta com coeficiente angular C, n, positivo e para a capitalizacao
composta teremos uma fun¢@o exponencial com base (1+1) e, portanto, sendo ambas as fungdes
estritamente crescentes.O grafico abaixo elucida a comparagao que ird se seguir.
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milhares de reais

26,9

26

dias

0 180 _ 360

A andlise do grafico permite concluir que existe um dnico valor para n para o qual as
imagens (montantes) sdo iguais a partir do valor inicial. Como isso acontece? As expressoes
(14 i.n) e (14 i)™ somente assumem valores iguais para n = 1, no caso um periodo de capi-
talizacdo € igual a 1 ano, em razdo da taxa aplicada.Para o intervalo 0 < n < 1 os montantes
( imagens ) obtidos com capitalizagdo composta sdo claramente menores que aqueles obtidos
com capitalizacdo simples e esse é exatamente o caso, em virtude de a quitagdo do contrato
poder ser feita em menos de um periodo de capitalizacao ( 1 ano ). Esse fato mostra o acerto da

decisdo do comerciante, dando razdo ao dito popular "uma imagem vale mais que mil palavras".

3.1.6 Problema 05

(contetdo relacionado a 1% ou 2? séries do Ensino Médio).

O tridngulo ABC da figura € retangulo em B e seus catetos medem respectivamente
AB = 6cm E BC = 12e¢m. O ponto D € médio do cateto BC' e o tridangulo DCE € equilatero.
Sabemos ainda que os segmentos F'D e BC' sao perpendiculares e que os segmentos GH e BC

sdo paralelos. Determine a drea do tridngulo DG'F' em cm?.

Como, pelas informagdes do enunciado, temos AF'HG e AABC semelhantes, porque
os angulos FHG e ABC sio congruentes, bem como os angulos FGH e ACB.
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Resolugdo utilizando Geometria Sintética e Trigonometria.

Entdo, seus lados correspondentes sdo proporcionais € podemos escrever:

FH AB 1

HG BC 2
e entdo temos : (1):

FH = % -HG

Por outro lado, como os segmentos GH e BC' sdo paralelos, e 0o ADCFE € equilatero,

entao
GFD = GDC = 60°
© HD
tg 60° = —
& HG
temos a relacdo (2):
HD =GH -3
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Ainda, da semelhanga dos tridngulos ABC' e F'DC' temos:

AB _ BC _
FD CD

relacdo (3). Como F'H + HD = F'D fazendo as devidas substituicdes nas relacoes (1),(2) e (3)
obteremos: .
5 HG+ GHA3 =3

Explicitando HG"
6

HG = ——
1423

Ocorre que HG € a altura doAGDF relativa ao lado F'D. Entio:

1 1 6 9
S, =_.DFHG=--3- = cem?
GPE =9 2 " 1423 1423

Resolucao utilizando Geometria Analitica.

Adotando um sistema de eixos cartesiano e ortogonal com origem no ponto D e eixos
Ox coincidindo com a reta suporte do segmento BC' e Oy coincidindo com a reta suporte do

segmento D F', temos explicitas as coordenadas dos pontos D = (0,0) e F'(0, 3).

~ 1
O ponto GG € a interseccdo da reta AC, definida por sua declividade m = —tgAC’B:—E
e que passa pelo ponto F' = (0,3). Entdo a equagdo reduzida da reta AC' tem a forma
y —yp = m.(x — xp),0 que no caso nos conduz a y = —§.ZL‘ + 3, equagdo ().

Por outro lado, a reta DE passa pelo ponto D(0,0) e tem declividade m = tg60° = /3. A
forma reduzida desta nova equacio é y = v/3.z, equacio (2).

A intersecc@o das duas retas ocorre entdo para a solugdo (1) = (2) :
1

. Explicitando = teremos x =

1,relag;ﬁo (3).A substituicdo deste valor na equagdo(2)

6
noslevaay =+v3.——.
Y 2./3+1

Conhecemos agora as coordenadas do ponto G = (

6 6.4/3
243+12/3+1

Como elegantemente o faz DELGADO et al [6] na obra Geometria Analitica, utili-

).

zando vetores para obter a drea de um paralelogramo qualquer conhecidos trés quaisquer de
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seus pontos, e lembrando que um paralelogramo pode ser dividido por uma de suas diagonais
em dois tridngulos congruentes obtemos a expressdao que permite o calculo da drea de um trian-
gulo conhecidos seus trés vértices, assemelhando - a ao calculo de um determinante de terceira
ordem cujos elementos sdo filas paralelas compostas pelas respectivas abscissas, ordenadas, e
pelo nimero 1.A metade do médulo desse determinante ird informar a area do triangulo. Fare-
mos isto neste espaco.

Dl

SpEr = E O determinante D € entdo definido:

g Yo 1
D=|axp yr 1

Tp yp 1

Fazendo as devidas substituicdes teremos:

6 6.4/3
243 243+1
0 3

1
0 0 1

desenvolvendo o determinante pelo Teorema de Laplace aplicado a 3? linha teremos:
1 6
=—-.—23
224341

e finalmente obtemos a drea do tridngulo:

9.(24/3 — 1)

SDEF = 11

Comentadrio: a escolha adequada do sistema de coordenadas facilita sobremaneira a
execucdo dos cdlculos necessarios. Ese ponto deve ser enfatizado quando da aplicagdo do mé-

todo da Geometria Analitica.

3.1.7 Problema 06.

(conteudo relacionado a 9* série do Ensino Fundamental e a 1? série do Ensino Médio
(PCN)).

FUVEST 2011.Dois quintos de meu salédrio sdo reservados para o aluguel e a metade
do que sobra para a alimentacdo. Descontado o dinheiro do aluguel e da alimentacio, coloco

um terco do que sobra na poupanga, restando entdo R $ 1200,00. Qual é o meu salario?
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Resolugdo habitual algébrica, encontrada em vdrias obras, entre elas IEZZI et al, Fundamentos

da Matemadtica elementar, vol.1. Seja = o valor procurado. Entdo:

2 3
1? operagdo: x — 3:1: =z (sobra apds o aluguel).

2% operacao: 3 L, Gr—dr 3w (sobra ap0s aluguel e alimentacao)
Peragao: s-r =o' =75 T 10’ pos alug £a0)

3% operacao sr_lse Sr—w 2 (apOs poupanca)
= — - — = = —, u .
PERCAO 0 "3 10 ~ 10 100 PO poupAne

2
Entao temos: % = 1200 e portanto o valor do saldrio sera: = R$ 6000,00

Resoluc¢ao por comparacio de areas geométricas - inspirado no processo egipcio
citado por ROQUE [2].

Como os primeiros gastos sdo fragdes de denominadores 5 e 2, reduzimos o problema a
obtencdo de fracdes equivalentes as dadas com denominador igual ao minimo multiplo comum
entre 5 e 2:

mmec(5,2) = 10

1
O saldario € entdo dividido em 10 partes iguais,sendo cada parte (E) representada por um re-

tangulo, por exemplo, o que nos leva ao seguinte fato:

1# operagﬁo:g =10 sendo consumidos 4 retangulos, com sobra de 6 retangulos.

2% operagao:metade do que sobra: 3 retangulos, sobrando 3 retangulos.
3% operagdo: um tergo da sobra, 1 retingulo, restando dois deles, que representam R$ 1200,00 e,
portanto, cada retdngulo tem o "valor"de R$ 600,00, o que nos leva ao saldrio total de 6000, 00
reais.
A figura abaixo ilustra o raciocinio.

Comentario: uma vez que a terceira operacio envolve uma terca parte e que
o numerador até entao remanescente tem o 3 como fator,foi necessario apenas obter o
mmec(5, 2).Num caso mais geral poder-se-ia obter o mmc entre todas as fracoes propostas,
no caso mmc(5,2,3) = 30, e fazer a divisao correspondente, que no caso teria 30 retangu-
los onde cada um deles representaria 20 do salario. Neste caso o ''valor''obtido para cada
retangulo seria de R$200, 00 .
Comentario: uma vez que a terceira operacao envolve uma terca parte e que o numerador
até entdo remanescente tem o 3 como fator,foi necessario apenas obter o mmc(5,2).Num
caso mais geral poder-se-ia obter o mmc entre todas as fracées propostas, no caso mmc(5, 2,3) =
30, e fazer a divisao correspondente, que no caso teria 30 retangulos onde cada um deles
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| restam 3/5 = 6/10 do total ----—-----—--—--—- — ——

O primeiro gasto: 2/5 = 4/10 do total \3poupanga  S0bra final: 2110 = 1/5 do total =R 1200,00

1/2 do que sobra: metade de 6/10

«restam 3/10 do total—+

Se 1/5 do total equivale a R$ 1200,00 concluimos que o salario integral & 5 vezes esse valor, perfazendo R$ 6 000,00

1
representaria — do salario. Neste caso o ''valor''obtido para cada retangulo seria de
R$200, 00

3.1.8 Problema 07

(contetdo de Cinematica do 1? série do Ensino médio).

Um objeto € langado do topo de um edificio cuja altura € igual a 16m com velocidade
de médulo 20m /s e formando com a horizontal um angulof tal que sin = 0,8 e cos€ = 0,6 .
Despreze efeitos resistivos, adote g = 10m /s e responda:

a) qual a altura maxima relativa ao solo atingida pelo objeto?
b) a que distancia horizontal da base do prédio o objeto toca o solo?

Resolucio cinematica:

A resolugdo deste tipo de problema para a primeira série do Ensino Médio esta apoiada
no principio da superposicdo de efeitos de [saac Newton, como € conhecido de todos. Uma vez
que a tnica aceleragdo presente € a gravitacional, aqui suposta constante e vertical, o movimento
€ subdividido em duas projecdes que irdo se superpor de forma concomitante para responder as
questdes propostas:

a) a projecdo horizontal da posicdo real do movimento do objeto, que ird seguir as expressoes
do movimento retilineo uniforme, em virtude da auséncia de aceleracdo escalar. A abscissa
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da projecdo sera representada por uma fun¢do afim e uma escolha conveniente dos eixos de
projecdo permite assumir o termo independente como zero, conforme se verd na figura que
ird acompanhar a segunda resolucdo. Teremos entdo para a posi¢do da projecdo horizontal da
projecdo a funcao

= V.t

,onde Vp, = Vj.cos = (20.0,6)m/s = 12m/s e t representa os instantes de tempo a partir
do lancamento. Temos entdo a fun¢do das projecdes horizontais do objeto : z = 12.1.

J4 a projecdo vertical tem os valores alterados pela acdo gravitacional, sendo entao tratada como
um movimento uniformemente variado vertical e terd a forma de uma funcdo quadratica que,

adaptada a simbologia da Cinemadtica,adquire o formato

y= =282+ Voyt + o
. Teremos ainda a correspondente fungdo das velocidades escalares, que obedecerd ao modelo
cinemdtico V,, = Vg, — g.t .
Suas constantes terdo entdo os seguintes significados: g = médulo da aceleracdo gravitacional
,Voy, = componente inicial da velocidade escalar vertical do movimento € y, = posi¢do inicial
vertical da projecdo do objeto.
No caso, teremos: Vg, = Vp.sinf = (20.0,8)m/s = 16m/s e ainda g = —10m/s* e yo = 16m

A forma da fun¢do que descreve a projecdo vertical da posi¢ao real do corpo serd entdo dada
por:
y = —5.t> +16.t + 16,

medida em metros, €
V, = —10.t + 16,

medida em m/s. O movimento € entdo estudado com a aplica¢do conjunta de ambas as equagdes.
a) A altura maxima € atingida no momento em que o objeto deixa de subir, 0 que nos impde
V,, = 0. Substituindo na fung¢do das velocidades da proje¢do vertical da posi¢do real do objeto
teremos: 0 = 16 — 10.7 e entdo temos ¢ = 1, 6s. Como neste instante ocorre a maior altura, para
determin4 -la basta substituir tal valor na fungio y = y(t). Entdo: y = —5.(1,6)?> +16.1,6 + 16
. Explicitando y : y = 28, 8m, que € a altura médxima atingida.

b) Para obter a distancia horizontal solicitada, é necessario obter o tempo de voo, o que serd
feito igualando a fungdo y = y(t) a zero, ( retorno ao solo). Segue entdo que:

0=—t*+16.t+ 16

Resolvendo para y temos ¢ = 4s, uma vez que o enunciado ndo permite respostas negativas
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para os instantes de tempo neste caso. Devemos agora aplicar o valor encontrado na fungdo
x =xz(t) : x = 12(m/s).4(s),e finalmente x = 48m, que € a resposta solicitada.

Resolucao por Geometria Analitica: A curva parametrizada a ser descrita pelo ob-
jeto é obtida pelas equacdes paramétricas acima citadas x = 12.t e y = —5.t> + 16.t + 16.

x
Substituindo o parametro ¢ obtidode x : t = T2 na fungéo y = y(t),temos

x x
= —5.(-=)*+16.-—- + 16
Y () F165+
O o 4 o - .
e portanto y = — Ta” + gx + 16, que mostra claramente a trajetoria parabdlica descrita pelo
objeto, conforme mostra a figura abaixo:
04 \
28,8

20 4
16

10 1

0 19,2 48
0 10 20 30 40 50

Entdo, pelo conhecimento anterior da funcao quadratica respondemos:
a) altura maxima: é a ordenada do vértice da parabola. Como é costume quando se estudam
as fungdes quadraticas, sua forma geral € do tipo y = a.x? + b.z + ¢, com as constantes reais

a, b, c com a sendo um real ndo nulo e a ordenada do vértice, em funcao de tais constantes,

) . , 4.a.c —b? b? B
( que € o que nos interessa),é dada por: yy = T 4a c— i Entdo, para o
.a .a
Nnosso €aso :
16 16
_16- -9 _ 9
144 144

Os célculos nos levam a resposta: y,y = 28, 8m , que € a altura maxima atingida pelo objeto.

b) Para determinar a distancia horizontal atingida serd suficiente impor o contato com o solo

5 4
funcdo obtida.y = 0: —— .22 + —. 16 = 0.
na funcdo obtida.y = 0 T1d T+ 3 rz+16 =0

H4 duas raizes para esta fun¢ao: uma delas, negativa, que no caso nao nos interessa,
mas a resposta positiva encerra o problema: x = 48m, que € a distancia procurada.

Mais uma vez fica claro que a interrelagdo entre as disciplinas pode e deve ser feita, de modo a
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estimular o aluno a procurar tais interrelagoes.

3.1.9 Problema 08

(contetido relacionado as 12 e 2? séries do Ensino Fundamental (PCN)).
Deduza uma expressao que permita calcular o nimero de diagonais de um poligono convexo de
n lados.

Resolucao por Analise Combinatéria: uma diagonal é um segmento de reta com
extremos em vértices do poligono, desde que tais vértices ndo sejam consecutivos (neste caso
temos um lado do poligono). Como uma diagonal tem dois extremos € ndo importa como nos
refiramos a eles (¢ indiferente dizer diagonal AB ou diagonal BA), e como temos n vértices
podemos organiza-los 2 a 2, em qualquer ordem descrita. E, portanto, um caso cldssico de
Combinagdes Simples com elementos distintos,como afirma LIMA et al [11].Entretanto, ao
calcularmos as combinacdes dos n vértices agrupados de 2 em 2, estaremos também incluindo
os lados do poligono, em nimero de n lados, que deverdo ser excluidos das combinacdes calcu-
ladas de modo a restarem apenas as diagonais. Entdo, se d € o nimero de diagonais procurado,

teremos:

n! n(n—1) n*-3n
-~ 2l(n —2)! 2 2

Finalmente:

, que € o numero de diagonais procurado.

Resolucao Geométrica: Tomando um vértice qualquer, a partir dele podemos cons-
truir (n-3) diagonais, em virtude de ndo podermos contd -lo e nem aos dois vértices conjugados (
teriamos lados). Como temos n vértices, podemos executar tal operacdo n vezes, o que acarreta-
ria num total de n.(n — 3) diagonais. Mas como cada diagonal se relaciona com dois vértices, o
célculo acima contaria o nimero de diagonais contado duas vezes e, portanto, deve ser dividido

por 2, e entdo a expressao se reduz a

Comentario: seria extremamente interessante, ao chegar nessa expressao praticamente
empirica,sugerir aos alunos um prova formal da mesma, o que levaria a aplica¢do do Principio

da Inducdo Finita.
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3.1.10 Problema 09

conteudo programadtico de 1* e 2% séries do Ensino Médio (PCN)

Determine quantas solu¢des inteiras € ndo negativas tem a equagdo = + y = 10
Resolucdo por Andlise Combinatdria: de acordo com Hefez [12], uma forma elegante de re-
solu¢do se apoia no fato de dividir uma quantidade de 10 unidades em duas partes. A figura
abaixo mostra uma representacdo de objetos, cada um deles representando uma unidade e um
sinal, representado por uma barra vertical separando as quantidades que, reunidas, perfazem 10
unidades.

No caso acima temos dois grupos de unidades separados pela barra, um deles com 4
objetos e o outro com seis deles, 0 que mostra que o par ordenado (4,6) é uma das solugdes
pedidas.Modificando-se a posicao da barra obtém - se outras solugdes, sempre com soma igual a
10 unidades. Como cada objeto tem o mesmo valor, trata - se entdo de permutar com repeticoes
e generalizando - o como € demonstrado na obra acima, genericamente:

r 4y = r, para n grupos separadores da quantidade r, conduzindo a:

. (r+n-=1)!
mr el (n — 1)

No caso temos:
. (10+2—1)!_11!

02~ 790110 10!

H4, entdo, 11 pares ordenados capazes de satisfazer a questdo de solucdes inteiras ndo

negativas para a expressao x + y + 10.
Solucio analitica: A equacdo x + y = 10 representa uma fungdo afim bijetora de
dominio e contradominio reais com imagem grafica abaixo:
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Logo, como qualquer par ordenado que se tome nesse grafico pertence a relacdo x + y = 10, é
suficiente contar quantos inteiros ndo negativos existem entre 0 e 10 para saber qual o nimero
de solugdes disponiveis, que € exatamente a pergunta que foi feita.No caso ha 11 pares ordena-
dos que satisfazem ao enunciado.

Comentario: certamente surgirdo numa sala com alunos medianos perguntas envolvendo mais
de duas varidveis. Cabera ao docente mostrar que a solucdo combinatdria presta -se a quaisquer
quantidades de variaveis, e que a solucdo analitica poderia ser visualizada apenas com 3 varid-

veis, que podemos observar no espago euclidiano tridimensional.

3.1.11 Problema 10

. Conteudo relacionado a 3? série do Ensino Médio, (PCN).
Determine as raizes sextuplas do nimero 64.
Solu¢do convencional: todo nimero complexo admite n raizes "enésimas", de acordo com
Lima,et al [11]. Os autores desenvolvem a chamada Formula de Moivre a partir da descri¢do do

complexo cujas raizes se quer determinar, na sua forma trigonométrica:z = p.(cost + i.sinf)

Moivre:z,, = {/p.(cosf + i.sinf). Desenvolvendo:

0+2kx . . 0+2k7
—— +.8ln ———
n

Zn = /7.(cos ).

Os simbolos utilizados representam respectivamente:
0: argumento do complexo z; r = |z|: mddulo do complexo z;n: indice do radical; k é um
inteiro ndo negativo que assume valores desde 0 até (n—1).As raizes sextas de z serdo nomeadas
2o, para k = 0, z1, para k = 1,....... , Zn_1,parak =n — 1.
Escrevendo z na forma algébrica: se z = 64, z = 64 + 0.i.p = V64 = 2: cosf = 1esinf =0
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el =0.

Aplicando Moivre sucessivamente:

0+207x . . 04207
— 4.5l —

2 = V64.(cos = 2.cos(0) +i.sin(0) = 2

6
0+2.1. 04 2.1. 1 3
o = V6h.(cos =T i gin 2 E T g cos( Dy isin(T) = 2.(—+¢.£) = 1+iv3
6 6 3 3 22
. 0+2271 . . 04227 2 .. 27 1 V3
2y = V/64.(cos ————+i.sin ————) = 2.(cos ——+i.sin —) = 2.(—=+i.~—) = —14+V/3
6 6 3 3 22
0+ 2.3. 0+ 2.3.
2= 64.(003% +i.sin %) = 2.(cosT +i.sin7) = 2.(—1 + 0) = —2
] 0+24r . . 0+24r 4 . Amw 1 V3 ,
24 = V/64.(cos ————+i. 8in ————) = 2.(c08 ——+i.8in —) = 2.(—=+i.—~—) = —1—i.\/3
6 6 3 3 2 2
. 0+2571 . . 04257 50 . b 1 . V3 ,
25 = V/64.(cos TH' sin T> = 2.(cos T—i—sm ?) = 2.(5—1—2.—7) =1—i.V3

Estas s@o as raizes sextas de 64 obtidas pelo uso tradicional da férmula de Moivre.

Solucio geométrica: como as raizes énuplas de um nimero complexo tém todas o
mesmo moédulo, os afixos das mesmas serdo pontos de uma circunferéncia com centro na ori-
gem no plano de Argand - Gauss e cujo raio é obviamente o médulo constante dessas raizes.
Como os argumentos dessas raizes formam nesse caso uma progressao aritmética de razao %,
concluimos que os afixos sdo vértices de um poligono regular de n lados, no caso um hexdgono
regular.Basta entdo determinar uma das raizes e locar o poligono no plano de Argand Gauss,

como ird sugerir a figura abaixo:

Se z = 64,entdov/64 = 2 e a primeira raiz tem afixo em (2,0). Como a razdo da progressio é,
7r . . ~ A
no caso, 30 os afixos ficam determinados como na figura abaixo. Entdo temos seis tridngulos

equildteros congruentes de lado igual a 2. A altura de um tridngulos equilétero de lado /, bem o

3 3
sabemos, é dada por : h = Z.T. No caso temos: h = 2.\/7— = /3.

A simetria dos triangulos relativamente aos eixos coordenados permite obter de imediato as
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€ixo imaginario

erxo real

coordenadas dos afixos, a saber: F' = (2,0),A = (1, \/3),3 = (-1, \/5), C = (-2,0),
D = (—1,—v/3), E = (1, —+/3). Estas sdo exatamente as raizes obtidas pelo primeiro método.
Sempre que possivel, ou quando os afixos tiverem locagdo privilegiada, acreditamos ser esta
forma sintética a mais indicada pela presteza e visualiza¢do dos resultados.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

4.1 O que esperar?

Temos, ao longo deste trabalho, tentado demonstrar a ligacdo existente entre os diver-
sos ramos da Matematica, o que ndo € uma prética habitual no desenvolvimento do aprendizado
da mesma, infelizmente. Nao se pode ignorar de forma alguma que os capitulos dos diversos
ramos desta Ciéncia terminam se integrando de modo indelével e ignorar tal fato remete ao
atraso do desenvolvimento da mesma. Fica claro, quando examinamos a Histéria da Matema-
tica ao longo dos séculos passados, que o desenvolvimento de um capitulo reporta quase que
imediatamente ao desenvolvimento de outro que, aparentemente, nada tem a ver com o primeiro
objetivo pesquisado. Ledo engano. ROQUE [3], p.251 apresenta seis modelos desenvolvidos
por Al Khwarizmi de modo retérico e citando o desenvolvimento dos mesmos, a saber:

quadrados iguais a raizes: a.z? = b.x
quadrados iguais a um nimero: a.x* = ¢
raizes iguais a um nimero: b.z = ¢
quadrados e raizes iguais a um nimero: a.z? + b.xz = ¢
quadrados e um niimero iguais a raizes: a.z? + ¢ = b.x
raizes e um niimero iguais a um quadrado: b.x + ¢ = a.x?

Para cada um dos casos apresentados Al-Khwarizmi apontava as regras de solucio e
apresentava as correspondentes justificativas geométricas, tendo as mesmas sido extraidas dos

Elementos de Euclides.Vemos entio que o considerado "pai da Algebra"reforca sua argumen-

tacdo com argumentos cientificos anteriores aqueles por ele desenvolvidos.
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Se acreditamos que o raciocinio légico € a esséncia natural do progresso do conheci-
mento académico da disciplina vemos que, mais do que possivel, é determinante para a evolugao
da Ciéncia que mais e mais conceitos aparentemente dissociados se reportem a andlise da es-
trutura indissolivel do conteido. O norteamento proposto pelos PCN, embora ja se tenham
passado quase duas décadas desde sua divulgacao, ainda estd muito longe de ser concretizado e,
mais preocupante, pouco ou nada se tem feito do ponto de vista pratico, tanto na atualizagdo dos
curriculos eventualmente propostos pelas escolas de licenciatura, quanto no que diz respeito a
imprescindivel reciclagem dos docentes responsdveis pela disseminag¢do do conhecimento in-
terrelacionado das disciplinas.

Quando FIORENTINI [16], p.42 comenta sobre o processo ensino - aprendizagem da
matematica, ha sua citacdo nominal: "... SO mais recentemente tem sido dada maior aten¢do ao
estudo dos racionais, da dlgebra,da geometria, da estatistica e das probabilidade...". Levando
em consideracao que esta obra teve sua primeira publicacao em 2006, passaram - se dez longos
anos e muito pouco progresso tem sido observado na absorcdo de tais conteudos pela grande
maioria dos discentes, conforme corroboram os resultados obtidos pelos mesmos quando se
submetem ao Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

As intermindveis reunides pedagogicas cujo escopo € o desenvolvimento de sistemas
de aprendizagem chegam a conclusdes que, se bem fundamentadas do ponto de vista cientifico,
carecem de praticidade quanto a aplicacdo das mesmas, o que faz com que ndo se tenha a me-
nor certeza de como e quando tais conclusdes serdo implementadas com eficicia e na maioria
das oportunidades sequer se conhe¢a uma forma dinamica de auferir o resultado prético obtido
por tais eventuais modificacdes curriculares.Parece muito pouco animador o quadro que se nos
apresenta num futuro muito préximo, a menos que realmente as pessoas que t€ém de fato o poder

decisdrio atuem no sentido de acelerar a modernizagdo dos curriculos existentes em nossos dias.

4.2 A integracao de fato entre a 8 e 9? séries e 0 Ensino Mé-
dio

A grande maioria dos curriculos de matematica para a 8* série do atual Ensino Funda-
mental premia a resolu¢cdo de problemas utilizando sistemas de equacdes lineares do 1° grau.
A nosso ver seria uma 6tima oportunidade de inserir a ideia geral da Geometria Analitica sem
grandes preocupagdes tedricas, uma vez que o mesmo curriculo prevé a locacdao de pontos no
plano cartesiano.Quando MENDES[4], p.35, analisa os métodos pedagdgicos utilizados por
Lagrange, comenta: "...as questoes respondidas e codificadas pelos matemdticos passaram a se
tornar instrumentos ou ferramentas matemdticas que se configuram como estratégias e prdticas

cognitivas a serem utilizadas na busca de solucoes para novas dividas....
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Nao se trata, portanto, de criar a partir de simples opinides ou experiéncias individuais,
pedagogias inovadoras sem quaisquer suportes, mas sim beber da mesma fonte de onde tantos
matematicos de renome se serviram para disseminar seus conhecimentos. O aprendizado da
matematica, a nosso ver, tem mais sinonimia com o conjunto dos nimeros racionais que o dos
numeros inteiros, isto €, hd espacos entre capitulos que podem ser estreitados, permitindo saltos
ndo tdo amplos, embora concordemos que existem intervalos que aparentemente sao irremovi-
veis. Cabe a nds, docentes, buscar o estreitamento de tais intervalos.

Ainda continuando a observacdo dos PCN e tomando a interdisciplinaridade mais uma
vez, quando do ensino da disciplina CIENCIAS, observamos nos capitulos referentes 2 Quimica
e a Fisica, extensos e férteis campos de aplicagdo da matemadtica, com apoio tedrico ja do co-
nhecimento dos alunos, tais como razdes, propor¢des, porcentagens, construcao de segmentos
proporcionais representando grandezas afins, apenas para citar alguns desses conhecimentos,
mas que nao sdo utilizados pelos professores especificos das disciplinas supracitadas unica-
mente em razdo da falta de formagdo académica direcionada para essa integragdo, o que nos
remete a linhas acima, onde defendemos um olhar mais moderno e abrangente da atualizacio
dos curriculos definidos nos cursos de Licenciatura.

Chegamos aos Planos de Ensino da 9* série do Ensino Fundamental e mais uma vez
sentimo - nos tentados a comentar sobre a facilitacdo do entendimento do conteido através
da Geometria, em particular a Geometria Analitica, seguindo o norte apontado por Fermat e
Descartes quanto a visualiza¢do de uma relacao de duas varidveis. O importantissimo conceito
de funcdes e por conseguinte a resolucdo de equagdes estd praticamente oculto no contetido
curricular mas sabemos da importancia desse topico para todo o restante do Ensino Médio.

TAO [8],p.2, esquematiza os tipos mais frequentes de problemas em trés grupos, e
mais a frente,p.80, 81, sugere a prova da unicidade do circuncentro de um triangulo, deixando
claro que, via de regra, hd mais de uma forma de se chegar a solu¢do daquilo que foi pedido.
Podemos ver isso se observarmos com algum apuro a situacdo em pauta e, em particular, to-
mando o curriculo vigente e sugerido pelos PCN para a 9% série, vemos uma série de situagdes
em que ¢é palpdvel a escolha de mais de um caminho para a resolucdo do problema apresentado.
Concordamos inteiramente com Terence Tao, e a resolu¢do encontrada pelo discente, se muito
extensa, ird merecer uma andlise da mesma pelo professor que, a seguir, poderd mostrar um ou-
tro caminho indicando qual processo minimiza a resolucdo, além de poder comentar com todos
0s presentes como um assunto pode se justapor a outro.

Quando do desenvolvimento da solu¢@o dos problemas apresentados no Cap. 3 tenta-
mos por algumas vezes trazer a discussio assuntos costumeiramente presentes na 9* série para

0 universo geométrico e esperamos sinceramente ter conseguido sucesso neste quesito.
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4.3 O Ensino Médio e seu conteudo

Chegamos agora a parte mais significativa deste trabalho: o aprendizado da Mate-
matica durante o Ensino Médio e sua posterior aplicacdo nos meios académicos das Cié€ncias
Exatas.

KASNER e NEWMAN [23], na introducdo da magnifica obra Matematica e Imagi-
nacdo, p.14, afirmam: "A Matemdtica, em grande parte, permanece ainda velada. O que a
maior parte dos livros de Matemdtica tenta fazer é discuti - la filosoficamente ou tornar claro
o assunto que foi aprendido mas jd estd esquecido". E exatamente contra esse desperdicio de
saber e tempo que pretendemos nortear nosso trabalho, além da concatenacdo de capitulos ja
anteriormente comentada. Acreditamos piamente que, em se tratando de Matematica, o que €
realmente assimilado permanece em estado latente na memoria de quem a aprendeu. Tal crenca
ndo é desprovida de fundamento cientifico. Apoiamo - nos no trabalho de Jeremy Kilpatrick
para tal afirmacdo.

4.3.1 Primeira série do Ensino Médio

Obedecendo aos PCN os contetidos ministrados no Ensino Médio, em sua grande mai-
oria, tratam dos conceitos de funcdes, sequéncias, logaritmos e, de uma forma mais contempo-
ranea, em virtude do ENEM, tratam também de matematica financeira basica.

Pretendemos mostrar, com uma sequéncia de exercicios constituintes do Cap.3, que se
pode estabelecer uma conexdo razodvel entre as formas mais comuns na resolugdo de questdes
envolvendo o estudo de funcdes elementares ( € que, em nossa opinido devem ser mantidas), e
aquelas que se apoiam em teorias desenvolvidas anteriormente, destacando, sempre que possi-
vel, a geometria, analitica ou sintética, como apoio e via alternativa para tais resolu¢des. Muitas
vezes, entretanto, a busca por grandezas proporcionais auxilia decisivamente e permite a clara
visualizacdo da solucdo aparentemente dificilima para um problema apresentado. Um exemplo
brilhante desse fato € apresentado com maestria por LIMA et al[7], p. 82, 83, problema n° 5.2,
em que é utilizado o conceito de propor¢ao e também o de densidade de um corpo para resolver
um problema sobre areas.

Correndo o risco de nos tornarmos repetitivos, destacamos que os contetidos ministra-
dos nas dltimas séries do Ensino Fundamental e a introdu¢@o do conceito de funcao, reservado
geralmente para o inicio do Ensino Médio tém tudo para serem desenvolvidos a0 mesmo tempo.
Sem grandes aprofundamentos tedricos ( 0 que, a nosso ver, € desnecessario para 0 momento
pedagdgico em pauta ), a introducdo da Geometria Analitica no curriculo de Matematica da
1* série do ensino Médio, além de se adaptar perfeitamente ao conteddo previsto pelos PCN,
ird atuar decisivamente como catalizador do aprendizado de outras tantas disciplinas, sem que
grande esfor¢o tenha de ser feito, tanto pelos docentes quanto pelos discentes.

O pesquisador KILPATRICK [17] comenta em sua obra que uma das razdes pelas
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quais ocorre o divorcio entre a necessidade do discente e o curriculo formador do licenciado
¢ a total falta de uma formacdo que vise sistematicamente oferecer ferramentas operacionais
aos licenciandos durante todo o curso de graduagdo. Kilpatrick comenta ainda que infelizmente
essa € uma tendéncia mundial observada na formagao de professores. Alongamo - nos ainda
asseverando que certamente muitos talentos ficam pelo caminho em razio das dificuldades que
via de regra um curso de graduacdo em Matematica ndo remove do caminho do discente apenas
por lhe faltar a estrutura curricular compativel com a modernizacdo do curso.

No Cap.3, dedicamo - nos a expor alguns exemplos de como podemos tratar assuntos
de vérias etapas do aprendizado com formas distintas de solucdo. Em particular, com foco no
curriculo habitual ( PCN) da 1? série do Ensino Médio, concatenando -o com quesitos abordados
nas 8* e 9% séries do Ensino Fundamental. Tentamos mostrar tais propostas nos exercicios 01
(p- 13,14 ,15),02 (p. 15, 16), 03 ( p.16,17), 04 (p. 18,19 ),06 ( p.23,24 ) e 07 ( p. 24, 25, 26
e 27 ). A interligacdo pretendida entre as disciplinas anteriormente abordadas tenta funcionar
como uma ponte geradora de continuidade de conhecimentos entre as mesmas € as novidades
com as quais o aluno passa a conviver na 1* série do Ensino Médio. Sob esta ética sugere -
se também a interdisciplinaridade, a nosso ver fundamental para o sucesso da ideia defendida
desde o inicio deste trabalho. A submissdo deste propdsito deve certamente ser submetida ao
crivo daqueles que realmente t€ém o poder decisorio na elaboracdo curricular e que certamente

dispdem dos requisitos pedagdgicos inerentes a suas funcoes.

4.3.2 Segunda série do Ensino Médio

Nos ultimos tempos, especialmente no dltimo quinquénio, observa - se nos grandes
vestibulares nacionais, em particular no ENEM, uma significativa quantidade de questdes cujo
conteudo diz respeito, pelos PCN, a 2% série do Ensino Médio. Nao podemos fugir a uma re-
alidade incontestdvel, que é a de que os estabelecimentos de ensino tém como alvo preparar
alunos para seu ingresso em institui¢des de Ensino Superior de bom nivel.

Embora ndo seja o desejavel, ( o ideal seria o aprendizado das disciplinas por elas mesmas,
permitindo a absor¢do dos contetidos para uma posterior aplicacio, uma real utopia ). E o que
noés, professores, temos de enfrentar, € nos cabe entdo otimizar tal procedimento tanto quanto
possivel. Questdes que envolvem raciocinio 16gico t€ém surgido em maior ndmero e a introdu-
¢do recente de quesitos envolvendo Estatistica Bdsica mostra a modernizac¢do apresentada na
formulacao dos problemas. Da mesma forma, problemas que envolvem contagem surgem em
bom niimero e ressaltamos que este tipo de assunto historicamente € visto pelos discentes com
grande reserva, uma vez que os cdlculos envolvidos sdo em geral muito simples, mas o racio-
cinio que leva ao acerto estd longe de s€ - lo. Quando se pode associar alguma forma auxiliar
de entendimento o sucesso ocorre em maior propor¢ao. Um claro exemplo da dificuldade que

todos t€m com esse assunto € detalhado por KASNER et al,[23], p. 236, tanto que nos per-
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mitimos reproduzir o texto ipsis literis: "... D’Alembert, em seu artigo sobre a probabilidade
na famosa Encyclopédie, revelou que ele ndo tinha entendido o teorema de multiplicar pro-

babilidades independentes. Duvidou que a probabilidade ( ao se jogar uma moeda duas vezes,

qual a probabilidade de se obter pelo menos uma cara?) ultimamente mencionada fosseg,
raciocinando que, se uma cara aparecesse na primeira tentativa, o jogo terminara e que ndo
haveria necessidade de uma segunda. Enumerou entdo trés casos possiveis: cara, coroa - cara
e coroa - coroa, chegando entdo ao resultado igual a —. O que ele deixou de considerar foi que
a primeira alternativa era, em si mesma, tdo possivel de obter quanto uma coroa ". Fica claro
que se um matemadtico da estirpe de D’ Alembert, teve dificuldades em assimilar o conceito de
probabilidades, € absolutamente natural que alunos em formacdo também as tenham.

No Cap.3, exercicio 08,( p.27 ), vemos uma situacdo que estd presente nos ultimos
anos revestida por enunciados diferentes mas com a mesma finalidade. Nesse caso pode - se
apresentar uma ideia geométrica que ird apoiar a primeira solu¢ao dando a ela uma forma visual
de entendimento que completa a primeira.

Retomando o Cap.3, problema 09, ( p. 28, 29 ), acreditamos mostrar casos em que
até mesmo uma ideia geométrica, ( no caso, analitica ), pode acrescentar subsidios razodveis
de forma a concatenar raciocinios efetuados com apoio de teorias distintas mas que podem
conduzir a um melhor entendimento no arido aprendizado da teoria das contagens. Ha varios
autores que modificam o pensamento inicial das pessoas quanto a isso: LIMA, et al, [] mostram
situacdes em que as probabilidades sdo calculadas utilizando clarissimo raciocinio em questdes
que, na aparéncia, terdo de ser resolvidas por intermédio de reflexdes extremamente complexas,
como no caso de se calcular a probabilidade de duas pessoas numa sala de aula fazerem aniver-
sario no mesmo dia, embora neste caso ndo tenhamos observado quaisquer modos de resolucao

que aquele apresentado pelos autores, embora tenhamos tentado.

4.3.3 Terceira série do Ensino Médio

Na elaboracdo deste trabalho escolhemos, ndo de forma aleatéria, mas procurando
exemplos do cotidiano escolar, varios assuntos do conteido programético sugerido pelos PCN,
sem preocupacdo com quantidade ou grau de dificuldade dos exercicios apresentados, ja que
este ndo é um texto didatico. Questionamentos feitos pelos leitores certamente serdo cabiveis,
principalmente quanto a ordem ou objeto tratado, se tal assunto € ou ndo da série apresentada.
Asseveramos que na maioria dos estabelecimentos de ensino a divisdo curricular segue nossa
proposta.

O nucleo curricular da 3* série do Ensino Médio €, em geral, o mais diversificado deles
e, conforme palavras acima, tenta promover também a revisao dos assuntos das séries iniciais,

em funcdo dos exames a que serdo submetidos os alunos. J& comentamos que tal postura €
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inexordavel e ndo vamos nos deter aqui nesta discussdo. Queremos com isso dizer que, além
das disciplinas constituintes do curriculo normal, ( em geral Polindmios, Equacdes Algébricas,
Geometria Analitica e Numeros Complexos ), faz parte do dia a dia docente a aplicacdao de
exercicios cujo conteddo se reporta as séries anteriores € por essa razao acreditamos que os
exercicios apresentados no Cap. 3 frequentam habitualmente as aulas do professor da 3% série
do Ensino Médio.

Reservamos para exemplo desta série um exercicio que s6 a ela pertence, problema que
envolve nimeros complexos, o problema 10, ( p. 29, 30, 31 ), com solu¢c@o normal complexa
e com forte apelo geométrico, a nosso ver indispensdvel para que o discente veja uma clara
aplicacao desta sofisticada teoria.

Expor mais exercicios nesta abordagem certamente seria possivel, mas ndo acredita-
mos que a quantidade deles enriqueceria o escopo principal deste trabalho, uma vez que nao se
trata de desenvolvimento tedrico, este sim uma obra a ser escrita por pessoas de muito maior
competéncia que a nossa. O que pretendemos o tempo todo foi promover uma integragdo en-
tre capitulos de nossa maravilhosa Matematica e também entre suas aplicacOes imediatas em
outras disciplinas, como o fizemos no problema 07, Cap. 3, ( p.24, 25, 26 27 ), objetivando a

interdisciplinaridade, nosso desejo muito antigo.
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Capitulo 5
Conclusoes finais

""Ideb: o ensino médio, que ja era ruim, conseguiu piorar''- Mapa do ensino divul-
gado pelo MEC é um sinal inequivoco de que é preciso repensar o modelo brasileiro.

"Nos paises que primam pela exceléncia, os anos finais do ciclo escolar consolidam
o conhecimento acumulado ao longo do trajeto e mais:preparam os estudantes para se tornar
gente pensante, produtiva, inovadora. Oferecer um bom ensino médio é, portanto,crucial para
pavimentar o caminho do jovem, seja para a vida académica ou qualquer oficio que lhe dda bom
rumo na vida.Essa é a historia contada do ponto de vista do ideal A realidade no Brasil é muito
mais drida, como mostra o novo Indice de Desenvolvimento da Educagao Basica (Ideb) divul-
gado nesta quinta feira. Um dado apenas jd dd o tom da catdstrofe: a matemdtica no ensino
médio obteve o pior resultado desde 2005.Ndo avancou um décimo. Ao contrdrio, retrocedeu.
Na ultima avaliagdo, referente a 2013, apenas 9 % dos alunos apresentavam aprendizado con-
siderado adequado na disciplina, niimero que junta as escolas publicas as privadas. Segundo
os nimeros de hoje, o porcentual é menor, entre 8% e 9%. Em 1999 eram mais: 12% "...

Ainda no mesmo artigo, palavras do diretor do Instituto Ayrton Senna, Mozart Neves

"

Ramos:"O Brasil precisa fazer uma mudanga radical ai, e ja. E completa Priscila Cruz,
diretora da ONG Todos pela Educacao: "O retrocesso em matemdtica significa uma queda no
preparo dos alunos para o século XXI,em que as matérias de exatas sdo fundamentais para
inserir o estudante neste mundo."

O texto acima foi retirado, ipsis literis,do sitio eletronico "veja.com", de 08 de setem-
bro de 2016, assinado por Cecilia Ritto, e vem ao encontro daquilo que sempre pretendemos na
elaboracgdo deste trabalho de conclusdo de curso.

Nosso firme propdsito, esperamos té - lo atingido, € o da interligacdo entre assuntos e
também a facilitacdo do uso da interdisciplinaridade. Com certeza isso somente serd possivel
com as devidas alteragdes curriculares nos cursos de licenciatura na drea de Matematica.

A modernizacdo do ensino ndo pode ser totalmente atingida pela aplicagdo dos avangos tecno-
l6gicos. Ha que se preparar os licenciandos de modo a que ndo sejam jogados em sala de aula
sem o providencial apoio didatico - pedagdgico, que, para ser absorvido pelos mesmos, deve

fazer parte da grade curricular do curso escolhido.
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Existe, na totalidade dos cursos de Licenciatura Plena em Matematica, uma disciplina

n

que, nominada por vérios titulos, significa "Pratica de Ensino ". O objeto de tal disciplina,
¢ o de promover um estdgio do graduando de modo a minimizar os efeitos negativos que a
inexperi€ncia certamente apresenta.

O que se vé,infelizmente,na maioria das vezes,€é a auséncia praticamente total de aulas
expositivas para alunos reais, o que de per si torna indcua a disciplina, que poderia ser da
mais absoluta utilidade tato para os docentes quanto para os discentes, uma vez que o nicleo
de uma escola indubitavelmente é formado por alunos e professores. Para alunos do Ensino
Fundamental e também para aqueles do Ensino Médio acreditamos piamente que o convivio de
ambos com os graduandos seria de enorme valia em virtude de estes ultimos poderem observar
de um angulo privilegiado quais as reais caréncias dos primeiros, a partir do momento em que
tal contato se estabelecesse.

Vamos mais longe: no modelo proposto a disciplina "Pratica de Ensino "tornar-se-ia
continua a partir de um periodo a ser definido pelos 6rgdos competentes combinando a estrutura
curricular de cada Institui¢do de Ensino com a apresentacdo dos conteidos compativeis com as
séries dos ensinos Fundamental e Médio a medida que os contetdos curriculares fossem sendo
cumpridos, nos periodos iniciais.

Modelo similar poderia também ser incrementado para os alunos dos Cursos Superi-
ores de Ciéncias Exatas a partir do momento em que os graduandos tivessem o dominio das
disciplinas correlatas,sendo que neste nivel os graduandos atuariam como verdadeiros moni-
tores das disciplinas,subordinando-se aos contetidos exigidos pelo titular da mesma. Estamos
certos de que os Conselhos Pedagdgicos das Institui¢des de Ensino saberiam organizar de forma
adequada as grades curriculares de modo a premiar docentes e discentes, graduados e graduan-
dos com prética, experiéncia e conteddo indispensdveis a evolucao do aprendizado, formagao
profissional mais adequada e qualidade de ensino finalmente maximizada.

Faz - se a nosso ver imperativo o seguinte raciocinio: do que foi dito até agora pode
- se observar que a formacao na area de Licenciatura em Matemaética certamente ird se tornar
mais drdua, complexa e exigente, o que por certo ird obrigar a busca de um curso com esse nivel
de aprimoramento por pessoas com talentos especificos para o Magistério e com certeza me-
recedoras de condic¢des profissionais muito mais valorizadas que as que atualmente se oferece
para os ingressantes na drea.

Como a nosso ver serd muito dificil incrementar o ensino de Matematica nos parame-
tros salariais atuais € mesmo no desenvolvimento profissional sob a forma de atualizacdo de
conhecimento ou reciclagem periddica, € indispensdvel que se pugne por melhores condicdes
iniciais tanto do ponto de vista da remuneracdo quanto do ponto de vista do aprimoramento
profissional. Sem tais quesitos os cursos de Licenciatura em Matematica continuardo a apre-
sentar uma porcentagem absurdamente grande de postulantes sem o talento ou capacidade que
0 mesmo exige e o problema continuard a se arrastar por anos € anos.

Deixemos claro que esta é uma andlise estritamente pessoal. Sabemos que os respon-
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sdveis pelo ensino em geral, e da Matemdtica em particular, t€ém total competéncia para analisar
tais aspectos e gostariamos que estas palavras fossem vistas apenas como uma breve e mo-
desta contribui¢do cujo tnico escopo é a melhoria do rendimento escolar em todos os niveis de

aprendizado de nossa ciéncia mais amada: a Matematica.
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Apéndice A

Resolucoes habituais de alguns problemas
apresentados

Problema 1.p.13( Adaptado de EDWALDO BIANCHINI, Matematica, Ed. Moderna
Vol.7, 2011). Resolva, no conjunto dos nimeros reais, o sistema de equagdes :

Resolva, no conjunto dos nimeros reais, o sistema de equagdes :
r+y=12

6x —4y =6

Procedimento habitual: escalonamento do sistema. Por exemplo,multiplicando pri-

meira equagdo por (- 6 ) e somando -a a segunda, retemos um sistema equivalente ao original

da forma
—6x — 18y = —72
6r —4y =6
Escalonando em z obtemos —22y = —66 e y = 3. Fazendo a substituicdo em qualquer

uma das equacgdes descritas, por exemplo a primeira, teremos :
r+3.3=120btendox = 3

O par ordenado ( 3 ; 3 ) € a solugdo do sistema.

Problema 2. contetddo relacionado a 1? série do Ensino Médio ( PCN ).
(UERJ 2010 adaptado). Em uma partida de futebol, Vasco e Flamengo levaram ao Maracana
90000 torcedores.Trés portdes foram abertos as 12:00h e até as 15:00h entrou um niimero cons-
tante de pessoas por minuto. A partir desse horario abriram-se mais 3 portdes e o fluxo constante
de pessoas aumentou.Os pontos que definem o nimero de pessoas dentro do estadio estdao con-

tidos no gréfico abaixo:
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milhares de torcedores
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dezenas de minutos apos as 12:00h

Quando o ndmero de torcedores atingiu 45000, qual era o horario?

Resolugdo convencional. (Adaptado de GELSON IEZZI et al; Matematica - Ciéncia e
aplicacdes, Atual editora, vol. 1,2006 ).

A pergunta se refere a segunda parte do grafico. Como o mesmo nesse trecho € retili-
neo, temos uma funcdo afim do tipo y = a.x + b, onde a e b sdo os parametros a determinar. Os
pontos (15,30)e(17,90) pertencem ao grafico e entdo n(15) = 30en(17) = 90. Entdo, fazendo
as respectivas substituicdes obteremos o sistema: 15.a +b = 30 e 17.a + b = 90. Substituindo
b e explicitando a obtemos a = 30 e b = —42. Temos entdo a sentenca que define a funcao:
n(h) = 30h — 42. Entdo se n(h) = 45, 45 = 30.h — 42 e h = 15, 5 horas ou 15 horas e 30
minutos.

Comentario: esta forma de resolucio € adotada na grande maioria dos livros didaticos
adotados nas escolas e por essa razdo € a preferida pelos discentes do 1° ano do ensino Médio.

Problema 3 Determine a soma dos 100 primeiros termos da progressao: (-2, 3, 8, ......).

Procedimento habitual:( adaptado de GIOVANNI & BONJORNO,Matemadtica Com-
pleta, vol I,Editora FTD, 2005). Aplicacdo da férmula da soma dos n primeiros termos de uma

P.A.,deduzida de vérias formas por varios autores, entre eles Lima [6], et al:

(a1 + ap)n

Sp =
2

Primeiramente obtemos o centésimo termo pela aplicacdo do termo geral de uma

P.A.,deduzida pelo mesmo autor por recorréncia:

an = a1+ (n—1)r
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No caso temos:
Q1090 = a1 + 99.r = —2 +99.5 = 493.

A partir daf aplicamos a férmula da soma acima e temos:

(—2 + 493)100
2

SIOO -

Chegamos entdo a resposta procurada: Sjgg = 24450

Problema 4. FGV 2009 ADAPTADO. Um comerciante precisa adquirir um estoque
com urgéncia mas estd momentaneamente descapitalizado.Procura entdo uma institui¢do finan-
ceira que lhe oferece a quantia necessaria,R$ 20000,00 , e Ihe informa que a taxa costumeira é
de 69 por cento ao ano e que ele pode escolher qual sistema de capitalizacdo pretende, simples
ou composta, para um periodo de, no maximo, um ano comercial de 360 dias.O comerciante
sabe que em seis meses ird receber com certeza uma heranga no valor de R$100 000,00 e esco-
lheu o sistema de juros compostos para elaborar o contrato. Responda, justificando, se a escolha
foi acertada.

Procedimento habitual: utilizacio das expressoes de capitalizacdo simples e composta
para que se faca a devida comparacgao.
a) Sistema de capitalizacdo simples:usando a deducdo de MORGADO, et al [6], a expressdo
que calcula o montante para juros simples é dada por:

M=C(1+1in)

sendo M o montante da divida, C' o capital tomado, ¢ a taxa de juros e n o nimero de periodos,
ou tempo de capitalizacdo. No caso, C' = 20000, ¢ = 0,69, e n = 0, 5, (meio ano,meio periodo

de capitalizacdo). Calculo:

M = C(1+i.n) =20.000(1+0,5.0,69)

Isto significa que, no sistema simples de capitaliza¢do,o montante da divida serd igual a

M = R$26.900, 00

b) Sistema de Capitalizagdo composta: ainda recorrendo a Morgado, a expressdo desenvolvida

c:
M =C.(144)",
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com o mesmo significado para os parametros. Entdo o cdlculo sera:

M =C.(1414)"

No caso:
M = 20.000.(1 + 0,69)%° = 20.000/1, 69,

0 que nos leva a
M = R$26.000, 00

Conclusdo: a escolha foi acertada porque o montante da divida contraida por capitalizagdo
composta foi menor.

Problema 5. O triangulo ABC da figura € retangulo em B e seus catetos medem
respectivamente AB = 6cm E BC = 12¢m. O ponto D é médio do cateto BC' e o tridngulo
DCE ¢ equildtero. Sabemos ainda que os segmentos F'D e BC' sdo perpendiculares e que os
segmentos G H e BC sdo paralelos. Determine a drea do tridngulo DEF em cm?.

Resolugdo inspirada em GARBI,G.G (C.Q.D. livraria da fisica )

Como, pelas informagdes do enunciado, temos AF'HG e AABC' semelhantes, porque

os angulos FHG e ABC sio congruentes, bem como os angulos FGH e ACB.

Entdo, seus lados correspondentes sdo proporcionais € podemos escrever:

FH AB 1

HG BC 2
e entdo temos : (1):

FH = % -HG

Por outro lado, como os segmentos GH e BC sio paralelos, e 0o ADCFE € equilatero,

entao
FGD = GDC = 60°
© HD
tg60° = ——
g HG
temos a relacdo (2):
HD =GH -3
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Resolugdo utilizando Geometria Sintética e Trigonometria.

Ainda, da semelhancga dos tridngulos ABC' e F'DC' temos:

AB  BC
FD CD

relacdo (3). Como F'H + HD = F'D fazendo as devidas substitui¢cdes nas relacoes (1),(2) e (3)
obteremos: .
5HG + GHA3=3

Explicitando HG"
6

HG = ——
14243

Ocorre que HG € a altura doAGDF relativa ao lado F'D. Entao:
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1 1 6 9
Scpr = 5.DF.HG =_.3 2

. = cm
2 1+243 1+2-V3

Problema 6. Dois quintos de meu saldrio sio reservados para o aluguel e a metade do

que sobra para a alimentacdo. Descontado o dinheiro do aluguel e da alimentagdo, coloco um
ter¢o do que sobra na poupanga, restando entdo R $ 1200,00. Qual é o meu saldrio?
Resolugdo habitual algébrica, encontrada em vdrias obras, entre elas IEZZI et al, Fundamentos

da Matemadtica elementar, vol.1. Seja = o valor procurado. Ent3o:

1? operagdo: x — Sx = (sobra ap6s o aluguel).

2% operaciio: L, 202 73% 3T bra apos aluguel e alimentacio)
Operagdo: ..z — 5. = —— = 7. (sobra apds aluguel e alimentag@o).

3a . 3r 13z 3r—zxz 2 (apd )
operacao: — — —.— = = —, (apos poupanca).
PErasas- 79 7 370 10 10’ \aPOs poupant

2
Entao temos: % = 1200 e portanto o valor do saldrio sera: = R$ 6000,00

Problema 7. Um objeto € lancado do topo de um edificio cuja altura € igual a 16m
com velocidade de médulo 20m /s e formando com a horizontal um angulof tal que sin 6= 0,8
e cos ) = 0,6 . Despreze efeitos resistivos, adote g = 10m,/s* e responda:

a) qual a altura médxima relativa ao solo atingida pelo objeto?
b) a que distancia horizontal da base do prédio o objeto toca o solo?

Resoluc¢ao cinematica: ( inspirada em BEER, F.P.; JOHNSTON JR, E.R.(Mecanica
Vetorial para engenheiros)

A resolugdo deste tipo de problema para a primeira série do Ensino Médio esta apoiada
no principio da superposicao de efeitos de Isaac Newton, como é conhecido de todos. Uma vez
que a tnica aceleracdo presente € a gravitacional, aqui suposta constante e vertical, o movimento
€ subdividido em duas projecdes que irdo se superpor de forma concomitante para responder as
questdes propostas:

a) a projecdo horizontal da posicdo real do movimento do objeto, que ird seguir as expressoes
do movimento retilineo uniforme, em virtude da auséncia de aceleracdo escalar. A abscissa
da projecao serd representada por uma funcdo afim e uma escolha conveniente dos eixos de
projecdo permite assumir o termo independente como zero, conforme se verd na figura que
ird acompanhar a segunda resolucdo. Teremos entdo para a posi¢do da projecdo horizontal da
projecdo a funcao

= Vot

,onde Vp, = Vj.cosf = (20.0,6)m/s = 12m/s e t representa os instantes de tempo a partir
do lancamento. Temos entdo a fun¢@o das projecdes horizontais do objeto : x = 12.1.

Ja a projecdo vertical tem os valores alterados pela acdo gravitacional, sendo entdo tratada como
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um movimento uniformemente variado vertical e terd a forma de uma fun¢do quadratica que,

adaptada a simbologia da Cinemadtica,adquire o formato

y= =58+ Vot + o
. Teremos ainda a correspondente fungdo das velocidades escalares, que obedecerd ao modelo
cinematico V,, = Vp, — g.t .
Suas constantes terdo entdo os seguintes significados: g = médulo da aceleracdo gravitacional
,Voy = componente inicial da velocidade escalar vertical do movimento e y, = posi¢do inicial
vertical da projecdo do objeto.
No caso, obtemos: Vy, = Vj.sinf = (20.0,8)m/s = 16m/s e ainda g = —10m/s* e
Yo = 16m .
A forma da funcao que descreve a projecao vertical da posi¢ao real do corpo serd entao
dada por:
y = —5.t> + 16.t + 16,

medida em metros, €
V, = —10.t + 16,

medida em m/s. O movimento € entdo estudado com a aplica¢do conjunta de ambas as equagdes.
a) A altura maxima € atingida no momento em que o objeto deixa de subir, 0 que nos impde
V,, = 0. Substituindo na fung¢do das velocidades da proje¢do vertical da posi¢do real do objeto
teremos: 0 = 16 — 10.7 e entdo temos ¢ = 1, 6s. Como neste instante ocorre a maior altura, para
determind -la basta substituir tal valor na fungio y = y(¢). Entdo: y = —5.(1,6)? +16.1,6 + 16
. Explicitando y : y = 28, 8m, que € a altura méaxima atingida.

b) Para obter a distancia horizontal solicitada, é necessario obter o tempo de voo, o que serd

feito igualando a fungdo y = y(t) a zero, ( retorno ao solo). Segue entdo que:
0=—t*+16.t + 16

Resolvendo para y temos ¢ = 4s, uma vez que o enunciado ndo permite respostas
negativas para os instantes de tempo neste caso. Devemos agora aplicar o valor encontrado na
fungdo x = x(t) : * = 12(m/s).4(s),e finalmente x = 48m, que é a resposta solicitada.

Problema 8. Determine o nimero de diagonais de um poligono de n lados.

Solucdo obtida de CARVALHO et al [12].

. Como uma diagonal tem dois extremos e nao importa como nos refiramos a eles (é
indiferente dizer diagonal AB ou diagonal BA), e como temos n vértices podemos organiza-
los 2 a 2, em qualquer ordem descrita. E, portanto, um caso cldssico de Combinagdes Simples
com elementos distintos,como afirma ELON et al [].Entretanto, ao calcularmos as combinacdes
dos n vértices agrupados de 2 em 2, estaremos também incluindo os lados do poligono, em

numero de n lados, que deverdo ser excluidos das combinagdes calculadas de modo a restarem
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apenas as diagonais. Entdo, se d € o nimero de diagonais procurado, teremos:

! n(n—1) n®>-3n
d:an— :L— = =
T T o2 " 2 2

Finalmente:

, que € o nimero de diagonais procurado.

Problema 9. Determine quantas solucdes inteiras e nao negativas tem a equagao r +
y =10

Resolucdo por Analise Combinatdria: de acordo com Hefez [], uma forma elegante de
resolucdo se apoia no fato de dividir uma quantidade de 10 unidades em duas partes. A figura
abaixo mostra uma representacdo de objetos, cada um deles representando uma unidade e um
sinal, representado por uma barra vertical separando as quantidades que, reunidas, perfazem 10
unidades.

No caso acima temos dois grupos de unidades separados pela barra, um deles com 4
objetos e o outro com seis deles, o que mostra que o par ordenado (4,6) é uma das solugdes
pedidas. Modificando-se a posicdo da barra obtém - se outras solugdes, sempre com soma
igual a 10 unidades. Como cada objeto tem o mesmo valor, trata - se entdo de permutar com
repeti¢des e generalizando - o como € demonstrado na obra acima, genericamente:

r 4y = r, para n grupos separadores da quantidade r, conduzindo a:

(r+mn-—1)!

P =
e rl(n = 1)!
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No caso temos:
(10+2—1)! B 11!

=— =11
10011 10!

* —
P10,2 =

H4, entdo, 11 pares ordenados capazes de satisfazer a questdao de solugdes inteiras ndo negativas
para a expressdao = + y + 10.

Problema 10.Determine as raizes sextuplas do nimero 64.

Solugdo convencional: todo nimero complexo admite n raizes "enésimas", de acordo
com Lima,et al []. Os autores desenvolvem a chamada Férmula de Moivre a partir da descri¢ao

do complexo cujas raizes se quer determinar, na sua forma trigonométrica:z = p.(cosf—+i.sinf)

Moivre:z, = {/p.(cosf + i.sinf). Desenvolvendo:

2.k. 2.k.
2y = {L/F.(cos—e—i_ kﬂ—ki.sin—g—i_ kﬂ).
n

n

Os simbolos utilizados representam respectivamente:

0: argumento do complexo z; r = |z|: médulo do complexo z;n: indice do radical; k& é um in-
teiro ndo negativo que assume valores desde 0 até (n — 1).As raizes sextas de z serdo nomeadas
zg, para k = 0, 21, para k = 1,....... , Zn_1,parak =n — 1.

Escrevendo z na forma algébrica: se z = 64, z = 64 4+ 0.i.p = V64 = 2: cosf = 1esinf =0
e =0.

Aplicando Moivre sucessivamente:

0+207x . . 04207

2=V 64.(005T + i.sin —5 = 2.c0s(0) +i.sin(0) = 2
0+ 2.1. 0+ 2.1. 1 3
2=V 64.(003u—i-i.sinu = 2.cos(z)+z’.sin(z) = 2.(—+z’.£) =14iV3
6 6 3 3 2 2
6 0+227 . 04227 2w 2w 1. V3
2y = V/64.(cos ————4i.8in ————) = 2.(cos ——+i.sin ——) = 2.(—=4i.~—) = —1+V3
6 6 3 3 2 2
0+ 2.3. 0+ 2.3.
23 =V 64.(608% + 4.sin %) =2.(cosm+i.sinm) =2.(—14+0) = -2
6 0+24m 04247 Am . Am 1. V3 ,
24 = V64.(cos ————+i.sin T) = 2.(cos T—i—z.sm ?) = 2.(—5—1—@.—7) = —1-iV3
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0+ 2.5. 0+ 2.5. D. D. 1 3
25 = V/64.(cos %+i. sin %) = 2.(cos ?ﬂjtsin ?ﬂ) = 2.(5—{—@'.—%) =1-i.V3

Estas s@o as raizes sextas de 64 obtidas pelo uso tradicional da férmula de Moivre.
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