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Resumo

Este trabalho consiste em estudar a continuidade de funcoes do ponto de vista
topologico. Além disso, exploramos as diferentes métricas em R? e através de transfor-
macoes geométricas neste espago analisamos qual tipo de agao exerce em bolas abertas

usando meétricas diferentes no dominio e contradominio.

Palavras-chave: Geometria, Espagos Métricos, Transformacoes Geométricas.



Abstract

In this work we study the continuity of maps from the topological point of view. In
addition, we explore different metrics in R? and by using geometric transformations we
analyze what kind of action carries in open balls using different metrics in the domain

and in the codomain.

Keywords: Metric space, Continuity, Geometric transformations.
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Introducao

Nesta dissertacao faremos um estudo sobre continuidade de funcgoes, sob o ponto
de vista da Topologia.

Inicialmente, apresentaremos os espacos vetoriais com suas respectivas proprieda-
des, bem como as transformacoes lineares, com énfase em R2. Ainda neste capitulo
abordaremos norma, produto interno e suas aplicacoes em R2.

O segundo capitulo deste trabalho abordara os espacos métricos, com énfase nas
métricas d, d e d’ para R2. Também relacionaremos o conceito de bola aberta, bola
fechada e esfera com as diferentes métricas.

No terceiro capitulo trataremos o estudo da continuidade e das aplicacoes continuas
bijetoras, cujas inversas também sao continuas: o homeomorfismo.

Na sequéncia apresentaremos métricas equivalentes no plano R?, suas propriedades
e relagoes com os espacos métricos estudados no segundo capitulo.

Para finalizar relacionaremos esse estudo em uma classe especial de aplicacoes de R?
em R?: as transformacoes geométricas. Iniciaremos a referida abordagem considerando
R? como um espago métrico munido da distancia euclidiana e, concomitantemente,
verificando quais as transformacoes geométricas que constituem isometrias.

Além disso, exploraremos as transformacoes geométricas de R? em que o dominio e o

contradominio sao munidos de métricas distintas e verificaremos suas particularidades.

10



1 Espacos Vetoriais

Neste capitulo faremos um estudo dos espacos vetoriais, com énfase no plano R2,

abordando também as transformagoes lineares de R? em R?, norma e produto interno.

Defini¢ao 1.1. Um espaco vetorial real € um conjunto (V,+,.) néao vazio, com duas
operagoes: soma (+), V. xV — Ve multiplicacao por escalar (.), RxV — V| tais

que, para quaisquer u,v,w eV e a, € R, as sequintes propriedades sejam satisfeitas:
i) (u+v)+w=u+(v+w);
i) u+v=v+u;
iii) 30€V tal que u+0=u (0 é chamado vetor nulo);
w) YueV,3 —ueV tal que u+ (-u) =0;
v) a(u+v) = au+au;
vi) (a+ B)v=av+ pv;
vii) (af)o = a(Bv);
viti) lu = u.

Exemplo 1.2. O conjunto dos vetores do espago V = R? = {(z1,22);2; € R} tem
estrutura de um espaco vetorial real em que as operagoes soma (+) e multiplicagao por
escalar () sao definidas como segue:

+: R? x R2 — R?
((Sl?l,[ﬁg), (y17y2)) — (1'1,1'2) + (yby?)

em que (x1,22) + (y1,y2) = (1 + Y1, T2 + Yo).

R x R2 — R2
()\, (1’1, 1’2)) [ )\.($1,.T2)

em que \.(x1,%2) = (Ax1, Azo).

11
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Verifiquemos que (R2,+,-) é um espago vetorial real.

De fato: Yu = (z1,22),v = (y1,92),w = (21,22) € R2, Vo, f € R, temos:

i) (u+v)+w=u+(v+w) (Propriedade Associativa).

De fato,

(u+v)+w=((x1,22) + (y1,92)) + (21, 22) =
((x1 +y1, 29 +y2) + (21,22)) =

((x1+y1) + 21, (22 +y2) + 22) =

(@14 (1 +21), 22+ (Y2 + 22)) =

((r1,22) + (Y1 + 21, Y2 + 22)) =

(1, 22) + ((y1,y2) + (21,22)) = u+ (v +w).

ii) u+v=v+u (Propriedade Comutativa).

Com efeito,

u+v=(21,22) + (y1,y2) =
(1'1 + Y1, T2 +y2) =
(y1+21,y2 +22) =

(y1,92) + (1, 22) = v + 1.

iii) 30=(0,0) e R? tal que u+0 =wu (0 é chamado vetor nulo).

Pois:

u+0=(x1,22) +(0,0) =
($1+0,$2+0) =

(z1,22) = u.

iv) 3 —u eR? tal que u+ (-u) =0.

Seja:

—u = (-x1,—T2)
u+ (—u) = (x1,m2) + (=21, —12) =

(IL‘l —XT1,T9 —lL‘Q) = (0,0)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)
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v) a(u+v) = au+ av.

Temos que:

vi) (a+fB)v=av+ fu.

De fato,

vii) (af)v = a(pv).

Com efeito,

viil) lu = u.

Pois

au+v) =a((z1,22) + (y1,42)) =
a1 +y1, T2+ Y2)

)

)

(a(zy+y1), (w2 +y2)

(axy + ayp, azs + ays

((axy, axe) + (ayr, ayz)) =

(a(x1, 22) + a(y1,92)) = au + av.

(a+B)v=(a+PB)(y1,y2) =
((a+B)yr, (a+ B)ya) =

(ay1 + Byr, oo + Bys) =

(ayi, ayz) + (By, Bya) =
a(y1,y2) + B(y1,y2) = av + fo.

(aB)v = (aB)(y1,y2) =
((@B)yr, (aB)y2) =
((Byr), a(By2)) =

a(By1, Bys) =
a(B(y1,y2)) = a(Bv).

lu = 1($1,[L’2) =
(11‘1, 11’2) =

(z1,22) = u.

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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Definicao 1.3. Sejam V e W dois espacos vetoriais reais quaisquer. Uma transforma-

cao linear € uma funcao de Vem W, F:V - W, que satisfaz as sequintes condigoes:
i) Vu,veV: Fu+v) = F(u) + F(v);
i) VANeER e VoeV: F(\) = \F(v).

Exemplo 1.4. A transformacao F': R? - R? definida por

F(z1,79) = (31 — by, 41 + Tx2) € uma transformacao linear.

Podemos verificar que tanto a condi¢ao da soma como a do produto por um escalar
preservaim-se.

Consideramos os vetores u = (zr1,22) € v = (y1,y2) € R? e A e R.

Temos que:

i) F(u)=F(x1,29) = (321 — bxa, 421 + T23)
F(v) = F(y1,92) = (3y1 = 5ya, 441 + Ty2)
Desta forma,
F(u+v)=F((x1,22) + (y1,92)) = F(x1 + y1, 00 + y2) =
=(3(z1+y1) - 5(xa+y2), 4wy + 1) + T(xa+1y2)) =
= (3x1 + 3y1 — 5T — Byo, 4x1 + 4y + Taxo + Tyo) =
= (3x1 — bxe + 3y1 — Dya, 4xy + Taxe + dyy + Tys) =
= (3w, — Hxo, 4wy + Two) + (By1 — dya, 4y1 + Ty2) =
= F(u)+ F(v).
SF(u+v) = F(u) + F(v).

ii) F(Au) = F(Mz1,22)) = (A\xy, Axg) =
= (3Ax1 — BAxo, 41 + TAxo)
= A(3x1 — bwg,4xy + Txg) =
= AF(u)
SF(Au) = AF (u)

Portanto, como as condicoes da soma e do produto por um escalar foram satisfeitas,

F' ¢ uma transformacao linear.

Exemplo 1.5. Considere a aplicacdo T, T : R? - R? dada por

T(x,y)=(x+2,y+1)=(z,y) +(2,1)
nao é uma transformacao linear.
De fato, T'(u+v) =T ((z1,22), (y1,Yy2)) = T(x1 + Y1, T2+ Yo) =
=((z1+y1) +2, (w2 +1y2) +1).
Por outro lado,
T(u)+T(v)=T(x1,22) +T(y1,y2) = (w1 + 2,20+ 1) + (y1 + 2,2+ 1) =
= ((x1 +y1) +4, (2 + y2) +2). Portanto, T'(u +v) # T'(u) + T'(v). Como veremos mais

adiante, tal aplicacao ¢ denominada translagao.
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Observe que:

Defini¢ao 1.6. Dado x € R, definimos o médulo de x (ou valor absoluto de x) e

indicamos por |z|, como seque:

. r, sex>0,
€T =
-z, sex<0.

Definicao 1.7. Seja E um espacgo vetorial real, qualquer. Uma norma em E € uma
fungao real | | : E - R, que associa a cada vetor x € E o nimero real |z|, chamado
norma de x, de modo a serem cumpridas as condigoes a Sequir:

Ve,ye F e VAeR,

i) |z| >0 e |x| =0 se, e somente se, x = 0;
i) [A-x] =Xl
wi) |z+yl <z + ]yl

Definicao 1.8. Um espa¢o vetorial normado é um par (E, || |) onde E € um espago

vetorial real e | | € uma norma em E.

Frequentemente se designa o espaco vetorial normado com FE, deixando a norma

subentendida.

Exemplo 1.9. Temos que (R, |) é um espaco vetorial normado em que

| R xR - R é a aplicagdo modulo usual de R.

Exemplo 1.10. A aplicacao:

s R — R

(z1,22) — (w1, 22)[ 5= || + |

¢ uma norma para R?, pois:

i) Para z = (0,0) temos:
[€0,0)[" = 0] + o] = 0

i) Mz, 22)]" = [(Azy, Aza|” = [Az1| + Az =
= AL fa ] + (AL ol = AL (Jaea | + [2]) = AT (21, 22) [

i) |(z1,22) + (Y1, v2)| = [ (21 + y1, 22+ 92) | =
= |z +yi|+H|ea+ys| < |za|+Hya |+ |zol +ye| = [z +H ool + |y +ye| = [ (21, z2) |+ (y1, y2) |

Ou seja, [[(z1,22) + (Y1, y2) " < (@1, 22)[" + [ (w1, 92)[-

Vimos que as trés condicoes de norma foram cumpridas. Logo, a aplicacao ¢ uma

norma, para R2.
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Exemplo 1.11. A aplicacao:

s R — R

(z1,22) > |(21,22)[" := max {|a], o]}

¢ uma norma para R?, pois:

i) Para 2 = (0,0) temos:
1(0,0)||” = max {|0],[0]} = 10| = 0

i) Az, )" = [(Az, Ay)[|" = max {|Az], [Ay|} =
= max {|All], [Al[yl} = = || - max {Jz], [y[} = |\ | (z, )"

i) [ (21, 22) + (Y, 92) " = [ (21 + 91), (22 +92)|" = max {|z1 + y1|, |2 + |}
Suponha que: max {|zy + 11|, T2 + y2|} = |x1 + y1| (%)

Observe que:

1+ ] < ]+ ya| < max {faa | |l b+ max Syl al} = |1, 22) "+ [ (y2, 92) |7 (+%)
Consequentemente, de (*) e (**), temos:

|G a2) + (r,p) | < ([ (s 22) [+ [ (o 92) |
De modo andlogo, segue o resultado caso max {|zy + y1|, |za + ya|} = |z2 + yo|

Definicao 1.12. Seja E um espaco vetorial real. Um produto interno em E é uma
fungao , ): ExE - R, que associa a cada par ordenado de vetores u,v € E um
nimero real (u,v), chamado produto interno de u por v, de modo a serem cumpridas
as condigoes a sequir: para u,v,w € FE e X € R arbitrdrios;

P1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w);
P2) (Au,v) =X (u,v);
P3) (u,v) = (v,u);
Pl) u+0= (u,u)>0.
Exemplo 1.13. Verifiquemos que a aplicacao dada por

( ): R2xR? — R
(w,v) > (u,v):=((21,72), (Y1, ¥2)) = T1- Y1 + T2 - Yo
¢ um produto interno para R2.

Considerando: Yu = (x1,22),v = (y1,92),w = (21,22) € R?; VA € R, temos:

P1) (u+wv,w) = ((z1,22) + (y1,v2), (21, 22)) =
= (21 +y1, 72 +42), (21, 22)) =

:(I1+y1)'21+($2+y2)'22:
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=[L‘1'Zl+y1'21+l’2‘22+y2'22:

=(T1 21+ 22 22) + (Y1 21+ Y2 22) =

= ((z1,22), (21, 22)) + (Y1, 42), (21, 22)) =
= (u,w) + (v, w);

P2) (Au,v) = (AM@1,22), (y1,42)) =
(A1, Az2), (y1,2)) =
AT Y1+ AT - Yo =
May -y +22-92) =
= A-((z1,22), (Y1, 92)) =
=\ (u,v);

P3) (U,U) = <(CE’1,5L‘2), (y17?/2)> =
=21 Y1+ 220 Y2 =
=Y L1+ Y2 T2 =

= <(y17y2)7 ($17x2)> = (U7u>;

P4) u+0= (u,u) =(0,0) > 0.

Lema 1.14. Seja V' um espacgo vetorial com produto interno ( , ). A aplicagao
[ | : V= R definida por |v| = \/(v,v) é uma norma para V, denominada norma
proveniente de um produto interno : ).

Demonstracao: Precisamos verificar se as trés condicoes da definicao de norma sao

satisfeitas. A saber:

(i) Vo eV, temos: |z|=0<2=0
Se v =0, entdo (v,v) = 0 e, consequentemente, |[v| = \/{v,v) =+/0 = 0;
Se v # 0, entao, pela propriedade P4:

(v,v) >0, assim, |v| =+/(v,v) >0, isto &, |v| # 0.

Portanto, ||v| =0 implica que v = 0.

(ii) VA eR, Yo eV, pelas propriedades P2 e P3, temos:

[0l = V/(hv, dv) = \/Av,0) = ] /{v,0) = A o]l

(iii) Para demonstrarmos a validade de (iii), primeiramente precisamos mostrar a

seguinte desigualdade, conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
(*)
Vu,v eV, [(u,v) [ < [ul - o]

De fato, se v = 0, entao < u,0 >< |u] - 0.
{u,v)
Juf?
perpendicular a u. Em outras palavras, (w,u) = 0.

Para v # 0, suponhamos que \ = e verificamos que o vetor w =v—-A-u é

Tomamos o produto interno de v =w + A - u por si mesmo:

|02 = [w]? + A2 [uf? = A2 - |u|]? < |v?
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2

Como A? - |ul® = , teremos (u,v)? < |ul? - |vf?>, que é a desigualdade que

Jul?
buscavamos.
Pois, observe que das propriedades P1 e P3, temos:
(u+v,u+0v)=(u,u)+2(u,v)+(v,0) =

(*)
= Juf?+2-{u,v) + [v]* < [ul® + 2 (u,v) + o> < Juf®+2- Jul - o] +]v]* =
= (Jul + [v])>.
Assim, ([u+v])? < ([u] +[v])?.
Consequentemente: |u +v| < |u] + |v].

Portanto, tal aplicacao é uma norma.
]

Se |v|| = 1, isto &, \/(v,v) = 1, v é chamado vetor unitario. Dizemos também,
neste caso, que v estd normalizado. Observe que todo vetor nao nulo v € V pode ser

normalizado, tomando-se u = H
v

Exemplo 1.15. Sejam V = R? e ( , ) o produto interno usual. FEntao, se

v=(21,72) €R, |v] = /(v,v) = \/22 + 22, ¢ 0 comprimento do vetor v.

Por exemplo, tome v = (1,2)

Entao
v (1,2) o (1,2) . (1,2)
u=— U= — = = —.
] V12422 V1+4 V5
1 2
Portanto, u = (—=, —=) ¢ unitario.

V5 V6

Nem toda norma num espaco vetorial £ provém de um produto interno. Quando
isso ocorre, vale a chamada Lei do Paralelogramo: |z +y|? + |z - y|? = 2(|z]? + |y|?),
que decorre da definicio |z|2 =< x,2 >. Por exemplo, a norma |z|" = || + |72 em R2
nao provém de um produto interno porque ela nao cumpre a lei do paralelogramo, ja
que se tomarmos x = (1,0) e y = (0,1), podemos verificar que:
lz+yl?+ [z -y[?=](1,0)+ (0, 1) +[(1,0) - (0,1)[ =
= [(L DI+ 1@, -2 = (1 + 1>+ (1 +]-1])?=22+22=4+4 =8
Enquanto que: 2- (=] + [y =2- (J(1,0)[ +[(0,1)]*) =
2-([1]+]0p2+ (o] +|1Ph?=2-(1+1)=2-2=4
Como 8 # 4, ocorre que [z +y[* + [z —y|* # 2(|z[* + [y]?).
Sendo assim, nao é valida a Lei do Paralelogramo.

A titulo de informagao, a lei do paralelogramo também é condicao suficiente para

que uma norma seja proveniente de um produto interno.

A saber:

1
{u,v) = 5+ o* = JJul® = o]}



2 Espacos Métricos

Abordaremos neste capitulo elementos bésicos da Topologia de Espagos Métricos,

tendo como objetivo explorar R? com as métricas euclidiana, da soma e do méaximo.

Definicao 2.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d: M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado a
distdncia de x ay, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condigoes para quaisquer

r,y,z¢€M:
i) d(x,x) =0;
ii) Se x #y entdo d(x,y) > 0;
wi) d(z,y) =d(y, x);
w) d(x,z) <d(z,y)+d(y,z) .

Os postulados (1) e (i) dizem que d(z,y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se,
T =1.

O postulado (4ii) afirma que a distancia d(z,y) é uma func¢ao simétrica nas variaveis
x,y. A condi¢do (iv) chama-se desigualdade triangular.

Um espago métrico é um par (M,d), em que M é um conjunto e d é uma métrica
em M. Na maioria das vezes, salvo quando houver possibilidade de davida, diremos
simplesmente o espaco métrico M, deixando subentendida qual a métrica d que esta
sendo considerada. Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante
arbitraria: ntimeros, pontos, vetores, matrizes, fungoes, conjuntos, etc.

Mas os chamaremos sempre pontos de M.

Exemplo 2.2. A meétrica "zero-um". Qualquer conjunto M pode tornar-se um
espaco métrico de maneira simples. Basta definirmos a métrica d : M x M — R pondo
d(z,x) =0 e d(x,y) =1se x +#y. As condigbes i a iv sdo facilmente verificadas. O
espaco métrico que se obtém desta maneira é, naturalmente, bastante trivial, embora

seja util para contra-exemplos.

Exemplo 2.3. Pelas propriedade de mo6dulo | |, o par (R, d), com d(z,y) =| x-vy|,
¢ um espaco métrico em que tal métrica é chamada métrica usual da reta. A menos

que digamos o contrario, em R sempre adotamos tal métrica de forma implicita.
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Para cada conjunto M é possivel definirmos mais de uma métrica. A seguir apre-

sentaremos as trés métricas usuais para R2.

Exemplo 2.4. Métricas em R2. Dados os pontos x = (z1,22) e y = (y1,y2) € R?, as

seguintes funcoes d,d ,d" : R2 x RZ - R sdao métricas em R

d(z,y) = /(21— 22)2 + (Y1 — 12)? (2.1)
d'(z,y) = w1 = y1] + 22 = 2 (2.2)
d"(z,y) = max {|z1 -y, |z2 — al} (2.3)

Este fato decorre da observacao de que d(z,y) = |z - y|, d(x,y) = |z -y| e

d'(z,y) = |z —y|" em que | I, I"e| |” sao as normas para R? vistas no

capitulo anterior.

O préximo exemplo ilustra como definir uma métrica para o espaco cartesiano de

dois espacos métricos a partir das métricas dos espacos envolvidos.

Exemplo 2.5. Pode-se mostrar que se (M, dy;) e (N, dy) s@o espagos métricos quais-
quer, entao cada aplicagdo de (M x N) x (M x N) para R abaixo é uma métrica para
o produto cartesiano M x N: V(a,b),(z,y) € M x N,

1. D((a,b), (z,y)) = Vdu*(a, ) + dn>(b,y).
2. D'((a,b),(x,y)) :=dy(a,z)+dy(b,y).
3. D"((a,b), (2,)) = max{dr(a,2), dy (b,y)}.
Definicao 2.6. Seja a um ponto no espaco métrico M. Dado um nimero real r > 0,

definimos:

A bola aberta de centro a e raio v é o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja

distancia ao ponto a € menor do que r. Ou seja,
B(a;r) ={x e M;d(x,a) <7} (2.4)

A bola fechada de centro a e raio r € o conjunto Bla;r] dos pontos de M que

estio a uma distdncia menor ou iqual a v do ponto a. Ou seja,
Bla;r] ={x e M;d(z,a) <r} (2.5)

A esfera de centro a e raio r € o conjunto S(a;r), formado pelos pontos x € M

tais que d(x,a) =r. Assim:

S(a;r)={xeM;d(z,a)=r} (2.6)
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Veja que: Bla;r] = B(a;r)uS(a;r)

Exemplo 2.7. No plano R?, a bola aberta B(a;) é o interior de um circulo de centro a
e raio r, ou o interior de um quadrado de centro a e lados de comprimento 2r, paralelos
a0s eixos, ou entao o interior de um quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eixos,
ambas de comprimento 2r. Estes casos corresponde a usarmos em R? as métricas d, d”
ou d’ respectivamente. A esfera S(a;r) é o bordo da figura correspondente e Bla;r],

evidentemente, é igual a B(a;r)uS(a;r).
Definicao 2.8. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M.

i) Um ponto a € X diz-se um ponto interior a X quando € centro de uma bola aberta
contida em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que se d(x,a) <r, enldo x € X.
Chama-se interior de X em M o conjunto intX formado pelos pontos interiores
a X;

ii) Um subconjunto A de um espaco métrico M diz-se aberto em M quando todos

0s seus pontos sao interiores, isto €, intA = A.

Definicao 2.9. Um subconjunto E de um espaco métrico M € fechado quando este é
o complementar de um subconjunto aberto de M, a saber, F' ¢ M ¢ um subconjunto

fechado se F =M — A, em que A € um subconjunto aberto de M.



3 Continuidade e Homeomorfismo

Trataremos neste capitulo o estudo da continuidade, bem como das aplicagoes con-

tinuas bijetoras, cujas inversas também sao continuas: os homeomorfismos.

Definicao 3.1. Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicacao f: M - N €

continua no ponto a € M quando, para todo € >0 dado, € possivel obter § >0 tal que

d(z,a) <d=d(f(x),f(a)) <€

Equivalentemente, f: M — N é continua no ponto a € M quando, dada qualquer
bola B' = (f(a);€) de centro f(a), pode-se encontrar uma bola B = B(a;6), de centro
a, tal que f(B)c B'.

Exemplo 3.2. Seja X c R2. As aplicagoes: p; : X — R dada por pi(z,y) = = e
P2 : X — R dada por py(z,y) =y sdo aplicacoes continuas.
De fato: seja (a,b) € X, qualquer.

Ve >0, tomando 0 = € temos:

[(z,y) - (a,b)] <0 =

[z —al < |[(2,y) - (a,b)| <6 ==

Ip1(z,y) = pi(a,b)| = |z —a| <e.
(3.1)

Ou seja: Ve >0,36>0: |(z,y) = (a,b)| <6 = |pi1(z,y) - pi(a,b)| <e.
Portanto, p; é uma aplicagao continua.

De modo analogo segue a continuidade de ps.

Proposicao 3.3. Se f: M - N e g: M — P sao aplicagoes continuas entao a aplicacao

h:M — N x P dada por h(x) := (f(z),g9(x)) € uma aplicacio continua.

Demonstracao: Sejam € >0 e a € M, quaisquer.

Da continuidade de f em a segue que existe d; > 0 tal que:

d(z,a) <6 = d(f(x), f(a))<e.
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Por outro lado, da continuidade de g em a segue que existe 9, > 0 tal que:

d(z,a) <dy = d(g(x),g(a)) <e.

Assim, tomando 0 := min{dy, 2} segue que

d(z,a) <= d(h(z),h(a)) = d((f(z),9(z)),(f(a),9(a))) =
max{d(f(z), f(a)),d(g(z),9(a))} <e.
(3.2)

Ou seja: Ve > 0,30 >0:d(z,a) <d = d(h(z),h(a)) <e.
m

Proposicao 3.4. A composta de duas aplicagoes continuas € continua. Mais precisa-
mente, se f: M — N € continua no ponto a e g: N - P é continua no ponto f(a),

entao go f: M — P € continua no ponto a.

Demonstracao: Seja € > 0 qualquer. A continuidade de g no ponto f(a) nos permite

obter A > 0 tal que, para y e NV
d(y, f(a)) <A =d(g(y),9(f(a))) <e

Por sua vez, para tal A > 0, a continuidade de f no ponto a nos fornece § > 0 tal que,

para x e M
d(z,a) <d=d(f(x),f(a)) <A

Consequentemente: Ve >0, 36 > 0 tal que:

d(z,a) <0 =d(f(x), f(a)) <A=d(g(f(x)),9(f(a))) <e

Definicao 3.5. Sejam (M, dy) e (N,dy) espagos mélricos quaisquer. Dizemos que

f:M — N € uma funcao lipschitziana quando existe uma constante c € RY tal que:

dy(f(x), f(y)) <c-du(z,y), Vo, ye M. (3.3)

A constante ¢ € denominada constante de Lipschitz.
Proposicao 3.6. Toda funcao lipschitziana € continua.

Demonstragao: Seja f: M — N uma fungao lipschitziana do espago métrico (M, dy;)
no espago métrico (N, dy), com constante de Lipschitz ¢ > 0.

Dado € > 0, tomemos § = £

Entao, d(x,a) <6 = d(f(gs),f(a)) <c-d(x,a)<c-d=¢
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Exemplo 3.7. A aplicacdo norma | | :R? - R é continua. De fato, basta observar

que para quaisquer (z1,%2), (y1,y2) € R*:

[ Gz, 22) | = [y, g2) [ < 1, 22) = (Y, 2) -

Ou seja, tal aplicacao é lipschitziana com constante de Lipschitz igual a 1 e portanto,

pela proposicao anterior, segue a continuidade.

Exemplo 3.8. Sejam M um espago métrico e Y ¢ M subespaco de M. A aplicacao
inclusdo i : Y — M definida por i(y) = y é uma aplicacao lipschitziana com constante
de Lipschitz igual a 1, ja que d(i(y1),i(y2)) = d(y1,y2). Logo, a aplicagdo inclusao é
uma aplicacao continua.

Consequentemente, se f : M — N é uma aplicacao continua entdo, pelo teorema
3.4, a aplicagao restricao fly : Y — N dada por f|y(y) = f(y) é também uma aplicagao

continua pois fly = f oi, com f e i aplicagbes continuas.

Teorema 3.9. Se (M,d) é um espago métrico entao a aplica¢ao d: M x M — R é uma

aplicagcao continua.

Demonstracao: Consideremos M x M um espago métrico munido da métrica D’ do
exemplo 2.5, a saber, D'((a,b), (z,y)) = d(a,z) +d(b,y), ¥ (a,b),(z,y) € M x M.

Veja que a métrica d é uma aplicacao lipschitziana:

|d(a,b) = d(x,y)| < D'((a,b), (x,9)).
De fato, V(a,b), (z,y) € M x M:
|d(a,b) - d(z,y)| = |d(a,b) + d(a,y) - d(a,y) - d(z,y)| = |d(b,a) + d(a,y) - (d(a,y) +
d(y, x))| < 1d(b,a) + d(a,y)| + |d(a,y) + d(y, x)| < |d(b,y)| +|d(a, z)| = d(a,x) + d(b,y) =

D'((a,b), (z,y)).
|

Teorema 3.10. Seja X c R?, se f,g: X - R sdao continuas entdo também sao conti-

nuas as sequintes aplicacoes de X em R: f+g, f—-g e f.g.

Ainda, se g+ 0 entdo a aplicacao = também é continua.
g

Demonstracao: Vide Proposicio 3 da pagina 35 de [1]. ]

Exemplo 3.11. A aplicagao f : (R? - {(0,0)},d) - (R2,d) definida por f(x,y) =

(7,9)
1G] )

Pois, observe que f(z,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) em que fi(x,y) = m e fo(z,y) =

é uma aplicacao continua.

Y Pela proposicao 3.3, se f1 e fy forem continuas segue a continuidade da f.

1(z, )
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- —pi(a:,y)7 i = 1,2. Pelos exemplos 3.2 e 3.7,
|z, )|

pi(z,y) e |(x,y)| sdo continuas em R? e portanto, pelo exemplo 3.8, também conti-

Agora, cada f; ¢ dada por fi(z,y)

nuas em R? - {(0,0)}. Nestas condigbes, como |(x,y)| # 0, segue pelo teorema 3.2 a
continuidade de cada f;, i = 1,2. Portanto, f é continua.

Definicao 3.12. Sejam M e N espacos métricos. Definimos homeomorfismo de M
sobre N como uma bijecio continua f: M — N cuja inversa f~' : N — M também

¢ continua. Neste caso, diz-se que M e N sao homeomorfos.

Ao contrario do que ocorre com a Algebra Linear, onde a inversa de uma transfor-
macao linear bijetiva também ¢ linear, ou na Teoria dos Grupos, onde o inverso de um
homomorfismo bijetivo é ainda um homomorfismo, em Topologia ocorre o fenémeno de

existirem funcoes continuas bijetivas f : M — N tais que f~!: N — M ¢ descontinua.

Exemplo 3.13. Seja M a reta com a métrica zero-um. A aplicacao identidade
1: M — R com a métrica usual nao é um homeomorfismo, pois embora ¢ seja continua,
sua inversa j :=i"' : R — M (que também é dada por j(z) = x) é descontinua em
cada ponto a € R.

1 1
Com efeito, tomando ¢ = 2 temos B(j(a); 5) ={j(a)} ={a} em M.

Mas nao existe 6 > 0 tal que (a —d,a+0) c {a}, ou seja, ndo existe 6 > 0 tal que

J(Ba(a:)) = (o~ 8,0+ 6) < {a} = Bu(j(a); )

E possivel mostrar, com a proposicio 3.4, que se f: M — N e g: N — P sao

homeomorfismos entdao go f: M — P e f~': N — M também sao homeomorfismos.



4 Meétricas Equivalentes em R?

Neste capitulo mostraremos a equivaléncia entre as métricas d, d’ e d”’ para R?, as
quais j& foram abordadas no segundo capitulo.

No que segue, dadas as métricas d; e dy no mesmo conjunto M, escreveremos, por
simplicidade, M; = (M,dy), My = (M,dsy), Bi(a;r) = bola de centro a e raio r segundo
a métrica d; etc. Em geral, usaremos os indices 1 e 2 para distinguir objetos definidos

com auxilio das métricas d, ou dy respectivamente.

Definicao 4.1. Diremos que dy € mais fina do que ds, e escreveremos dy > ds, quando

a aplicacao identidade i15 : My —> My for continua.

Observagao 4.2. Como i15(x) = = para todo x € M, a definicdo de continuidade
fornece diretamente a seguinte condi¢ao necessaria e suficiente para que d; seja mais
fina do que do: para todo a € M e todo & > 0, existe 6 > 0 tal que Bi(a;0) c Ba(a;e).
Ou seja, dy > dy < toda bola aberta sequndo dy contém uma bola aberta de mesmo

centro sequndo d;.

Exemplo 4.3. Se o espago métrico (M, d;) é discreto (diz-se, neste caso, que d; é uma
métrica discreta) entdo dy é mais fina do que qualquer outra métrica dy em M. Por
outro lado, se dy for mais fina do que a métrica discreta d; entao, para todo a € M,
existe uma bola Bs(a;d) contida na bola {a} = B (a;¢). Logo Bs(a;d) = {a} e portanto
dy também ¢é discreta.

Proposicao 4.4. Sejam My = (M,dy) e My = (M, dy) espagos métricos sobre o mesmo

conjunto M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) dy > dy; (isto é, a aplicagao identidade i15: My — My é continua)

(2) Para todo espago métrico N, se f: My — N é uma aplica¢io continua entio
f: My - N é também continua; (isto €, toda aplica¢ao continua sequndo dy é

continua sequndo d; )
(3) Se f: My — R € continua, entio f: M; - R é continua,

(4) Para todo a € M, a fungao ds, : My - R, definida por ds,(x) = da(a, x) € continua
no ponto a € M;
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(5) Toda bola aberta sequndo dy contém uma bola aberta de mesmo centro sequndo

dl;
(6) A funcdo dy: My x My - R € continua.

Demonstragao: (1) = (2): Inicialmente denotemos por f; a aplicagdo f em que M
estd munido da métrica d; e por f, esta mesma aplicagdo mas com M munido por
ds. Neste contexto, observe que f; = fy 0419, em que iy : My — M, é a aplicacao
identidade.

Agora por hipotese d; > ds consequentemente a aplicagao 15 € continua. Também
por hipdtese temos que fy é continua. Nestas condicoes, pelo teorema 3.4, da

composicao f; = fo 0iyo segue a continuidade de f;.
(2) = (3) : Basta considerar N =R em (2).

(3) = (4) : Observe que sendo My = (M, dy) um espago métrico, pela proposi¢ao 3.9,
a aplicagdo dy : My x My — R é continua. Deste fato segue que a aplicagao
f: My - R dada por f(x) =dy(a,x) é continua. Com isso, segue do item (3) que

a aplicacao do, ¢ continua.

(1) < (4) < (5) : Note que as trés condi¢oes podem ser interpretadas da seguinte
maneira: Y a € M, Ve >0, 36 >0: Bi(a,d) c Bs(a;e), em que os indices 1 e 2

usados nas bolas abertas correspondem a métrica que foi considerada.
(6) = (4) : Veja que a aplicagao dy, é definida a partir de ds, logo também é continua.

(1) = (6) : Uma vez que de (1) temos que a aplicacdo identidade i1 : M; — My
é continua pode-se mostrar que a aplicacao identidade I : My x My — My x M,
também é continua. Por um argumento analogo ao da demonstragio de (1) = (2)
segue que a partir da continuidade de dy : My x My - R obtemos a continuidade
de dy : My x M; - R.

]

Definicao 4.5. Duas métricas dy e dy em um mesmo conjunto M sao equivalentes se
dao origem aos mesmos conjuntos abertos.

Em outras palavras, duas métricas dy e dy num espaco M chamam-se equivalentes
quando cada uma delas é mais fina do que a outra, isto €, quando a aplicacao identidade

i12: (M,dy) - (M,dy) é um homeomorfismo. Escreve-se entdo dy ~ ds.

Observacao 4.6. A relacao dp ~ dsy é reflexiva, simétrica e transitiva.

Por exemplo, duas métricas discretas no mesmo espaco sao sempre equivalentes. Se
di ~ dy e dy é discreta, entao dy é discreta.

A fim de que se tenha d; ~ dy em M, é necessario e suficiente que qualquer bola aberta
em relacdo a uma dessas métricas contenha uma bola aberta de mesmo centro em

relacao a outra.
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Proposicao 4.7. Sejam My = (M,dy) e My = (M, dsy) espagos métricos sobre o mesmo

conjunto M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) dy ~ dy; (isto €, a aplicagao identidade i15: My — My é um homeomorfismo)

(2) Para todo espago métrico N, f: My — N continua, se e somente se, f: M; - N
continua; (isto é, toda aplica¢ao continua sequndo dy é continua segundo dy e

vice-versa)
(8) f:My—R € continua, se e somente se, f: M; - R é continua;

(4) Para todo a € M, as fungées dy, : My - R, definida por di,(x) = di(a,x) e

dog : My — R, definida por dog(x) = da(a,x), sdo continuas no ponto a € M;

(5) Toda bola aberta sequndo uma dessas métricas contém uma bola aberta de mesmo

centro sequndo a outra;
(6) As funcoes dy : My x My - R e dy: My x My - R sao continuas.

Demonstracao: Segue da Proposicao 4.4 ja que d; ~ dy se, e somente se, d; > dy e
d2 > dl- |

Proposicao 4.8. Sejam d; e dy métricas em um conjunto M arbitrdrio. Se existirem

constantes o, € RY tais que:

- dl(xay) < dg(l‘,y) < 5 ' dl('ra y)
para quaisquer x,y € M, entao as métricas dy e dy sao equivalentes.

Demonstracao: Basta observarmos que a aplica¢do identidade i1 5 : (M, dy) — (M, d>)

e sua inversa ig : (M, dy) — (M, d;) sdo, neste caso, ambas lipschitzianas. ]
Lema 4.9. Sejam d, d ed’ as métricas em R2. Quaisquer que sejam x,y € R2, tem-se:
d'(x,y) <d(z,y) <d(z,y) <2-d"(z,y)

Demonstragao: Sejam x = (x1,23),y = (y1,92) € R?, quaisquer.
" (1) @ , (3) "
d'(z,y) < d(z,y) < d(z,y) <n-d(2,y)
(1) Suponha que:

d"(x,y) = max {|z; -y, [z2 = val} = [21 — 0.

Veja que:

o1 =yl = V0er =91 <Vl =y P+ oo = 9? = /(21 - 90)? + (22 - 12)? = d(a,y)
Logo, d"(z,y) < d(z,y)

Se d"(z,y) = max {|z1 — y1],|r2 — vo|} = |T2 — 92|, 0 resultado segue de modo ana-

logo.
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(2) Observe que:
(d'(z,9))* = (1= 91)? + (22 = y2)? + 2+ |21 — |- |22 — %o
Logo,
(d(z,y))* = (@1 = y1)* + (22— y2)* < (w1 = Y1) + (W2 = y2)? + 2+ 21 — [ - [w2 — yo| =
= (d'(z,y))*
Ou seja,
(d(x,y))? < (d'(2,9))*
~d(w,y) <d(z,y).

(3) d/(l"ay) = |z1 = 11| + |v2 — yo| < max {|x1 — yil, |r2 — yo|} + max {|z1 — 1], |x2 —ya|} =
=2-max {|z1 — 1, [z2 - 92|} =2-d"(2,y)
d (x,y) <2-d'(2,y).

Por (1), (2) e (3) segue que d"(z,y) <d(z,y) <d (z,y) <2-d"(z,y)

Corolario 4.10. As métricas d, d e d’ sdo equivalentes.

Demonstracao: Segue diretamente dos resultados de 4.8 e 4.9 anteriores. ]

A equivaléncia das métricas d, d e d’ no plano R? pode ser notada também através
da configuracao das bolas abertas, ja que todo disco contém um quadrado com diagonais
paralelas aos eixos, o qual contém um quadrado de lados paralelos aos eixos e este, por

sua vez, contém um disco, etc., todas essas figuras com o mesmo centro.

AN
gany

Figura 4.1: Representacao da bola B((ay,a2);r) segundo as métricas d, d' e d”

De fato, sejam a = (a1,a2) € R%, r > 0.

o By(a;r) ={(z,y) eR?:d((a1,a2),(z,y)) <r}=
By(a;r) = {(2,9) e R : \/(w - 1)’ + (y—a2) <1}
By(a;r) ={(x,y) e R?2: (x —a1)? + (y — az)? < r?},
que é o interior de uma circunferéncia de centro em a e raio 7.
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e By(a;r)={(x,y) e R?:d'((a1,a2),(z,y)) <r}=
By(a;r) ={(z,y) e RZ: |z —a1| + |y — as| < r}.

Veja que |z — a1| + |y — as| < r é dada através da anélise dos seguintes casos:

(i) (r—a1) +(y—az)<r.
(i

(i

—(z-a1)+(y—az)<r.
(x—a1)+(-(y—az)) <r.
(iv) —(z—a1)+(-(y-az)) <.

)
)
)
)

Assim, By (a;r) é o interior do paralelogramo delimitado pelas regides (), (i),
(iii) e (iv)
o By(a;r) ={(z,y) eR*:d"((a1,0a2), (2,9)) <7}
Bar(a;r) = {(z,y) € R* : max {|z — a1, |y - an[} <7}
Veja que sendo max {|x — a1|, |y — as|} < r segue que |z —ai|<r e |y—as| <r.

Logo, Bgr(a;r) é o interior do quadrado dado por [zt —ai| =7 e |y —as|=7.



5 Continuidade de Transformacoes

(eométricas

Neste capitulo trataremos de uma classe especial de aplicacoes de R? em R2, a
saber, as transformacoes geométricas.

Inicialmente, trabalharemos com as transformacoes geométricas em que R? é visto
como um espa¢o métrico munido da distancia euclidiana d, tanto no dominio quanto
no contradominio (neste contexto indicaremos (R?,d)). Entre essas transformagoes
destacamos a translacao e a rotacao, que como veremos, sao exemplos classicos de
isometria em R2.

Posteriormente, ainda adotando a métrica euclidiana d para R? tanto no dominio
quanto no contradominio, abordamos as transformagoes geométricas de R? que nao
sao isometrias, entre estas apresentamos a homotetia e os cisalhamentos horizontal e
vertical.

Finalmente exploramos as transformacoes geométricas de R? em que o dominio e
o contradominio sdo munidos com métricas distintas um do outro, a saber: (R2? d),
(R2,d") e (R?,d").

Para tanto, primeiramente, apresentamos a definicao de isometria.

No que segue usamos o sistema de eixos ortogonais OXY .

Definicao 5.1. Uma isometria do plano (R?,d) é uma transformacao T : (R?,d) —
(R2,d) sobrejetora que preserva disténcias. Mais precisamente, T é uma isometria

quando se tem,
d(T(z1,11), T (22,92)) = d((@1,91), (22,92))
para quaisquer pontos (x1,y1), (x2,y2) no plano R2.
Proposicao 5.2. Toda isometria € uma aplicacao continua.
Demonstragao: Seja T': (R?,d) — (R?,d) uma isometria, logo:
d(T (21, 91), T (22,92)) = d((21,51), (22,12))

para quaisquer pontos (1, ), (z2,92) € R2.
Ou seja, toda isometria ¢ uma aplicacao lipschitziana com a constante de Lipschitz

c =1 e portanto, continua. [ ]
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Proposicao 5.3. Toda isometria € uma aplicagao injetiva.

Demonstragao: Se T'(x1,y1) = T'(x2,y2) entdo:
d((z1,11), (22, 92)) = d(T'(z1,91), T (22,92)) = 0, logo (z1,41) = (22,v2) u

Defini¢ao 5.4. Seja a = (xo,yo) € R? qualquer. A aplicacio T, : (R?,d) — (R?,d) dada
por T (z,y) :=a+ (x,y) = (xo,y0) + (z,y) € denominada translagdo.
Uma translagao T, transforma toda figura F numa figura T,(F) = F', cujos pontos

(z1,y1) + a sdo obtidos transladando-se os pontos de (x1,y,) de F por a.
Lema 5.5. Toda translacao é uma isometria.

Demonstracao: Seja T, uma translacao qualquer.

d(Ta(z1,51), Ta(@2, y2)) = d(a+ (z1,91)), (a + (22, 92))
= d(((xo,y0) + (x1,41)), (w0, %0) + (%2,42))) =
=d((xo +x1,Y0 + Y1), (To + T2, Yo + Y2)) =
= \/((xo +x1) = (2o +22))* + ((yo + y1) = (Yo + ¥2))* =
= V(w1 = 22)? + (y1 - 42)? =
=d((z1,91), (22,92)).

Exemplo 5.6. Considere a aplicacgao:

T: (R?,d) — (R, d)
(z,y) — T(z,y)=(3,0)+(z,y) = (z+3,y)

Observe que,
B((0,0);1) = {(z,y) e R*: d((,y), (0,0)) < 1} =
B((0,0);1) = {(z,9) e R*: /a2 4 y2 < 1} =
B((0,0);1) = {(z,y) e R?: 2% + y* < 1}.

Consequentemente,

T(B((0,0);1)) = {T'(z,y) € R*: (z,y) € B((0,0): 1)} =
T(B((0,0);1)) = {(z+3,y) e R?: a2 +y> < 1}.

Fazendo X =x+3eY =y temos = X -3 e y =Y e entdao podemos reescrever o
conjunto T'(B((0,0);1)) como:

T(B((0,0);1)) = {(X,Y) e R?: (X -3)*+Y? < 1}.
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Figura 5.1: Translacao

Definicao 5.7. Definimos uma reflexao em relacao ao eixo OX, a aplicagdo:

T: (R?d) — (R2, d)
(a:,y) — T(l’,y)z(l’,—y)

Lema 5.8. A reflexao em relacao ao eizo OX é uma isometria.

Demonstragao: Temos que:

(i) Toda reflexdo é uma aplicagio sobrejetora. Pois dado qualquer (a,b) € R? ocorre:

(z,y) = (a,-b) € R? tal que

T(z,y) = (z,-y) = T(a,-b) = (a,-(=b)) = (a,b)
Portanto, T'(z,y) = (a,b)

(ii) T preserva distancia. De fato,

d(T (1, 91), T (22,2)) = d((z1,—11), (22, -12)) =
= V(1= 22)?+ ((-11) - (~12))? =
= /(21— 22)? + (~y1 + )% =
= V(@1 =) + ((-1) (11 - 1)? =
= V(w1 - 22)2 + (1) (1 - 1)? =
= V(21 - 22)2 + (31— y2)? =
=d((z1,91), (22,52)).
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Exemplo 5.9. Seja a elipse:

T(E) = {T(a:,y) eR?: (x,y) 65} -

2
. R?: T y—:1}:
[y ere: oY

2 2
= - RQ:I— y—zl}.
{@-per: T2

Considerando: X =z e Y = -y, e consequentemente, z = X e y = =Y, podemos
reescrever T'(€) como:

T(E) - {(X,Y) eR?: XTQ L 1} _

X2 Y?
(X YV)eR?: — —=1}.

A
V.

Figura 5.2: Reflexao

Defini¢ao 5.10. Definimos uma rotagao de 90° em R? com rela¢ao a origem (0,0)

pela aplicacao

T: (R%,d) —> (R2, d)
(ar,y) — T(x>y):(_y>$)

Lema 5.11. Toda rotagao de 90° é uma isometria.
Demonstragao: Temos que

(i) Toda rotacao ¢ uma aplicacdo sobrejetora, pois dado (a,b) € R? qualquer, to-

mando (z,y) = (b, —a) € R? temos:

T(x,y) =T(b,-a) = (=(-a),b) = (a,b)

Portanto, T'(z,y) = (a,b)
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(ii) Toda rotagao preserva distancia.

AT (1, 90), T(2,92)) = d((=y1,0), (-92,22)) =
V(o) - C)+ (o1 -2 =
= V(1) - (g1 - 92))? + (w1 - 22)? =
=V (=1)% (g1 = 2)? + (21— 2)? =
= \/(Z/l —y2)? + (w1 - 22)% =
= V(@1 - 22)2 + (11 - 42)? =
=d((z1,11), (22,92)).

]
Exemplo 5.12. Seja a elipse:
5L'2 y2 }
5 = = -— —_— = 1
{@n-5+%
Assim,
T(E) = {T(:c,y) eR?: (2,y) € 5} =
22 g2
=1T R?2: — +Z = 1} =
22 g2
() er: T L 1}.
Considerando: X = -y e Y = z, consequentemente, z = Y e y = —-X, podemos

reescrever T'(€) como:

7(e) = [(xvyeme: 22 EX

2 2
{XY)GR2 —+Y—:1}.
9 4

2
T
1 1
0 1 A& 0 1 2

Figura 5.3: Rotagao em torno de um eixo
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Observagao 5.13. As defini¢des 5.7 e 5.10 sao casos particulares de um tipo de iso-
metria conhecido como rotacao.
Além disso, uma vez que as aplicacoes Translacao, Reflexao e Rotacao sao isometrias

segue, pela proposicao 5.2, que estas sao aplicagoes continuas.
A seguir apresentaremos transformacoes geométricas que nao sao isometrias.

Definicao 5.14. Definimos Homotetia como sendo uma dilatacao ou contracao de

vetores, dada por

T: (R2,d) —  (R2,d)

v — T(x,y)=a-v

Essa transformacao é chamada de homotetia de razao «, onde para a =1 temos a
transformacao identidade. A homotetia de razao o = —1 coincide com a transformagao
chamada de reflexdo em relacao a origem, que leva o vetor v a seu simétrico —v.

Podemos perceber também que, para |o| < 1, teremos uma contracao.

Para |a| > 1, teremos uma dilatagao do vetor v, ou seja, a imagem dessa transforma-
cao corresponde a um vetor de mesma direcao e sentido de v, mas com modulo maior,
sendo v um vetor nao nulo.

Essa transformagao é escrita em coordenadas por T'(z,y) = (ax, ay).

Teorema 5.15. Toda homoletia € uma aplicacao continua.

Demonstracao: Seja T: (R? d) - (R?,d) uma homotetia dada por T'(z,y) = a(z,y),
IOgOZ V(xbyl)? (an y2) € R27
d(T(mlayl)vT($27y2)) = d(a(%»yl)a@(@,w)) = d((a%a@yl), (04332,0@2)) =
\/(04551 —ax)? + (ayy — ayp)? = \/(042((% —22)% + (Y1~ 42)?) =
|CY|\/($1 —x2)? + (Y1 —v2)? = [ald((z1,v1), (72, 92)).

Portanto, d(T(xluyl)vT(anyQ)) = |O./|d(({[‘17y1)7 (I27y2))7 ou Seja7 T é uma aplica(;éo

lipschitziana e consequentemente continua. ]

Exemplo 5.16. Considere a seguinte homotetia de razao o =2

T: (R?2,d) — (R2,d)
(z,y) — T(z,y)=2-(z,9)
Veja que T(B((0,0);1)) = {(z,y) e R?: (2x)? + (2y)? < 1}.
Considerando X =2z e Y =2y, ocorre que = = X ey = Z, respectivamente.

E portanto podemos reescrever T'(B((0,0);1)) da seguinte forma:

T(B((0,0): 1)) = {(X,Y) eR?: (%)2 . (%)2 < 1} -
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T(B((0.0:1) = {(X¥) e R

()l

T(B((0,0): 1)) = {(X,Y) eR?: (}1) (X?47?) < 1} N

T(B((0,0);1)) = {(X,Y) e R?: X?+Y? < 4}.

Figura 5.4: Homotetia

Definicao 5.17. Chamaremos de Cisalhamento a transformacao geométrica corres-

pondente a um deslizamento. Pode ser em relacao ao eixo x ou em relacao ao eiro y.

No cisalhamento na diregao do eizo x, cada ponto (x,y) se movimenta paralelamente

ao eixo x de uma distancia (designada) cy para a nova posicao (x+cy,y). Os pontos

sobre o eixo x sao mantidos fizos, e cada ponto fora do eizo x se movimenta de uma

quantidade proporcional ¢ sua distdncia em relacao ao eizo x.

O cisalhamento na direcao do eixo y é semelhante, e cada ponto (x,y) se movimenta

paralelamente ao eizo y de uma distancia (de uma quantidade proporcional & sua dis-

tancia em relagao aquele eizo).

Cisalhamento horizontal:

Ty: (R2d)
(z,y)

Cisalhamento vertical:

Ty (R2,d)
(7,y)

(R?,d)

Tu(z,y) =(z+a-y,y)

(R?, d)

Ty (2,y) = (z,y + a-x)
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Exemplo 5.18. Sejam A ={(z,y) e R?:|z|=1¢ |y| =2} e Ty(x,y) = (x + 3y, y).
Assim,

Ty(A) = {T(a:,y) eR?: (2,y) GA} = {(3:+3y,y) eR*:|z|=1¢ly :2}.

Considerando X = x + 3y e Y = y consequentemente, x = X —=3Y, y = Y e entao
podemos reescrever Ty (A) como: Ty(A) ={(X,Y)eR2:|X -3Y|=1e |Y]|=2}.
Para representar geometricamente a imagem Ty (A) é preciso analisar os casos a

seguir:

(i) Se X -3Y >0 entao 1=|X -3Y|=X -3Y. Com isso,

—3Y:1—X$Y:—1+£$Y:§_l;
3 3 3 3
(i) Se X —=3Y <0 entdo 1 =|X -3Y|=-X +3Y. Desta forma,
Y- l-XovoiiXoy-o2LL
3 3 3 3

(iii) Para [Y|=2 temos Y =2 ou Y = -2

Figura 5.5: Cisalhamento

Observamos que o efeito do cisalhamento vertical nessa mesma figura A é analogo
ao que foi feito para o cisalhamento horizontal no sentido de que obteremos novamente
um paralelogramo; porém enquanto que no cisalhamento horizontal as retas paralelas
ao eixo OX sao mantidas, no cisalhamento vertical veremos que as retas mantidas

serao as paralelas ao eixo OY.

Para finalizar este capitulo, trataremos de dois exemplos, a saber, o primeiro deles
apresenta a forma geométrica da Elipse quando usamos na definicao desta conica a
métrica da Soma d’ em R? e ainda comparamos esta nova configuracao com a usual.
No segundo exemplo tratamos de uma aplicacao em que o dominio e o contradominio

estao munidos de métricas distintas um do outro.
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Exemplo 5.19. Primeiramente observamos que, em geral, tratamos da conica Elipse ja
utilizando sua Forma Canoénica dada obtida via Geometria Analitica em que considera-
se R? munido da distancia euclidiana. Entretanto, de modo mais geral, sabemos que a
elipse £ de focos F} e F5 é o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distancias
a Fi e F, éigual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.
Ou seja, sendo 0 < c<a e d(Fy, Fy) =2¢, entao € := {P e R?: d(P, F}) + d(P, F,) = 2a}.

A seguir apresentamos um tratamento para a Elipse considerando a métrica d’, da
soma, e apresentamos sua configuragdo geométrica via esta métrica.

Com efeito, sejam c,a € R tais que 0 < ¢ < a e suponha que Fi = (¢,0), Fy = (-¢,0)
e P=(z,y) e R%

Temos que P € & se, e somente se, d’'(P, Fy) + d'(P, Fy) = 2a, consequentemente:

d'(P,Fy) +d (P, Fy) =2a=d((x,y),(c,0)) +d ((x,y),(-c,0)) = 2a =

(lz = el + [yl) + (J + ] + [y]) = 2a.

Analisemos cada caso:

l.z>2c, y20exz>-c:

(lz=c|+y) + (Jx+c|+|y]) = 2a = z—c+y+x+c+y = 2a = 2x+2y = 2a = y = —T+a.

2. x<c,y>20ez>-c

(le=c+|y)+(x+cl+y])) =2a = -z+c+y+x+c+y=2a=>y=a-c.

3. x<c,y>20ex<—c

(le=c+|y)+(x+c+y])=2a = -2z+c+y-x-c+y=2a=>y=x+a.

4. x>2c,y<0ex>-c

T—cl+ +(|z+c|+ =20a=>x—-c—-y+xr+c—-y=2a=>2x-2y=2a =19y =x—a.
(Jx=cl+yl) + (Jz + ] +y]) Y y Y Y

5. x<c, y<0ex>-c
(le=c+|y)+(r+c+y|)) =2a=>-zr+c-y+ax+c-—y=2a=2c-2y=2a=y=
c—a=-(a-c).

6. x<c, y<0ezx<-—c:
(lz=c|+y)+(z+c|+|y]) = 2a = —z+c—y—r—c-y = 20 = -20-2y = 2a = y = —r—a.

Geometricamente,

Por outro lado, quando a distancia considerada é a euclidiana ja sabemos como
abordar este objeto, desde manipulacoes algébricas para se obter a forma canoénica,
bem como sua configuracdo geométrica "oval". Especificamente, para ¢ =2 e a = 5,

obtemos:



a-c

AN AN

-(a-c)

Figura 5.6: Representacao da Elipse com a métrica da Soma

2

2
5 = RQ:’I— y :1 .
d {(Z’,y)e 25+\/ﬁ }

Ou seja,

Figura 5.7: Representacao da Elipse com a métrica Euclidiana
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A figura a seguir apresenta uma comparacao da acao de ambas métricas em uma

Elipse.

Figura 5.8: Justaposicao das representagoes da mesma Elipse com métricas distintas

Exemplo 5.20. Para apresentar este exemplo, note que geometricamente a esfera
unitaria com a métrica Euclidiana S3((0,0);1) em (R2?,d) é uma circunferéncia de

centro na origem e de raio 1, ou seja,

AR
——

Figura 5.9: Esfera unitaria com a métrica d

Por outro lado, a esfera unitaria com a métrica do Maximo & Sg((0,0);1) em
(R2,d") & dada pelo quadrado {(z,y) e R?:|z|=1e |y| =1}.
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-2 4

_3 P
Figura 5.10: Esfera unitaria com a métrica d”

Agora, pelo exemplo 3.11, aplicagao

f:(®R*={(0,0)},d) - (R, d)

definida por f(z,y) = ||Ez’z;” ¢ uma aplicacdo continua e é tal que aplica a esfera

unitaria com a métrica do Maximo, Sg((0,0);1), na esfera unitaria com a métrica
Euclidiana, S3((0,0);1).

Ou seja,

[T ] =_1Y
A

Figura 5.11: Imagem de Sy/((0,0);1) por f
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Além disso, veja que a aplicacdo identidade igqqry aplica S4((0,0);1) na propria
S4((0,0);1) porém com este tltimo objeto contido em (R2,d").

- A
Nl Sl

Figura 5.12: Imagem de S4((0,0);1) por iqqn

Finalmente, considere a seguinte aplicacao

Ta . (IR27 d//) _ (IR27 d//)
(r,y) > To(z,y) =a+(2,y)=(3,0) + (z,y) = (3+,y)

Veja que esta aplicacdo é uma translacao cuja imagem da S;((0,0);1) é dada por

To(54((0,0);1)) = {Ta(2,y) : (x,y) € Sa((0,0); 1)} =

T.(S4((0,0);1)) = {3+, y) :a? +y* <1} =

T,(84((0,0):1)) = {(X,Y) e R?: (X -3)2+ Y2 < 1)}.
(5.1)

Logo,

Ta

h £

2 -2

-3 -3

Figura 5.13: Imagem de S;((0,0);1) por T,
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Fazendo a composigao das aplicagdo anteriores obtemos uma aplicagao de (R2? -

{(0,0)},d) em (R2,d"), a saber, a aplicacao

H=T,oigamof: (R2={(0,0)},d) > (R?,d")

cuja agao em Sy((0,0);1) pode ser observada na figura a seguir:

Figura 5.14: A¢do da Composicao T, o iggqm o f

Ou seja, a acao da H ¢é dada por:
a] s

2 H 2

Figura 5.15: Imagem de Sy ((0,0);1) por H

] Y
| %



6 Viabilidade do Tema em Sala de
Aula

Quanto a insercao do tema apresentado neste trabalho para alunos do Ensino Médio
podemos afirmar que se trata de uma ferramenta significativa e transformadora no
processo de ensino-aprendizagem.

Significativa, diante do fato que podera ser amplamente aplicada em situacgoes-
problema contextualizadas; e transformadora, visto que viabiliza ao estudante maneiras
diferentes de se medir, de se tratar distancias, bem como trabalhar com transforma-
cOes geométricas. Além do exposto, permite tratar do estudo de funcoes de forma
diferenciada.

Quando trabalhamos em sala de aula com o conceito de medir, sabemos que tal
conceito esta atrelado ao desenvolvimento de competéncias e habilidades relacionadas
a comparacao de elementos com grandezas e medidas. Logo, ao apresentarmos aos
alunos ferramentas que lhes possibilitem “medir” de maneiras diferentes, estaremos
estimulando o desenvolvimento do raciocinio logico, além de despertar/aprimorar o
senso investigativo na resolucao de problemas.

Em suma, o desafio de buscar a solucao de situagoes-problema contextualizadas a
partir de outras métricas consistirda numa ferramenta de grande valia aos professores que

auxiliard no processo de formacao de alunos criticos, construtivos e transformadores.
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