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“A mente usa a sua faculdade de
criatividade apenas quando a experiéncia a
obriga a fazé-lo.” (Henri Poincaré)
a atividade real, fazer matemdtica é uma

“ Na atividade real, matemdtica € um

coisa extremamente criativa.” (Artur Awvila)



Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta de atividade criativa de descobrir padroes
que respeitem restricoes para o ensino de conceitos basicos de Geometria envolvendo
construgoes geométricas em redes de pontos. Ele foi aplicado em um colégio estadual do
Ensino Médio na cidade de Salvador - BA. Os trabalhos foram desenvolvidos com turmas
de 3* série do turno matutino. Sendo solicitada nessa atividade construgoes de objetos
geométricos a partir de alguma caracteristica, propriedade, coloragao (vértices e arestas)
e visitas a teoremas importantes relacionados ao tema. Essa proposta é uma tentativa
de tornar a Geometria mais interessante com um desenvolvimento mais criativo e sem
excesso no uso de formulas. Tem como objetivo investigar e verificar a colaboragao dessa
abordagem no desenvolvimento da criatividade, na compreensao e percepcao dos obje-
tos geométricos e no fortalecimento do ensino ajudando na melhora da visao geométrica
dos estudantes com base em conhecimentos desses conceitos, assim como de favorecer a
identificacao de padroes das formas geométricas e a percepcao das diversas possibilidades
de construgoes das figuras geométricas em rede de pontos. Tem a intencao de levar o
estudante a brincar ao mesmo tempo em que aguga seu raciocinio e criatividade, desper-
tando seu interesse e vontade de conhecer um pouco mais a Geometria. Para isso, foi
realizada uma atividade de verificacao com a qual se determinou o conhecimento prévio
dos alunos sobre o tema, uma revisao com base nas dificuldades demonstradas pelos estu-
dantes na resolucao da atividade de verificagdao, para depois serem apresentadas malhas
com representacao de arranjos de pontos para as diversas construgoes geométricas com
aplicacao dos conhecimentos basicos de Geometria Euclidiana utilizando o teorema de
Pick, coloracao de vértices, arestas e o teorema das quatro cores. Obteve-se um resultado
satisfatério, pois se verificou que a maioria deles desenvolveu a iniciativa e persisténcia
na resolucao dos problemas propostos e alguns desenvolveram a capacidade de construir

os objetos como solicitado.

Palavras-chave: Ensino; Matematica; Geometria; Geometria Combinatéria; Cri-

atividade; Rede de Pontos; Coloracao.



Abstract

This work presents a proposal of a creative approach for the teaching of basic con-
cepts of Geometry involving geometric constructions using a grid of points. It was applied
at a State Senior High School in Salvador-BA with morning shift classes of Grade 12 stu-
dents. They were requested to construct geometric objects given some characteristics like
property and coloration (vertices and edges) while using important theorems related to
the subject. This proposal is an attempt to present geometry in a more interesting and
creative way without the excessive use of formulas. It aims to investigate and verify the
collaboration of this approach in the development of creativity, in the understanding and
perception of geometric objects and in the strengthening of teaching techniques, helping
to improve the students’ understanding of Geometry based on the knowledge of these con-
cepts. It also aims to facilitate the identification of patterns of the geometric forms and
the perception of the different possibilities of their construction using a grid of points. It
has the intention of making students enjoy the topic while, at the same time, sharpening
their reasoning and creativity, arousing their interest and willingness to learn Geometry
a little more. To achieve this goal, a test was applied in order to assess the students’
previous knowledge about the topic, and a subsequent review was conducted to address
the difficulties exposed by it. The students were then presented with meshes where the
points were arranged to represent the various geometric shapes. They were requested
to construct these geometric objects applying the basic knowledge of Euclidean Geome-
try while using the Pick’s Theorem, the vertices and edges coloring, and the Four-Color
Theorem. A satisfactory result was obtained, since most of the students developed the
initiative and persistence in solving the problems proposed and some even developed the

capacity to construct the objects as requested.

Key-words: teaching; Mathematics; Geometry; Geometry Combinatory; Creati-

vity; Grid of points; coloring.
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Introducao

Para compreender e apreciar a Geometria é necessario um olhar treinado na per-
cepcao de padroes e criatividade, além de outras coisas. Esses aspectos tornam a Geome-
tria, do ponto de vista dos alunos, um tema dificil e pouco apreciado pelos estudantes. As
dificuldades encontradas fazem com que, no Ensino de Matematica na Educacao Basica,
os estudantes geralmente reproduzam as resolucgoes feitas em sala decorando procedimen-
tos, o que dificulta muito a aprendizagem em Geometria. A maioria se desespera quando
encontra um problema geométrico em que precisa buscar por um caminho préprio para
resolve-lo, onde muitas vezes existe a necessidade de criatividade, atitude e persisténcia
para alcancar esse objetivo. Nessa perspectiva, este trabalho envolvendo problemas de
construcoes geométricas com restricoes em redes de pontos tem a intencao de auxiliar na
compreensao de conceitos geométricos das figuras planas usando coloracao de vértices e
arestas, buscando uma abordagem mais convincente no ensino da Geometria.

A atividade de construcoes de figuras geométricas com restricoes em rede de pontos
esta focada nas formas, defini¢oes, propriedades e contagem das figuras. Em um arranjo
de pontos com as restricoes dadas, é possivel verificar os tipo de poligonos que podem
ser formados, fazer observacgoes, justificar afirmacoes, verificar se alguns dos poligonos
tém perimetros e/ou areas iguais, calcular perimetro, érea e alguns angulos, verificar
semelhancas, etc. Durante a aplicacao dessa atividade pode ser possivel a observacao e
analise da atitude dos jovens diante dos problemas propostos. Ela visa, de maneira lidica
e criativa, tornar mais facil o entendimento de conceitos geométricos, sendo uma tentativa
de permitir uma mudanca no comportamento dos jovens diante dos problemas exposto.

Portanto, a presente pesquisa se apropria de um conjunto finito de pontos em rede
como facilitador de aprendizagem dos conteiidos basicos de Geometria. A partir desse
tratamento sera verificado se essa atividade permite o desenvolvimento e fortalecimento
da atitude de iniciativa, criatividade e persisténcia diante dos desafios de alguns problemas
de Geometria.

Esse trabalho busca uma abordagem diferente, que torne o estudo de Geometria
mais rico, atraente e divertido para os estudantes, tendo como objetivo geral utilizar as

construcoes de figuras geométricas com restricoes para possibilitar a investigagao e a in-



teracao no desenvolvimento natural da Geometria no Ensino Médio. Ou seja, fornecer
redes com pontos aos estudantes e solicitar que eles busquem por formas geométricas
com propriedades especificas. Aqui pretende-se usar um conjunto finito de pontos com
arranjo geométrico representados em rede de pontos como modelo na resolucao de pro-
blemas matematicos; determinar objetos geométricos que possam ser construidos a partir
dos objetos estruturados, satisfazendo um conjunto de restrigoes dado; identificar proble-
mas que possam ser resolvidos com coloracao de vértices e arestas; discutir propriedades
das estruturas de grafos e aplicd-las na resolugdo dos problemas de partigdo/coloragao
contrapondo o tratamento inicial de calcular as propriedades do objeto com a abordagem
de encontrar objetos que satisfazem certas propriedades. Para o desenvolvimento dessa
proposta sao abordados alguns tépicos de Geometria conforme distribui¢ao a seguir:

No primeiro capitulo serao tratados os principais conceitos da Geometria Plana e
rede de pontos. Aqui serao apresentados algumas defini¢oes, teoremas, a férmula de Pick
e problemas de aplicacao da teoria desenvolvida.

Os conceitos combinatérios como Principio da Casa de Pombos, os topicos de
grafos diretamente ligados ao tema, como coloragao de vértices, arestas e teorema das das
Quatro Cores serao abordados no segundo capitulo.

As atividades desenvolvidas com os estudantes, ou seja, os problemas de construgao
em rede de pontos propostos, e estudos sobre os mesmos sao abordados no capitulo 3.

Em seguida, no capitulo 4, serao realizadas as analises, interpretagao e discussao

tedrica dos resultados e dados obtidos.



Capitulo 1

Conceitos Geométricos em Rede de

Pontos

No Ensino Médio, a Matematica tem valor formativo que auxilia na estruturacao do
pensamento e do raciocinio dedutivo, além de desempenhar um papel instrumental por ser
vista como uma ferramenta que serve para ler e interpretar o mundo e por estar presente
em quase todas as atividades desenvolvidas pela humanidade. Gardner [I], afirma que
“a capacidade de resolver problemas nao esta necessariamente relacionada com a rapidez
de pensamento.”e “todavia, ha certamente uma relacao estreita entre discernimentos e
criatividade na ciéncia, nas artes, nos negdcios, na politica, ou em qualquer outra atividade
humana.”

Segundo Chambers [3], a Matemadtica requer tanta criatividade quanto qualquer
outra matéria do curriculo. Mas o que é criatividade? Segundo o dicionario Houaiss, uma
das definicoes de criatividade é “inventividade, inteligéncia e talento, natos ou adquiri-
dos, para criar, inventar, inovar, quer no campo artistico, quer no cientifico, esportivo,
etc.” Criatividade pode ser definida como uma capacidade de sensibilizagao diante de
um problema fazendo com que haja identificacao de dificuldades, buscas por solugoes a
partir da formulacao e testes de hipdteses, até que seja encontrada um resultado para o
problema em questao. Dessa forma, a criatividade é fundamental para o desenvolvimento
da aprendizagem de qualquer conceito matematico, em especial da Geometria.

Os conceitos geométricos foram se formando a partir da percepcao humana das
diferentes formas encontradas na natureza e de sua necessidade de sobrevivéncia. As pri-
meiras representacoes da realidade primitiva encontradas nas paredes de cavernas revelam
a necessidade de se registrar, através das formas, tudo que era visualizado no ambiente
em que os seres humanos viviam. Hoje, por meio dos conceitos geométricos os estu-
dantes desenvolvem o pensamento geométrico que lhes permite compreender, descrever

e representar o mundo. Para Chambers [3], “a natureza visual da Geometria, com sua



rica histéria e origem culturalmente diversa, somada a sua relagdo com a arte e o de-
senho, proporciona oportunidades para tornar as aulas interessantes e estimulantes.” J&
Fomin [4] cita que a “Geometria escolar é uma oportunidade maravilhosa para o desen-
volvimento do pensamento légico e consistente. Podendo ser considerada como jogo com
regras axiomaticas.”

Infelizmente, a aprendizagem em Geometria tem se mostrado muito sofrida. Em-
bora de fundamental importancia para a compreensao do mundo em que vivemos, por
estar presente na natureza, em construgoes humanas e em aplicacoes e representacoes ci-
entificas diversas, nao é lhe dada a énfase necessaria nas escolas ptblicas e as construgoes
geométricas praticamente nao sdo mais abordadas na educagao bésica. Em Wagner [0]
afirma-se que as construgoes geométrica, até hoje, tém grande importancia na compre-
ensao da Matematica elementar, que seus problemas desafiam o raciocinio e exigem sélido
conhecimento dos teoremas de Geometria e das propriedades de figuras geométricas.

Um exemplo de atividade envolvendo Geometria é a construcao e classificacao de

angulo a partir de pontos dispostos em uma rede, conforme o problema a seguir.

Problema 1.0.1. Construindo Angulos

Construa angulos identificando-os e colorindo os congruentes (dois dngulos sdo
congruentes se tém as mesmas medidas, ou seja, se todos os seus elementos coincidem

quando posto um sobre o outro) com a mesma cor.
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Figura 1.1: Rede para Construindo Angulos

Essa atividade de construgao geométrica ¢é interessante pois consiste em observar
a disposicao dos pontos em rede combinando os mesmos trés a trés formando duas semir-
retas de mesma origem com o propédsito de construir angulos, sendo para isso necessario
conhecimento da definicao de angulos. A seguir sao fornecidos duas solugoes possiveis de
construgao desses angulos com a utilizacao de cores das semirretas na identificacao dos

angulos com mesma abertura.



Figura 1.2: Uma solugao do problema Construindo Angulos

As redes de pontos sao construidas por grades de pontos equidistantes que facilitam
a construcao das figuras geométricas com as restricoes estabelecidas. Essas redes possi-
bilitam a visualizacao de angulos retos, medidas de segmentos, utilizacao do Teorema de
Pitagoras no calculo de medida de segmentos, calculo de drea com aplicacao do Teorema
de Pick, com o uso do Teorema da uniao das areas ou por contagem de quadrados e suas

partes, entre outros.

1.1 Conceitos Basicos

Definicao 1.1.1. Denomina-se rede de pontos ao conjunto infinito de pontos dispostos
de maneira reqular de forma que a distancia entre dois pontos consecutivos, em retas

horizontais ou verticais, € igual a 1.

- . — R .
Definicao 1.1.2. Dadas, no plano, duas semirretas OA e O?, um dngulo (ou regiao

—
angular) de vértice O e lados OA e O? ¢ uma das duas regioes do plano limitadas pelas
semarretas OA e OB.

B

Figura 1.3: Regioes angulares no plano

_) —_—
O angulo de lados OA e O? pode ser representado de varias maneiras: AOB ou
BOA. Se nio houver outro angulo com o mesmo vértice, ele pode ser identificado pela

letra utilizada para designar o vértice: O . Suaunidade de medida é o grau. Este é a fragao



de ﬁ que corresponde a 1 grau e é representado por 1°. Um angulo AOB ¢ dito agudo
quando 0° < AOB < 90°, reto quando AOB = 90° e obtuso quando 90° < AOB < 180°.

Figura 1.4: Angulos agudo, reto e obtuso, respectivamente

A seguir um exemplo de problema envolvendo a percepcao de forma e medida de

angulos a partir de sua visualizacao em rede de pontos.

Problema 1.1.1. Construindo e classificando angulos

Faca uma nova coloracao nos angulos construidos no Problema |1.0.1. Depois

classifique-os a partir da informagao das cores utilizadas na construcao dos mesmos.

Nessa atividade, com os angulos representados em rede de pontos, os estudantes
devem perceber e utilizar com mais facilidade a ideia de angulos. Para descobrir a medida
dos angulos ou classifica-los se faz necesséario a utilizacao da rede e o conhecimento que
os angulos de quadrado sao retos. Assim, eles podem nomear os angulos conforme sua
abertura, classificando-os, por exemplo, conforme figura abaixo, os na cor marrom em
reto, notam que os em vermelho tém abertura menor que os em marrom, portanto sao

agudos e os em azul tém maior abertura que os em marrom, portanto sao obtusos.

Figura 1.5: Classificando Angulos

Duas retas r e s no plano sao ditas concorrentes se elas tém um ponto em comum;



r é perpendicular a s se tiverem um ponto em comum e nesse ponto formarem um angulo

de 90°; e, se r e s nao tém nenhum ponto em comum, sao ditas paralelas.

r A r A
r

Figura 1.6: Retas concorrentes, perpendiculares e paralelas, respectivamente

Para exemplificar os conceitos de retas paralelas e perpendiculares sao desenvolvi-
dos os dois problemas seguintes envolvendo construgoes de segmentos em rede de pontos.
Com os pontos representados em rede, conforme problema a seguir, pode ser trabalhado

e testado conhecimentos sobre segmentos paralelos.

Problema 1.1.2. Segmentos Paralelos

Com a menor quantidade de cores possivel, construa segmentos paralelos de tal
forma que, os segmentos de um mesmo conjunto de segmentos paralelos recebam a mesma

cor.

| | | | | | |
| | | | | | |
R
A
- @ - - @—— —1———H
| | | | | | |
| | | | | | |
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| | | | | | |
| | | | | | |
L777\777.777\777.777\7774
| | | | | | |
| | | | | | |
T S
o
s U |

Figura 1.7: Rede para Segmentos Paralelos

Nessa disposicao de pontos ha quadrados onde os vértices dos seguintes sao pontos
médios dos anteriores. Sendo uma atividade divertida de construcao que consiste na
observacao da disposicao de pontos representados na rede com a intencao de levar o
estudante a compreensao de paralelismo. Eles podem verificar nessa rede de pontos que

lados de um quadrado sao paralelos a diagonal do outro, que segmentos paralelos podem



ter comprimentos diferentes e que podem estar em diversas posicoes, conforme figura

abaixo.

Figura 1.8: Solucao do problema Segmentos Paralelos

O problema abaixo, com os pontos representados em rede, é um exemplo de como

podem ser trabalhado e testado conhecimentos sobre segmentos perpendiculares.

Problema 1.1.3. Segmentos Perpendiculares

Utilizando a construgdo do Problema[1.1.3, identifique os segmentos perpendicula-
res presentes na mesma a partir da associagao desses segmentos com as cores utilizadas

nos Mmesmos.

A disposicao dos pontos do Problema [1.1.2] e as cores usadas para identificar os
segmentos paralelos sao utilizadas com o proposito de informar todos os segmentos que
sao perpendiculares. Aqui, os estudantes podem visualizar que quadrados tém lados
perpendiculares e que suas diagonais também sao segmentos perpendiculares, conforme

figura abaixo.

e e e e e e et e et s e i
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| | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | |
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| | | | | | | | | | | |
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[ e N ——————.———.—_——_s= ' - ==
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | |
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| | | | | | | | | | | |
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| | | | | | | | | | | | | | | | | |
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Figura 1.9: Segmentos Perpendiculares



Considere duas retas paralelas distintas r e s e uma reta ¢ (denominada de trans-
versal) que corta as retas r e s. Se duas retas paralelas distintas sdo cortadas por uma

transversal, entao:

1. os angulos alternos externos sao congruentes.
2. os angulos alternos internos sao congruentes.

3. os angulos correspondentes sao congruentes.

Figura 1.10: Angulos alternos externos, alternos internos e correspondentes, respectiva-

mente

Uma maneira de tratar esse tema usando rede de pontos esta ilustrado com pro-

blema a seguir.

Problema 1.1.4. /ingulos Congruentes

Construa angulos que tenham mesma medida.

| | | | | | |
| | | | | | |
| | |
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Figura 1.11: Rede para Angulos Congruentes

Nesta atividade, o estudante pode tracar duas retas perpendiculares a reta hori-

zontal (em vermelho) pelos pontos A e B e paralelas entre si. Assim, os angulos com
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origem em A e em B sao retos (mesma medida). Os angulos C' e D s@o correspondentes

(mesma medida).

Figura 1.12: Uma solucao para o problema Angulos Congruentes

Definicao 1.1.3. Sejam n > 3 um natural e Ay, A, ..., A, pontos distintos do plano.
<

Dizemos que Ai1As...A, é um poligono se, para 1 < i < n, a reta A;A; 11 nao contém

nenhum outro ponto A;, mas deiza todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela

determina.

A2 A2

A4 A4

Figura 1.13: Poligono convexo de cinco vértices e sua regiao poligonal

Os pontos Ay, As, ..., A, s@o os vértices do poligono e os segmentos A; Ay, AsAs, ...,
A, 1A,, A,A; sao os seus lados. A regiao limitada do plano, delimitada pelos segmentos
A As, AsAs, ..., A, 1A, A, Aq € aregiao poligonal correspondente ao poligono A A,... A,,.

Alguns poligonos recebem nomes especiais, entre eles estao o triangulo se n = 3,
o quadrildtero se n = 4, pentagono se n = 5, hexagono, se n = 6, heptagono, n = 7,

octégono se n = 8 e decagono se n = 10.

Os dois proximos problemas sao aplicagoes envolvendo construcao de poligonos com
restricoes em rede de pontos. Neles sao abordados definigao de poligonos e identificagao

de angulos.
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Problema 1.1.5. Maior Poligono

Trace segmentos unindo os pontos fornecidos na rede abaizo de tal modo que esses
segmentos nao se interceptem além das suas extremidades e que seja formando o poligono

com maior numero de lados possivel.

Figura 1.14: Poligono nao convexo com maior numero de lados

Esse problema consiste em associar a quantidade de pontos com o niimero de lados
de um poligono. Ele exige a nogao de poligonos e estratégia para encontrar um caminho

para resolver o problema.

Problema 1.1.6. Construindo Triangulos Obtusangulos

Construa triangulos que tenham angulo obtuso.

|

|

|

|
| | |
| | |
| | |
T”T”’#"#”T”’F”T”’\
| | | | | | | |
| | | | | | | |
e d L - - @ — - — —@-—
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
[t Bl mlitie. At it R S
| | | | | | | |
| | | | | | | |
T |

Figura 1.15: Rede para Triangulos Obtusangulos

Construcao de triangulo obtusangulo é uma atividade divertida que exige ra-
ciocinio, criatividade e estratégia, além do conhecimento das formas triangulares e angulos
obtusos, pois dependem desses conceitos para verificar a possibilidade de construir os
triangulos solicitados na atividade. A seguir sao fornecidos 7 pontos dispostos em uma

rede e nela alguns triangulos obtusangulos identificados por cores dos seus segmentos.



12

Figura 1.16: Solugoes do problema Construindo Triangulos Obtusangulos

Definicao 1.1.4. Dois triangulos sao congruentes quando existe entre eles uma corres-
pondéncia tal que os lados correspondentes sao iguais e 0s angulos correspondentes sao,

também, iguais.

Casos de congruéncia de tridngulos:

1 Dois triangulos sao congruentes quando tém dois lados respectivamente iguais, com-

preendendo um angulo igual.

2 Dois triangulos sao congruentes quando tém, um lado igual e os angulos adjacentes

a este lado respectivamente iguais.

3 Dois triangulos sao congruentes quando tém os trés lados iguais.

Definicao 1.1.5. Dois triangulos sio denominados semelhantes quando tém os angulos

correspondentes 1guais.

Quando dois triangulos sao semelhantes, os lados correspondentes dos mesmos sao
proporcionais. Isto pode ser percebido utilizando rede de pontos. Os dois problemas a

seguir sao exemplos de construgoes que envolvem essas ideias.

Problema 1.1.7. Triangulos Semelhantes

Com os pontos dispostos na rede a sequir, construa triangulos semelhantes.
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Figura 1.17: Rede para Triangulos Semelhantes

Nesta atividade, o estudante precisa saber a definicao de semelhanca. Perceber
que figuras semelhantes tém a mesma forma e que seus lados correspondentes reduzem ou

aumentam na mesma proporcao.

Problema 1.1.8. Figuras Congruentes

Una os pontos da rede a sequir construindo uma figura de maior drea possivel.
Divida essa figura maior em quatro figuras congruentes entre si e semelhantes a figura

maior.

| e e e | T
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Figura 1.18: Figuras Congruentes

Esse problema é propicio para verificagao de habilidades logicas e matematicas dos
estudantes. E uma atividade divertida que envolve estratégia e criatividade. Além dos

conhecimentos de congruéncia, Definigao [1.1.4] e de semelhanca, Defini¢ao [1.1.5]

Definicao 1.1.6. Um quadrildatero convexo € um paralelogramo se possuir lados opostos

paralelos.
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Definicao 1.1.7. Se um quadrildtero convexo tem todos os angulos internos iguais €

denominado de retangulo.

Definicao 1.1.8. Se um quadrildatero tem todos os lados iguais € denominado de losango.

Definicao 1.1.9. Se um quadrildtero for simultaneamente um retangulo e um losango é

denominado de quadrado.

Definicao 1.1.10. Quando um quadrildtero tem somente dois lados opostos paralelos,

podendo ser ou nao iguais, ¢ denominado de trapézio.

Essas defini¢oes podem ser testadas ou verificadas na construgao de quadrilateros

em rede de pontos. O préximo problema trata dessas construgoes.

Problema 1.1.9. Cac¢ando Quadrildteros

Construa quadrildteros usando a malha abaizo de modo que eles compartilhem
vértices e nao haja nenhum destes vértices dentro de uma outra figura ou que compartilhem

vértices e haja pelo menos um deles dentro de outra figura.

T
oggi
o o o o
"

Figura 1.19: Rede para Cacando Quadriléteros

Cacando quadrilateros é uma atividade divertida de construir quadrildteros em
rede pontos. Observando a disposicao de pontos, o estudante pode ser levado a perceber
as possibilidades de construgao usando apenas uma das restricoes do problema. O desafio
proposto no problema pode gerar nos jovens o interesse de resolver o mesmo. Segue abaixo

uma possivel solucao para cada caso.
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Figura 1.20: Solugoes para o problema Cacando Quadriléteros

Uma diagonal de um poligono é o segmento que une dois vértices nao consecutivos

do poligono, ou seja, é qualquer segmento que nao é lado do poligono.

228 diagonais.

Teorema 1.1.1. Todo n-dgono convexo possui eratamente ——

Demonstracao. Seja d, o nimero de diagonais e n, o numero de lados do poligono n-

n(n—3) 3(3-3)
2 2

¢é valida para n = 3 pois d =

4(4—3)
2

agono. A expressao d = = 0 e triangulo nao

= 2, a expressao é valida pois, quadrilatero

n(n—3)
2

tem diagonais. Para n = 4, tem-se d =

tem duas diagonais. Suponha que a expressao d = ¢ valida para n = k. Entao

k(k—3 2_ R
d= % & d = =38 Para provar o teorema basta mostrar que a expressao é valida

2
k+1)(k+1-3 k4+1)(k—2) _ (K>—k—2 _ (k4+1)2-3(k+1
2 - 2 - 2

paran:k‘—i—l:d:( 5 ) s g =1

). Pela hipétese
de inducao, a expressao é valida para n = k + 1. Logo, todo n-dgono convexo possui
exatamente w diagonais.

]

Um exemplo de aplicacao desse teorema segue com o problema abaixo. Com o
auxilio dele o estudante pode melhorar a compreensao de diagonais e poligonos, pois
possibilita a contagem de diagonais com o uso do teorema, por diversos outros meios e a

comparagao desses resultados.

Problema 1.1.10. Contando Diagonais

Qual a quantidade de diagonais que tem o poligono formado pela disposi¢cao dos

pontos na rede a sequir?
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Figura 1.21: Rede para Contando Diagonais

Uma atividade interessante é a contagem de diagonais. Aqui é fornecida uma rede
com 8 pontos e solicitado que os estudantes informe a quantidade de diagonais da figura
formada. Nessa atividade os alunos precisam ter conhecimento de segmentos, formas
geométricas e diagonais podendo usar a férmula de diagonal, contagem entre outros. A

seguir ¢ apresentada a rede citada acima com as diagonais tracadas.

Figura 1.22: Solugao do problema Contando Diagonais

Observando a disposicao de pontos verifica-se que para cada ponto saem sete seg-
mentos. Procedendo assim é possivel contar 56 segmentos. No entanto, a quantidade total
de segmentos foi contado em duplicidade. Dai chega-se a conclusao que sao 28 segmentos
dos quais 8 sao lados da figura, restando entao 20 segmentos que sao as diagonais do
poligono. Outra maneira para resolver o problema é contando os segmentos distintos que
saem de cada vértice, observando-se assim que o total de segmentos é dado pela soma
7T+64+54+4+3+2+1+0 = 28 dos quais 8 sao lados da figura, restando entao 20
segmentos que sao as diagonais do poligono. Outra forma de resolver o problema é ve-
rificando que cada ponto tem dois outros pontos consecutivos e estes formam lados do
poligono, assim de cada ponto saem cinco segmentos que sao contados em duplicidade.
Portanto, o total de diagonais é encontrada pela razao entre o produto do nimero de

85

pontos pela quantidade de segmentos e 2, ou seja, > = 20. Utilizando a férmula de
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n(n—3) _ 8(8-3)
2 - 2

diagonais: = 20 diagonais. Este problema ilustra bem a ideia de resolucao

de problemas com uso minimo de férmulas.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Pitdagoras) No triangulo retangulo, o quadrado da hipote-

nusa € iqual a soma dos quadrados dos catetos.

Ob—=-=--

Figura 1.23: Teorema de Pitagoras

Demonstracao. Sem perda de generalidade, considere o triangulo AABC' retangulo em A
acima. Sejam AB e AC os catetos e BC' a hipotenusa do triangulo AABC' retangulo em
A. Os triangulos AABC e ADBA sao semelhantes pois, A=D =90 ¢ B é comum aos

dois triangulos. Dai, vale a relacao % = g—i. Como AB = ¢, BC =a e DB = n entao

=% & ¢* =a-n. Os tridngulos AABC e ADAC sao semelhantes pois, A=D =90°

e C' é comum aos dois triangulos. Dali, vale a relacao lj—g = g—g. Como AC' =b, BC =a

2

c
n
eDC:mentéo%: %@bzza-m. Somando-se ¢ = a -n com b? = a - m tem-se
V+=am+a-nsb+=a-(m+n)=d.

O]

A soma dos comprimentos dos lados do poligono é o perimetro do mesmo e este é
denotado por 2p. Assim, o perimetro do poligono A;Ay... A, é 2p = A1 Ay + AsAs+ ... +
A, 1A, + A AL

Os segmentos construidos em rede de pontos, se sao horizontais ou verticais, pos-
suem comprimentos determinados facilmente bastando para isso contar lado de quadra-
dos por onde eles passam. No entanto, se o segmento for inclinado sera diagonal de um
retangulo e para se determinar o comprimento desse segmento se faz necessario conheci-
mento do Teorema de Pitagoras ou érea.

O problema a seguir é um exemplo de construcao de figuras geométricas usando

rede de pontos com aplicacao de medidas de segmentos e calculo de perimetro.



18

Problema 1.1.11. Construindo Figuras com Perimetros Iquais

Unindo os pontos da rede fornecida abairo, construa pelo menos duas figuras que

tenham perimetros iguais.

fffffffffffffffffffffffff

| |

| |
| | | | | | |
e el e
R
.
o
| ) A |

Figura 1.24: Rede para Construindo Figuras com Perimetros Iguais

Essa atividade exige do estudante percepcao das formas geométricas e conheci-
mento de perimetro. Aqui sao utilizadas a nocao de comprimento de segmento, o conheci-
mento que a medida da diagonal de um quadrado de lado 1 é v/2, a aplicacdo do Teorema
de Pitéagoras ou o calculo do comprimento de um segmento usando a area do quadrado

formado com ele.

1.2  Area de Poligonos

Em Boyer [19], hd um relato histérico sobre alguns problemas geométricos en-
contrados no Papiro Ahmes. FEsses problemas mostram como era encontrada a area
de triangulos, trapézios, retangulos e quadrilateros gerais. Os egipcios transformavam
triangulos e trapézios isdsceles em retangulos e usavam congruéncias para calcular a area
dessas figuras.

Segundo relatos historicos, o cdlculo de area originou-se da pratica de cobranca
de impostos e da observacao do revestimento do chao por pedras pelos trabalhadores da
época. Os sacerdotes perceberam que podiam calcular a extensao de uma superficie pela
comparacao desta com a quantidade de pedras iguais sobre a mesma.

Na figura a seguir um exemplo de calculo de area por mensuracao. Nela hd um
retangulo e um quadrado de lado 1 u.c. Usando o quadrado para dividir o retangulo em
partes iguais, tem-se a area do mesmo em funcao do quadrado contando-se a quantidade
de quadrados que cabem no retangulo ou multiplicando-se a quantidade de quadrados que
formam os lados maior e menor do retangulo. A partir dai, conclui-se que a area de um
retangulo é obtida pelo produto do comprimento de seu lado maior pelo comprimento de

seu lado menor.
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Figura 1.25: Area de retangulo

Definicao 1.2.1. Um numero positivo associado a uma figura plana usado para quanti-

ficar o espago ocupado por ela recebe o nome de drea da figuras planas.

O problema abaixo é um exemplo de aplicacao de construgao geométrica em rede
de pontos envolvendo conceito de area de poligono. Este problema auxilia o estudante
a compreender que area é uma medida de superficie, percebendo que esta é obtida por

comparagcao.

Problema 1.2.1. Maior Poligono

Trace segmentos unindo os pontos fornecidos na rede de tal modo que esses seg-
mentos nao se interceptem além das suas extremidades e que seja formando o poligono

com maior drea possivel.

Figura 1.26: Solucdo de Maior Poligono (Area)

Esse atividade consiste em perceber a forma do poligono que tem maior area. Ela
exige nocao de poligonos, conhecimento da rede de pontos, de area e dos Axiomas abaixo

para resolver o problema.
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AXIOMAS

1. Poligonos congruentes tém areas iguais

2. Se o poligono é a uniao de um numero finito de outros poligonos convexos, tais que
dois quaisquer deles partilhem somente um vértice ou uma aresta, entao a area do

poligono maior é a soma das areas dos poligonos menores.

3. A area de um quadrado de lado 1 u.c. é igual a 1 u.a.

Proposicao 1.2.1. A drea de um paralelogramo é€ o produto do comprimento de um de

seus lados pelo comprimento da altura relativa a este lado.

Figura 1.27: Paralelogramo ABCD

Demonstracao. Dado o paralelogramo ABCD e a reta r suporte ao lado AB do mesmo.
Sejam DFE e C'F segmentos perpendiculares a reta r saindo dos vértices D e C', respecti-
vamente. Assim, o quadrilatero formado, CDFEF, é um retangulo.

Como os segmentos AB e C'D sao paralelos cortados por uma transversal, BC,
entdo BOD = CBF e BCD = ﬁ@, pois sao angulos opostos da paralelogramo. Assim,
DAE = CBF. Pela soma dos angulos internos de triangulo tem-se que ADE = BCF.
Como AD = BC, pois sao lados opostos do paralelogramo, pelo caso A.L.A. os triangulos
ADE e BCF sao congruentes. Dal, pelo Axioma 1, A(ADE) = A(BCF).

Pelo Axioma 2, A(ABCD) = A(ADE) + A(BCDE) e A(CDEF) = A(BCF) +
A(BCDE). Como A(ADE) = A(BCF) entao A(CDEF) = A(ADE) + A(BCDE) =
A(ABCD). Portanto, assim como no retangulo, a area do paralelogramo ¢é o produto do
comprimento de um de seus lados pela altura relativa ao mesmo. Se o comprimento do
lado AB for igual a b e a medida da altura relativa, DE a este lado for igual a h, entao
A(ABCD) =1b"h.

m
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A rede de pontos auxilia no calculo de area por meio da comparacao entre figuras.
O problema a seguir é um exemplo de construgao desse tipo, nele o estudante é levado a

perceber que o paralelogramo e o quadrados tém areas iguais.

Problema 1.2.2. Calculando drea de paralelogramo

Calcule a drea do paralelogramo ABCD.

Figura 1.28: Transformando paralelogramo em quadrado de mesma area

AredegarantequeED:AB:DC:Bleu.ce@:ﬁE\G:ﬁ:
CDH = 90°. Os triangulos ABG e DEG sao congruentes, pelo caso A.L.A pois, AGB =
DEG sio opostos pelo vértices e pelo teorema da soma dos angulos internos de triangulos,
BAG = EDG. Pelo Axioma 1, AABG = ADEG. Da mesma forma, os triangulos BF H
e CDH sao congruentes. Pelo axioma 1, ABFH = ACDH. Assim, A(ABCD) =
A(BFDE) e pelo Axioma 3, A(ABCD) = A(BFDE) = lu.a.

Outra maneira de calcular a area do paralelogramo ABC'D ¢é usando a Proposi¢ao

[1.2.1] Dai, A(ABCD) = AB - BE = lu.a.

Proposicao 1.2.2. A drea de um triangulo é metade do produto do comprimento de

qualquer de seus lados pela altura relativa ao mesmo.

Figura 1.29: Area de triangulos
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Demonstragao. Considere o retangulo ABC'D cujos lados maior, AB e C'D, e menor, BC
e AD, téem comprimentos b e h, respectivamente. Seja £ um ponto de C'D e o triangulo
ABE de altura E'F relativa ao lado AB.

Sejam os pontos G e H, pontos médios dos segmentos BC' e AD respectivamente.
O segmento GH intersecta o triangulo ABE nos pontos I e J dos lados AF e BE
respectivamente. Como os segmentos GH e AB sao paralelos e os segmentos AB e EF
sao perpendiculares entao os segmentos FF' e GH sao perpendiculares.

Nos triangulos EK I e AHI, tem-se que EKI = AHI pois sao opostos pelo vértice.
Como AD | GH e EF | GH entiao EKI = AHI = 90°. Pela soma dos angulos internos
do triangulo, KEI = HAIL. Além disto, AH = FK pois H e K sao pontos médios dos
segmentos AD e EF respectivamente. Portanto, pelo caso A.L.A, os triangulos EK 1 e
AHI sao congruentes, logo, pelo Axioma 1, tém &areas iguais.

Seguindo o raciocinio anterior, tem-se que, pelo caso A.L.A, os triangulos EKJ e
BGJ sao congruentes. Portanto, pelo Axioma 1, tém areas iguais.

Pelo Axioma 2, A(ABE) = A(EKI) + A(AIJB) + A(EKJ) e A(ABGH) =
A(AHI) + A(AIJB) + A(EKJ). Como A(EKJ) = A(BGJ) e A(EKI) = A(AHI)
entdo A(ABE) = A(AHI)+ A(AIJB) + A(EKJ) = A(ABGH).

Como H ¢ ponto médio do segmento AD entao AH = DH e AD = AH + DH,
assim, AD = 2- AH. O retangulo ABGH tem mesma base e metade da altura do
retangulo ABC' D, portanto sua area é metade da area do retangulo ABC'D.

Assim, como a area do triangulo ABFE igual a area do retangulo ABGH entao
A(ABE) = w. Portanto, se o comprimento do lado AB for igual a b e a medida
da altura relativa, AD, a este lado for igual a h, entdo A(ABE) = %

O

Proposicao 1.2.3. A drea de um trapézio é metade do produto do comprimento de sua

altura pela soma dos comprimentos de suas bases.

*************************************************

| | | | | | | |
| | | | | | | |
L,D, | | F | | | [Pt o)\ O R |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | |
[ Ll b Al S I— < t-———"---d4 === -—--- ===l
| | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
[ N R A A N e N L N
| | | | | | | | | |
| | | | | | | |
[E IR U PR T R 0 R S O R
| | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| 4 | | | | | | | L | |
[ 4 T T T T T T T |
| A\ | | G\ | | | | | B | |
| | | | | | | | | | | | |
) A N |

Figura 1.30: Area de trapézio
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Demonstracao. Considere o quadrilatero ABEF um trapézio de bases AB e EF. Seja
BF uma de suas diagonais. Assim, pelo Axioma 2, A(ABEF) = A(ABF) + A(BEF).

Seja o triangulo ABF de base AB e altura relativa a mesma, F'G paralela ao
segmento AD. Pela Proposicao [1.2.2) A(ABF) = 4242,

Dado o triangulo BEF' de base EF' e altura relatlva a mesma, BC, paralela ao
segmento AD. Pela Proposi¢io[1.2.2) A(BEF) = EEAD,

Como A(ABEF) = A(ABF) + A(BEF) entao A(ABEF) = 4BAD | EEAD Taf
A(ABEF) = ZHABAD,

Portanto, se o comprimento do segmento AB for igual a B, o comprimento do

segmento E'F for igual a b e a medida da altura, AD, for igual a h, entdo A(ABEF') =

(B+b)-h
—

Corolario 1.2.1. A drea de um losango é a metade do produto do comprimento de suas

diagonazis.

Figura 1.31: Area de losango

Demonstracao. Sejam AC' e BD as diagonais do losango ABC'D que se intersectam no
ponto £. Como AB = BC' = CD = AD e AC lado comum, pelo caso L.L.L. os triangulos
ABC e ADC sao congruentes. Pelos Axiomas 1 e 2, respectivamente, A(ABC) =
A(ADC) e A(ABCD) = A(ABC) + A(ADC). Portanto, A(ABCD) =2- A(ABC).
Como AC e BE sao perpendiculares entao BE é altura relativa ao lado AC do
tridngulo ABC'. Pela Proposi¢io [1.2.2] A(ABC) = 4<BE Como BD = BE + DE e
BE = DE entao BD = 2-BE. Assim, A(ABC’) ACBD  Portanto, A(ABCD) = 4¢ED.
Logo, se o comprimento do segmento AC' for igual a D e o comprimento do segmento BD
for igual a d, entdao A(ABCD) = £4
O
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A seguir dois problemas envolvendo célculo de area de figuras em rede de pontos.
O primeiro deles é interessante por se tratar de um quadrado com lados de medidas
irracionais construido em rede de pontos e a possibilidade de simplificagao do mesmo
tornando mais facil o cdlculo de sua area. O outro problema envolve o cdlculo de area de

um poligono concavo.

Problema 1.2.3. Calculando darea de quadrado

Calcule a drea do quadrado com vértices na rede de pontos.

Figura 1.32: Area de quadrado

A rede garante que DG = EB = HC = AF = 2u.c, CG = HB = AF =
DF = luce AFD = OGD = AEB = BHC = 90°. Assim, pelo caso L.A.L., os
triangulos AFD, CGD, AEB e BHC sao congruentes. Pelo Axioma 1, A(AFD) =
A(CGD) = A(AEB) = A(BHC). Pela Proposigao A(AFD) = A(CGD) =
A(AEB) = A(BHC) = 2<C¢ = 1y.a.. Pelo Axioma 3, A(EFGH) = lu.a.. E, pelo
Axioma 2, A(ABCD) = A(AFD) + A(CGD) + A(AEB) + A(BHC) + A(EFGH) =
4-A(AFD)+ A(EFGH) = bu.a..

Outra maneira de calcular a drea do quadrado ABC'D ¢ usando a Proposicao|(l1.2.1
e o Teorema de Pitédgoras. Dai, AD = AB = /12 +22 = \/5 ¢ A(ABCD) = AB - AD =
V5 -5 = bu.a.

Problema 1.2.4. Calculando drea de poligono concavo

Calcule a drea do poligono com vértices em rede de pontos.
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Figura 1.33: Area de poligono concavo

A rede garante que DG = EF = DF = lu.ce GDF = DFE = 90°. Assim, pelo
caso L.A.L., os triangulos GF'D e DFE sao congruentes. Pelo Axioma 1 e 2, tem-se que
A(GFD) = A(DFE) e A(DEFG) = A(GFD)+ A(DFE)=2- A(DFE) = lu.a.

Os triangulos GHI e AJI sao congruentes, pelo caso A.L.A, pois GHI = AJI =
90°, GIH = AlJ , opostos pelo vértices, HGT = JAI , pelo teorema da soma dos angulos
internos do triangulo, e HG = JA. Dai A(AGD) = A(DGHJ) = lu.a.

Como A, K, B e J sao pontos representados em rede entao BJ = KA = 3u.c.,
BK = JA = lu.c. ¢ AB lado comum dos triangulos AJB e BKA. Assim, AJB e
BK A sao congruentes e A(BKA) = A(AJB). Portanto, pelo Axioma 2, A(AKBJ) =
A(BKA) + A(AJB) = 2- A(AJB). Dai, A(AJB) = 24580 Como, A(AKBJ) =
AK - BK =3-1=3u.a entdao A(AJB) = 1,5u.a. = A(ALOJ).

Pelo Axioma 2, A(ABCDEFG) = A(EFGD)+A(DGHJ)+A(AJOL)+A(BCDJ) =
A(ALOBCDEFHJ)=141+1,54+3 = 6,5u.a.

Outra maneira de calcular a area do poligono ABCDEFG é dividir o mesmo
em um paralelogramo, um triangulo e um trapézio, utilizar as Proposigoes [1.2.1],
e e o Axioma 2. Dai, A(ABCDEFG) = A(DEFG) + A(ADG) + A(ABCD) =

DG‘DF_}_ADéDG_'_(BC—i-f;D)'CD:1,1+%+%:1+1+475:6’5u.a.

1.3 Formula de Pick

Georg Alexander Pick, de familia judia, nasceu em 1859 na cidade de Viena,
Austria. Seu primeiro artigo matematico foi publicado em 1876, no ano seguinte a sua
entrada na Universidade de Viena. Ele graduou-se em 1879 conseguindo uma qualificagao
que lhe permitiu ensinar Matematica e Fisica. Seu doutorado foi premiado pela dissertacao
“Uber eine Klasse abelscher Intégrale”. Escreveu sua tese de habilitacdo “Uber die Inte-
gration hyperelliptischer Differentiale durch Logarithmen” conseguindo assim, em 1881, o
direito de conferéncia em Praga. Lecionou na Universidade de Leipzig em 1884 e 1885. Na

Universidade alema de Praga, em 1888, foi promovido a professor adjunto de Matematica
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e em 1892, foi nomeado como professor titular. Escreveu 67 artigos matematicos abor-
dando tépicos como Algebra Linear, Analise Funcional, Célculo de Integrais e Geometria,
entre esses artigos estd “Geometrisches zur Zahlenlehre” (Resultados Geométricos sobre a
Teoria dos Ntmeros) publicado em 1899, em Praga e nesse aparece o Teorema de Pick.
Apos sua aposentadoria, em 1927, Pick foi nomeado professor emérito da Universidade de
Praga. Com a invasao de Hitler e seu exército a Reptblica Tcheca e a criacao do campo
de concentracao tcheco de Theresienstadt em Nordboehmen em 24 de Novembro de 1941,
os nazistas aprisionaram Georg Alexander Pick nesse campo de concentracao, em 1942,
onde, apos duas semanas, ele veio a falecer aos 82 anos.

O Teorema de Pick foi citado em 1969 numa edicao do livro Mathematical Snapshots
do matemédtico polonés Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972) sendo popularizado a par-
tir de entao. Esse teorema é um método de célculo de area de poligono simples, cujos
vértices sao pontos de uma rede, através da contagem de pontos no interior e na fronteira
do mesmo. Ele pode ser aplicado em poligonos concavos ou convexos, desde que nao

tenham “buracos”.

Definicao 1.3.1. Um poligono com vértices na rede de pontos € dito simples quando nao
tem buracos e quando nao hd intersecao entre suas arestas, ou seja, suas arestas sao

percorridas sem passar duas vezes pelo mesmo vértice.

- -

|
|
Py

Figura 1.34: Poligonos simples

Definicao 1.3.2. Um poligono de rede é dito elementar se seus vértices sao inteiros e

nao contém mais nenhum ponto de rede.

Definicao 1.3.3. Um triangulo é dito elementar quando tem os trés vértices e mais

nenhum outro ponto sobre a rede.

Definicao 1.3.4. Um paralelogramo € dito elementar quando os quatro vértices sao os

unicos dos seus pontos que pertencem a rede.
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Figura 1.35: Poligonos elementares

Teorema 1.3.1. A drea de um poligono cujos vértices sao pontos de uma rede € dada
pela expressao g—l— I —1, onde F' € o numero de pontos da rede situados sobre o contorno

do poligono e I € o numero de pontos da rede existentes no interior do poligono.
A prova desse teorema se encontra em Aigner & Ziegler [21], pagina 66.

A seguir dois problemas envolvendo cédlculo de area de figuras com vértices em rede

de pontos com aplicagao do Teorema de Pick.

Problema 1.3.1. Triangulo elementar
Calcule a drea dos triangulos elementares abaizxo.
Os triangulos

elementares tém

‘ . 1
drea igual a 3.

Figura 1.36: Triangulos elementares

Os dois triangulos tém 3 pontos situados sobre seus contornos e nenhum ponto nos

seus interiores. Dali, usando a féormula de Pick, tem-se que A = % +0—-1= %

Problema 1.3.2. Contando pontos

Utilize a formula de Pick para calcular a drea dos poligonos abaizo.
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Figura 1.37: Poligonos A, B e C, nessa ordem

+1-1=6,5.

_F
2

Na figura A, tem F' = 11, I = 2. Pelo Teorema , A

=L 4+7-1=9,5.
+I-1="17.

4. Pelo Teorema , A

Na figura C, tem F' =8, [ = 4. Pelo Teorema A

Na figura B, tem F =11, [

_F
-2



Capitulo 2

Conceitos Combinatorios em rede de

pontos

A Geometria Combinatéria é um tema muito interessante que nao é explorado
no Ensino Médio. Este ¢ definido por Fomin [4] como o ramo da Geometria que estuda
diversas propriedades combinatérias de arranjos de figuras geométricas, como pontos,
retas, poligonos, etc., no plano (e no espaco). Ela estuda situagoes praticas e problemas
relacionados a conjuntos finitos que satisfazem propriedades e podem ser expressos como
modelos discretos e serem contados.

Para Fomin [4] , devido a sua variedade, os problemas de Combinatéria sdo propicios
para desenvolver atividades com os alunos. Um exemplo é descobrir a quantidade de retas
que podem ser construidas com 3 pontos. Isso depende da disposi¢ao dos mesmos. Se os
pontos forem colineares haverd uma tnica reta contendo eles e em caso contrario serao
construidas trés retas. A maioria dos alunos no Ensino Médio nao irao parar para verificar
a disposicao de pontos. Isso acontece porque eles, dentro do observado até o momento,
decoram procedimentos e nao compreendem de fato o assunto estudado. A seguir uma

ilustracao da disposicao dos trés pontos em rede de pontos.

Figura 2.1: Pontos e retas em rede de pontos

29
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Da Geometria plana tem-se o seguinte postulado: “dados dois pontos distintos
existe uma, e somente uma, reta que os contém”. Entao, em um conjunto de trés pontos
A, B e C nao alinhados, combinando o ponto A aos dois outros serao formadas duas
retas distintas, AB e AC. Como todas as combinagoes possiveis com o ponto A ja foram
feitas, sobraram somente os outros dois pontos que irao gerar uma unica reta, BC. Esse

resultado pode ser obtido usando combinacao de trés objetos contados dois a dois, assim:
3y _ 3 _
(2) =5 =3

Problema 2.0.3. Contando triangulos

Com cinco pontos dispostos como na figura abaixo podem ser construidos quantos

triangulos?

Figura 2.2: Contando triangulos

Inicialmente, alguns diriam que ha somente 3 triangulos e outros, que sao 4 triangulos.
Nesse caso eles precisam perceber que devem contar quantos grupos de trés é possivel
formar com os cinco pontos dados e retirar todos os grupos de trés que nao formam
triangulos. Ou melhor, verificar quantos grupos de dois é possivel formar com os quatro
pontos alinhados e contar quantos triangulos podem formar usando essas combinagoes e
o ponto restante. Isso nao é facil de ser percebido e se faz necessdrio tragar cada uma das
possibilidade de construcao e fazer a contagem para com o tempo ir sendo construido as
nocoes de combinacao, o que leva a resolucao a seguir: (g) — (ﬁ) = 2?—;’, — % =10—4=6.

E diffcil combinar e observar que ha repeticao de combinacoes que precisam ser
retiradas, ou seja, que objetos foram contados mais de uma vez. Serd que as construcoes
em discussao facilitaria o estudo de Geometria e Combinatéria?

Em Munsignatti [7] aparece a afirmagao: “a Andlise Combinatéria é um dos as-
suntos que mais dificuldades apresentam para os alunos no Ensino Médio. Saber ape-
nas formulas de arranjo e combinacao nao é suficiente.” Infelizmente, no Ensino Médio a
Analise Combinatoria é apresentada aos alunos a partir da aplicacao de férmulas. Isso
dificulta muito a aprendizagem. Como dito em Munsignatti [7], “o principal no estudo

desse assunto é o raciocinio”.
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Uma das ideias é utilizar construgoes desse tipo para aprendizagem de conceitos
basicos de Geometria e Combinatéria simultaneamente. Primeiro forma-se as figuras

depois verifica-se a quantidade possivel dentro da propriedade ou definicao estudada.

Problema 2.0.4. Triangulos dreas iguais

Utilizando a disposicao de pontos a sequir, quantos triangulos de mesma drea podem

ser formados?

Figura 2.3: Triangulos com areas iguais

A quantidade possivel de triangulos que podem ser construidos foi discutido no
Problema [2.0.3] Dos 6 triangulos possiveis, os estudantes precisam verificar que ha 2
deles congruentes, portanto tém areas iguais e 2 triangulos de mesma area apesar das
formas distintas. E, precisam também justificar as suas observagoes. Eles podem verificar
os tipo de triangulos formados usando a classificagao pela medida de angulos e lados. E

ainda podem verificar se algum deles tém perimetros iguais.

Problema 2.0.5. Apertos de maos

No wnicio de um evento 8 pessoas trocaram apertos de mao. Sabendo-se que cada

pessoa cumprimentou todas as outras, quantos apertos de mao foram trocados?

Essa atividade é bem parecida com a contagem de diagonais. Aqui, o estudante
pode representar as pessoas utilizando uma rede com 8 pontos e descobrir a quantidade de
segmentos formados na figura ligando cada ponto com todos os outros. Nessa atividade,
os estudantes precisam ser criativos na representagao do problema, ter conhecimento de
segmentos, perceber que cada segmento é contado em dobro. Eles podem usar a féormula
de contagem ou outros para resolver o problema. A seguir é apresentada a rede citada

acima.
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Figura 2.4: Apertos de maos

Observando a disposicao de pontos verifica-se que para cada ponto saem sete seg-
mentos. Procedendo assim é possivel contar 56 segmentos. No entanto, a quantidade total
de segmentos foi contado em duplicidade. Dai chega-se a conclusao que sao 28 segmentos,
ou seja, 28 apertos de maos. Outra maneira para resolver o problema é usando a férmula
%7

de contagem, (8) = 8 —

5 561 = 28, portanto sao encontrados 28 segmentos, ou seja, 28

apertos de maos.

Em Carneiro [5] afirma que “para a maioria dos problemas da Combinatéria nao
h& algoritmos preestabelecidos”e que “cabe ao professor criar oportunidades para que seus
alunos possam analisar, discutir em grupos, escrever, expor e, finalmente, resolver de di-
ferentes maneiras muitas e variadas questoes, comparando-as e identificando semelhancas
e diferencas, até criar a sua forma prépria de pensar.”

Os problemas de Anélise Combinatoria nao sao apenas de contagem mas também
de existéncia. Uma das principais ferramentas na resolugao de problemas de existéncia
em contagem é o Principio das Gavetas de Dirichlet, também conhecido como Principio

da Casa dos Pombos.

2.1 Casa de Pombos

O Principio da Casa de Pombos é uma das principais ferramentas na resolucao de
problemas cujo objetivo é garantir a existéncia de configuracoes de objetos que satisfazem
a certas propriedades. Ele foi usando em 1834 por Dirichlet que o denominou de principio
das gavetas (Schubfachprinzip) para resolver problemas na Teoria dos Ntumeros, porém é
aplicado em diversos ramos da Matemaética, entre eles Geometria e Combinatoria.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet nasceu em fevereiro de 1805 em Diiren,
atualmente cidade da Alemanha. Estudou na Alemanha e Franca sendo aluno do cientista

alemao Georg Simon Ohm e dos matematicos: Pierre Simon(Marqués de Laplace) (1749
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-1827), Adrien-Marie Legendre (1752 -1833), Sylvestre Frangois Lacroix (1765 -1843),
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 -1830), Louis-Benjamin Francoeur (1773-1849), Jean-
Baptiste Biot (1774-1862) e Siméon Denis Poisson (1781 - 1840). Seu primeiro trabalho
foi sobre o Ultimo Teorema de Fermat (Para n > 2, a equacdo " + y" = 2" nao possui
solugbes inteiras, com excecao da solucao trivial em que z, y ou z é zero) em 1825. Foi
nomeado professor na Universidade de Berlim em 1828 na qual ministrou aulas até 1855.

Juntamente com Carl Gustav Jacob Jacobi, Wilhelm Borchardt, Jakob Steiner e
Ludwig Schlafli em 1843, Dirichlet recebeu uma bolsa de intercambio cientifico em varias
cidades italianas onde participou de palestras e ciclos de estudos cientificos. Teve como
alunos Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852), Leopold Kronecker(1823-1891)
e Rudolf Otto Sigismund Lipschitz(1832-1903). Em 1855, com o falecimento de Johann
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Dirichlet foi indicado para ocupar o lugar Gauss na
Universitdt Gottingen (Alemanha).

Em 1858, durante uma Conferéncia em Montreux (Suica), Dirichlet teve um pro-
blema cardiaco e por ordens médicas decidiu retornar a cidade de Gottingen para dar
continuidade ao tratamento, Vindo a ébito, apds o falecimento de sua esposa. Apds sua
morte, o matematico Richard Dedekind coletou, editou e publicou seus escritos e outros
resultados em teoria dos numeros sob o titulo “Vorlesungen iiber Zahlentheorie” (Aulas
sobre Teoria dos Nimeros). Dirichlet estd sepultado no Bartholoméausfriedlhof em Gottin-
gen.

O enunciado do Principio das Gavetas de Dirichlet é “se forem dados n objetos,
n > 2, a serem colocados em, no méximo, (n — 1) gavetas, entdo uma delas contera pelo

menos dois objetos”.

Proposicao 2.1.1. ( Principio da Casa de Pombos). Se n+ 1 pombos sao colocados em

n casas, entao pelo menos uma casa ird conter pelo menos 2 pombos.

Demonstracao. Suponha que em cada uma das casas hd no maximo um pombo. Como
por hipdtese tem-se n casas, contando tem-se também no maximo n pombos. Isso é uma
contradicao, pois por hipdtese tem-se n + 1 pombo. Logo deve haver pelo menos uma
casa com dois ou mais pombos.

]

A principal dificuldade na aplicacao do Principio da Casa de Pombos na resolucao
de problemas esta na identificacao de quem faz o papel dos pombos, de quem faz o papel

das casas e da relacao entre eles.
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Problema 2.1.1. Em uma reunidao hd n pessoas. Mostre que existem duas pessoas que

conhecem exatamente o mesmo niumero de pessoas.

Demonstracao. Nesse problema as pessoas sao os pombos e as casas sao os numero de
conhecidos. Considere C; o subconjuntos das pessoas que conhecem ¢ pessoas no grupo
de n pessoas, com 0 < 7 < n—1. Assim, Cy, é o conjunto cujo elemento sao pessoas
que nao conhecem pessoa alguma do grupo, C, é o conjunto cujo elemento sao pessoas
que conhecem uma pessoa do grupo , ..., e C,,_1 é o conjunto cujo elemento sao pessoas
que conhecem n — 1 pessoa do grupo. Se uma pessoa conhece n — 1 entao nao héa pessoa
do grupo que nao conhece alguém, assim nao haverd pessoa em Cj. Se uma pessoa nao
conhece alguém na reuniao entao nao ha pessoa do grupo que conhece todas as pessoas
da reuniao, assim nao havera pessoa em C),_;.

Suponha que em cada um dos subconjuntos C7, Cy, ...,C,_1 ou Cy, C1,Cy, ..., Cp_s
ha uma pessoa. Assim, contando tem-se n — 1 subconjuntos e consequentemente n — 1
pessoas. Isso é uma contradigao, pois por hipotese tem-se n pessoas. Logo, na reuniao ha

duas pessoas que conhecem exatamente o mesmo ntiimero de pessoas.

]

Problema 2.1.2. Mostre que, em qualquer grupo de cinco pessoas, duas delas tém o

mesmo numero de amigos no grupo.

Figura 2.5: Grupo de cinco pessoas

Demonstracao. Considere C; o subconjuntos das pessoas que conhecem ¢ pessoas no grupo
de 5 pessoas, com 0 < i < 4. Assim, Cy, é o conjunto cujo elemento sao pessoas que
nao conhecem pessoa alguma do grupo, C', é o conjunto cujo elemento sao pessoas que
conhecem uma pessoa do grupo ,..., e Cy é o conjunto cujo elemento sao pessoas que
conhecem 4 pessoa do grupo. Se uma pessoa conhece 4 entao nao ha pessoa do grupo que

nao conhece alguém, assim nao havera pessoa em Cjj. Se uma pessoa nao conhece alguém
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na reuniao entao nao ha pessoa do grupo que conhece todas as pessoas da reuniao, assim
nao havera pessoa em Cj.

Suponha que em cada um dos subconjuntos Cy, Cy, C3, Cy ou Cy, C, Cy, C5 hd uma
pessoa. Assim, contando tem-se 4 subconjuntos e consequentemente 4 pessoas. Isso é uma
contradicao, pois por hipdtese tem-se 5 pessoas. Logo, na reuniao ha duas pessoas que
conhecem exatamente o mesmo numero de pessoas.

]

Proposicao 2.1.2. Se distribuimos nk + 1 pombos em n casas, entao algumas das casas

contém pelo menos k + 1 pombos.

Demonstracao. Suponha que em cada uma das n casas tem-se k£ pombos. Assim, da
contagem dos pombos nas casas encontram-se nk pombos. Isso é uma contradi¢ao, pois
por hipotese ha nk + 1 pombos.

O

Problema 2.1.3. Em qualquer grupo de seis pessoas existe, necessariamente, um con-

junto de trés pessoas que se conhecem ou que sao totalmente estranhos.

| | \C\ | | \D\ | | | \C\ | | \D\ | |
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Figura 2.6: Seis pessoas

Demonstragao. Observe a figura acima. Os pontos representam as pessoas (0os pombos)
e sao os vértices do hexdgono. Nela, os segmentos (as casas) na cor vermelha associam
pessoas estranhas e na cor azul indica pessoas que se conhecem.

Cada ponto da figura esté associado aos outros cinco pontos por cinco segmentos
de reta. Pelo Principio da Casa de Pombos, Proposicao trés desses segmentos sao
azuis ou vermelho. Suponha que do vértice A saiam trés segmentos azuis, AB, AD e
AF, se algum dos segmentos BD, DF ou BF for azul entao formard um triangulo com

dois dos outros trés segmentos (AB, AD e AF) que saem do vértice A, tendo assim um
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conjunto de trés pessoas que se conhecem. No entanto, se nenhum deles for azul entao
irao formar um triangulo de lados vermelhos, existindo assim um conjunto de trés pessoas

que nao se conhecem.

O

Problema 2.1.4. Mostre que se tomamos cinco pontos quaisquer sobre um quadrado de

V2

lado 1, entao pelo menos dois deles nao distam mais que 5

Figura 2.7: Quadrado de lado 1

Demonstracao. Nesse problema, os pombos sao os cinco pontos. Partindo dos pontos
médios dos lados do quadrado traca-se dois segmentos perpendiculares, dividindo o qua-
drado de lado 1 em quatro quadrados de lado % Colocando-se um ponto em cada um
dos quadrados menores, resta um ponto. Dai, pelo Principio da Casa dos Pombos, um
dos quadrados menores tem pelo menos dois pontos. Pelo teorema de Pitagoras, sabe-se
que a medida da diagonal do quadrado de lado 1 é v/2 e consequentemente, a medida

da diagonal do quadrado de lado % é \/75 Assim, a maior distancia possivel entre os dois

S

pontos que estao no mesmo quadrado menor é 72

]

Problema 2.1.5. Seja C um conjunto formado por cinco pontos de coordenadas inteiras
no plano. Prove que o ponto médio de algum dos segmentos com extremos em C tem

também coordenadas inteiras.

Demonstra¢ao. Sejam os pontos A(xy,y1), B(2,y2), C(x3,y3), D(x4,ys) € E(zs,y5) do
conjunto C. Combinando esses pontos 2 a 2 é possivel construir 10 segmentos. Como
ponto médio de um segmento é (“T‘“,WTZ”“) com 1 <i<5el <k <5 entao as
coordenadas do ponto médio s6 serao inteiras de as somas x; + xp e y; + yp precisam
ser pares. Dali, as abscissas, assim como as ordenadas, dos pontos extremos do segmento

precisam ser ambos pares ou impares.
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Figura 2.8: Coordenadas inteiras

Usando o Principio da Casa de Pombos, temos que a paridade dos niimeros sao as
casas e os cinco numeros sao os pombos. Entao nk 4+ 1 = 5 assim, entre os cinco valores
X1, Tg, T3, T4 € Ts ha pelo menos trés desses nimeros com a mesma paridade. Associando
os trés valores de mesma paridade de x com os trés valores de y hé pelo menos dois valores
de mesma paridade.

Sejam entao x, e xg os valores de mesma paridade, assim como ¥y, e ys t mesma

paridade. Portanto, (%rf&s #tfus

) é ponto médio do segmento cujas coordenadas dos
extremos sao (T, ) € (s, Ys)-

]

Problema 2.1.6. Suponha que cada ponto do reticulado plano € pintado de vermelho ou

azul. Mostre que existe algum retangulo com vértices no reticulado e todos da mesma cor.
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Figura 2.9: Retangulo com vértices de mesma cor

Demonstracao. No plano ha infinitas retas. Trace trés dessas retas paralelas entre si, r,
s e t, e uma reta, ui, perpendicular as trés retas paralelas. Sejam A, B e C' os pontos de
intersecao entre as retas paralelas r, s e t e a reta perpendicular u;. Tem-se trés pontos

e duas cores entao, pelo Principio da Casa de Pombos, ha pelo menos dois desses pontos
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com a mesma cor. Como cada ponto pode ser azul ou vermelho entao ha 2% combinacoes
possiveis para colorir esses pontos. Assim, tracando-se nove retas, uy, us, us, Ug, Us, Ug,
uy, ug € ug, perpendiculares as trés retas paralelas, r, s e t, pelo Principio da Casa dos
Pombos, uma das combinagoes sera repetida. Portanto, existird algum retangulo com
vértices no reticulado e todos da mesma cor.

]

Problema 2.1.7. Cinquenta e um ponto estao espalhados dentro de um quadrado com 1
metro de lado. prove que algum conjunto contendo trés desses pontos pode ser coberto por

um quadrado com 20 centimetros de lado.

Demonstragao. Divida o quadrado de 1 metro (100 centimetros) em quadrados de 20
centimetros, ou seja, em 25 quadrados. Assim, os pombos sdo os cinquenta e um pontos
e as casas sao os vinte e cinco quadrados de 20 centimetros de lado. Dai, pelo Principio
da Casa dos Pombos, nk + 1 = 51, se n quadrados sao ocupadas por nk + 1 pontos entao
um quadrado terd k+ 1 pontos. Portanto, 25k = 50 e k+1 = 3. Logo, havera pelo menos
um quadrado de lado 20 centimetros que contera trés pontos.

]

Problema 2.1.8. Os pontos de um plano sao pintados usando trés cores. Prove que

existe um triangulo retangulo cujos vértices tém a mesma cor.

Figura 2.10: Triangulo retangulo
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Figura 2.11: Triangulo retangulo com vértices de mesma cor

Demonstracdo. Pelo Principio das casas de pombos, se ha trés cores sao necessarios sete
pontos para se ter ao menos trés da mesma cor. Para essas pontos serem vértices de
um triangulo eles nao podem estar alinhados. Entao para resolver esse problema sera
necessario mais de 7 pontos, considerando que os trés primeiros estao alinhados e que
sejam da mesma cor. Sera usado entao 9 pontos. Vamos l4.

Considere a reta r e trés de seus pontos, A, B e C, de mesma cor, preto. Sejam
a reta s perpendicular a reta r e o ponto B de intersecao entre elas. Suponha D € s.
Se D for na cor preta entao existe o AABD retangulo e com vértices de mesma cor. Se
D nao for na cor preta, suponha que na reta s ha um tnico ponto na cor preta. Sejam
entao F, ' € s de mesma cor, vermelha. Considere a reta t perpendicular a s no ponto
E e a reta u perpendicular a » no ponto A. Dali, as retas t e u sao perpendiculares. Seja
G ponto de intersecao entre as retas t e u. Supondo GG na cor preta, existe o AABG
retangulo cujos vértices sao todos da mesma cor. Se G for na cor vermelha, existe o
AGEF retangulo cujos vértices sao todos da mesma cor. Se G for azul, considere a reta
v perpendicular a reta s e F' ponto de intersecao entre as retas v e s. Dali, as retas u
e v sao perpendiculares. Seja H ponto de intersecao das retas u e v. Se H for na cor
preta, existe o AABH retangulo com vértices de mesma cor, no caso preta. Se H for
vermelho, o AEFH satisfaz o problema. Se H for na cor azul entdo considere a reta
w perpendicular a reta r no ponto C. Dali, as retas t e w sao perpendiculares. Seja [
ponto de intersecao das retas t e w. Se I for na cor preta, vermelha ou azul entao existem
os triangulos ABCI,AEFI ou AGHI retangulo cujos vértices sao todos da mesma cor,

preta, vermelha ou azul respectivamente, satisfazendo o problema.

]

Teorema 2.1.1. Se distribuirmos t pombos em n casas, entao pelo menos uma casa

deverd conter pelo menos | =] + 1 pombos.
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Demonstragdo. Como |z | é o maior inteiro, menor do que ou igual a z, entao | =] < =1

n n
pombos. Suponha que em cada casa ha no maximo L%j pombos. Dali, existem no
méaximo n - [=1| pombos. Mas, n- |=1] <t —1 < ¢. Isso contradiz a hipdtese, pois ha ¢
pombos.

]

Problema 2.1.9. Na regiao delimitada por um retangulo de largura quatro e altura treés
sao marcados seis pontos. Prove que existe ao menos um par destes pontos cuja distancia

entre eles nao € maior que V5.

Figura 2.12: Seis pontos em retangulo

Demonstragao. Divida o retangulo maior em dois retangulos congruentes de largura dois
e altura trés. Considere que os seis pontos sao os t pombos e que os dois retangulos
sao as n casas. Pelo teorema 3.0.5., L%J + 1 = 3. Dai, pelo menos 3 pontos ocupam
um retangulo de largura dois e altura trés. Pelo Teorema de Pitagoras, a medida da
diagonal dos retangulos de largura dois e altura trés é v/13 e a medida da diagonal do
retangulo de largura quatro e altura trés é 5. Assim, suponha que quatro dos seis pontos
estao posicionados nos vértices do retangulo largura quatro e altura trés e que o quinto
ponto esta em um dos retangulos de largura dois e altura trés, préximo a intersecao das
diagonais do retangulo maior. Dali, a distancia entre os pontos do vértice e o quinto ponto
¢ maior que V5. Trace entdo 4 circulos de raio v/5 < 2,5 cada e centro nos vértices do
retangulo maior. Suponha que o quinto ponto nao esteja dentro de quaisquer um desses
circulos, assim distancia entre o centro dos mesmos e o quinto ponto é maior que v/5.
Para o sexto ponto, ha duas possibilidades: o sexto ponto pode nao estd dentro ou na

fronteira de quaisquer um desses circulos entao a distancia entre ele e o quinto ponto é
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menor que 1 < v/5 e se, estiver dentro de qualquer um dos circulos, a distancia entre ele
e quaisquer um dos quatro outros pontos é menor que V5.
O

2.2 Nocoes de grafos

Boaventura [20], afirma que a teoria dos grafos “tem sua origem no confronto
de problemas praticos relacionados a diversas especialidades”sendo o primeiro deles o
problema das pontes de Konigsberg resolvido por Euler.

Em 1736, Euler visitou a cidade de Konigsberg. Esta era cortada por um rio e nele
haviam duas ilhas que eram ligadas por uma ponte. Essas ilhas também eram unidas as
margens do Rio, uma delas era ligada a margem por quatro pontes e a outra, por duas
pontes, no total haviam sete pontes. La ele foi apresentado a um problema que embora
aparentemente simples nao havia sido resolvido. Esse consistia em encontrar o percurso
para um passeio que partisse de uma das margens e, atravessando uma unica vez cada uma
das sete pontes, retomasse a margem de partida. Euler representou a ilha e as margens
do rio por pontos e as pontes por linhas e observou que o niimero de passagens de uma
margem para uma ilha, ou entre duas ilhas, era sempre impar o que indica a possibilidade
de passar, mas em algum momento nao se conseguira retornar. Ele provou que o passeio
desejado sé seria possivel se cada massa de terra fosse ligadas a outra por um nimero
par de pontes. Apds solucionar o problema, Euler ndo deu mais importancia ao mesmo,

a solucao desse problema ficou perdido por mais de 100 anos.

Os pontos correspondem as margens

do rio e as ilhas, e as linhas, as pon-

tes.

M

Figura 2.13: Grafo de Euler

O problema das pontes de Koénigsberg tinha como base um desenho com linhas
que devem ser percorrida sem tirar o 1lapis do papel e sem passar duas vezes pela mesma
linha. Ele, provavelmente, foi o primeiro problema a ser resolvido com um conjunto

finito de pontos com arranjos geométricos como modelo. Essa abstracao matematica deu
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inicio a uma nova teoria conhecida como teoria de grafos. Seu desenvolvimento se deu
devido a evolucao do computador e sua aplicagao a diversos problemas em muitas areas.
Em Boaventura [12] a teoria de grafos é citada como “ramo da Matemética aplicado
a problemas que vao de transportes a biologia, das telecomunicagoes a sociologia, das
ciéncias da organizacao aos jogos recreativos.” Assim, grafo é uma abstracao matematica
que pode ser usado por diferentes areas na busca e resolugao de problemas.

Grafo é compreendido como um conjunto finito de pontos que podem estar ligados
por um segmento. E um objeto matematico formado por dois conjuntos, o de pontos, que
¢ denominado de vértices, e o de segmentos, que é chamado de arestas. Um grafo é uma
estrutura matematica que auxilia na resolucao de problemas de Geometria, Combinatoria,
entre outros. Para Lima [9] um grafo é “um conjunto finito de pontos, chamados os vértices
do grafo, e um conjunto finito de arcos, chamados as arestas do grafo”. Uma infinidade
de situacoes podem ser representadas por ele.

A construcao de figuras geométricas em rede de pontos permite lidar com grafos
na aprendizagem de objetos geométricos e resolucao de problemas com base na relagao
entre vértices e arestas dos mesmos. Em sua pesquisa Ferreira [I4] chega a conclusio
que o trabalho com grafos valoriza o raciocinio matematico e testa a criatividade dos
alunos. Segundo ela, “os grafos se mostram como uma ferramenta poderosa que auxilia a
contextualizar problemas de natureza combinatéria de forma bastante atrativa aos olhos

dos estudantes.”

Problema 2.2.1. Sem tirar o ldpis do papel

Construa uma figura sem tirar o lapis do papel e sem repetir linha.
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Figura 2.14: Sem tirar lapis do papel

Sem tirar o lapis do papel é uma atividade divertida de construgao que requer
um pouco de criatividade e conhecimento de segmentos. Existem vérias possibilidades de

solugao, algumas bem simples e outras que necessitam de um pouco mais de criatividade.
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A atividade consiste na escolha de um ponto e de uma direcao e a partir dai posiciona-se
o lapis e percorre todos os pontos formando segmentos sem retroceder ou passar por um

segmento ja formado por mais vezes.

Definigao 2.2.1. Um par de conjuntos (V,A), onde V. = wvy,vy,...,v, € o conjunto
dos vértices e A C v;,v;;v;,v; €V € o conjunto de arestas (subconjunto de V com 2-

elementos), € denominado de grafos.

Um grafo pode ser utilizado para representar qualquer situagao onde é definida uma
relacao entre objetos, por exemplo, a relagao entre cidades e estradas onde os vértices do
grafo sao as cidades e as arestas, as estradas. A figura a seguir é um grafo que esta sendo
usado para representar um grupo de cinco pessoas, onde todas elas tém o mesmo nimero
de amigos no grupo. Nessa situacao, cada uma das cinco pessoas estao associadas a cada
um dos vértices (pontos) do grafo e a relagdo de amizade entre elas sdo indicadas pelas

linhas que ligam os pares de vértices(arestas).

A figura indica que Carol, Da-
nilo e Bruno sao amigos, assim
como Erica, Bruno e Danilo, etc.
Ou seja, cada pessoa do grupo é

amiga de outras duas.

Figura 2.15: Relacao de amizade

Uma aresta existe se dois vértices estao relacionados. Dai, se hd uma ligacao entre
os vértices vy e vy de V entao existe uma aresta pertencente a A e esta é denominada de
(v1,v9) ou v1ve. O numero de vértices que um grafo possui é denominado de ordem do
grafo. Assim como, o tamanho de um grafo é determinado pelo nimero de ligagbes que

ele possui.

Definicao 2.2.2. O grafo em que cada par de vértices estd relacionado por no mdzrimo

um segmento ¢ denominado de grafo simples.
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Definicao 2.2.3. Seja um grafo G orientado ou nao. O grupo que contém as ligagoes

que nao estao em G € denominada de grafo complementar de G.

Figura 2.16: Grafo simples G e seu complemento G°¢

Grafo completo ou clique é a denominacao do grafo nao orientado que possui o
conjunto de todas as arestas possiveis em um grafo com a mesma ordem. Se este grafo

tem ordem n é denotado por K,, e seu nimero de ligagoes é exatamente (), o arestas.

Definicao 2.2.4. Um grafo € bipartido quando seu conjunto de vértices V puder ser
particionado em dois subconjuntos Vi e Vo de modo que nao haja ligagoes entre dois

vértices de um mesmo conjunto. A nomenclatura usada para grafos bipartido € ki, .

Em um grafo, uma sequéncia de arestas que ligam dois vértices é denominado de
caminho. Quando existe um caminho que liga quaisquer dois vértices de um grafo este é
dito conexo ou conectado. Um caminho fechado onde apenas os vértices iniciais e finais

coincidem é chamado de ciclo.

Defini¢ao 2.2.5. Um grafo H € denominado de subgrafo de um grafo G = (V, A) se
seu conjunto de vértices e de arestas estao contidos no de G (ou seja, V(H) CV(G)) e

A(H) € A(G)). )

Definicao 2.2.6. Um grafo que possui todos os vértices de outro, mas nao obrigatoria-

mente todas as ligagoes € denominado de Grafo abrangente.
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Figura 2.17: Grafo completo e Subgrafo abrangente, respectivamente.

Definicao 2.2.7. O grafo que possui um subconjunto de vértices do grafo original e todas

as ligagoes entre eles, que figurem no grafo original é chamado de subgrafo induzido.

********************************************************************

Figura 2.18: Subgrafo induzido
Definigcao 2.2.8. Dados os vértices vy e vy de um grafo G = (V, A) nao orientado.

Ezistindo uma aresta (vy,vy) de G, o vértice vy € vizinho do vértice vi. E esses vértices

conectados por uma aresta sao denominados de vértices adjacentes.

Definigao 2.2.9. Dado G = (V, A) um grafo ndao orientado. O grau de um vértice v
de G é o numero d(v) de vizinhos que o mesmo possui. O grau mdzimo e minimo sao

denotados, respectivamente, por A(G) e 0(G).

Defini¢ao 2.2.10. Duas arestas (vi,v2) e (v1,v3) de G sao adjacentes quando possuem

um vértice em comum.
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Na figura, os vértices vy, vs € v3

sao adjacentes, as arestas (vy, vs)
e (v1,v3) sao adjacentes, d(vs) =
1, d(vy) = 2 e d(v3) = 3.

Figura 2.19: Grafo de ordem 5 e tamanho 5

Problema 2.2.2. Contando segmentos

Trace todos os segmentos utilizando os pontos presentes na rede.

Figura 2.20: Grafo completo de ordem 8 e tamanho 28.

Nessa atividade os estudantes descobrem a quantidade de segmentos que ¢é possivel
tracar com oito pontos representados em rede sem que haja trés em uma mesma reta,
utilizando grau dos vértices do grafo. Aqui eles verificam que de cada vértice saem o
mesmo numero de segmentos e que hd uma duplicidade na contagem dos mesmos, ja que

cada segmento liga dois vértices.

Problema 2.2.3. Em uma turma de 30 estudantes. E possivel que nove deles tenham 3

amigos cada, na turma, onze tenham 4 amigos e dez tenham 5 amigos?

Suponho que cada estudante corresponda a um vértice de um grafo de 30 vértices.
De nove desses vértices partem 3 arestas, de onze partem 4 arestas e de dez partem 5

arestas. Assim, nove vértice terao grau 3, onze, grau 4 e dez, grau 5. Portanto o total de

4 9-341144105 _ 121

arestas desse grafo é 5 5= = 60,5. Logo, o problema nao ¢é possivel, pois 60,5
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nao é inteiro.

Uma maneira de organizar os dados de um grafo G é informar as relagoes de ad-

jacéncia entre os vértices do mesmo, ou seja, dizer quais vértices estao ligados a cada um

dos vértices do grafo G = ({vy, va, v3, vy, U5}, {{v1, 2 }, {v1, v3}, {va, U3}, {vs, va}, {va, v5}}).

A seguir dois possiveis diagramas que representam o grafo G.

Figura 2.21: grafos isomorfos

Definicao 2.2.11. Dois grafos sao denominados isomorfos quando sao idénticos mas
estao desenhados de formas distintas, ou seja, quando os vértices de um deles podem ser

rearranjados de maneira que se obtém o outro grafo.

Definicao 2.2.12. Em um grafo, um vértice de grau par € denominado um vértice par e

um vértice impar se seu grau for impar.

Teorema 2.2.1. (Euler). Em um grafo G = (V,A), a soma dos graus dos vértices €

sempre igual ao dobro do nimero de arestas.

Demonstra¢ao. Como o grau de um vértice v; de um grafo é definido pela quantidade de
arestas ligadas a ele, entdo em um grafo com k vértices, para cada v;, d(v;) = k — 1. Dal,
d(vy) + d(ve) + d(v3) + ... + d(vg) = (k — 1) - k. Uma aresta, a,, é o resultado da ligagao
entre dois vértices dai,a,, = (v, v;). Assim, cada uma das arestas a,, é contada no vértice
v; e depois no vértice v;, ou seja, duas vezes. Portanto, d(vq)+d(vs) +d(vs) + ... +d(vi) =
(k—1) -k = 2|A|, onde |A| indica a quantidade de elementos do conjunto A, ou seja,
quantidade de arestas.

m
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Coroldrio 2.2.1. (Euler). O nimero de vértice impares em um grafo qualquer tem que

ser par.

Demonstrag¢ao. Considere o grafo G = (V, A). Suponha que o grafo G tenha 3 vértices
impares e que esses vértices tenham graus 2-n—1,2-n+1e 2-n+3. Pelo teorema 4.1.1,
o nimero de arestas de G é 2|A| = S2F | d,,, ou seja, é multiplo de dois. Seja a soma de
todos os graus de vértices impares iguala (2-n—14+2-n+1+2-n+3=3-(2n+1)) ea
soma de todos os graus de vértices pares iguais a 2-.5, Entao Zle dy, =2-S+3-(2n+1).
Dai, 2|A| =2-S5S+3-(2n+1). Assim, |A| ndo é inteiro. Portanto, ndo existe tal grafo.
Logo o numero de vértice impares em um grafo qualquer tem que ser par.

]

Problema 2.2.4. Em uma turma de 30 estudantes. E possivel que nove deles tenham 3

amigos cada, na turma, onze tenha 4 amigos e dez tenha 5 amigos?

Suponho que cada estudante corresponda a um vértice de um grafo de 30 vértices.
De nove desses vértices partem 3 arestas, de onze partem 4 arestas e de dez partem 5
arestas. Assim, dezenove desses vértices tem grau impar e onze, grau par. Segundo o
Corolério [2.2.1, o nimero de vértice impares em um grafo qualquer tem que ser par,

portanto o problema é impossivel.

2.2.1 Coloragao de vértices

Um grafo simples G = (V, A) pode ser rotulado com um conjunto C' de cores de tal
modo que vértices adjacentes sejam colorido com cores distintas. Esta forma de rotular

um grafo é denominada de coloragao de vértices.

Defini¢ao 2.2.13. Denomina-se nimero cromdtico de um grafo G, nota¢ao x(G), ao
menor numero de cores necessdrios para colorir os vértices de G de maneira que vértices

adjacentes tenham cores diferentes.

O numero croméatico depende da quantidade de vértices e de arestas de um grafo.
Um grafo de n vértices que nao tenha arestas, grau zero, tem nimero cromatico um. Ja
o numero cromatico um grafo de n vértices completo é igual ao seu nimero de vértices,

ou seja, x(G) = n.
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Os vértices 1 tem cor A, os
vértices 2, cor B e o vértice 3,

cor C. Esse grafo tem x(G) = 3.

Figura 2.22: Numero cromético de G

Problema 2.2.5. Colorindo vértices

Faca coloragao dos pontos, usando uma coloracao minima, de forma que pontos

consecutivos tenham cores distintas.

********************************************************************************

o o o o
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Figura 2.23: A esquerda, rede de pontos. A direita, uma solucao possivel

Nessa atividade é fornecido ao estudante uma malha com doze pontos disposto em
rede. Aqui o estudante tem a liberdade de escolher quais pontos estao ligados por um
segmento, arestas. A ideia é que eles exercitem a compreensao que tem sobre vértices

adjacentes e usem de criatividade e estratégia para cumprir a tarefa.

Os vértices do subconjunto V) do grafo bipartido V' pode ser colorido todos de
mesma cor, pois nao hé arestas entre eles. Da mesma maneira, os vértices do subconjunto

V4 do grafo bipartido V. Assim, sao suficiente duas cores para colorir um grafo bipartido.

2.2.2 Coloracao de arestas

Problema 2.2.6. Colorindo Segmentos



50

Use a menor quantidade de cores possivel para colorir os segmentos da figura

abairo, de maneira que segmentos adjacentes tenham cores distintas.

Essa atividade tem como pré requisito que o estudante tenha conhecimento de
segmentos adjacentes. Aqui ele ird colorir os segmentos usando uma coloracao minima e

a restricao de que segmentos adjacentes tenha cores distintas.

| |
| |
| |
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| | | |
| |
| |
T I -0
| | | | | | |
| | | | | | |
--- @ ®------€ @ - -
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
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| | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | |
e i B !

Figura 2.24: A direita uma coloracao da figura da esquerda

Definicao 2.2.14. Indice cromdtico de um grafo G, notado por x'(G), é o menor nimero
de cores que pode ser usado na coloracdo das arestas de um grafo de maneira que arestas

adjacentes recebam cores distintas.

Problema 2.2.7. Qual o indice cromdtico de G?

Figura 2.25: Grafo G e sua coloracao

O grafo G tem um nimero impar de arestas. Suponha que as cores sejam as casas
e que as arestas sao os pombos, pela Proposicao se forem usadas duas cores havera
a0 menos trés arestas com a mesma cor. Se isso acontecer, havera duas arestas adjacentes

com a mesma cor, isso nao pode acontecer. Portanto, o indice cromético de G é treés.
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2.2.3 Coloracao de grafos planares

Em 1852, Guthrie enquanto estudante de matematica ficou sabendo por intermédio
de um irmao, que era cartografo, que nao eram necessario mais de quatro cores distintas
para colorir as regioes representadas em um mapa. Ele apresentou o problema a seu
professor Augustus de Morgan que intrigado escreveu para William Rowan Hamilton e
contou-lhe sobre o mesmo. A partir dai, varios matematicos tentaram demonstrar o
problema sem éxito.

A. B. Kempe, em 1879, publicou uma prova para esse problema. Ele associou as
regioes de um mapa a pontos e uniu as regioes que tinham uma fronteira em comum por
linhas. Alguns anos mais tarde foi descoberto erro na sua demonstragao. O problema que
foi formulado: “provar que, para qualquer mapa, é necessario usar no maximo 4 cores”
que aparentava ser simples foi proposto aos estudantes como desafio, em 1886, no Clifton
College e tinha como requisito, segundo Lovasz [22] , que nenhuma soluc¢ao podia exceder
uma pagina com 30 linhas de manuscrito e outra com diagramas.

Em 1877, J. J. Sylvester publicou um artigo onde consta o termo grafo como usado
atualmente. E, influenciado por ele, em 1891, Julius Petersen escreve e publica um artigo
com o titulo “A teoria dos grafos regulares” onde ele usa estrutura de grafos para resolver
o problema dos fatores primitivos.

Na tentativa de provar a Conjectura das quatro cores, surgiu a Teoria dos Grafos,
que somente em 1976, foi demostrada por Appel e Haken. Para isso foi necessario o uso
de computadores devido ao ntimero muito grande de casos, sendo necessario mais de 1000
horas em processamento e as ideias de Kempe.

Carneiro, em [5] diz que “todo mapa pode ser identificado com um grafo, onde
0s paises sao os vértices e uma fronteira entre dois paises é representada por uma aresta
ligando dois vértices. ”

O mapa representado no diagrama a seguir pode ser identificado com grafo ao lado.

5 O

Figura 2.26: Mapa (a esquerda) e seu Grafo (a direita)
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Para colorir o diagrama, com a restricao de que regioes adjacentes tenham cores
distintas, sao necessarias quatro cores. Isso também é observado na coloragao dos vértices
do grafo GG, pois cada vértice do grafo G representam uma regiao do diagrama, conforme

ideias de Kempe.

Definicao 2.2.15. Um grafo é dito planar quando admite uma representacao grdifica,ou
seja, pode ser desenhado como um mapa, e nesta, as arestas se encontram nos vértices

aos quais sao incidentes.

A figura da esquerda foi retirada do jogo digital Untangle e o da direita é a solugao.

Figura 2.27: Grafo do Untangle - jogo digital

Teorema 2.2.2. (Euler). Em um grafo planar conexo vale f —m +n = 2.

A prova desse teorema se encontra em Lovéasz [22], pagina 199.

Teorema 2.2.3. O grafo completo ks sobre cinco vértices nao é um grafo planar.

Demonstracao. Suponha que ks é um grafo planar. Como ks tem cinco vértices, todos
com grau 4, entao ks tem 10 arestas. Por Euler f —e+v = 2, e = 10 e v = 5 entao
f = 7 regices. Como cada regiao tem pelo menos trés arestas sobre sua fronteira, entao
% = 10, 5 arestas, contradicao. Portanto, k5 nao é planar.

]
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Teorema 2.2.4. Um grafo planar sobre n nds tem no mdximo 3n — 6 arestas.

Demonstracao. Suponha que o grafo tem n vértices, a arestas e f faces. Pela formula de
Euler, n + f = a + 2. Como cada face tem pelo menos trés arestas entao 3f < a. No
entanto, cada aresta é contada duas vezes. Dai % < a. Assim, f < 2?“ Substituindo a
segunda expressao na primeira, tem-se a +2 = f+n < 23“ + n. Portanto, a +2 < 23“ +n.
Resolvendo a expressao, tem-se a < 3n — 6.

[]

Teorema 2.2.5. (das 4 cores). Todo grafo planar pode ser colorido com 4 cores.

Segundo Lovész [22], esse teorema ainda nao tem prova matemética “pura’.



Capitulo 3

Atividades em Rede de Pontos

Essas atividades foram desenvolvidas com o propdsito de verificar se as construcoes
de objetos geométricos com restrigoes possibilitam e contribuem com o desenvolvimento
do raciocinio no estudo de Geometria. Seu surgimento se deu a partir do desenvolvi-
mento em sala de aula no ano anterior, 2015, de uma atividade com construgoes usando
pontos representados em papel milimetrado. Foi pensada com o objetivo de desenvolver
a criatividade na resolucao de problemas geométricos envolvendo rede de pontos. Todo
processo foi desenvolvido em 4 etapas: apresentacao, momento em que foi levado ao
conhecimento dos estudantes sobre as atividades que seriam desenvolvidas nos meses de
fevereiro e marco; diagnéstico, quando foi realizada uma atividade em uma aula de 50
minutos tendo como objetivo a verificacao do nivel de conhecimentos prévios dos estu-
dantes quanto aos conceitos basicos de Geometria no Plano e tomada de decisao quanto
a necessidade de revisao dos objetos em questao; revisao, momento em que os conteudos
foram retomados e aplicagao, onde as atividades em rede de pontos foram resolvidos
pelos estudantes durante uma semana de aula (trés aulas de 50 minutos cada).

Nas secoes a seguir, sao tratados os resultados da atividade diagnostica e os pro-
blemas aplicados. Sendo que, para nessa parte foram selecionadas as produgoes dos estu-

dantes que participaram integralmente de todas as etapas do processo.

3.1 Atividade de Verificacao de Conhecimento

Para esta atividade foi fornecido uma lista com poligonos representados em uma
rede com quadrados de lado 1 ¢cm como unidade de medida, o que descartou o uso de
régua ou qualquer outro instrumento usado para medir, onde eles utilizaram cores para
identificacao dos elementos e da rede para calculo de area e perimetro dos poligonos em
questao. Os estudantes foram orientados a utilizar seus conhecimentos sobre o tema para

responder as questoes propostas, incluindo o uso de férmulas.

54
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Figura 3.1: Rede para a Atividade de Verificagao de Conhecimento

A analise dessa atividade revelou que os estudantes em questdao nao identificam

los, diagonais, paralelogramo, segmentos paralelos e perpendiculares entre outros.

~
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Os resultados estao representados na tabela a seguir.
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Com relacgao ao célculo de perimetro e de area dos poligonos fornecidos em rede, ne-
nhum dos estudantes calculou perimetros e poucos calcularam area de alguns dos poligonos

corretamente. Segue resultado na tabela abaixo.

Calcula a area de SIM | NAO
triangulo retangulo 1 42
triangulo isdsceles 0 43
triangulo obtusangulo 0 43
quadrado com lados obliquos | 1 42
paralelogramo de ponta 1 42
pentagono 1 42
quadrilatero 0 43
trapézio isdsceles 1 42
losango nao quadrado 1 42
retangulo 4 39
hexagono 0 43

Tabela 3.2: Resultados da Atividade de Verificagdo de Conhecimento - area e perimetro

Apéds a aplicacao e correcao da Atividade de Verificagdo de Conhecimento foi ne-
cessario fazer uma revisao dos conceitos. Nessa etapa foram abordados os conceitos
geométricos basicos com o propésito de auxiliar o desenvolvimento da etapa seguinte.
Essa revisao foi iniciada com alguns questionamentos sobre as dificuldades que os es-
tudantes tiveram ao resolver os problemas da atividade realizada na etapa anterior, se
eles tinham consciéncia delas e por onde deveria ser iniciada a revisao. Esta etapa foi
trabalhada em quatro aulas de 50 minutos cada.

Na primeira aula, a partir de um conjunto de ponto foi sendo construida as ideias de
retas, de semirretas, de segmentos e a possibilidade de construgao de objetos geométricos.
Nesse momento foram feitos alguns questionamentos como, por exemplo: Dado um ponto,
quantas retas passa por este ponto? Dado dois pontos distintos, quantas retas passa
por eles? Dados trés pontos distintos, podem ser formados quais objeto geométrico?
Dados quatro pontos distintos, nao havendo trés deles em uma mesma reta, quais objetos
geométricos podem ser formados?

Na aula seguinte, foram trabalhados, no plano, as posic¢oes relativas entre duas retas
e angulos. Apos definicao de retas paralelas, concorrentes e perpendiculares os estudantes
foram levados a identificar na sala de aula segmentos paralelos e perpendiculares nas

portas, quadros, azulejos e paredes. Usando essas ideias e semirretas trabalhadas na aula



57

anterior foram iniciados os estudos sobre angulos e sua classificacao, como por exemplo:
as retas formadas pelo encontro das paredes A e B, B e C da sala de aula formam duas
semirretas de mesma origem e a abertura formada por essas duas semirretas ¢ um angulo
de medida 90°.

Na terceira aula, foi discutido sobre os poligonos, sua classificagao, elementos, pro-
priedades. Essa aula foi iniciada com os varios formatos de triangulos, sendo observado
que um triangulo sera sempre triangulo nao importando sua posi¢ao ou comprimento de
seus lados. A seguir foram identificados seus elementos mais basicos, e feita a classificacao
quanto a medida dos lados e quanto a medidas dos angulos. Depois foi a vez dos qua-
drilateros concavos e convexos e a retomada de segmentos paralelos e perpendiculares no
estudo de definicoes e propriedades dos quadrilateros. Foram definidos paralelogramos,
retangulos, quadrados, trapézios e losangos sendo suas caracteristicas comparadas e lista-
das as suas diferengas. Nesse momento também foram revisados conceitos de congruéncia
e semelhanca de poligonos.

Nessa ultima aula, foram revistos as ideias de area e de perimetro de poligonos.
Sendo iniciada com o calculo da area de um retangulo a partir da medida da sua superficie
por comparacao com a area de quadrado de lado 1, chegando na deducao da férmula
de retangulo. A partir dai e da propriedade de area (se uma figura for dividida em
figuras disjuntas, a drea dessa figura serd a soma das dreas das figuras disjuntas) foram
deduzidas as féormulas para o calculo de area dos outros poligonos, como: do triangulo,
dividindo o retangulo em dois triangulos congruentes; do trapézio isésceles, dividindo-o
em dois triangulos; do losango, dividindo-o em dois triangulos congruentes. Depois dessa
abordagem, com os poligonos representados em rede e seus vértices como pontos da rede,
foi dada informagoes sobre o teorema de Pick e este foi utilizado no célculo de area de
poligonos diversos. Nesta aula, também foi revisado o teorema de Pitagoras e o célculo

de perimetros dos poligonos.

3.2 Atividade Criativa

Com base nas dificuldades encontradas pelos estudantes na atividade de verificagao
e apos a revisao das dificuldades nos contetiddos mostradas na atividade de verificagao de
conhecimento foi aplicado os problemas de construcao. Aqui sera discutida e analisada
desses problemas propostos. Sendo que as atividades que estao aqui em discussao sao dos
participantes que nao faltaram a nenhum momento do processo e dos mesmos que fizeram

a etapa anterior, discutidos na Secao (3.1}



58

Figura 3.2: Estudantes resolvendo os problemas propostos

A seguir sao apresentadas essas malhas e a evolucao de cada problema.

Problema 3.2.1. Sem tirar o ldpis do papel

Construa uma figura sem tirar o ldapis do papel e sem repetir linha. Depois faca
a coloragao dos segmentos, usando uma quantidade minima de cores, tal que segmentos

adjacentes tenham cores distintas.

Figura 3.3: Rede para o problema Sem Tirar o Lapis do Papel

Para esse problema existem muitas solucoes e cada dupla devera encontrar a sua.
Além disso é uma atividade diferente da que eles estao acostumados a lidar. Sendo assim,
nao permite que os jovens em questao tentem reproduzir alguma solugao vista em aula.
A proposta desse problema é levar o estudante a desenhar grafo utilizando os pontos
fornecidos na rede e utilizar estratégias para encontrar uma coloragao minima para as
arestas do grafo que a depender do tracado feito pelo estudante havera uma variagao na
quantidade minima de cores a ser utilizada pois, conforme figuras abaixo produzida pelos

jovens, de um determinado vértice poderd partir duas, trés ou quatro arestas e as mesmas,
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pela Defini¢ao [2.2.10] sao adjacentes e o grau desses vértices, de acordo com a Defini¢ao
2.2.9, sao respectivamente 2, 3 ou 4. Assim, como as arestas adjacentes nao podem ter
mesma cor sao necessarios 2 cores para vértice de grau 2, 3 cores para vértice de grau 3
ou 4 cores para vértice de grau 4.

No tracado da figura, os estudantes tiveram um bom desempenho pois todos fize-
ram o grafo e poucos realizaram fora do solicitado. Houveram 16 construgoes diferentes.
Na identificagao dos segmentos adjacentes através de cores foi possivel perceber que al-
guns nao identificam segmentos adjacentes e nesse grupo tem alguns que nao conhecem
segmentos. E, na coloracao de arestas que deveriam usar a menor quantidade de cores
possivel para colorir os segmentos da figura formada parece que a maioria nao percebeu ou
nao entendeu. O resultado da andlise da producao dos estudantes esta registrado grafico

a seguir.

SEM TIRAR O LAPIS DO PAPEL

37

35

30 29

25 23

D SIM
20 20 ONAOC

frequéncia
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10

A B C D

Figura 3.4: Resultados do problema Sem Tirar o Lapis do Papel

A - Construiu a figura conforme solicitagao.
B - Identificou segmentos
C - Identificou segmentos adjacentes

D - Utilizou coloragao minima

Problema 3.2.2. Segmentos Paralelos

Com a menor quantidade de cores possivel construa segmentos paralelos usando a

mesma cor para cada conjunto de segmentos paralelos.
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Figura 3.5: Rede para o problema Segmentos Paralelos

Com este problema tem-se a pretensao de fortalecer a definicao de retas paralelas,
presente na Secao [1.1], levando o estudante a perceber a independéncia dos segmentos
paralelos em relagao a posicao em que se encontram e ao comprimento dos mesmos. Para
isso foi utilizado coloracao de arestas na identificacao dos segmentos paralelos. Aqui,
os estudantes sao levados a analisar a disposicao de pontos fornecidos na rede, tragar
segmentos usando a mesma cor para todos que sao paralelos ao segmento tragado. Nesse
processo sao necessarios 4 cores para completar a tarefa.

Os estudantes tiveram um bom desempenho em perceber quadrados na disposi¢ao
dos pontos em rede fornecida, desde que seus lados nao fossem obliquos. Nesse caso,
somente aproximadamente 20,9 % o fizeram. No entanto, muitos ainda nao tem nocoes de

paralelismo. Segue, no grafico abaixo, o resultado da analise das produgoes dos estudantes.

SEGMENTOS PARALELOS
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Figura 3.6: Resultados do problema Segmentos Paralelos
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A - Nao soube.

B - Nao identificou segmentos paralelos.

C - Identificou segmentos paralelos de mesmo comprimento.

D - Identificou segmentos paralelos nao obliquos.

E - Identificou segmentos paralelos do quadrado de maior area.

F - Identificou segmentos paralelos obliquos.

Problema 3.2.3. Segmentos Perpendiculares

Utilizando a construcdo anterior, identifique os segmentos perpendiculares associ-

ando esses segmentos as cores utilizadas.

Este problema é um pouco mais abstrato. Além de depender do anterior, Pro-
blema eles precisam saber a definicao de retas perpendiculares e associar as cores
para informar o que é pedido. Muitos tiveram dificuldades para resolver esse proble-
mas. Pouquissimos conseguiram fazer a associacao corretamente, em torno de 11,6% das
producoes analisadas. Isso indica que a maioria dos participantes nao tem nogoes de retas

perpendiculares.

Segue, no grafico abaixo, o resultado da andlise das producoes dos estudantes.

SEGMENTOS PERPENDICULARES
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Figura 3.7: Resultados do problema Segmentos Perpendiculares
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A - Nao fez.
B - Afirmou que nao existe segmentos perpendiculares.
C - Resposta sem sentido.

D - Identificou corretamente segmentos perpendiculares.

Problema 3.2.4. Construindo Angulos

Construa angulos identificando-os e colorindo os iguais com a mesma cor.

Figura 3.8: Rede para o problema Construindo Angulos

A proposta desse problema é a utilizacao dos pontos fornecidos em rede na cons-
trugao de angulos, de acordo com a Defini¢ao [1.1.2] e o uso de cores para classificar
os mesmos em reto, agudo e obtuso. A rede de pontos também pode ser usada para
identificacao da medida de alguns angulos, sem necessidade de muita conta.

No enunciado do problema, a palavra iguais esta sendo usado para indicar angulos
de mesma classificagao o que nao impede o estudante de informar através das cores os
angulos que tém mesma medida. Da analise das producoes foram obtidos os resultados

representados no grafico abaixo.

A - Identificou angulos. E - Construiu figuras aleatorias.
B - Identificou segmentos como angulos. F - Identificou angulo reto.
C - Identificou um ponto como angulos. G - Identificou angulo agudo.

D - Nao respondeu. H - Identificou angulo obtuso.
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CONSTRUINDO ANGULOS
2019
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Figura 3.9: Resultados do problema Construindo Angulos

Problema 3.2.5. Triangulos Obtusangulos

Faca coloragao dos pontos, usando uma colora¢ao minima, de forma que pontos
consecutivos tenham cores distintas. Construa triangulos que tenham um angulo obtuso
e vértices consecutivos com cores distintas. Depois faca a coloracdo dos triangulos cons-
truidos, usando uma quantidade minima de cores, de forma que regides adjacentes tenham

cores distintas.

*********************************

o
0
-

Figura 3.10: Rede para o problema Triangulos Obtusangulos

Nesta atividade, pontos consecutivos sao os vértices adjacentes de um grafo. Pela
Defini¢ao[2.2.8], vértices adjacentes estao ligados por uma aresta. No entanto, foi fornecida
uma rede com 13 pontos sem segmentos (arestas) unindo os mesmo com o objetivo de
construir triangulos obtusangulos cujos vértices adjacentes tenham cores distintas. Assim,

os estudantes precisam descobrir uma forma de colorir os pontos dados usando a menor
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quantidade de cores possivel de forma que consiga construir triangulos que tenham angulos
obtusos. Como descobrir a quantidade minima de cores? Considerando que os pontos sao
os pombos e que as cores sao as casas de pombos, usando a Definicao ,nk+1=13.
Dai, pode-se ter 2, 3, 4 ou 6 cores. Como cada vértice de um triangulo é adjacente aos
outros dois, entao duas cores nao satisfaz o problema. Assim, a coloracao minima é trés.
Entao, pelo menos cinco pontos tém a mesma cor. A seguir, uma possivel solucao para o

problema.

Figura 3.11: Uma solucao para o problema Triangulos Obtusangulos

As informacoes registradas no grafico a seguir sao oriundas da andlise das produgoes

dos estudantes.

TRIANGULOS OBTUSANGULOS

40 5 37
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20
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15 4
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Figura 3.12: Resultados do problema Triangulos Obtusangulos
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A - Construiu triangulos. F - Construiu triangulos obtusangulos.
B - Nao fez. G - Coloriu vértices.

C - Construiu angulos. H - Usou coloracao minima.

D - Construiu outras figuras. I - Coloriu com 4 cores

E - Construiu varias figuras. J - Coloriu regioes

Problema 3.2.6. Maior Poligono

Trace segmentos usando a menor quantidade possivel de cores de maneira que

segmentos adjacentes tenham cores distintas formando o maior poligono possivel.

| | | | |
| | | | |
e e e
| | | | |
| | | | |
R A A S
| | | | |
I | | | |
[t Bl i B
| | | | |
| | | | |
Lo _L______1

Figura 3.13: Rede para o problema Maior Poligono

Este problema tem como objetivo utilizar os pontos fornecidos em rede para cons-
truir o poligono com maior perimetro ou maior drea ou maior nimero de lados possivel,
com segmentos adjacentes de cores distintas usando coloracao de arestas.

Usando a Definicao [1.1.3, os pontos podem ser ligados dois a dois formando o
poligono de maior nimero de lados, neste caso um heptagono. Para encontrar o poligono
de maior perimetro, os estudantes podem usar o Teorema [1.1.2] e com este calcular a
medida dos segmentos nao naturais. E, se desejarem construir o poligono de maior area,
podem usar o Teorema para verificar a medida de sua area ou ainda contar os
quadrilateros e os triangulos elementares. Assim, existem duas possibilidades de resolugao

desse problema, conforme figura a seguir.

A figura da esquerda é a de
maior perimetro e maior nimero
de lados, a da direita, é a de

4area maior

Figura 3.14: Solugao do problema Maior Poligono
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Com relacao a coloracao das arestas, essas dependem do poligono que for cons-

truido. Neste caso, podera ter duas, se houver um nimero par de arestas ou trés cores,

se a quantidade de arestas for impar.

Os resultados dos estudantes estao representados no grafico abaixo.

MAIOR POLIGONO

20 - 19
18 -+
16 -
14 - 13
124 11 i
10

10 - 9
8 -

6 - 5

4
4
2
24
0 | I | | | I | | |
A B C D E F G H I
Figura 3.15: Resultados do problema Maior Poligono

A - Poligono de maior area F - Nao identifica segmentos

B - Poligono de 6 lados G - Usou diversas cores

C - Nao fez H - Usou uma tnica cor

D - Construiu vérias figuras I - Nao coloriu

E - Coloriu arestas

Problema 3.2.7. Procurando Quadrados

Usando a menor quantidade possivel de cores, faca a coloracdo dos pontos represen-

tados na rede abaixo de maneira que pontos consecutivos tenham cores distintas. Depois

construa quadrados cujos vértices consecutivos tenham cores distintas.

ffffffffffffffff

o000
000
9

Figura 3.16: Rede para o problema Procurando Quadrados
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Esse problema é uma atividade de construcao onde o estudante precisa ter conheci-
mento da forma geométrica do quadrado, identificando o mesmo independente da posi¢ao
que ele apareca. O propédsito desse problema é a identificacao de quadrados que podem
ser construidos utilizando os pontos representados na rede nao esquecendo da restricao
que seus vértices adjacentes tenham cores diferentes.

Para encontrar a coloracao de vértices, suponha que os pontos fornecidos sao pom-
bos, k, e que as cores, n, as casas de pombos, pela Proposicao ,nk+1=7=nk =6.
Dai, os pontos fornecidos podem ter duas ou trés cores. Se forem usadas duas cores, pela
restricao do problema e a disposicao dos pontos fornecidos, ficard um quadrado que nao
podera ser construido, pois ao menos um dos quadrados ficara com trés vértices da mesma

cor. Portanto, a coloragao minima utilizada sera de trés cores, conforme figura a seguir.

Figura 3.17: Uma solucao para o problema Procurando Quadrados

O gréafico abaixo traz a representacao da andlise das respostas dos estudantes ao

problema.

PROCURANDO QUADRADOS

20
18
18 -~ 17

6. 16
14 -
12 -
10 4 9

8 - 7
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D | I L]
A B c D E F G H [ J K

Figura 3.18: Resultados da andlise das solugoes do problema Procurando Quadrados
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A - Construiu um quadrado. G - Coloragao minima.

B - Construiu dois quadrado. H - Monocromaético.

C - Construiu quadrado com lado obliquo I - Sem coloragao.

D - Coloriu vértices, sem construcao. J - Fez coloragao aleatoria
E - Construiu outras figuras. K - Coloragao diversa

F - Nao fez

Problema 3.2.8. Construindo Trapézios

Usando a menor quantidade de cores possivel, faca a coloracao dos pontos de tal
maneira que pontos consecutivos tenham cores distintas. Construa trapézios que tenham

vértices consecutivos com cores distintas

Figura 3.19: Rede para o problema Construindo Trapézios

Esse problema é propicio para o desenvolvimento da criatividade e na identificacao
de padrées. Aqui, o estudante pode exercer sua autonomia na escolha da coloracao dos
vértices que ird usar para resolver o problema. H& muitos caminhos para se chegar a
solucao. Assim, essa construcao foi pensada com o objetivo de levar o estudante na
utilizagao da disposicao de pontos fornecida na rede para identificar quais deles podem
ser vértices de trapézios.

A quantidade minima de cores na coloracao dos vértices a ser usada depende da
construcao, da percepcao do estudante quanto a forma a ser construida, sendo possivel o
uso minimo de duas cores. Da andlise das producoes dos estudantes, tem-se que 69,8%
aproximadamente desses jovens reconhecem a forma de trapézio e 2,3 % aproximadamente

usou coloracao minima, conforme grafico a seguir.
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CONSTRUINDO TRAPEZIOS

35+
30

30

25

20
16
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Figura 3.20: Resultados da andlise das solucoes do problema Construindo Trapézios

A - Construiu trapézios E - Coloriu vértices

B - Nao fez F - Coloriu arestas

C - Construiu outras figuras G - Coloriu arestas e vértices
D - Nao coloriu H - Usou coloragao minima

Problema 3.2.9. Contando Diagonais

Usando a menor quantidade de cores possivel, faca a coloragao dos segmentos
na rede abaixo de tal forma que segmentos adjacentes tenham cores distintas. Quantas

diagonais tem a figura formada?
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Figura 3.21: Rede do problema Contando Diagonais
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Para resolver esse problema, o estudante precisa ter conhecimento de segmentos,
da Definigao [I.1.3] de poligonos, e do Teorema [I.1.1] que trata da férmula de diagonais.
Essa atividade divertida de coloracao de arestas foi elaborada com o propdésito de utilizar
a disposicao de pontos em rede para construir uma figura, poligono, com todas as suas
diagonais usando coloracao minima, pois as arestas adjacentes tém cores distintas.

A contagem de segmentos e de diagonais foi discutida anteriormente nos Problemas

[2.0.5[1.1.10]e[2.2.2]. Quanto a coloragao de arestas, como de cada vértices partem 7 arestas

sao necessarios, no minimo, 7 cores para colorir as arestas de maneira que as adjacentes
tenham cores distintas. O resultado dos estudantes na resolucao desse problema esta

representado no grafico a seguir.

CONTANDO DIAGONAIS

45 -
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Figura 3.22: Gréfico da anélise do problema Contando Diagonais

A - Construiu poligono D - Contou diagonais em dobro
B - Identifica diagonais E - Coloriu vértices
C - Tracou todas as diagonais F' - Coloriu arestas adjacentes

Problema 3.2.10. Perimetro e Area

Construa figuras que tenham perimetros iguais e use cores distintas para colorir

figuras de mesma drea.
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Figura 3.23: Rede do problema Perimetro e Area

Nessa atividade, os estudantes utilizam os pontos fornecidos em rede para construir
figuras com mesmo perimetro e dentre estas identificam as que tém areas de mesma medida
através de coloracao de regioes. Para isso, eles precisam saber diferenciar perimetro de
area e encontrar um caminho para fazer os calculos, nao sendo necessario a utilizagao de
formulas. No entanto, em caso de duvidas, podem utilizar o Teorema m (Pitagoras)
para o calculo do comprimento de segmentos cujas medidas sao irracionais e o Teorema
1.3.1] (Teorema de Pick) no cdlculo de area das figuras construidas por se tratarem de
poligonos simples, ver Defini¢ao [I.3.1}

No grafico abaixo estao representados as respostas dos estudantes ao problema

proposto.
PERIMETRO E AREA
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Figura 3.24: Gréfico da analise do problema Perimetro e Area
A - Nao fez B - Inconclusivo C - Construiu figuras congruentes

D - Construiu figuras area iguais E - Construiu figuras perimetros iguais
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F - Construiu figuras com perimetro e area de medida diferentes
G - Tracou linha poligonal H - Fez coloragao de regiao

I - Fez coloracao de vértices J - Fez coloracao de arestas

Problema 3.2.11. Figuras Congruentes

Divida cada uma das figuras a sequir em quatro figuras de mesma forma e mesma
darea. Depois faca a coloragdo, usando uma quantidade minima de cores, de tal maneira

que regioes adjacentes tenham cores distintas.

A S S S R S S S S R S R
S S G S O O G S0 G 0 O O O O
e S S S P S

Figura 3.25: Rede do problema Figuras Congruentes

Esse problema é bem interessante pois, além de ser divertida, envolve estratégia
e percepgao de formas (padrdes geométricos). Por traz da resolugdo do mesmo tem-se
o conhecimento de congruéncia, Definicao de semelhanca, Definicao [1.1.5] area de
poligonos, Segao [1.2] férmula de Pick, Segao [1.3]

O resultado dos problemas resolvidos pelos estudantes, segue representado no

grafico a seguir.
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FIGURAS CONGRUENTES
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Figura 3.26: Grafico da analise do problema Figuras Congruentes

A - Figuras quaisquer B - Nao fez
C - Particionou hexdgono D - Particionou trapézio
E - Particionou triangulo F - Coloriu regiao

Problema 3.2.12. Areas 1gUais

Faca coloragao dos pontos, usando a menor quantidade possivel de cores, de forma
que pontos consecutivos tenha cores distintas. Construa figuras que tenham drea igual a

4 u.a. e vértices consecutivos com cores distintas.

Figura 3.27: Rede do problema Areas Iguais

Com os oito pontos fornecidos em rede e respeitando as restri¢oes do problema, o
estudante ird encontrar um meio de colorir os pontos sem prejudicar a construcao das figu-
ras. Para isso precisam ter nocoes de area, criatividade e perseveranca para perceber como
deve ser colorido os vértices e quais formas tém area na medida solicitada. Para encon-

trar a drea desses poligonos, eles podem usar o Teorema[1.3.1] (Pick), contar os poligonos
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elementares, ver Definicao [1.3.2] ou as formulas préprias de cada forma geométrica. Em
relacao a coloracao dos vértices, o estudante pode utilizar duas ou trés cores, pois essa
coloracao depende da construcao feita pelo mesmo.

Devido ao grau de dificuldade desse problema ser um pouco maior que os demais
problemas, 25,58% deixaram de tentar resolver o mesmo. Segue, no grafico abaixo, resul-

tado desse problema.
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Figura 3.28: Gréfico andlise do problema Areas [guais

A - Figuras distintas com area 4. F - Triangulos érea 1

B - Uma figura com érea 4. G - Nao fez

C - Figuras distintas com area 2 H - Coloriu vértice, sem construcao

D - Figuras distintas, areas distintas I - Fez coloragao vértices - muitas cores

E - Uma figura J - Fez coloragao de vértices e arestas

Problema 3.2.13. Formas Distintas, Mesma Area?

Usando a menor quantidade possivel de cores, construa figuras distintas que tenha
drea de medida 2 u.a. e tenha segmentos adjacentes com cores distintas. Identifique cada

uma dessas figuras geométricas.
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Figura 3.29: Rede do problema Formas Distintas, Mesma Area?

Para esse problema divertido é fornecido nove pontos dispostos em uma rede que
exige do estudante a percepgao de formas geométricas distintas que tém a mesma medida
de area. Nessa rede de pontos é possivel tracar triangulos e todos os quadrilateros discu-
tidos na Secao [.I] Para encontrar a érea de cada poligono, o estudante pode contar os
poligonos elementares, ver Definigao [1.3.2] usar as féormulas de area discutidas na Segao
ouo Teoremam (Pick). A coloracao das arestas depende da percepcao do estudante
quanto ao padrao das formas geométricas e suas areas.

Esse problema tem um grau de dificuldade maior que o Problema [3.2.12] Dali,
34,88% deixaram de tentar resolver o mesmo. No gréafico a seguir tem-se o resultado dos

estudantes nesse problema.

FORMAS DISTINTAS, AREAS IGUAIS?
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Figura 3.30: Gréfico da andlise do problema Formas Distintas, Mesma Area?
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A - Nao fez. F - Uma figura com area diferente de 2
B - Figuras congruentes, area 2 G - Outras construgoes

C - Figuras distintas, area 2 H - Figuras distintas, mesma area

D - Figuras distintas, areas distintas I - Fig. congruentes, area diferente de 2

E - Uma figura com area 2

Problema 3.2.14. Construindo Quadrados

Usando a menor quantidade de cores possivel, faca a coloragcao dos pontos de tal
maneira que pontos consecutivos tenham cores distintas. Construa quadrados que tenham

area tqual a 2 u.a. e vértices consecutivos com cores distintas.

Figura 3.31: Rede do problema Construindo Quadrados

A rede de pontos desse problema consta de 10 pontos dispostos de tal maneira que
os quadrados a serem construidos tém lados com medidas irracionais. Aqui é testado se
o estudante sabe a Defini¢ao [[.1.9] de quadrado. Se os mesmos reconhecem essa forma
independente da posicao que a figura se encontre. Para encontra a area do quadrado
eles podem usar o Corolario [1.2.1] pois todo quadrado é um losango, contar os triangulos
elementares ou usar o Teorema [1.3.1] (Pick). Para colorir os vértices sao necessérios no
minimo trés cores.

Esse problema tem um grau de dificuldade alto, 34,88% deixaram de tentar resolver
o mesmo e aproximadamente 2,32 % construiram os quadrados com as medida das dreas
conforme solicitado. Com relacao a coloracao de vértices, nenhum dos estudantes fizeram

corretamente. A seguir, o resultado dos estudantes nesse problema.

A - Nao fez. D - Fez coloracao sem construcgao
B - Quadrado com é&rea 2. E - Construgoes diversas

C - Quadrado com area 1.
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CONSTRUINDO QUADRADOS
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Figura 3.32: Grafico da analise do problema Construindo Quadrados

Problema 3.2.15. Triangulos Semelhantes

Construa triangulos semelhantes cuja razao entre as dreas seja igual a 2.Identifique

essas figuras.
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Figura 3.33: Rede do problema Triangulos Semelhantes

Esse problema é um dos mais complexos para os estudantes. Pois, requer dos
mesmos conhecimento de semelhanca de triangulos, calculo de area e razao entre areas.
Aqui o estudante precisa ser capaz de visualizar na distribuicao de pontos fornecidos na
rede triangulos que tém mesma forma e lados correspondentes proporcionais.

Apesar do grau de dificuldade desse problema, somente 18,60% dos estudantes nao
tentar resolver o mesmo e 4,65 % deles encontraram triangulos semelhantes dentro da

restricao do problema. O desempenho dos estudante nesse problema estao registrados no



grafico abaixo.
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Figura 3.34: Gréfico da anélise do problema Triangulos Semelhantes

A - Nao fez. E - Nao semelhantes.
B - Semelhantes com razao 2. F - Um triangulo
C - Semelhantes com razao 4. G - Um angulo

D - Congruentes H - Indefinido
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Os primeiros contatos dos estudantes com a Geometria nao foram muito agradaveis.
A resisténcia que eles mostraram ao lidar com esse tema foi grande. No método tradicio-
nal, como na atividade de verificacao de conhecimento, mostraram-se tensos, sem muito
interesse e tiveram bastante dificuldade na resolucao das atividades propostas, os resul-
tados nao foram bons. Nesse primeiro momento eles receberam as formas construidas
em rede para identificar nestas os elementos da Geometria basica. Foi uma atividade
onde nao precisavam de muito esfor¢o para encontrar a medida de area das figuras, por
exemplo. Conforme estudo apontado na Secao [3.1] a defasagem com relagao a esse topico
da Matematica é elevado e como consequéncia aumenta o desinteresse, a sensacao de
desanimo e desespero. O estigma de que “nunca ird aprender Matematica” ou ainda que
“Matematica é para génios”, nesse momento, impera e o sentimento de fracasso é gritante.
Com esse sentimento aflorando, muitos nao tiveram iniciativa ou persisténcia no embate
aos problemas propostos.

No entanto, expressar o entendimento deles sobre o assunto utilizando lapis de
cores, para os estudantes, foi novidade. Poucos deixaram de tentar resolver os problemas
propostos, mesmo quando tinham duvidas com relagao ao conteido vinculado a eles,
conforme Se¢ao Com exce¢ao do Problema [3.2.3] que ndo vem acompanhado de rede
de pontos, esse tem um nivel de abstracao mais elevado e 69,77 % dos estudantes deixaram
esse problema sem resolver. A atividade criativa tem um grau maior de dificuldade pois,
nessa atividade, os estudantes precisam reproduzir as formas solicitadas observando as
restricoes de cada problema que compoe a atividade, nao apenas identificar as mesmas
como na atividade de verificagdo de conhecimento vista na Segao [3.1] Aqui, na atividade
criativa, os estudantes precisam conhecer a forma para poder visualiza-la na disposicao de
pontos fornecidos em rede. Identificar padrao é o forte dessa atividade, divertida, criativa,
instigante. Aqui os jovens sao levados a construir, unindo os pontos para encontrar uma

forma dentro das solicitacoes.

79
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O lapis de cor trouxe, de forma concreta, o ludico para a atividade deixando
os estudantes bem a vontade com os problemas propostos. Para alguns deles, segundo
depoimento dos mesmos, trabalhar com cores foi importante pois, aliviou a tensao que
eles sentem diante dos problemas matematicos. Esse alivio tornou a atividade matematica
mais lidica e os estudantes com mais interesse em investigar os problemas ao mesmo tempo
que tentavam encontrar uma solugao para os mesmos. Alguns foram capazes de perceber
a préopria evolugao na aprendizagem, segundo depoimento, e a necessidade de se dedicar
mais ao estudo de alguns topicos ao encontrar dificuldades devido a conceitos que ainda
nao detém. A dificuldade com relagao aos contetidos ainda é o maior obstaculo na questao
do desempenho, apesar disso, os resultados foram um pouco melhores que na atividade
de verificagao de conhecimento.

A interacao dos estudantes com a atividade foi bem significativa. A forma de
abordar esse tema foi bem aceito por eles que se sentiram motivados a buscar por solugoes
para os problemas e compreensao dos mesmos, segundo declaragao de alguns deles e
observacoes realizadas durante a aplicacdo da mesma. Ao se interessar por ela, o estudante
consegue desenvolver mais e procura buscar por mais informagao sobre o tema estudado.
A medida que se sentem mais a vontade com a Matematica, eles vao a procura de mais
para entender melhor o tema.

Com relacao a coloracao, a dificuldade foi maior devido ao pouco ou nenhum
contato com grafos e casa de pombos. Estes sao essenciais para resolugao de problema de
coloracao minima e contagem. Pois, a primeira dessas ferramentas, grafos, permitem a
relacao entre vértices e arestas de configuragoes de objetos geométricos e a outra, Casas
de Pombos, garante a existéncia dessas configuracoes com padroes que satisfazem a certas
restricoes facilitando a aprendizagem desses objetos enquanto favorece a resolucao de
problemas matematicos. O interesse dos jovens em grafo ficou evidente na resolucao do
Problema , onde 88,37 % dos participantes encontraram uma solucao para o mesmo,
sendo que nao havia nada parecido em que pudessem se basear e reproduzir. Na resolucao
desse problema, 32,56% dos envolvidos conseguiram usar o minimo de cores necessédrias
para colorir o grafo construido por eles. Nesse problema houve 100 % de participacao
efetiva. Mesmo sem ter conhecimento desses temas, os estudantes tiveram iniciativa e
tentaram, dentro da visao dos mesmos, cumprir as tarefas solicitadas. Esses temas podem
ser inseridos no curriculo escolar da educagao basica, devido a sua importancia e esséncia
facilitadora e lidica para uma abordagem mais eficiente no ensino de Geometria e outros

tépicos da Matematica, além de suas aplicacoes em outras areas do conhecimento.
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Apeéendice A

Atividade de Verificacao de

conhecimento

Em cada uma das figuras abaixo:

1) Usando a menor quantidade possivel de cores, faga a coloracao dos segmentos de tal

maneira que segmentos adjacentes tenham cores distintas.
2) Identifique os segmentos que sao paralelos e os que sdo perpendiculares.
3) Identifique a figura.
4) Descreva a figura.
5) Informe o tipo de cada um de seus angulos.
6) Calcule seu perimetro.
7) Calcule sua éarea.
8) Informe a quantidade de diagonais.

9) Usando a menor quantidade possivel de cores, faga a coloragao dos vértices de tal

maneira que vértices consecutivos tenham cores distintas.
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Apendice B
Atividade Criativa

Faca as construgoes abaixo e justifique sua resposta:

1. Construa uma figura sem tirar o lapis do papel e sem repetir linha. Depois faca a co-
loracao dos segmentos, usando uma quantidade minima de cores, tal que segmentos

adjacentes tenham cores distintas.

b
e
S N G

2. Com a menor quantidade de cores possivel construa segmentos paralelos usando a

mesma cor para cada conjunto de segmentos paralelos.
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3. Utilizando a construgao anterior, identifique os segmentos perpendiculares associ-

ando esses segmentos as cores utilizadas
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4. Construa angulos identificando-os e colorindo os iguais com a mesma cor.
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5. Faca coloragao dos pontos, usando uma coloragao minima, de forma que pontos con-
secutivos tenha cores distintas. Construa triangulos que tenham um angulo obtuso
e vértices consecutivos com cores distintas. Depois faca a coloracao dos triangulos
construidos, usando uma quantidade minima de cores, de forma que regioes adja-

centes tenham cores distintas.

o 0 o o
P O @ @
o 0 o o
A

6. Trace segmentos usando a menor quantidade possivel de cores de maneira que seg-

mentos adjacentes tenham cores distintas formando o maior poligono possivel.

7. Usando a menor quantidade possivel de cores, faga a coloragao dos pontos represen-
tados na rede abaixo de maneira que pontos consecutivos tenham cores distintas.

Depois construa quadrados cujos vértices consecutivos tenham cores distintas.
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Construa trapézios que

rede abaixo de tal forma que segmentos adjacentes tenham cores distintas. Quantas
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8. Usando a menor quantidade de cores possivel, faca a coloracao dos pontos de tal
9. Usando a menor quantidade de cores possivel, faca a coloracao dos segmentos na

10. Construa figuras que tenham perimetros iguais e use cores distintas para colorir
figuras de mesma &rea.
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11. Divide cada uma das figuras a seguir em quatro figuras de mesma forma e mesma

de cores, de tal

inima

’

ao, usando uma quantidade m
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s faca a colorac
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’

djacentes tenham cores distintas.
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12. Faca coloracao dos pontos, usando a menor quantidade possivel de cores, de forma

Construa figuras que tenham area

que pontos consecutivos tenha cores distintas.

igual a 4 u.a. e vértices consecutivos com cores distintas.

13. Usando a menor quantidade possivel de cores, construa figuras distintas que tenha

de medida 2 u.a. e tenha segmentos adjacentes com cores distintas. Identifique

area

’

cada uma dessas figuras geométricas.
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14. Usando a menor quantidade de cores possivel, faca a coloracao dos pontos de tal
maneira que pontos consecutivos tenham cores distintas. Construa quadrados que

tenham area igual a 2 u.a. e vértices consecutivos com cores distintas

BUSTe
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o

15. Construa triangulos semelhantes cuja razao entre as areas seja igual a 2.Identifique

essas figuras.
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