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RESUMO

O foco principal deste trabalho € apresentar uma maneira natural de definir a exponencial
de um nimero complexo. Para isso, apresentaremos a definicdo de nimeros Complexos,
suas diferentes representacdes, operagOes, propriedades e teoremas, fundamentados no
autor Gelson lezzi. Usaremos a expansdo em serie de Taylor de algumas funcgdes
elementares do célculo de uma variavel real. Além disso, deduziremos a relagdo conhecida
por ldentidade de Euler e apresentaremos alguns outros interessantes usos da exponencial
complexa.

Palavras-chave: Séries de Taylor. Exponencial complexa. Identidade de Euler.



ABSTRACT

The main focus of this paper is to present a natural way of defining the exponential of a
complex number. For this, we will present the definition of Complex numbers, their
different representations, operations, properties and theorems. It will be used the Taylor
series expansion of some elementary functions of calculating a real variable. Besides that,
it will be deduced the relation known as Euler's Identity and some other interesting uses
of the complex exponential will be introduced.

Keywords: Taylor series. Complex exponential. Identity of Euler



SUMARIO

1A oo (1o Uo B PP P PP TP URTOPRPPY 12
NUMETOS COMPIEXOS. ...ttt ettt sttt et sb e nb e e e enes 14
R D= T o Lo OO TP PP UP TR PR 14
1.2, TOOTEIMAL ..ttt ettt et et e et e e e e nnb e e nnnre e 15
130 SUDTIAGED ...ttt 16
S o (=T 3 PP PP PPPPRRRPPPPRI 16
1.5, DIVISED ...ttt 19
1.6. Propriedade DiStriDULIVA............ooviiiiiiieie s 19
1.7, FOIMa AIGEDIICA. .. .eueieiii et 20
1.8 FOrmMa TrigONOMELIICA . ... .ccvveiuieeiirieiee sttt ettt 23
T oo (=10 (o] T o Lo OSSR STSRTI 26
O = To o = To: Lo OSSR SURRSTI 29
1.11 INterpretaCao GEOMEBIIICA. .. ....veevreeeiireesiiee e ettt e st e e st e e ae et e e e snaeeesnteeesnaeeeannneens 30
LT TR [T IF- 1Y (o TSRS 32
2.1, FOrMUIA 08 TaYIOF ...ccciiieeeie ettt e e e et e e 32
F N B ) i ] o Vo F PRSP 34
2.3 LBIMA ..o 35
2.4. Teorema: (Formula infinitesimal de Taylor) ........ccccoeoviie i, 36
2.5 Teorema: (Formula de Taylor com resto de lagrange)..........ccccooeveeviieeviieeiiieeenee. 37
2.6 Séries de Taylor e FUNGBES analitiCas: .........cccccvveiiiee i 38
EXPonencial COMPIEXA ......c.vviiiiiie i e e e e rea e 41
TN B = ] o= Lo F TSP TSRS 41
3.2 PrOPrIEUAOES. ... .eeeeviee ettt et et e et a e 42
KR o (0] 001 (o7 Lo H PP PRSP 43

Algumas Aplicagdes da Exponencial Complexa.........ccoveiiiiiiiiiiiiiiiciice e 45



4.1 EQUAGED d& BUIBT ... 45

4.2 Visualizag80 geOMELriCa 08 EITT.....ccueiuiiiiiiieiiieiii et 46
4.3 LOGAIEMOS ..ttt ekttt ettt ettt et et ssb et et e enree s 49
4.4 DEIINIGAD. ... ettt ettt et ettt ettt 49
4.5 FUNGAO EXPONENCIAL ......eeiiiieiie et 51
4.6 FuncBes TrigoNOMELricas COMPIEXAS ........eiveeirirriieieaie et 53
4.7 PrOPOSIGAD ...ttt ettt ettt ekttt ekttt ekttt e bt e bt et et nnb e nrne s 53
4.8 PrOPOSIGAD ...ttt stttk ettt ekttt ekttt et ekttt sb bbb nrne s 54
(000 ] 1 Tod 11 St (o IR TP R TPPRPRO 58

R B O B G AS v ettt ettt ettt et et e e et e et e e e et e e e et e eee e e e art i — et —————— 59



GRAFICOS

(C] -1 oo I PRSP RUR PP ORI 47
(C] -1 oo 1P PPRPI 47
(C] -1 oo e T PRSPPI 47
(C] -1 oo I SRR PPOPI 48
(C] -1 o1 T PRSPPI ORI 48
(C] (o0 I TSP OP R UPPPPR 48
(C] - (oo I TP TP R UPPPTRO 48

GEATICO B ettt ettt e ettt e e et e e e e e e e e e e e e e et e et 52



12

INTRODUCAO

O surgimento dos nimeros complexos remonta ao século XVI com a busca de
solucBes de equacbes algébricas de grau 3. Por um longo tempo, 0os nimeros complexos

ndo foram considerados como nameros legitimos, mas existentes apenas na imaginacao

humana. E interessante observar que ainda hoje chamamos o nimero complexo i = v—1
de “algarismo imaginario”. O primeiro matematico a operar com nimeros complexos foi

G. Cardano (1.501 — 1.576). Resolvendo o problema de dividir o numero 10 em duas

partes cujo produto é 40, provou (multiplicando) que 5 4+ v—15 e 5 — v/—15s4o raizes de
x? + 40 = 10x.

No capitulo 1, definimos de modo rigoroso 0s nimeros complexos e apresentamos
suas propriedades aritméticas basicas. Além disso, definimos o algarismo imaginario i e
explicamos como a definicdo formal de numero complexo se relaciona com a
representacdo desses numeros na forma x + yi (x e y reais), normalmente é a forma
como trabalhamos com nimeros complexos. Definimos os conceitos de parte real, parte
imaginaria, conjugado e valor absoluto de um namero complexo. Definimos também o
conceito de argumento e apresentamos a forma polar de um nudmero complexo.
Consideramos o problema de extragcdo de raizes de nimeros complexos. Mostramos que
todo numero complexo ndo nulo possui exatamente n raizes n-ésimas distintas, para cada
n € N*, e exibimos uma férmula para o célculo dessas raizes.

No capitulo 2, apresentaremos 0s conceitos de expansdo em Taylor para fungdes de
uma variavel real. Este capitulo dedica-se também a representacdo de uma funcéo por meio
da soma parcial de sua série de Taylor (polinbmio de Taylor) acrescida de um resto e do
qual enunciamos um resultado importante, a Férmula de Taylor. Encerramos o capitulo
calculando a expansdo em série de Taylor das funcdes e*, cos x e sen x, com 0 objetivo de
posteriormente relaciona-las em uma Unica equacao.

No capitulo 3, definimos a exponencial de um nimero complexo usando os estudos
do capitulo 2. Desenvolvemos algumas de suas propriedades e mostramos que a
exponencial complexa, como aqui definimos, € uma estencdo da exponencial real.

No capitulo 4, apresentaremos algumas aplicacdes da exponencial complexa, a saber,
a equagdo de Euler e a identidade de Euler, igualdade que relaciona cinco nimeros
fundamentais (e, m, i, 1 e 0) por meio das trés operagdes basicas (adi¢do, multiplicacado,

potenciacdo) e da relagdo de igualdade: e™ + 1 = 0, apareceu no livro A Introducdo de
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Euler, publicado em Lausanne em 1.748, conforme apontam Conway e Guy (1996), e
também relatam que esta é justamente celebrada como uma das mais notéveis identidades
em matematica. Colman (2015) explica que Euler foi um dos matematicos mais eminentes
do século 18, e é considerado um dos maiores da historia. Ele também é amplamente
considerado o matematico mais prolifico de todos os tempos. Seus trabalhos coletados
enchem 60 a 80 volumes, mais do que qualquer um no campo. Ele passou a maior parte de
sua vida adulta em S&o Petersburgo, Russia, e em Berlim, entéo a capital da Prussia.

Ainda dentro das aplicacdes da exponencial complexa, apresentemos o logaritmo de
um numero complexo, a funcdo exponencial complexa e as funcdes trigonométricas

complexas.
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NUMEROS COMPLEXOS

1.1 Definicéo

Chama-se conjunto dos nimeros complexos e representa-se por C, 0 conjunto dos
pares ordenados de nimeros reais para os quais sdo definidos a igualdade, a adicdo e a
multiplicacdo a seguir:

I) lgualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, apresentarem
primeiros termos iguais e segundos termos iguais.

(a,b)=(c,d) <a=ceb=d (1.2)

I1) Adicdo: a soma de dois pares ordenados é o par ordenado cujo primeiro termo é a

soma dos primeiros e o segundo, a soma dos segundos termos dados.
(@, b)+(c,d)=(a+c,b+d) (1.2

[11) Multiplicacdo: o produto de dois pares ordenados € o novo par ordenado cujo
primeiro termo é a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos
segundos termos dos pares ordenados dados e cujo o segundo termo € a soma dos produtos
do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do outro.

(a, b). (c,d) = (ac - bd, ad + bc) (1.3)

Representa-se cada elemento (X, y) € C com o simbolo Z,Z € C & Z = (x,y),
sendo x,y € R.

Exemplos:

a) Dados Z,= (1, 2) e Z, = (0,3), vamos calcular Z, + Z,, Z,.Z, e Z3.

Solucéo:

Zi+27Z,=(12)+(0,3)=(1+0,2+3)=(1,5)

Z1.Z, =(1,2).(0,3) = (1.0 — 2.3,1.3 + 2.0) = (—6,3)

7% =17,.7, = (0,3).(0,3) = (0.0 — 3.3,0.3 + 3.0) = (-9,0)

b) Dados Z; = (2,—3) e Z, = (1,5), vamos calcular Z tal que Z,.Z = Z,.

Solucéo:
Z,.Z=7Z,<(2,-3).(x,y) =(1,5) = (2x + 3y,2y — 3x) = (1,5)
{Zx +3y=1
2y—3x=5

Resolvendo o sistema, temos x = —1 ey = 1. Portanto Z = (-1, 1).
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1.2. Teorema: A operacdo de adicdo define C em uma estrutura de grupo

comutativo, ou seja, valem as seguintes propriedades:

1) Propriedade associativa

(Zi+Z)+ Z3=2,+(Z, +Z3), VZi,Z,,Z5 € C.De fato,
(Z1+Z,)+Z3=[(a,b) + (c, )]+ (e,f)=(a+c,b+d)+ (ef)
=[(a,+c)+e,(b+d)+ fl=[a+(c+e)b+(d+ [)]
=@b)+(c+ed+f)=(@b)+ [(c,d)+ (e, Nl =Z,+ (Z,+ Z5)

2) Propriedade comutativa
Z1+72,=272,+27,,VZ,,Z, € C. De fato,
Zi+Z, =(a,b)+ (c,d)
=(a+c,b+d)

=(c+a,d+Db)

= (c,d) + (a,b)

=Z,+7,

3) Existéncia do elemento neutro
Existee € C|Z+ e =Z, VZ € C,sejaZ = (a,b), vamos mostrar que existe
e=(x,y)talqueZ+e=12:

at+tx=a x=0
(a,b) + (x,y)z(a,b)@{b_l_y:b(:){yzo

Portanto e = (0,0).

4) Existéncia do elemento simétrico
Existe Z' € C|lZ+Z' =e
Seja Z = (a, b) vamos mostrar que existe Z' = (x,y) talque Z + Z' = e:

a+x=0_(x=-a
(a,b) + (x,y)—(O,O)ﬁ{b_Fy:o@{y:—b

Portanto Z' = (—a, —b)
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1.3. Subtracéo

Dados os complexos Z; = (a,b) e Z, = (c¢,d) segue do teorema 1.2 que existe um
Unico Z € Ctalque Z, + Z = Z,, pois:

I+Z =17,

> 1+ (Z+2)=21+127,

>Z1+Z)+Z=2,+17;

s>e+Z=27,+17

=>7Z=7Z,+27;

Esse nimero Z é a diferenca entre Z, e Z;, ou seja, Z, - Z,; = Z.
Portanto Z, —Z, = Z,+Z; = (c,d) + (—a,—b) =(c—a,d—b),onde Z; é o

elemento simétrico de Z;.

Exemplo:
5,2)-(1,3)=(5,2)+(-1,-3)=(5-1,2-3)=(4,-1)

1.4. Teorema
A operacdo de multiplicacdo define em C uma estrutura de grupo comutativo, ou

seja, verifica as propriedades:

1) Propriedade associativa
(Zl.Zz).Z3 :Z1.(Zz.23), 21,22,23 € (C

Demonstragao:

(Z1.2,).Z5 = [(a,b).(c,d)].(e, f) = (ac — bd,ad + bc). (e, f)
= [(ac — bd).e — (ad + bc).f,(ac — bd).f + (ad + bc).e]
= [(ace — bde — adf — bcf), (acf — bdf + ade + bce)]

= [a (ce — df) — b(de + ¢f),a(cf + de) + b(ce — df)]

= [(a,b).(ce — df,cf + de)]

= (a,b).[(c,d), (e, )]

=7,.(Zy. Z5)m
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2) Propriedade comutativa
Zy.2,=2,2,,N7,,Z, € C.

Demonstracao:

Z1.Z, = (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

= (ca—db,cb + da) = (¢,d).(a,b) = Z,.Z,

3) Existéncia do elemento neutro

Existee € C talque Z.e = Z,V Z € C.

Demonstracao:

SejaZ = (a,b), vamos mostrar que existe e = (x,y),talque Z.e = Z:
(a,b) .(x,y) = (a,b) © (ax — by,ay + bx) = (a, b)

{ax—by=a
ay+bx=0>b

i) Paraa = 0eb=0, temos:

{—bax + b%?y = —ab
abx + a’y = ab

b’y +a’y=0= y(b?+a?®)=0 =>y=0

E,ax—by=a = ax—b.0=a=>ax=a =x = §:>x=1.

i) Paraa=0¢e b = 0, temos:

by =a by =0 gy

ay+bx=0> +bx=b

iii) Paraa = 0e b =0, temos:

— by = ax =a
{ax y=a { >x=1ey=0

ay+bx=b:> ay =0

iv) Paraa =b =0, temos:

{ax—byza {O.x—zyzo
ay+bx=0> 0.y+0.x=0

Portanto (x, y) é solugdo, Vx,y € R.
Logo, (1, 0) é solugdo do Sistema Va, b € R.
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4) Existéncia do elemento inverso
Existe Z" € C|Z.Z" =e. Seja Z = (a,b), com a =0 ou b =0, vamos mostrar que
existe Z"' = (x,y)talque Z.Z" = e:

{ax—by= 1 (D
bx +ay =0 (2)

Sea = b = 0, ndo existe (x,y). Devemos ter a #0 ou b =0.

1+by
a 1

Vamos supor a =0, dai x =

1+ by
b.( 7 >+ay=0

b + b%y

substituindo em (2) temos:

+ay=0

b+ b*y+a’?y =0

y(b%? +a?)=-b
_ -b

Y= @+ b2

Assim,
—b 1
v=[t4n () 2=

1 b? _a’+b*-b*  a
¥ (a® + b?)a a(a? +b?) a?+ b2

—1+ax a

Analogamente para b # 0, temos y = €X = e

Portanto Z"=( 2 )

a2+b? a2+b’
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1.5. Diviséo

Segue do teorema 1.4 que, dados os complexos Z;= (a, b) = (0, 0) e Z; = (c, d), existe
um unico Z € C tal que Z;.Z = Zy:

7,2 =2,=272.(2,2) = Z!. 7,

= (ZV.2)).2 = 7,. 2}

seZ=210,721=>7=7,7Y

p . - V4
Esse nimero Z é o quociente entre Z, e Z3, Z = 2

1

Portanto % =7,.Z7 = (c,d). ( ) onde Z{' é o elemento inverso de Z;.
1

a?+b?2’ a2+p2

Exemplo:

gi% =35 (12+22’12+222) =G5 (1 _2>

_(3+10 —6+5> (13 —1)
~\5 5’5 5 5’5

1.6. Propriedade Distributiva

Nos complexos, a operacdo de multiplicacdo é distributiva em relacéo a adicéo:
Zl' (ZZ + Z3) = Zl'ZZ + Zl.Z3,V21,ZZ,Z3 e C.

Demonstragao:

Dados Z; =(a, b), Z, =(c,d) e Z3 = (e, 1),

Z1.(Zy,+Z3) = (a,b).[(c,d) + (e,f)] =
=(a,b).(c+ted+f)=[alc+e)— bld+ f),ald+f)+b(c+e)]=
= [ac + ae — bd — bf,ad + af + bc + be]

= [(ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be)]

= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be)

= (a,b).(c,d) + (a,b).(e, f)

=7,7,+7,.7:m
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1.7. Forma Algébrica

1.7.1 Imerséo de Rem C

Consideremos o subconjunto R’ de C, formado pelos pares ordenados cujo segundo
termo é zero:

R' ={(a,b) € C|b = 0}

Pertencem, por exemplo, a R’ os pares (0,0),(1,0),(a,0),(b,0),(a+b,0),
(a.b,0), etc.

Consideremos agora a aplicacdo f, de R em R’, que leva cada x € Rao par (x, 0)

R’.

Primeiramente notemos que f é bijetora, pois:

1) Todo par (x,0) €R’ é o correspondente, segundo f, de x € R (ou seja, f é
sobrejetora);

2) Dadosx € Rex' € R, com X # x’, os seus correspondentes (x, 0) € R’ e (x’, 0)
€ R’ sdo distintos, de acordo com a definicao de igualdade de pares ordenados (ou seja, £ ¢
injetora).

Em segundo lugar, notemos que f conserva as operac6es de adicdo e multiplicacéo,
pois:

1) Asomaa + b,coma eReb R, estd associado o par (a + b, 0), é asoma

dos pares (a, 0) e (b, 0), correspondentes de a e b, respectivamente, isto é:
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f(a+ b) = (a+ b0) =(a0)+ (b0) = f(a) + f(b)

2) Ao produto ab, coma € Reb e R, estd associado o par (ab, 0), que é o produto
dos pares (a, 0) e (b, 0), correspondentes de a e b, respectivamente, isto é:

f(a.b) = (ab,0) = (ab- 0,a.0 + 0.b) = (a,0).(h,0) = f(a).f(b)

Como f:R — R’ é bijetora e conserva as operagOes de adicdo e multiplicacdo,
dizemos que R e R’ sdo isomorfos. Dai operar com (x, 0) leva a resultados analogos aos
obtidos operando com x, logo x = (x,0), Vx € R.

Entdo, temos 0 = (0,0),1 = (1,0) e R = R'. Assim, o corpo R dos nimeros reais

passa a ser considerado subconjunto do corpo € dos nimeros complexos: R c C.

1.7.2 Unidade Imaginaria

Note que (0,1)? = (0,1).(0,1) = (—1,0) = — 1, ou seja, 0 nimero —1 possui
“raiz quadrada” em C. O numero (0, 1) é denotado por i e € chamado de Unidade
Imaginaria. Assim, temos i?2 = —1.

Entdo, dado um nimero complexo Z = (x,y), temos,

Z = (xy)= (x,00+ (0,y) = (x,0)+ (y,0).(0,1)=Z = x + yi, é aforma
algébrica de Z, onde o numero real x € chamado parte real de Z e o nimero real y €
chamado parte imaginaria de Z. Em simbolo indica-se: x = Re (Z) ey = Im(Z)

Chama-se real todo niumero complexo cuja parte imaginaria € nula e chama-se
imaginario puro todo nimero complexo cuja parte real € nula e a imaginaria ndo.

Dai,Z = x +0i = xérealeZ = 0 + y.i = yi(y #0) € imaginario puro.

Vejamos agora como ficam as definicdes de igualdade, adicdo e multiplicacdo de
complexos usando a forma algébrica:

Igualdade: a + b.i = ¢ + d.i<=a = ceb = d;

Adicdo: (a + b.i) + (c + d.i) = (a+c¢c) + (b + d).i;

Multiplicagdo: (a + b.i).(c + d.i) = (ac- bd) + (ad + bc).i, resultado do
desenvolvimento de (a + bi).(c + di):

(a + bi).(c + di) = ac + adi + bci + bdi? como i* = —1,

(a + bi).(c + di) = (ac- bd) + (ad + bc)i



1.7.3 Conjugado de Z

Chama-se conjugado do complexo Z = x + yi 0o complexo Z = x — yi, isto &,

Z=x+yi>Z=x—yi
Exemplos:

a)Z = -5+4+31i>Z=-5-3i
D)Z = 6— 4i 7 =6+ 4i

1.7.4 Teorema: Para todo Z € C temos :
NZ+Z=2.Re(Z)

) Z-Z=2.Im(2).i

IINZ=Z&2Z eR

Demonstracao:

SejaZ = x + y.i, temos:

NZ+Z=(x+yi)+ (x—yi)=2x=2.Re(Z)

) Z—-Z=(x+yi)— (x—yi)=2yi= 2.Im(2).i
INZ=Zcekx+y))=(x—-yi)eoy=-yoy=0ZcR.n

1.7.5 Teorema

Se Z; e Z, sdo numeros complexos quaisquer, temos:
NZi+Z,=2,+Z,

)Zy. Z,=2,. 2,

Demonstragao:

Facamos Z, = x; + y;i e Z, = x, + y,i temos:
1) Z1+ Z, = (x1 + x3) + (71 + )i

=7, +2Z,

= (x; +x3) — (1 + ¥2)i

==+ —yi) =Z, +Z,m

22
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) Z1.Z5 = (g + 310 (g + y20) = (1. x5 — ¥1.¥2) + (x1.¥2 + x5.¥1)i, logo:
Z1.Z3 = (%1% = y1.¥2) — (¥1.y2 + x2. 1)

= (1. %2 = X1. Y1) + (=x2. Y11 + ¥1.¥21%)

= x1(x = ¥20) — y1i(xz — Y,0)

= (%1 =310 - (xz — y21)

=71.Z,™

1.8 Forma Trigonométrica
Chama-se norma de um numero complexo Z = x + yi 0 numero real e nao
negativo:
N(Z) = x? + y? (1.4)
Denomina-se médulo ou valor absoluto de um nimero complexo Z = x +yi 0

namero real e ndo negativo:

1zl = yN@) = x> +y>  (15)
Exemplos:
Q) Z=3+2i=N(@) =(3)°+(2)?*=13¢|Z]| =13
b)Z=-3i=N(@Z)=(0%+(-3)°=9¢e|Z| =3

1.8.1 Teorema

SeZ = x + yi é umnumero complexo qualquer, entéo:
)1Z] =0

INZl=0Z=0

1) |z| = |Z|

IV) Re (Z) < |Re(Z)| < |Z]

V)Im (Z) < |[Im(Z)| < |Z|

Demonstragao:

2 >
|);2;8}3x2+y220=>\/m20:>|Z|20

IN|Z|=0ex?+y?=00x?=y’=00x=y=02Z=0



24

M) |Z| = Jx2 +y2 = \[x2 + (—y)? = |Z|

Sex>0=x = [x|
Sex < 0=x <[¥

x2<x2+y2=Vx2 < /x2+y2 = x| < |Z], dai de x < |x| e |x| <|Z| segue

que: x < |[x| <|Z].

V) } = x < |x|, como:

V) Analogo ao IV

Chama-se argumento de um namero complexo Z = x + yi, ndo nulo, ao angulo 6

X esenf =L

tal que cos 8 = iz T

Note que:
1)Z #0 = 1|Z|#0

2) Existe pelo menos um angulo 8que satisfaz a definicéo pois:

1

y>2_x2+y2_x2+y2_

2 2 X \?
cos 6+sen0=(—> +<m ViE _x2+y2_

1Z|

3) Fixado o complexo Z =+ 0, estdo fixados cos 6 e sen & mas o angulo @pode
assumir infinitos valores, congruentes modulo 2x. Assim o complexo Z # 0 tem
argumento 6 = 6, + 2km, onde 6,, chamado argumento principal de Z, é tal que:

iesen6’0=le 0<6,<2m.

cosf, =
0™ |z 1Z|

Exemplo:

X
cosf ==
|Z|

senf =L
1Z|

|Z| = /(\/§)2+12=\/Z=2

Dai cos@ =13 esen = %, entdo 0 = %+ 2km.

1)Z=+V3+i=>
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cosé)=|;—|
2)2=-1-i=> y
sen0=a

2l = VD2 + (-7 = V2

e o seno = -2 entio 6 = = + 2k,
Z- 2 2 4

Dai cos 0 =

1.8.2. Plano de Argand-Gauss
Representamos 0s numeros complexos Z = x + yi = (x,y) pelos pontos do
plano cartesiano XOY, marcamos a parte real sobre o eixo OX e a parte imaginaria de Z

sobre o eixo OY.

Assim, cada numero complexo Z = (x,y) corresponde Unico ponto P do plano
XOY.

XQY = plano de Argand-Gauss AY
OX= eixo real
OY = eixo imaginario P
y ___________________
P = afixo de Z 4 I
d :
6 |
0 "X X

Observe que a distancia entre P e O é o modulo de Z:

OP = /x?+ y? =|Z]

O angulo formado por OP com o eixo real é 6, cos6 =|’Zc—| e senf =é—|, é 0

argumento principal de Z.

Agora, dado um nimero complexo Z = X + yi, ndo nulo, temos:

Z=x+ yi=|Z|.(%+i%):>Z= |Z|. (cos 6 + i senB)

Chamada forma trigonométrica (ou polar) de Z.
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Exemplo:

)Z=V3+i=|zl= |(V3) +i2=VE=2

9= X _\/3
cos =7Zl" 2
_y_1
sen@—lzl—2

Logo, 6 = g + 2k, entdo Z = 2. (Cos% + i sen %)

2) Vamos mostrar que dados Z,,Z, € C é verdade que |Z; + Z,| < |Z;| + | Z,|
Solucéo:

Dados os numeros complexos:

Z, =1Z4|.(cosB, + isenb,)

Z, = |Z,|.(cosO, + isenb,)

Segue que,

Zi+7Z,=(Z,].cos0; + |Z,|.cos0,) +i.(|Z,]|.senb; + |Z,|senb,)

|Z, + Z,| = \/(Ile.cosel + |Z,|c0s0,)? + (|Z,].senb, + |Z,|senh,)?

Note que,

(1Z1].cosB, + |Z,|.c0s8,)? + (|1Z,].senb; + |Z,|senB,)? =

= |Z11%.cos? 01 + 2|Z111Z5|.cosB,.cos8, + | Z,|?.cos? O, + | Z,|?>sen?6, +
21Z111Z,|.sen 01.sen 0, + |Z,|*.sen? 0,

= |Z;|*(cos? 8, + sen? ;) + |Z,|*(sen? B, + cos? 8,) + 2|Z,||Z,| (cosB,cosb, +
sen 0,senf,)

= |Z,1? + |Z,1* + 2|Z,1|Z;]| cos(6, — 65).

Dai,

|Zl + Zzl = \/|Zl|2 + |Zzlz + 2|le. |Zz|.COS( 91 - 92)

Como cos( 8, — 6,) € no maximo 1, temos:

1Zy + Z,] S 1Z112 + 12,12 + 21241 1Z,] = JUZ1] + 12,12 = 1Z4] + 1Z,]

1.9. Potenciacéo
1.9.1. Teorema
O mobdulo do produto de dois nimeros complexos é igual ao produto dos méddulos

dos fatores e seu argumento é congruente a soma dos argumentos dos fatores.
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Demonstragao:

Dados 0s numeros:

Zy=1Z,|.(cos@, + isen0,) e Z, = |Z,|.(cos 8, + i sen §,). Calculemos moddulo
e argumento de Z.

Z=17.7Z,=|Z|.(cos@ + isenB).

Temos :

Z=17172,=\Z|.1Z,| (cos 8, + isen,).(cos O, + isenb,)

=|Z,|.1Z,|. (cos 8, .cos 6, + i sen B, cos 6; + i sen B, cos B, — sen 6, .sen 6,)

=|Z,|.1Z,].[(cos 8, .cos B, — sen 6, sen 6,) + i(sen 6, cos O; + sen 6, . cos H,)]

=1Z41.1Z;|. [cos (6, + 6,) + isen(6; +6,)]

Portanto

Z = |Z| (cos@ +isen0) = (|Z,|.1Z,]).[cos (8, + 0,) + isen( 6, +6,)], entdo:

1Z| = (1Z4].1Z,1), 0 = (6, + 6,) + 2km,k € Z. m (1.6)

Essa formula estende-se ao produto de n fatores (n > 2), aplicando a propriedade
associativa da multiplicacéo.

Z=1721252Z5..Z,=|Z|(cosB + isen@)

Entdo,

Z = |Z1|.|Z2|.|Z3| ™ |Zn| = [COS (91 +92 + -+ Qn) +iS€Tl (01 +92 + -+ Qn)]

1.9.2. Primeira formula de Moivre
Teorema: Dados o numero complexo Z = |Z|(cos@ + isen 68), ndo nulo, e 0
ndmero inteiro n, entéo:
Z™" = |Z|" (cosn 6 +isennB) (1.7)

Demonstragéo:
Vamos verificar que a propriedade é valida paran € N, por inducéo:
i) Sen = 0 entdo:

Z°=1¢e1Z|°(cos0O+isen0) =1

i) Vamos supor valido para n — 1, ou seja:
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Z" 1 =1Z|" 1 (cos (n — 1)0 + i sen(n — 1) 9), e vamos mostrar que é valido para

In=7"1 7=

=|Z|" 1 (cos(n—1)8 +isen(n—1)6).|Z| (cosO + i sen §)
= |Z|" L |Z|"[(cos(n — 1)0.08) + i(sen (n — 1)6.6]

= |Z|™. (cosnB + isennB)

Vamos estender a propriedade paran € Z. Sen<0,entdon = —m com m € N,

portanto a m se aplica a formula:

1 1

ZTl =Z_m = — =
Zm  |Z|m.(cosm 6 + i senm 6)

1 cosmf —isenm?@

- |Z|™ (cosm B +isenm8).(cosmb —isenm0)
1 cosm6O —isenmb
~|Z|™ (cos2m 0 + sen? m )

= |Z|™™.cos(—m 0) + i sen(— m ), pois cosseno € fungdo par e seno € fungdo
impar.

= |Z|".(cosn @ +isennf).m

Exemplo:

Expresse sen 36 e cos 30 em funcao de sen 6 e cos 6.

Solucéo:

Z" =[|Z|.(cos 8 + isen 0)]" =|Z|™. (cos 8 +isen )" e

Z" = |Z|™.(cosn 8 + i sen n ) dai:

2. (cos 6 +isen )" =1Z*. (cosn O +isenn 0)

(cos 8 +isen 0)" = (cosnf +isenn @), paran = 3 temos:

(cos 6 +isen 0)3 =(cos360 +isen3 6) =

cos30 + 3cos?6.i sen 0 + 3i?sen?6.cosf + i3sen30 = cos30+isen3 0 =
(cos30 — 3sen?6.cos 0) + i(3cos?H.sen 6 — sen30) = cos36 +isen30

Portanto, cos 3 6@ = cos36 — 3sen?0.cos 8 e sen3 0 = 3 cos?0 .sen 0 —sen3 6 .
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1.10 Radiciacéo

Definigao:

Dado um nGmero complexo Z, chama-se raiz enésima de Z e denota-se V/Z, a um
namero complexo Zy tal que Z}} = Z:

VZi=Z,oZ}=17Z

Teorema:
Dados o nimero complexo Z = |Z|.(cos 8 + i sen ) e 0 nimero natural n (n >2),

entdo existem n raizes enésimas de Z que sdo da forma:
Z, = Z| [cos (g+k 2—7T)+i sen (g+k 2—”)] emque \/|Z| ER, ek € Z.(1.8)
k . n . n . n . n ) + . .

Demonstragao:
Vamos determinar todos os complexos Zy, tais que VZ = Z.
Se Z, =r(cosw + i.sen w), nossas incognitas sdo r e w. Apliquemos a definicéo

de VZ:VZ =7, © Z = Z, entfo r"(cosnw + isen nw) = |Z|.(cos @ + i sen 0), dai:
) r*=1Z|=>r= Y1Z|,(r €R,)

i) cosnw = cos 6

iii) sennw = senf,entionw = 0 + 2kr :>W=%+k.%”

Supondo 0 < 6 < 2z, vamos determinar os valores de k para 0s quais resultam

valores de w compreendidos entre 0 e 27z

n
n n
0 2
k=2 = W=—+2.—T[
n n
0 21
k=n-1 = w=—+mn-1).—
n n
k=n = w=%+ 2 (mesmo valor obtido para k = 0)

Entdo para obtermos valores de Zy é suficiente fazer K = 0,1,2,3,...,n- 1.
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Portanto, todo nimero complexo Z ndo nulo admite n raizes enésimas distintas, as

quais todas tém o mesmo modulo (" IZI) e argumentos principais formando uma

~ g . . 6 ~ 2
progressao aritmetica (P.A) de primeiro termo — e razao 7”

Exemplo:
Vamos determinar as raizes quartas de Z = —8 + i8+/3.
Solucéo:
1Z] = \[(—8)2 +(8V3)? = /64 + (64.3) = 16
X -8 1
cosf = 1zl =16- "2
y 8/3 3
senfd = m = =TS = >
Logo 6 =,

27'[/ 2 27r/
_ 3 3 4 12" 4 isen /3 4 k2"
Zk—\/ﬁ.[cos< 2 +k4)+1.sen< 2 +k4>]

Z, = 2.[cos (g+ kg) + i.sen (%+ kg)]

Dai segue que:
K=0=2Z,=2 :cos %)"' i.sen(%)] = 2(—3)+2.i.(%) =V3+i
K=1=Z,=2 :cos

K:2:,>ZZ=2-cos

K:3:,>Z3=2-cos

1.11 Interpretacdo Geométrica
Vimos que (’W) pode assumir n valores distintos, porém todos com o mesmo

mddulo. Assim os afixos das n raizes enésimas de Z sdo pontos da mesma circunferéncia,

com centro na origem de plano de Argand-Gauss e raio ("w/ IZI).
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Também vimos que os argumentos principais de (V/Z) formam uma P.A que comeca

0 ~ 2 . . , , - .. . -
com —e tem razao 7” Assim, os afixos das n raizes enésimas de Z dividem a circunferéncia

de centro (0, 0) e raio r = \/|Z| em n partes congruentes.
2 sdo pontos diametralmente opostos.

Sen =

Zy = 2.[cos (g+k§)+ i.sen(g+ k%)]

Se n >3 sdo vértices de um poligono regular inscrito na circunferéncia
Retornando o exemplo anterior, raizes quarta de —8 + i8+/3.

A Y
-1+\/3
""’--
! Te-s
! Rk B
4] ‘_"\__ﬁ
r’ E e k"" \/E-H
'
/ 2 ;
| '
h "J
/ m m !
— - i
/ 2 6 P -
; < — -
\ I
J, ‘\ YCm‘,’ x
'
1 A\ I
/ ’_/y ’,
1 m /
, -
. 2 !
-\/E-I L -~ l’
~~e 1
S~ i
~~_L i
~— !
S—e_ !
e
13

Os afixos de v —8 + i8v/3 sdo vértices do quadrado inscrito na cirncunferéncia de

centro (0, 0) e raio 2, sendo os Vértices: V3 + i, —1 + iv3, —vV3 —ie 1 — i3,
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SERIES DE TAYLOR

2.1. Formula de Taylor

Seja n € N, a n-ésima derivada (ou derivada de ordem n) de uma funcéo f no ponto
a indicada com a notacdo f™(a) € definida indutivamente:

(@) = () (@)

M@ = f3(a) ="' (@)

@ = (") @

As vezes é conveniente fazer f como sua propria derivada de ordem zero,
fO@ = f(a).

Exemplos:

Vamos determinar as derivadas de ordem n das fungbes f = e*e g = sen x.

Solucéo:

fOM@) = e*

fx) =e*

fr(x) = e*

F0 @) = et

€

g%(x) = senx =n = 2.0

gx) =cosx=n=20+1
g’ (x) = —senx =>n = 2.1
g"(x) = —cosx=>n=21+1

g*(x) = senx =n = 2.2

(-1Dtsenx, n =2t

n =
9" () {(—1)t cos X, n=2t+1m

Diremos que f:I — R é n vezes derivdvel no intervalo | quando existir

f™(x),vx € I.Quando x for uma das extremidades de I, £ (x) é uma derivada lateral.
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f:1 — R é n vezes derivavel no ponto a €I quando houver um intervalo aberto J
contendo a, tal que f é n— 1 vezes derivavelem | nJe 3 f"(a).

Diremos que f: I — R € de classe c", e escrevemos f e c™, para significar que fé n
vezes derivavelem I e x — f™(x) é uma funcdo continua em 1.

Em particular, f e c° significa que f é continua.

Exemplo:

Paracadan = 0,1,2 ... consideremos a fungéo:

¢n: R>R, definida por ¢, (x) = x™|x|.

Para x > 0, temos que ¢, (x) = x™*! e se x < 0 vale ¢, (x) = —x™*1,

Temos @'y, = (n + 1). 4.

De fato, se x >0, ¢’ = (x™) = (n+ 1).x™, como ¢,,_; = x*~ D x, segue que
o'y =m+1).¢,4.

Sex<0, ¢, =((—x"1) =—(n+1).x" como ¢,_, = —x™ D (—x), segue que
o'y =m+1).¢,4.

Logo a n-ésima derivada de ¢,, € igual a (n + 1)! @0. Pois,

n=m+1).¢,_4

P'n=m+D. ¢ =Mn+D.n@y

¢"n=m+D.¢r=m+D.nm-De,;

(p,(ln) =(n+1).nn-1)..32.¢9, =+ Do,

Como ¢y(x) = |x| é continua mas ndo possui derivada no ponto zero, concluimos
que cada uma das fungBes ¢, € de classe C", mas ndo é n + 1 vezes derivavel. Em
particular, ¢, € C"**l. m

Diremos que f:1 — R é de classe C* em | quando f € C"vn =0,1,2,3 ... Em
outras palavras, quando se pode derivar f tantas vezes quantas se deseje, em todos 0s

pontos de 1.

Exemplo:
Todo polinbmio é uma funcdo C* em R. Uma funcdo racional (quociente de

polindmios) € de classe C* em todo intervalo onde é definida. As fungbes trigonométricas
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também sdo de classe C*, em cada intervalo onde séo definidas. O mesmo pode se dizer

para logaritmo e para fungéo exponencial.

2.2 Definicéo

Seja f:1 — R definida no intervalo | e n vezes derivdvel no ponto a €I. O
polinbmio de Taylor de ordem n da fungdo f no ponto a é o polinémio:

P(h) = ay + a;h + ayh, +...+ a,h (grau <n)

Cujas derivadas de ordem < n no ponto h = 0 coincidem com as derivadas de
mesma ordem de f no ponto a, isto é, P1(0) = fi(a),i = 0,1,2,...,n.

Note que, as derivadas P°(0), P'(0), P"(0), ..., P*(0) determinam de modo Unico o
polinémio P(h), pois P{(0) = i! a;. De fato,

-P(h) = ay + a;h + a;h? + -+ + a, A"

P°(h) = P(h) = P((0) = 0! q,

-P'(h) = ay + 2a,h + 3azh? + -+ na,h"*

>P0)=1a

-P"(h) = 2.1a, +3.2azh+ --+n.(n—1).a,h" 2

=>P'"'(0)=21.a,

P"(0) = 2!a,

-P""'(h) = 3.21az++n(n—-1).(n—2).a,h"3

= P'"(0) = 3.2.1.a;

P'"(0) = 3!as

Portanto o polinbmio de Taylor de ordem n da funcéo f no ponto a é:
P(h) = f(a) + f'(a)h + —f"(;)”z +o f"(a).Z—T ,Jaque P1(0) = f'(a) =

fi@
T

Se P(h) é o polindmio de Taylor de ordem n da fun¢do f:1 — R no ponto a €1,

fla)=ila; > a; =

entdo a fungdo r(h) = f(a + h) - p(h), definida no intervalo J={h e R/a+ h €1},

é n vezes derivavel no ponto 0 €/, comr (0) = r’(0) =...= r*(0) = 0.
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2.3. Lema
Sejar:] — R, n vezes derivavel no ponto 0 /. A fim de que seja r®®(0) = 0 para

i = 0,1,2,3,...,n é necessario e suficiente que lim,_, —= = 0.

hn

Demonstragao:

Suponhamos inicialmente que as derivadas de r no ponto 0 sejam nulas até a ordem

Para n = 1, isto significa que (0) = r'(0) = 0. Entdo,

limyg 52 =limy g S5 =17(0) = 0 = limy g 52 = 0

Paran = 2,temosr(o) = r'(0) = r''(0) = 0. Dai,

! ! . ! 0
limr ) = limM =r"(0) = 0.
x>0 X x—=0 x—0

O teorema do valor medio assegura que Yh # 03 x € (o, h) tal que:

T’(X) — T(hz:Z(O) T(h)

, assim,

limy,_,q r}i—? =lim,,_,, % =lim,_,, (r'ix).%) =0 = llmh_)o =0, pois h—>0

implica x — 0, e além disso %51. O mesmo argumento permite passar de n =2 paran =3

e assim por diante.

r(h)

Reciprocamente, suponhamos que lim;_,, ——- e = 0. Dai resulta, para:

=0,1,2,...,n, que: limh_)o% = limy_, ri(l—}il).h— =limy_, (r;—:) hn‘i) = 0.

hn
Pois |[h"i| <1,Vi=0,1,..,nelim,_, "2 = 0.
hn
Portanto, 7%(0) = 7(0) = limy,_o7(h) = lim,_o > = 0 =7°(0) = 0.
Além disso, 7(0) = limy_o 2= = Jim,,_, 2 = 0 =77(0) = 0

Para r''(0), consideremos a fungdo auxiliar ¢: /] — R, definida por

p(h) =rCh) — . Note que, (0) = ¢’(0) = ¢”(0) = 0, pois:

r'"(0).0%

*p(0) =7(0) - =G
e p'(0)=7'(h)—1r"(0).h=¢'(0) =r'(0)—7r"(0).0=0
° (pll(h) — ,r,ll(h) _ ,rII(O) = (pll(o) —_ ,rll(O) _ ,rll(O) — 0

r! (o)h

=0



36

Pela parte ja demonstrada do lema segue que lim;,_,, q)hz = 0. Como
e _ 1y _ r"(0)
h2 ~ h2

. h . h " o "
limy,_.o 232 = limy, o (2 - 22) 5 0 =0 - 2 = 77(0) = 0

, segue que:

O mesmo argumento permite passar de r’’(0) para r’”’(0) e assim por diante.m

Lembrete: Teorema de valor médio:
f:la, b] — R continua. Se f é derivavel em (a, b) Fc € (a, b) tal que:

f) - f(a)
a

flle)=— =

2.4. Teorema: (Formula infinitesimal de Taylor)
Seja f: I — R nvezes derivavel em a € 1. A funcdo r: ] — R, definida no intervalo
J = {h € R|a + h € I} dada pela igualdade:

fla+h) = f@+ f'(@h+ @8 4 SO 4 )
Cumpre: hmh_)0 (h) =0 (2.1)

Reciprocamente, se P(h) é um polindmio de grau < n tal que:
r(h) = f(a + h)- P(h)

r(h

Cumpre limj_,,——- = = 0, entdo P(h) é o polinbmio de Taylor de ordem n de f no

ponto a, isto é,
P(h) = X1 = (f!)" 2.2)

Demonstragéo:

A funcdo r, definida pela formula de Taylor, é n vezes derivavel no ponto 0 e tem

r(h)

derivadas nulas nesse ponto, até ordem n. Logo, pelo Lema 2.3, vale lim,,_,, —= = =0.
Reciprocamente, se r(h) = f(a + h) - p(h) é tal que lim,_, r}i:) = 0, entdo

novamente pelo Lema 2.3, as derivadas de r no ponto o sdo nulos até ordem n, logo
P®(0) = fi(a) parai = 0,1,2,...,n, ou seja, P(h) é o polindmio de Taylor de ordem

n da funcdo f no ponto a.
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A formula infinitesimal de Taylor € assim chamada porque s6 afirma algo quando
h — 0. A seguir daremos outra versdo dessa formula, onde é feita uma estimativa do valor

f(a + h) para h fixo. Ela é uma extenséo do teorema do valor médio.

Lembrete: Teorema de Rolle
Seja f: [a, b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f € derivavel em (a,b),3c €
(a,b) tal que f'(c) =

2.5 Teorema: (Férmula de Taylor com resto de lagrange)
Seja f:[a,b] — R n vezes derivavel em (a, b), com ™=V continua em [a, b].
Existe ¢ € (a, b) tal que:

f(”)( )

(n-1)
@ a1+ L5 -y

(n—1)!

Fazendo b = a + h, isto quer dizer que existe # com0 < 6 < 1, tal que,

f) =f(@+f'(@.(b—a)+-+

F@+1h) = f(@)+ f'(@h 4 L2 oty LEXDIE

Demonstragao:
Seja ¢: [a, b] — R definida por:

FO D (x) ey kKb —x)"
m—pr @

Onde a constante k é escolhida de modo que ¢(a) = 0. Entdo ¢ é continua em

o(x)=f(b) — f(x) = f'(x).(b—x) — - —

[a, b], diferenciavel em (a, b), com @(a) = ¢@(b) = 0.
Note que:

@ (x)=—f — f"(x).(b—x)+ f'(x) — ! Z(x).(b —x)2+f"(x).(b—x) ...

F@).(b—x)"t  fFOD(x). (b —x)"2 k
) (n—1)! ’ n! +(n—1)!
k= 1]

(n—1)! |
Pelo teorema de Rolle, 3¢ € (a, b) tal que ¢’(c) = 0. Dai,

(b=—x)"1=>

¢ @) = (b — )

0©=0= L (-t =0,b#c =k = f(0).

(n-1)! |
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Logo, fazendo x = a na definicdo de ¢ e lembrando que ¢(a) = 0 temos o

Teoremam.

2.6 Séries de Taylor e Funcgdes analiticas:
Seja f: I — R de classe C”. Se a é ponto interior de | e a + h €1, entdo podemos
escrever vn € N:

o [T @
+ (n-1)!

fa+h) = f(a) +f'(@h+ 9% 4 + 1,,(h) onde,

)
rn(h)=%fg”h!)h”,com0 <6,<1.

A série Y W chama-se a série de Taylor em cada ponto interior a € I.

Mas tal serie pode convergir ou divergir, e mesmo quando converge, sua soma pode
ser diferente f(a + h).

Uma fungéo f: I — R, definida num intervalo aberto I, chama-se analitica quando,

. - F™(a).n"
para cada a €I existe ¢ > 0 tal que a serie de Taylor Z;’{;OT, converge para

f(a + h) desde que |h| < &
Uma observacéo elementar, porém crucial, é a seguinte:

(n)
A fim de que a série de Taylor Z%

: e convirja para f(a + h) € necessario e
suficiente que lim,,_,, 7;,,(h) = 0.

Daremos agora alguns exemplos com série de Taylor.

Exemplo 1:
Seja  f(x) = senx. As derivadas sucessivas de senx sdo iguais a

cos x,— sen x, — cos x, sen x, etc. A férmula de Taylor em torno de 0 fornece:

" —m2 n-1 _nn—-1 n —
sen x = sen (0) + sen’(0)(x — 0) + =220 (Oz)l(x O 4.y 3em (:)3(1’;' . = (fl),(x o)
com |C| < |x|.
, _ _ X_3 x_S . (_1)n_x2n+1 sen2"+2(c).x2”+2
Dai senx = x ” + p” + Zr——y @t D) . Onde,
sen?n+2(c), x2n+2

T X) = elc| < |x|.

2 () = — = s—elel <l

Note que

| ( )l S€n2n+2(C).x2n+2 | 2n+2( )l |x|2n+2 - |x|2n+2

T X)| = = |sen c)|. =

antz (2n + 2)! - 2 2n+2)! T 2n+2)!
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|x|2n+2

Como lim,, 4, = 0, temos que lim,,_,,, 5p42(x) = 0.

(2n+2)!

Concluimos que vale o desenvolvimento em série de Taylor:

5 (_ 1)n.x2n+1

3
SenX =X ——+=—— -+ +--,Vx R (2.3)
3 5!

(2n+1)!
Ou seja, a série de Taylor de sen x em torno de 0 converge em toda a reta.m

Exemplo 2:

Seja  f(x) = cosx, as derivadas sucessivas de cosx sdo iguais

a- sen x,— cos x,sen x, cos x, etc. A formula de Taylor em torno de 0 fornece:

cos1(0)(x—0)?2 s 1(0)(x—o)"?

+ ..._|_CO

cos x = cos (0) + cos’(0)(x —0) + +

2! (n-1)!
cos"(C)(x—o)”’ o |C| < |x|
n!
Dai:
_ 1 x2 N x4 N (_1)n.x2n C052n+1(c).x2n+1
COSX= 279" 2n)! 2n+ 1!
Onde
C082n+1(c).x2n+1

Ton41(X) = 2n+ 1)! el < [x|.
Note que

cosZ”“(c).xZ"*l |x|2n+1 |x|2n+1
[T2ne1 ()] = = |cos?™t1(¢)]. <

2n+ 1)! 2n+ 1!~ 2n+ 1)
|x|2n+1

Como lim,, = 0, temos que lim,,_,,, 7541 (x) = 0.

(2n+1)!

Concluimos que vale o desenvolvimento em série de Taylor:

4 (_1)n_x2n

2
cosx=1—-"+>=— .+ +-,Vx ER (24) m
2l 4l (2n)!

Exemplo 3:
Seja f: R — R a funcéo exponencial f(x) = e*. Entdo suas derivadas sucessivas sao

todas iguais a e*. A formula de Taylor em torno de 0 fica:



2 X3 x4 xn eqxn+1
eX=1+x+++ 7+ -+

20 T3 T g T mE D com [c| < x|

. i i n+1
Note que, Vx € R fixo, temos lim,_ ;e o1 (%) = lim, ;o ec'(fm)'

Vx € R vale:

2 3 4
eX=1+x+=+=+=+- (2.5)
2! 3! 4!
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=0, logo

Observe que a funcdo exponencial é analitica em toda a reta pois para a e h reais

quaisquer, temos:

h? R3
e?th = ea eh =e“<1+h+—+—+--->=

2! 3!
2 h3
J— a a a ___ a ___ cee
=e +e.h+e.2!+e.3!+ =
© © (M) 1n
e 2§ N M
N n! n!

n=0 n=0
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EXPONENCIAL COMPLEXA

Como vimos no capitulo anterior, a expansio em série de Taylor de e'para t real é:
t2 3 t*

t — 4.
e—1+t+2!+3!+4!+

Substituindo t por iy(y € R) nesta série, sem se preocupar com convergéncia,

obtemos:
iar3 4
- oy Wty _
A T THL T
4 6 3 5 7
B y Yy . y:ooyr oy
—(1‘i*ﬁ‘ﬁ*"')+l<y‘i+§7+'“>

Essas duas ultimas séries como vimos no capitulo anterior, so as expansdes em serie
de Taylor de cos y e de sen y respectivamente. Em outras palavras, e = cosy + i seny
parece uma boa interpretacio para e®”. Além disso, como eS*t =eS.etse s,t ER, €

natural esperarmos que e**? = e* e®, Motivados por estas consideracbes, damos a

seguinte definicéo:

3.1 Definicéo
Dado um nimero complexo Z = x + yi, definimos a exponencial de Z por:
eZ =e*.(cosy +iseny) (3.1)
Exemplos:

1) en?i = cos (g) + isen (g) =

ﬂ—n—i —li T . [ .
2)e” 2z =eMe 2 = e”(cos (—5) + isen (—5)) = —e™i
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3.2 Propriedades
1) |e?| = eR¢? e arg(e?) = {Im Z + 2km:k € Z} (3.2)
Demonstragéo:
Seja Z = x + iy, temos:

leZ| = |e*(cosy +iseny)| = \/[(ex)z. cos?y] + [(e¥)?. sen?y] =

= /(e¥)?(cos?y + sen?y) = e*, portanto |eZ| = eR¢Z.

e*.cosy _ e%*cosy
le?| eX

=cosy ou seja cos(arge?) =cosy =

Agora, cos(arge?) =

arg(e?) =y + 2km, k €.
Portanto, arg(e?) = {Im Z + 2km, k € Z} m.

2) e’ #0,VZ € C.

Demonstragao:

Seja Z = x + iy, temos que eZ = e*(cosy + i seny) é sempre diferente de zero,
pois e* é diferente de zero, cos y e sen y estdo entre [-1, 1] e se cos y = 0, segue que
seny = 1 dai:

cosy+iseny #0ee*.(cosy+iseny) # 0.

Seseny =0, temos cosy = #1, logo:

cosy+iseny #0ee*.(cosy+iseny)#0.

Portanto eZ # 0,VZ € C.m

3) (e%)™ = 2" paraquaisquer Z € Cen € Z.

Demonstragéo:

De fato, para Z = x + iy temos:

(e?)" = (e*.(cosy +iseny))™ = e™. (cosy + i sen y)™, pela formula de moivre
(1.7), segue que,

(eZ)™ = e™ . (cosny + i sen ny) = e"X. eV = enx+iny 4 on(x+iy) — enZ g
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4) Se Z =x + iy e w = a + bi sdo dois numeros complexos, temos:

e?. eV = [e*.(cosy +iseny)].[e® (cosb + isenb)]

= [e*.cosy + e*senyi].[e® cosb + e%sen bi]

=e*.e%. cosy.cos b+ e*.e* cosy.senbi+e*.e*.seny.cos bi —e*.e“.seny.sen b
= e**%(cosy.cos b —seny.sen b) + e**%. i(seny.cos b + cosy.sen b)

= e**%[cos(y + b)|+e**%. i[sen(y + b)]

= eX*3[cos(y + b) + i[sen(y + b)] = eZ*V

Ou seja, eZ. e = e?*W paratodo Z,we C.  (3.4)

Lembrete: Ao contrario do que acontece no caso real, é possivel termos eZ = e”com

Z #w. Por exemplo, e® = e?™ = 1.

3.3 Proposicéo

Para quaisquer Z, W € C, temos que e? = e¥ & Z = w + 2kmi, paraalgum k € Z.

Demonstragao:

SejaZ=x+iyew=a+bhicomx,y, a b€ R.See? =e%segue que:

e*.(cosy+iseny)=-e?. (cosb+isenb)

Entdo,

e*=e*=>x=aey=>b+ 2kn =w+ 2kmi paraalgumk e Z. Dai:

Z=a+ (b+2kn)i=a+ bi+ 2kni =w + 2kmi

Se Z= w+2kmi com k € Z entdo e? = eWr2knl = oWe2kmi — oW(cos2km +
isen2km) = e%. m

Vimos no capitulo 1 que todo nimero complexo ndo nulo Z tem uma representacédo
polar Z = |Z|(cos6 + isenB),6 é um argumento de Z. Com a nogdo de exponencial,
podemos escrever de forma mais simples: Z = |Z|.e'®.

Observemos também que as n raizes n-ésimas de um nimero complexo nao nulo w,

_n arg(w) z_n)] . (arg(w) z_n) - -
wi =V |wl [cos( -t k—)|+isen(— = +k—), podem ser escritas da seguinte
maneira:

.farg(w)+2km
“w/lwl.e‘( n )parak:O, 1,..,n—1  (3.5)
Em particular, as n raizes n-ésimas do nimero 1(conhecidos como as raizes n-ésimas

2kmi

da unidade) séo dadas por Z, = e » parak = 0,1,...,n- 1.
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Notemos também que as n raizes n-ésimas de w podem ser obtidas multiplicando-se

a raiz n-ésima principal’y/ |w/| de w pelas raizes n-ésimas da unidade.
De fato,

arg(w)+2km

”,/le.ei( n )=Z,<W, (k =0,1,2,...,n—1). Por exemplo, se n = 2,
temos:

2.0.mwi 2.1.mi 3
Zo=e 2z =e%=1eZ, =e 2 =e™ =cosm+isenm=—1.

Logo, as raizes quadradas de w sio vw e — Vw.
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ALGUMAS APLICACOES DA EXPONENCIAL COMPLEXA

4.1 Equacéo de Euler

A férmula de Euler, cujo nome é uma homenagem a Leonhard Euler, é uma formula
matematica da area especifica da analise complexa, que mostra uma relacdo entre as
funcdes trigonométricas e a fungdo exponencial.

D’Ambrosio (2009) descreve que Euler, como matematico, fisico, engenheiro e
educador, foi uma figura central na Europa do século XVIII. Sua vida foi basicamente em
Basiléia, Suica (1707-1727), em Sdo Peterburgo, Russia, em duas fases (1727-1741 e
1766-1783), e em Berlim, Prassia (1741-1766). Mas sua acéo estendeu-se a toda a Europa,
e sua exceléncia académica levou o a ser membro de varias academias em outros paises.
Destacando a Académie Royale des Sciences de Paris, a Royal Society of London e a
Societa Scientifica Privata Torinese. Sendo um dos matematicos mais prolificos de todos
0s tempos, de acordo com a US Naval Academy (USNA), com 886 artigos e livros
publicados. Grande parte de sua producdo veio durante as duas Ultimas décadas de sua
vida, quando ele estava totalmente cego.

A formula de De Moivre é uma consequéncia direta da formula de Euler. Além
disso, Euler elaborou a teoria das funcdes transcendentais superiores atraves da introducéo
da funcdo gama e introduziu um novo método para resolver equacdes quartic. Ele tambem
encontrou uma maneira de calcular integrais com limites complexos, prefigurando o
desenvolvimento da analise complexa moderna. Ele também inventou o calculo das
variacdes, incluindo seu resultado mais conhecido, a equacao de Euler-Lagrange.

Vimos que se Z = x+ iy € C, entdo e* = e*(cosy + iseny). Se Z = iy obtemos a
formula de Euler:

eY(cosy +iseny) (4.1)

A identidade de Euler é um caso especial da férmula de Euler, dada pela seguinte

equacao:
em+1=0 (4.2

Segundo Richard P. Feynman, seria a identidade mais bela de toda a matematica.
Que é determinada a partir da formula de Euler.

Sabemos que, e™ = cosy + i sen y, fazendo y = m. Temos e'™ = cosm + i sen m,

como cosm = —1esenm =0, segue que e™ = —1 = e" +1 = 0.
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A beleza da equacdo é que ela relaciona cinco numeros fundamentais da matematica:

e, m, i,0 e 1; e as operacdes base da matematica: adicdo, multiplicagdo e exponenciagao.

4.2 Visualizacdo geométrica de e™

n
O numero real e, que aparece na identidade de Euler, é o limite de (1 + %) quando

n tende para o infinito. Com manipulac6es de limites, é possivel deduzir que e* € o limite

n
de (1 + E) quando n tende para o infinito. Outro resultado que também se demonstra em

matematica superior, e que aqui apenas assumiremos como valido, é o de que a definicdo
de e* como limite também é valida quando x é um numero complexo.

Se x € 0 nimero complexo im, entdo, para valores cada vez maiores de n, a
. n .
expressao (1 +%) se aproxima cada vez mais, e tanto quanto for necessario de e'".

Usando esse resultado, e tomando a identidade de Euler e™ = —1, concluimos que 0s

termos da sequéncia
2 3

avim,(1+2) (1+5) (Hi’f)“
), > , 3 ) 4 ) ane

se aproximam cada vez mais, e tanto quanto quisemos, de —1. A seguir ilustraremos a esse

resultado geometricamente.

RN ()
Sendo (1 + %) 0 n-ésimo termo dessa sequéncia, investigaremos geometricamente a

representacdo, no plano Argand-Gauss, dos complexos
1 . 2 . 3 . 4

(1 +i_”) (1+5) (1+3) L (1+5) ,...,(1+"_”)n
n n n n n

para alguns valores de n.

Recordemos que a forma trigonométrica (polar) complexo z = a + bi é
|Z|(cos® +isenf) e a da potencia z™ € |Z|"(cosnB + isennf), esta segunda
usualmente chamada de 12 formula de Moivre. Geometricamente, a representacdo dos
complexos z,z?2,z3,... nada mais [e do que uma sequéncia de vetores no plano Argand-
Gauss de origem no par ordenado (0, 0), modulos respectivamente iguais a
|z],1z|?, |z|3, ... e argumentos respectivamente iguais a 6,26, 360, ... . Voltando a sequéncia

cujos termos estavamos interessados em representar geometricamente.
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Para n =1, chamaremos 1+ imr de z;; para n =2, chamaremos (1+i;") de z, e

representaremos, nos planos de Argand-Gauss nos grafico 1 e 2 abaixo, 0os complexos

Z1, Zp € Zp°.
Grafico 2 .
Gréfico 1
v \
4 4ly
2
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I \\\
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| \\\
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Grafico 3
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]
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B | 0 1 2

Para n = 3, chamaremos (1 + l?”) de z; e representaremos 0s complexos zs, z2 e z3

. N2 N3
que sdo .1 + % (1 + %) e (1 + %) , conforme gréfico 3.
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Estendendo essa investigacdo para um valor muito grande de n, teremos |z, | muito

préximo de 1, e 0s n vetores no plano irdo percorrer um semicirculo com par ordenado

mais a esquerda tendendo para (—1,0), conforme ilustramos a seguir para o0 caso de

n=4, n=5n=6en = 25;

Gréfico 5

y

Gréfico 4

Grafico 7

Grafico 6

Portanto, e = —1 equivale a dizer que, para valores muito grandes de n, a

representacdo dos complexos

im\ im\> i
(1+im), <1+—> ,(1+—> ,(1+—)
n n n

4

im\"
o
n

no plano Argand-Gauss se aproxima de um semicirculo de centro (0, 0) e raio 1, com o par

ordenado mais a esquerda da representacdo tendendo para (—1,0). Do ponto de vista

geométrico, é notavel o surgimento de semicirculo, por isso que o nimero 7 esta presente

na identidade de Euler.
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4.3 Logaritmos

Um ndmero real a é dito logaritmo natural (ou o logaritmo na base e) de um nimero
real positivo b,a = In b, quando e® = b. Seguindo este conceito, dizemos que um nimero
complexo W é um logaritmo de um niimero complexo ndo nulo Z se e = Z.

Existe uma diferenca muito importante entre o caso real e o caso complexo.
Enquanto no caso real todo niamero positivo possui um Gnico logaritmo, veremos a seguir
que todo nimero complexo ndo nulo possui uma infinidade de logaritmos. Denotamos por

log Z o conjunto de todos os logaritmos do numero complexo Z =+ 0.

4.4 Definigéo
Para todo nimero complexo ndo nulo Z:
logZ ={W € C:e¥ =27} (4.3)
VVamos agora determinar log Z.
SeW = In|Z| + i6,0 € arg Z, entdo:
eW = emlZl ¢i% = |z|.e® = |z|.(cos8 + i sen 8) = Z. Por outro lado, suponhamos
W €logZ. Entdo e = Z, 0 que equivale a dizer que:
eRew = |eW| = |Z|eIm W = argZ + 2km, para algum k € Z, onde:
W = In|Z| +i6 com 6 € arg Z.
De fato, sejam Z = x+iyeW =a+ bi =2 a=Reweb=ImW.
eV =7 = |Z|(cos(argZ) + i sen (argZ) ee” = e®.(cosb + i sen b) dai:
e?. (cosb + isen b) = |Z|.(cos(argZ) + i sen (argZ2)) =
e = |Z|,isto é, eR®W = |Z|eb = argZ + 2kmr > Im W = argZ + 2kn ,k € Z.
Portanto,
logz = {In|z| +i6,0 € argZ}
logz = {In|z| + i(argz + 2kn); k € Z} (4.4)
Fazendo k = 0, obtemos o logaritmo principal de Z, Log Z. Assim,
LogZ =In|Z|+iArg Z (4.5).
De (4.4) e (4.5) temos:
logZ = {Log Z + 2kmi, k € 7} (4.6)
Observe que Log x = In x para todo real x. Escreveremos entdo Log x em vez de In

X, quando x for um real positivo.



50

Exemplos:

1) Log (—1) =log|—1| + i(argz), cos(argz) = I;_I =-—1, dai argZ=m e

Log|—1| = 0 entdo Log (—1) = m.1i.
s

2) Log (e%i)=loge?+i(argz), cos(argz)= Ig_|= 0, dai argZ=7 e

Loge? = 2 entdo Log (e%.i) = 2 + ig.

3) Log (1 + i) = loglZ| +i(argZ),|Z| = V2,cos(argZ) = % = g dai

argZ ==, entdo Log (1+ i) = Log V2 +7i.

Definindo A—B={a—b:a €eAebeB}emA={ma:a €A} para4,B cCe
m € Z, temos:

Dados dois nimeros complexos ndo nulos Z; e Z,, é verdade que:

a) log(Z,Z,) =logZ, +logZ,

b) log(Z,/Z,) = logZ, —logZ,

¢)log(Z,™) = mlogZ,, paratodom € Z*

Demonstragao:

a) Tomemos W €logZ; +logZ,. Entdio W =W;+W, com W, €logZ, e
W, €logZ,. Dai eV =e".e"2 =7,.Z,, ou seja, W € log(Z,Z,). Tomemos agora
W €log(Z,Z,). Entdo, W = Log|Z,Z,| + i6,0 € arg(Z,Z,). Por (1.6) 6 = 6; + 6, com
0, €EargZ,e0, € argZ,.

Assim, W = Log |Z,| +i6, + Log |Z,| + i6,, pois o logaritmo do produto de

nameros reais é a soma dos logaritmos dos fatores reais, dai w € log Z; + log Z,.

b) Tomemos W €logZ, —logZ,. Entdo W =W, —-W, com W, €logZ; e

. _ wi 7 . z
W, €logZ,. Dai e% =eWi.e ™2 :ZW:z_l' ou seja, w Elog(z—l). Tomemos agora
2 2

W €log (j—:) Entdo, W = Log

Zy
Zy

+i0,0 €arg (;—1) Por (1.6) 6 =6, —6,com
2
0, €EargZ,e0, € argZ,.

Assim, W = (Log |Z,| + i0,) — (Log |Z,| + i6,), dai W € log Z, — log Z,.
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c) Tomemos W €mlog Z,, meZ. Entdo W =m.W,, W, €logZ,. Dai
eV =™ = (eW1)™ = ZI" ouseja, W € logZ™. Adotemos agora W € logZI". Entdo
W = LogZ".+i6,com @ € arg ZT*, 6 = m6,, por (1.7), com 6, € arg Z;.

Assim, w = log |Z,|™ + 60"i = m Log |Z,| + m6i€ mlogZ,. m

Lembrete:
Né&o é sempre verdade que:

Log(Z,Z,) = Log Z, + LogZ,, Log(i—z) = LogZ, — LogZ, e Log Z™" = m Log Z,.

Exemplos:
1) Tome Z = W = —i. Temos que Log (Z.W) = Log (Z?). E,

log (2.W) = Log () + LogW = =i+ (=2i) = —mi , mas
Log(Z?) = 27i = mi, pois (Z2) = (=D)? = i%.

Logo Log (Z.W) = Log (Z?) + (Log Z + Log W)

2) TomeZ = —-ieW =1, dal'% =—1lelog (%) = i, agora,

LogZ —LogW = —gi —gi = —mi, Log (%) #* LogZ —Log W.
4.5 Funcao Exponencial
4.5.1 Definicéo

A funcéo exponencial é a funcdo exp: C — C, dada por:

expZ = e’

Como |e?| =e*para todo Z=x+yi € C Z, vemos que exp Z #0 para todo
Z e C. Sdo validas as propriedades (3.2) e (3.4).

Uma outra propriedade importante da funcdo exponencial é que ela é periddica de
periodo 2mi, isto é, exp(Z + 271) = expZ paratodo Z e C.

Note que a funcdo exponencial complexa estende a funcdo exponencial real, pois:

e % = ¢*(coso + i sen 0) = e*.

Exemplo:
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A funcdo f(Z) = eZ transforma a reta vertical R = {Z e C |[ReZ = a } no circulo
C ={Z eC||Z| = e%} e transforma a reta horizontal S = {Z € C |ImZ = b} na semirreta

L={ZeC|Z=re?’comr > 0}.

Demonstragao:

Seja Z €C, ReZ = a. Assim, |f(Z)| = eR¢? = e? dai f(Z) €C, logo temos que
f(R) c C.

Agora fixamos W, € C e resolvemos a equacdo W, = e para Z em termos de W..
As solucbes sdo Z = Log|W, | + i(argW, + 2km) , k € Z.

Seja Z, umas dessas solucbes. Entdo, Z, € R, pois Re(Z,) = Log (W,), como
W, e C, temos que |W,|=C?* Portanto, Re(Z,) = Loge®ef(Z,) = W,.Assim,
W, € f(R).Entdo, C c f(R). Portanto f(R)=C.

Agora, dado w, € L, temos que Z, =Log|w,|+bi €S e f(Z,) =e? =
eloglwol+bi — ploglwol obi — |y, | (cosb + isen b) = w,, ouseja, f(Z,)=w,.

Assim, L < f(5).SeZ € S, entdo f(Z) = e? = eReZ elImZ = gReZ gbi ¢ |,

Logo f(Z) € L, dai f(S) c L. Portanto f(S) = L.

Grafico 8
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4.6 Fungdes Trigonométricas complexas

Paray € R, temos:
(Ne” =cosy+iseny
(I e ™ =cosy —iseny

Somando (1) e (1) temos:

: : e + e
eV +e™W =2cosy=>cosy= —
Agora subtraindo (I1) de () segue:

. . eV — e
eV —e ™V =2iseny > seny = >

Portanto, € natural definir a funcdo cosseno e a funcdo seno de uma variavel
complexa por:

eiz+e—iz eiz_ e—iz
cosZ = —— e senZ = Z—i(Z e C).

As demais quatro fungbes trigonométricas sdo definidas em termos das funcdes

~ . . Z 1 ~ .
cosseno e seno pelas relagBes usuais. Assim, tg Z = % esecZ = —, estao definidas

para Z e Ctal que cosz # 0, e cotg Z = <22 e cscZ = —— e estdo definidas para todo
senZ senz

Z e€C,tal que, senZ # 0. Note que as fungdes trigonomeétricas complexas estendem as

correspondentes funcdes reais. Pois, por exemplo:

ei(x+i0) + e—i(x+i0)

cos (x + io) = >
eix_l_e—ix
=
cos x + isenx + cosx — isenx
B 2
2C0SXx
= = CcoSX
2

As demais prova sdo feitas de modo analogo.

4.7 Proposicao
Temos que cosz = 0 se, e somente se, z =g+ kmcomk €ZesenZ =0, se, e

somente se, Z = kmr com k € Z. Os zeros do cosseno e do seno complexos séo os zeros do

c0sseno e do seno reais, respectivamente.
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Demonstragéo:
Sabemos que o cosseno hiperbdlico e o seno hiperbdlico de um nimero real y séo

e+ eY—eV

e_y
o €sen hy =

definidos por cos hy = , respectivamente. SejaZ = x + yi € C.

Entao,

ei(x+yi) + e—i(x+yi) e—y+ix + ey—ix
cosZ = cos(x + yi) = = =

2 2
e .(cosx +isenx)+eY(cosx —isenx)
- 2
e’ +e ™y | e¥ —e™
= CcOoS X (T) —isen (T)

Logo cosZ = cos (x + yi) = cos x.cos hy - i sen x.sen hy. Analogamente
obtemos:
senZ = sen (x + yi) = sen x cos hy + i cox.sen hy

Dai, cosZ =0 cosx.coshy =0 e senx.senhy =0. Como coshy >0 =

cosx = 0, ou seja, x = g + km, k € Z. Substituindo x = % em sen x.sen hy = 0 temos

sen x .sen hy = 0, como senx # 0temos sen hy =0 e y = 0. Portanto, cosZ = 0 se e

somente se Z = g + k.

Analogamente usando sen Z = sen (x + yi) = sen x .cos hy + i cosx .sen hy
demonstra-se que sen Z = 0. Se, e somente se, Z = km com k € Z.
A maioria das propriedades validas para as fungdes trigonométricas reais

permanecem validas no caso complexo. Por exemplo, temos a seguinte proposicao:

4.8 Proposicao
Para quaisquer Z,W € C, temos:
a) sen?Z —cos*Z =1
b) sen(-Z)=-senZ
c) cos(—Z) =cosZ
d) sen(Z+W) =senZ.cosW +cosZ.sen W
e) cos(Z+ W) =cosZ.cosW —senZ.sen W



Demonstragéo:
a) De fato,
2y ” elZ 4 g—iZ 2 elZ _ o-iZ 2
cos*Z —sen“Z =|\——| —|——| =
2 20
eZiZ + ZeiZ_e—iZ + e—ZiZ eZiZ _ ZeiZ.e—iZ + e—ZiZ
- 4 B 4
4 elZ o~iZ
b) De fato,
2 ei(=2) _ o-i(-2) ~ e-iZ _ oiZ ~
sen - 2i -T2
e-iZ _ oiZ
= — (2—l> = —sen/
c) De fato,
( Z) ei(—Z) + e—i(—Z) e—iZ + eiZ
coSs \— = = =
2 2
e—iZ + eiZ
= T =cosZ
d) De fato,
W(ZAW) _ o=i(Z+W)  QiZ iW _ (e—iz_e—iw)
sen(Z+W) = =
( ) 21 2i
Note que,
iz —-iZ
cosZ =2 +2e , e
. . eiZ_e—iZ _ eiZ_e—iZ
1senZ—l( > )— .
Dai,

. elZ 4 o=iZ 4 oiZ _ p=iZ
cosZ +isenZ = > =e

iz
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Logo,
plZ oW _ (p-iZ o—iW
sen(Z+W) = gi )

3 (cosZ + isenZ).(cosW + isenW) — (cosZ — isenZ).(cosW — isen W)
B 2i

_ 2isen Z.cosW + 2icosZsenW
B 2i
=senZ.cosW +cosZ +senW

ei(Z+W)+e—i(Z+W)

e)cos(Z+ W) = .

eiZ W 4 o=iZ o=iW
2

1 2
_(cosZ +isenZ).(cosW +isen W)+ (cosZ —isenZ).(cosW —isen W)
B 2

Note que,

(1) (cosZ +isenZ).(cosw +isen W)

_ cosZ.cosW + icosZ.senW +isenZ.cosW —senZ.sen W
B 2
(2) (cosZ —isenZ).(cosW —isen W)

_ cosZ.cosW — icosZ.senW +isenZ.cosW —senZ.sen W
B 2

Somando (1) e (2) temos

_ cosZ.cosW —senZ.sen W + cosZcos W —sen Z.sen W
B 2

_ 2(cosZ.cosW —senZ.sen W)

B 2

=cosZ.cosW —senZ.sen W

Portanto,
cos(Z +W)=cosZ.cosW —sen Z.sen W
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Entretanto, ha diferencas entre o caso real e 0 caso complexo. Por exemplo, sabemos
que as funcbes cosseno e seno sdo limitados em R.

De fato, |cos x| <0 e |sen x| <0 para todo x € R. Contudo elas ndo s&o limitadas

e V+e¥
2

__ e Y+ieY
2

em C, pois |Cos(yi)| = — 400, quando y — +oo,
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CONCLUSAO

Nesse trabalho nos propusemos a estudar os numeros complexos, suas diferentes
representacdes, propriedades e operacOes, apresentando definicdes, exemplos, teoremas e
demonstragdes, visto que € um assunto pouco explorado no ensino médio. E assim feito
este estudo, possibilitamos ao leitor ampliar seus conhecimentos apresentando em seguida

a definicdo de exponencial complexa, suas propriedades e algumas aplicacdes.



59

REFERENCIAS

COOLMAN, Robert. Euler’s Identity: 'The Most Beautiful Equation'. Live Science
Contributor | June 30, 2015. Disponivel em: http://www.livescience.com/51399-eulers-
identity.html. Acesso em: 5 de fevereiro de 2017.

D’AMBROSIO, Ubiratan. Euler, um matematico multifacetado. Revista Brasileira de
Historia da Matematica - Vol. 9 n o 17 (abril/2009 -setembro/2009) — pag. 13-31
Publicacdo Oficial da Sociedade Brasileira de Historia da Matematica. UNICAMP —
Brasil.

FERNANDEZ, Cecilia S. Estudo de algumas funcdes complexas de uma variavel
complexa: aspectos algébricos e geométricos. 2011.

GRANJA, Carlos Eduardo de Souza Campos. MELLO, Joseé Luiz Pastore. Olhando
novamente a identidade ei™ + 1 = 0. Revista do Professor de Matematica n. 78. Ano 30
—2012.

HONIG, Choing Samuel. Introducdo As Funcbes de uma Variavel Complexa. 6
Coloquio Brasileiro de Matematica. Pocos de Caldas, 1967.

IEZZI, Gelson. Fundamentos de Matematica Elementar 6: complexos, polinbmios,
equacoes. Atual, 2005.

LIMA, Elon Lages. Analise Real volume 1. 12 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2016.

SANTOS, Gabriel Tebaldi. Nameros Complexos. Fundamentos da Matematica. Fernando
Torres. UNICAMP — IMECC.



