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RESUMO

Nesta dissertacdo apresentam-se nogdes de Trigonometria/Geometria Esférica e
algumas de suas aplica¢gbes basicas. H4 uma necessidade de fazer o aluno construir
0 conhecimento através da experiéncia, e materiais concretos e softwares permitem
modificar, construir, fazer e desfazer figuras e objetos geométricos, o que pode facilitar
a compreensdo de conceitos abstratos da Matematica. Objetiva-se através de
pesquisa bibliografica, apresentar propostas de atividades sobre o tema
Geometria/Trigonometria Esférica, aplicar em sala de aula e fazer uma andlise dos
resultados. Foram elaboradas aulas para turmas de segundo ou terceiro ano do
Ensino Médio com propostas metodologicas e sequéncia didatica de aulas
simplificadas para o ensino da Trigonometria/Geometria Esférica. A partir dos
resultados da pesquisa, atestamos que o0 método utilizado pode surtir efeitos positivos,
dado que os discentes obtiveram bom desempenho no teste aplicado. O questionario
aplicado revela que os discentes se interessaram pelo tema e que a sequéncia
Concreto-Representacional-Abstrato (CRA) os auxiliou na compreenséo do contetdo.
Com a pesquisa verificamos a importancia do tema proposto, pois este possibilita ao
aluno ampliar seu conhecimento sobre uma Geometria ndo-Euclidiana bem como
aprofundar seus conhecimentos sobre Trigonometria. Conclui-se que é possivel fazer
um trabalho diferenciado com os alunos, no sentido de conduzir o aluno ao
conhecimento, o que pode ser feito de diversos modos. A sequéncia CRA possibilita
um caminho seguro a aprendizagem, mesmo sendo mais complexa do que
abordagens tradicionais.

Palavras-chave: Ensino de Matemética. Geometria Esférica. Trigonometria Esférica.
Sequéncia CRA.



ABSTRACT

In this dissertation we present notions of Trigonometry/Spherical Geometry and some
of its basic applications. We need to make the student construct knowledge through
experience, and concrete materials and software allow to modify, to construct, to make
and undo geometric figures and objects, which may facilitate the understanding of
abstract concepts of mathematics. We intend to elaborate bibliographical research,
present a proposal of activities on the topic of Geometry / Spherical Trigonometry,
apply in the classroom and make an analysis of the results. Were elaborated classes
for the second or third year of the high school with methodological proposals and
didactic sequence of simplified classes for the teaching of Trigonometry / Spherical
Geometry. From the results of the research, we confirmed that the method used can
have positive effects, since the students obtained good performance in the applied
test. The applied questionnaire reveals that the students were interested in the subject
and that Concrete-Representational-Abstract sequence (CRA) helped them in the
understanding of the content. With the research, we verified the importance of the
proposed theme, since this allows the student to expand his knowledge about an non-
Euclidean Geometry as well to increase his knowledge about Trigonometry. We
conclude that it is possible to do a differentiated work with the students, in order to lead
the student to knowledge, which can be done in different ways. The CRA sequence
provides a safe path to learning, even though it is more complex than traditional
approaches.

Keywords: Mathematics Teaching. Spherical Geometry. Spherical Trigonometry.
CRA sequence.
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1 INTRODUCAO

A Trigonometria € um topico primeiramente visto, ainda que de modo
introdutério, no nono ano do Ensino Fundamental e de acordo com o curriculo atual
do Ensino Médio, tratado com mais profundidade em turmas de segundo ou terceiro
ano, em que normalmente segue-se a sequéncia didatica: Trigonometria no tridangulo
retangulo, relagbes entre triangulos retangulos semelhantes, razdes e circunferéncia
trigonométrica, arcos e angulos, lei dos senos, lei dos cossenos, fungdes,

transformacg6es, equacgdes e inequagdes trigonométricas.

A Trigonometria € uma das partes da Matemética que ndo costumam trazer
grande entusiasmo aos estudantes, talvez devido ao modo excessivamente formal
como é colocada, mas é possivel despertar o interesse do aluno para este que &, na
opinido do autor, um dos mais fascinantes topicos da Matemética. O néo
entendimento dos discentes &, entre outros motivos, devido ao fato de a maioria ndo
ter amplo dominio da &lgebra necessaria, como fatoracdes, simplificacdes, divisbes,

expansoes etc.

Faz-se necessario uma tentativa de desmistificar este ramo da Matematica, e
fazé-lo mais agradavel de modo a motivar o aluno a sua compreenséo. Neste sentido,
esta dissertacd@o pretende fornecer um referencial tedrico e uma proposta didatica ao
professor do Ensino Médio que pretenda dar um aprofundamento as suas aulas ou ao
menos enriquecé-las levando ao aluno a conhecer algumas nogdes de Trigonometria
Esférica e algumas de suas aplicacfes bésicas, como o célculo da menor distancia
entre dois pontos na superficie terrestre, a resolugdo de triangulos esféricos e o
calculo de areas de triangulos esféricos. Serdo elaboradas, para este propoésito, aulas
para turmas de segundo ou terceiro ano do Ensino Médio com propostas
metodoldgicas e sequéncia didatica de aulas simplificadas para o ensino da

Trigonometria/Geometria Esférica, que mostrem o que ha de essencial neste assunto.

O presente trabalho pretende ser um texto introdutério ao estudo da
Trigonometria Esférica e entrar sutiimente no campo das Geometrias nédo euclidianas,
mais especificamente da Esférica. A forma do planeta Terra denomina-se geoide, mas

pode-se considera-la aproximadamente uma esfera. Os alunos do Ensino Médio
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deparam-se na Geografia com o estudo dos paralelos e dos meridianos terrestres,
que requerem conhecimentos de Trigonometria Esférica. Entdo, um aprofundamento
no estudo deste ramo da Matematica pode levar o estudante a um entendimento de
topicos como o Sistema de Posicionamento Geografico, Navegacdo e Astronomia de

Posigcéo, o que nos mostra seu grau de importancia em diversas ciéncias.

O ensino da Trigonometria deve-se pautar em duas dire¢cdes bésicas: o
algebrismo e as aplicacdes. Apesar deste ramo da Mateméatica ter inumeras
aplicagcdes em outras ciéncias, o que, evidentemente, enriquece 0 ensino e atrai as
atengOes, ainda se faz necessério ter dominio das manipulag6es algébricas. Neste
trabalho a abstracéo se faz presente nas deduc¢des das formulas, que sédo necessarias
para a resolugéo de triangulos esféricos. O uso dessas formulas serd apresentado no

apéndice A.

Esta dissertacdo inicia-se apresentando a justificativa, os objetivos, a
metodologia da pesquisa, uma breve explanacédo da metodologia em sala de aula e
um resumo da Histéria da Trigonometria. No segundo capitulo entra-se no referencial
te6rico matematico, em que apresentam-se as definicdes, propriedades,
demonstragdes, teoremas, proposi¢cdes, que sédo as bases para as aplicacbes da

Trigonometria Esférica.

No terceiro capitulo, desenvolve-se a proposta metodologica. Sugere-se a
abordagem Concreto-Representacional-Abstrato (CRA), a qual se baseia nos
estagios de representacdo enativa, iconica e simbdlica, propostos pelo psicélogo
Jerome Bruner. Explana-se sobre o uso em sala de aula de materiais concretos e do
software Geogebra, os quais s&o usados para cobrir, respectivamente, as partes
concreta e representacional da sequéncia CRA. Na parte abstrata da sequéncia CRA
propdem-se alguns problemas sobre navegagdo maritima. No quarto capitulo
apresenta-se uma sequéncia de atividades objetivando levar do concreto ao abstrato,
passando pelo representacional. S&o quatro atividades envolvendo materiais
concretos, quatro usando o Geogebra e trés de aplicagcdo. O capitulo cinco contém
uma aplicagéo de atividades em sala de aula, em que se exploram as trés fases da
sequéncia CRA e ao final os alunos foram submetidos a um teste e a um questionario,

cujos dados foram posteriormente analisados.
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No capitulo seis séo feitas as consideracdes finais a respeito deste trabalho,
ressaltando-se a importancia do tema Trigonometria/Geometria Esférica. E, ao final
da dissertacdo apresenta-se o apéndice A, que versa sobre o uso das quatro féormulas
fundamentais da Trigonometria Esférica e sobre resolugéo de triangulos esféricos, o
apéndice B que apresenta as funcionalidades bésicas do Geogebra e o apéndice C,

com o teste e o questionario.

1.1 JUSTIFICATIVA

Esta dissertacdo provéem da necessidade de o professor dar uma aplicabilidade
ao extenso contetido da Trigonometria do Ensino Médio, dessa forma despertando no
estudante a curiosidade de saber mais sobre Matemética. A opcao pela Trigonometria
Esférica deu-se pelo fato de esta ter diversas aplicagdes praticas que os alunos do
Ensino Médio podem entender, desde que tenham conhecimentos razoaveis da

Trigonometria Plana, que é a base para sua compreenséo.

Normalmente o ensino de Trigonometria comega com as definicbes das razdes
trigonométricas, depois exploram-se relagbes entre essas razfes, e em seguida 0s
alunos deparam-se com uma “enxurrada” de férmulas e expressbes, que
aparentemente e inicialmente ndo fazem sentido algum para eles. Neste momento o
professor tem o desafio de usar uma metodologia que faca aquele contetdo adquirir
um significado para o estudante. E muito comum os professores focarem na resolugéo
dos triangulos e, sem ter claras motivagdes, introduzirem um grande numero de
formulas, calculos de expressdes trigonométricas, resolucdo de inumeros tipos de
equagodes e inequagdes. Os exemplos de aplicagbes praticas da Trigonometria séo,
por conseguinte, rebaixados para o final do percurso, quando € dificil recuperar uma

relagdo positiva do estudante com esta area da Matemética.

Através do estudo da Trigonometria/Geometria Esférica no Ensino Médio pode-
se facilitar a compreenséo de temas da Geografia, como o sistema de coordenadas
terrestres, o sistema de posicionamento global (GPS), para o qual é necessério
compreender conceitos relacionados ao globo terrestre, como os paralelos e

meridianos, polos, angulos de latitude e longitude. E também € necesséria a propria

17



Matematica como instrumento que permite interessantes aplicagfes a outras areas do

conhecimento, como a Navegacéao, Astronomia e a Topografia.

Esta proposta de atividades, com Geometria e Trigonometria Esférica pode
encontrar algum tipo de objecédo por parte de professores, que podem incluir
argumentos do tipo: “Por que ensinar Geometria/Trigonometria Esférica se os alunos

sequer aprendem a plana?” Ou, “ isso € muito avancado para alunos do ensino
bésico”. Ou ainda, “o curriculo j& esté cheio”. Estes ndo sdo argumentos validos, pois
0 ensino ndo deve pautar-se em niveis exclusivamente medianos e, como pode-se
constatar neste trabalho dissertativo, a Geometria Esférica é tdo importante quanto a
Geometria plana. A diferenca é que as pessoas estdo mais familiarizadas com a
segunda. Quanto ao curriculo, este possui alguns conteddos que sdo bem mais

abstratos e dispenséaveis.

E de suma importancia que o professor tenha um conhecimento que transcende
a Matematica e se evade em dire¢do a outras ciéncias. E importante que este traga
para a sala de aula aplica¢des que séo de fora da Matemética, para diminuir o caréater
excessivamente abstrato que domina o ensino de tal ramo do conhecimento.
Aplicacbes as outras ciéncias podem servir de elementos motivadores, visto que o
aluno pode demonstrar um interesse maior devido ao fato de ele saber que tem uma

aplicacéo pratica, uma utilidade.

1.2 METODOLOGIA DA PESQUISA

A metodologia de pesquisa neste trabalho académico é a pesquisa bibliogréafica
e a pesquisa de campo. A pesquisa bibliografica realizou-se pela andlise de revistas,
livros, apostilas, dissertagfes de mestrado, além de trabalhos publicados na internet
disponiveis em sitios especificos de Matemética. Esse material de consulta,
referenciado ao final desta dissertacdo, foi submetido a andlise pormenorizada,
comparagdao, selecdo de informagdes visando obter o arcabou¢o de conhecimento
necessario a elaboracéo deste trabalho e a uma explanagéo didatica do conteudo.
Partindo-se da experiéncia do professor elaborador, também se expdem sugestdes

didaticas ao professor leitor bem como se explicitam possiveis dificuldades
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encontradas pelos alunos ao pleno entendimento. Dois pontos de referéncia séo
fundamentais na busca de uma metodologia eficiente: a continuidade com
conhecimentos e competéncias adquiridos em anos anteriores e a atengdo para que
os alunos percebam a utilidade do que eles estéo estudando. A pesquisa de campo,
consistiu da aplicacdo de sequéncia de atividades a alunos do terceiro ano uma escola
publica e posteriormente se realizou uma analise de dados que foram obtidos através

de teste e questionario.

1.3 METODOLOGIA EM SALA DE AULA

Dinamizar o ensino de Matematica é necessario para que esta possa atingir
com maior eficiéncia seu objetivo, que é fazer os alunos entenderem o contetdo
ensinado, de tal modo que estes possam usar esses conhecimentos na sociedade;
sendo que, para isso o professor deve se utilizar de diversos métodos e estratégias
para que possam atingir uma parcela maior de alunos e ndo apenas aos poucos gue

obtém bons resultados pelo método tradicional.

Analisando-se os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (1997, p.19-20), na area

de Matematica, no Ensino Fundamental, verificam-se alguns principios, entre eles:

1. A Matematica é componente importante na construcdo da cidadania, na
medida em que a sociedade se utiliza, cada vez mais, de conhecimentos
cientificos e recursos tecnoldgicos, dos quais os cidadaos devem se
apropriar.

2. Recursos didaticos como jogos, livros, videos, calculadoras,
computadores e outros materiais tém um papel importante no processo de
ensino e aprendizagem. Contudo, eles precisam estar integrados a situacfes
gue levem ao exercicio da analise e da reflexdo, em Ultima instancia, a base
da atividade Matematica. (BRASIL, 1997, p.19-20)

Tendo em vista os PCN, esta obra segue abordagens metodoldgicas distintas,
objetivando possibilitar melhor compreenséo por parte do aluno e também possibilitar

ao professor dinamizar sua aula.

Sugere-se ao professor o uso da abordagem Concreto-Representacional-
Abstrato, a qual seguira trés linhas distintas de trabalho: Primeiramente o professor

pode desenvolver com os alunos atividades relacionadas & Trigonometria Esférica
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usando materiais concretos, visando & apreenséo de conceitos basicos do conteudo.
Posteriormente, para auxiliar na representacdo de elementos da
Trigonometria/Geometria Esférica e na verificacdo de propriedades, o professor faz
uso do software de Geometria dindmica Geogebra, que além de ser intuitivo e de facil
aprendizado, permite, com o0 uso de construgdes geomeétricas, expor 0s conceitos
geométricos envolvidos de um modo mais atrativo ao aluno. Por ultimo, segue-se para
uma abordagem abstrata da Trigonometria com uma aplicagdo a navegacéo. E nesta
Ultima etapa faz-se necesséario maior esforco de abstracdo, como a compreenséo de
elementos da Geometria do globo terrestre e suas relagbes com a Lei dos cossenos

esférica.

1.4 UM RESUMO DA HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

As origens da Trigonometria na Grécia Antiga sdo incertas, pois nao se
disp6em das obras daqueles que deram os primeiros passos na criacdo dessa
disciplina, mas se sabe que esta surgiu como uma necessidade da Astronomia, a
primeira das ciéncias exatas a se beneficiar da Matemética, da Agrimensura e da
Navegacao. Diversos problemas, inicialmente complicados podem ser facilmente
resolvidos por Trigonometria, inclusive, alguns problemas entraram para a Historia da

Matematica®.

A Trigonometria durante séculos tem sido um instrumento eficaz para se efetuar
medidas na superficie terrestre e celeste. Astrbnomos, por meio de raciocinios
trigonométricos engenhosos, conseguiram feitos grandiosos, como determinar o raio
terrestre, a distancia da Terra a Lua, a distancia da Terra ao Sol etc. Pode-se conceber
a Trigonometria Esférica como uma aplicagdo da plana, visto que sua esséncia
encontra-se no entendimento e uso das aplicagbes das razdes seno, cosseno,

tangente, cotangente, secante e cossecante.

A palavra Trigonometria tem sua origem em duas palavras da lingua grega:

“trigone”, que significa triangulo e “metron” que significa medida. Apesar da derivagéo

1 Ver http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_trigonometria.htm
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desta palavra parecer restringir o estudo somente a triangulos, a Trigonometria
abrange muitas outras investigagdes envolvendo angulos. A Trigonometria tem seu
nascimento a partir de necessidades préaticas dos astrdnomos da antiguidade, de
diversas civilizagbes, como babilénios, indianos e gregos, observando-se que
naqueles tempos, ndo havia distingdo entre Astronomia e Astrologia, e que esses
conhecimentos eram utilizados para ler os céus e, deste modo traduzir a natureza e

fazer previsdes. Segundo o mateméatico e professor Ubiratan d’Ambroésio:

[...] Asideias Matematicas comparecem em toda a evolu¢ao da humanidade,
definindo estratégias de acdo para lidar com o ambiente, criando e
desenhando instrumentos para esse fim, e buscando explicagBes sobre os
fatos e fendmenos da natureza e para a propria existéncia. Em todos os
momentos da histéria e em todas as civilizacdes, as ideias Matematicas estédo
presentes em todas as formas de fazer e de saber.

(D'’AMBROSIO, 1999, p.97)

Ainda segundo Ubiratan d’Ambrosio:

As préticas educativas se fundam na cultura, em estilos de aprendizagem e
nas tradicbes e a histéria compreende o registro desses fundamentos.
Portanto, é praticamente impossivel discutir educacdo sem recorrer a esses
registros e a interpretacdes dos mesmos. Isso é igualmente verdade ao se
fazer o ensino das varias disciplinas. Em especial da Matematica, cujas raizes
se confundem com a histdria da humanidade.

(D’AMBROSIO, 1999, p.97)

Ao contrario do viés adotado nos livros didaticos a Trigonometria,
historicamente, foi construida para calculos sobre o circulo e ndo sobre tridngulos.
Abaixo, tem-se alguns fragmentos de texto do site da Universidade de S&o Paulo

(USP), http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_Trigonometria.htm, sobre alguns fatos

importantes da historia deste ramo da Matemética:

E possivel encontrar problemas envolvendo a cotangente no Papiro
Rhind e também uma notavel tdbua de secantes na tabula cuneiforme
babil6nica Plimpton 322.

e O astrébnomo Hiparco de Nicéia, por volta de 180 a 125 a.C., ganhou o
direito de ser chamado "o pai da Trigonometria" pois, na segunda metade
do século Il a.C., fez um tratado em doze livros em que se ocupou da
construgdo do que deve ter sido a primeira tabela trigonométrica,
incluindo uma tdbua de cordas.

e Outro matematico grego, Menelau de Alexandria, por volta de 100 d.C.,
produziu um tratado sobre cordas num circulo, em seis livros, porém
varios deles se perderam. Felizmente o seu tratado Sphaerica , em trés
livros, se preservou numa versdao arabe e € o trabalho mais antigo
conhecido sobre Trigonometria Esférica.

e Entretanto, a mais influente e significativa obra trigonométrica da

Antigiiidade foi a Syntaxis mathematica, obra escrita por Ptolomeu de

Alexandria que contém 13 livros. [...] Mais tarde na Arabia o chamaram

de Almajesto, e a partir de entdo a obra é conhecida por esse nome.

Mostrando a mesma influéncia babildnica apresentada por Hiparco,
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Ptolomeu dividiu a circunferéncia em 360 partes e o didametro em 120
partes. Usou 377/120 como aproximacao para o numero p (pi)

e O primeiro aparecimento real do seno de um angulo se deu no trabalho
dos hindus. Aryabhata, por volta do ano 500, elaborou tabelas
envolvendo metade de cordas que agora realmente séo tabelas de senos
e usou jiva no lugar de seno. Esta mesma tabela foi reproduzida no
trabalho de Brahmagupta, em 628, e um método detalhado para
construir uma tabela de senos para qualquer angulo foi dado por
Bhaskara em 1150.

e Os capitulos do livro de Copérnico, mostrando toda a importancia da
Trigonometria para a Astronomia, foram publicados em 1542 por
Rheticus. Este também produziu tabelas importantes de senos e
cossenos que foram publicadas apés a sua morte.

O desenvolvimento da Trigonometria também possibilitou o aperfeicoamento
da Cartografia. Alguns dos primeiros desenhos de mapas sao do livro Geografia de
Ptolomeu, que mais tarde também foi chamado de Cosmografia. As aplica¢des atuais
da Trigonometria sédo das mais variadas: Acustica, Optica, Meteorologia, Geodésia,

Cartografia etc.

22



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 TRIGONOMETRIA/GEOMETRIA ESFERICA: CONCEITOS INICIAIS

A Trigonometria Esférica investiga as relagfes existentes entre as partes de um
triAngulo esférico. Por conveniéncia, véarias definicbes e teoremas da Geometria

Esférica estdo presentes nesta dissertacao.

2.1.1 Esfera

Esfera é um sélido geométrico formado por uma superficie continua e fechada,
cujos pontos estao equidistantes de um outro fixo e interior chamado centro (ver figura
1).

Figura 1 - Esfera

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.2 Circulo méaximo

A secdo na superficie de uma esfera feita por um plano é um circulo maximo
se esse plano passa pelo centro da esfera e um circulo menor ou pequeno, se ndo

passa pelo centro de uma esfera (ver figura 2).

23



Figura 2 — Circulos menor e maximo

maximo

\

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.3 Distancia esférica

Dados dois pontos em uma esfera, hd um Unico circulo maximo que os contém
e a distancia esférica entre esses pontos é definida como sendo a medida do menor
dos dois arcos de circulo maximo por eles definidos (ver figura 3).

Figura 3 — Distancia esférica

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.4 Polos

A cada circulo na superficie esférica estdo associados dois pontos
diametralmente opostos, que denominam-se polos. Sendo o segmento formado por
esses pontos perpendicular ao plano que contém o circulo e observando-se que

existem infinitos circulos com os mesmos dois polos representados (ver figura 4).
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Figura 4 - Polos

olo

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.5 Angulo diedro

E a reunido de dois semiplanos de mesma origem ndo contidos num mesmo
plano. A origem comum dos semiplanos é a aresta do angulo diedro e os dois

semiplanos séo suas faces (ver figura 5).

Figura 5 — Angulo diedro

Y-

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.6 Triedro

E a figura geométrica formada por trés faces que s&o delimitadas por trés
semirretas que tém origem em um mesmo ponto do espacgo, o qual denomina-se
vértice (ver figura 6). As semirretas passam pelos pontos de um tridangulo que esta

contido em um plano que nédo passa pelo vértice.
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Figura 6 - Triedro

Fonte: Elaborada pelo autor

Na figura acima, V é o vértice e a, b e ¢ sdo as arestas e aVb, aVc e bVc sao

as faces do triedro.

2.1.7 Tridngulo esférico

Deve-se considerar trés pontos sobre uma esfera (ver figura 7). Define-se um
triangulo esférico como sendo a regido interna (convexa) da superficie de uma esfera
delimitada por trés arcos de circulos maximos definidos pelos pontos dados (ver figura
7 b, c e d). Os lados do triangulo séo os trés arcos menores definidos pelos pontos
dados e, conforme sera visto adiante, os trés angulos formados pela interseccéo dos

lados séo os angulos do triangulo.

Figura 7 — Construcéo de um triangulo esférico

a) b) c) d)

S

Fonte: Elaborada pelo autor

Se um angulo triedro tem seu vértice no centro de uma esfera, as faces planas
intersectam a superficie da esfera em arcos de circulo méximo que formam um

triAngulo esférico (ver figura 8).
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Figura 8 — Triedro e esfera

Fonte: Elaborada pelo autor

Define-se o angulo entre dois lados do triangulo esférico como sendo o angulo
entre as tangentes dos arcos no ponto de intersegéo, de tal modo que o arco e a reta

tangente sejam coplanares. Na figura 9 vé-se que o angulo no vértice B (GBH) é
definido pela intersecédo da reta tangente ao arco AB no ponto B e da reta tangente

ao arco BC que passa por B.

Figura 9 — Angulo do triangulo esférico

Fonte: Elaborada pelo autor

Um angulo do triangulo esférico também pode ser definido pelo angulo diedro
correspondente, veja a figura 10.
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Figura 10 — Angulo do triangulo esférico

Fonte: Elaborada pelo autor

Os lados de um triangulo esférico tém medidas correspondentes aos angulos

de face do angulo triedro (ver figura 11).

Figura 11 — Lado do tridngulo esférico

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.8 Classificagao dos tridngulos esféricos

Podem-se classificar os triangulos esféricos quanto aos dngulos em obliquos,
gue sdo os que ndo possuem angulos retos e em triangulos retangulos, que séo os

gue possuem ao menos um angulo reto:

e Triangulo retangulo é o que possui um angulo de medida igual a 90°;
e Triangulo birretangulo é o que possui dois angulos de medidas iguais a 90°;

e Triangulo trirretangulo € o que possui os trés angulos de medidas iguais a 90°.

Nesta dissertacdo ndo foi realizado um estudo especifico de triangulos

retangulos, o que pode ser encontrado em Frank Ayres Junior, (1973) (ver lista de
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obras consultadas), mas podem ser aplicadas as resolugbes para triangulos

quaisquer, considerando os angulos retos nas férmulas que foram deduzidas.
Também podem-se classificar os triangulos esféricos segundo os lados:

e Triangulo retilatero é o que possui um lado de medida igual a 90°;
e Tridngulo birretildtero é o que possui dois lados de medidas iguais a 90°;

e Triangulo trirretilatero é o que possui os trés lados de medidas iguais a 90°.

2.1.9 Triangulo polar

Dado um tridngulo esférico ABC com lados a, b e ¢, cada um desses lados
pertence a uma circunferéncia maxima, que por sua vez define dois polos na esfera.
Cada circunferéncia maxima divide a esfera em duas semiesferas sendo que os polos
que serdo vértice do triangulo polar serdo os que pertencem a mesma semiesfera que

contém o triangulo ABC (ver figura 12).

Por exemplo, o lado a divide a esfera em duas semiesferas: uma que contém
o triangulo ABC e outra que ndo. O lado a pertence a uma circunferéncia maxima que
define dois polos na esfera, sendo que o polo que é vértice do triangulo polar é aquele

que pertence a semiesfera que contém o triangulo ABC.

Chamando-se os vértices do triangulo polar de A’, B’ e C'. O tridangulo A’'B'C’ é
denominado polar do triangulo ABC e, analogamente o triangulo ABC € polar do
triangulo A'B’C’. O triangulo polar também é denominado suplementar, pois obedecem

as seguintes relacoes:

A+a'=180° A'+a=180°
B+b'=180° B'+b=180° 1)
C+c'=180° C'+c=180°
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Figura 12 — Tridngulo polar

B

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.10 Teorema da desigualdade triangular em triedros

Em todo angulo triedro a medida de qualquer angulo de face € menor que a
soma e maior que a diferenca das medidas dos outros angulos de face?.

Demonstracdo: Considere a, b e ¢ as medidas das faces do triedro que
correspondem, respectivamente aos angulos BOC, AOC, AOB, e tal que b > a > ¢ (ver
figura 13).

Marcam-se os pontos P e R nos segmentos OA e OC, respectivamente.

No segmento PR, marca-se o ponto M, tal que os angulos MOR e BOC tenham
mesma medida a, o que implica que POM tera medida b — a.

Em OB marca-se Q, tal que os segmentos OQ e OM tenham mesma medida.

Deve-se observar que os triangulos ORQ e ORM séo congruentes pelo caso

lado-angulo-lado. Pela condicdo de existéncia de um triangulo plano tem-se que

2 Demonstracdo conforme INSTITUTO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES. Geometria: una vision de la
estereometria. Lima-Peru: Lumbreras Editores, 2012.
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PM + MR < PQ+RQ )

Figura 13 — Triedro e angulos de face

Fonte: Elaborada pelo autor; Adaptada de INSTITUTO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES

Devido a congruéncia dos triangulos ORQ e ORM, os segmentos MR e RQ tém

mesma medida. Logo

PM < PQ (3

Nos triangulos POM e POQ (ver figura 14), como PM<PQ, tem-se que

Figura 14 — Triangulos POM e POQ

0o
0 "

A A

Fonte: Adaptado de INSTITUTO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES

b—a<c (4)

b<a+c (5)

Analogamente, tem-se
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a<b+c (6)
0 que implica que
a-c<b (7)

Concluindo em

la—c<b<a+c| (8)

2.1.11Teorema da desigualdade triangular na esfera

Em todo triangulo esférico a medida de qualquer lado € menor que a soma e

maior que a diferenga das medidas dos outros lados.

la—c<b<a+c| 9)

Demonstracéo: E consequéncia do teorema anterior, pois em um tridngulo esférico os

lados séo dados pela medida da face do triedro correspondente.

2.1.12 Teorema da soma das medidas dos angulos das faces de um triedro

A soma das medidas dos angulos das faces de um angulo triedro qualquer é

maior do que 0° e menor do que 360°.

Demonstragao:

Figura 15 — Triedro e soma dos angulos de face

Fonte: Elaborada pelo autor; Adaptada de INSTITUTO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES
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Considere o triedro O-ABC (ver figura 15), em que os angulos de face a, b, c

correspondem, respectivamente a BOC, AOC, AOB. Marque os pontos P, Q e R.

Observe que ha trés triangulos (BOC, AOC e BOC) com vértice O e que a soma das
medidas de seus angulos internos é 3x180°, ou seja,

AOB-+BOC+COA+(OAB-+OAC) + (OBA+OBC) +(OCA+OCB) =540°  (10)

Pelo teorema anterior, tem-se que

B+ GIC > BAC an
OBA+OBC > ABC (12)
OCA+OCB > ACB a5
Entao,
AOB+BOC +00A+BAC + ABC + ACB <540° (14)
ou ainda
@+B/OTZ+@<540°—(§AE+A/BE+A/\C\B) (15)
Como
BAC+ABC+ACB=130 (16)
obtem-se
AOB-+BOC+COA<5A0°—180° (17)
AOB+BOC +00A< 30 (18)
|0°<a-+b+c<360°) (19)

2.1.13 Teorema da soma das medidas dos lados de um triangulo esférico

A soma das medidas dos lados de um triangulo esférico qualquer é maior do
que 0° e menor do que 360°.

|0°<a+b+c<360°) (20)
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Demonstracdo: E consequéncia do teorema anterior, pois em um triangulo
esférico as medidas dos lados sdo dadas pelas medidas das faces do triedro

correspondente.

2.1.14 Teorema da soma das medidas dos angulos do triangulo esférico

Em todo tridngulo esférico a soma das medidas dos seus trés angulos é maior

do que 180° e menor do que 540°.

Demonstracdo: Sejam ABC um tridngulo esférico dado e A'B'C’, o seu

triangulo polar. Tem-se o seguinte:

A+a'=B+b'=C+c' =180 (21)
e somando obtem-se
A+B+Cra+hic' =540° (22)
Como
a'+b'+c'>0° (23)
se conclui que
A+B+C <540 (24)

Por (20), temos que
a+b'+c'<360° (25)
0 que implica em

A+B+C>180 (26)

Portanto, de (24) e (26), concluimos:

180°< A+ B+C <540° (27)
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2.2 COMPARATIVOS ENTRE A GEOMETRIA PLANA E A ESFERICA.

Na Geometria Esférica as figuras geométricas, como segmentos e poligonos
nao sao representadas sobre o plano, mas sobre a esfera, o que leva a propriedades
diferentes da Geometria Euclidiana. Aceitemos sem demonstra¢ao que, na superficie

esférica, a menor distancia entre dois pontos é um arco de circunferéncia.
Da Geometria Plana tém-se os cinco postulados de Euclides®:

i. Umsegmento de reta pode ser tragado unindo dois pontos quaisquer;
ii. Pode-se prolongar um segmento de reta em uma reta infinita;
iii.  Pode-se descrever um circulo com qualquer segmento de reta, sendo o centro
uma das extremidades do segmento;
iv. Todos os angulos retos sdo congruentes;
v. Dados uma reta e um ponto, existe somente uma paralela a reta dada que

passa pelo ponto.

O quinto postulado, quando alterado, da origem a Geometrias ndo-euclidianas.
Por exemplo: dados uma reta e um ponto, ndo existe uma paralela a reta dada que
passa pelo ponto ou ainda, existem infinitas paralelas. Os fundamentos da
Trigonometria Esférica, ainda que tenham surgido antes do desenvolvimento das
Geometrias ndo euclidianas, mantém grande correlacdo com esta, visto que a
Trigonometria Esférica pode ser vista como um instrumento da Geometria Esférica. O
surgimento das Geometrias nédo-euclidianas se deu com Bolyai e Lobachevsky no
século XIX e representou uma ruptura com os fundamentos da Geometria Euclidiana.
Sobre isto, o seguinte trecho dos Parametros Curriculares Nacionais é bastante

elucidativo:

[...] fruto da criacao e invengcdo humanas, a Matematica ndo evolui de forma
linear e logicamente organizada. Desenvolve-se com movimentos de idas e
vindas, com rupturas de paradigmas. Frequentemente um conhecimento é
amplamente utilizado na ciéncia ou na tecnologia antes de ser incorporado a
um dos sistemas légicos formais do corpo da Matematica. [...] Uma instancia

importante de mudanca de paradigma ocorreu quando se superou a visao de

% Ver: SANTOS, Almir Rogério Silva; VIGLIONI. Humberto Henrique de Barros. Geometria Euclidiana
Plana. Sergipe: UFS, 2011. Disponivel em:
http://professor.ufop.br/sites/default/files/santostf/files/geometria_euclidiana plana.pdf
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uma Unica Geometria do real, a Geometria Euclidiana, para aceitacdo de uma

pluralidade de modelos geométricos, logicamente consistentes, que podem
modelar a realidade do espaco fisico”. (BRASIL,1998, p. 24)

No quadro 01 séo realizadas algumas comparagfes entre a Geometria

Euclidiana e a Geometria Esférica, esses fatos matematicos serdao explorados tanto

nas atividades quanto na aplicacdo em sala de aula. Esses fundamentos da

Geometria Esférica sdo essenciais para a compreenséo de aspectos mais complexos

da trigonometria, sendo que estas duas areas séo intrincadamente relacionadas e

dependentes.

Quadro 01: Comparativo entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica

PROPOSICAO GEOMETRIA GEOMETRIA ESFERICA
EUCLIDIANA
Paralelas Sempre existem N&o existem

Por dois pontos passam:

Uma reta;

Um circulo maximo e se os
pontos forem antipodas
(polos), uma infinidade de
circulos maximos;

O caminho mais curto ligando

dois pontos na superficie

No plano é um segmento de

reta

Na esfera € um arco de circulo
maximo

Soma das medidas dos angulos

de um triangulo;

Constante e igual a 180°;

Variavel, maior do que 180° e

menor do que 540°;

Soma das medidas dos lados;

Sem proposicao equivalente;

Menor do que 360°;

Ao maior lado do triangulo se

opde 0 maior angulo;

A proposicao é valida;

A proposicao é valida;

Num tridngulo, a soma das
medidas de dois lados é
sempre maior do que a medida

do terceiro lado;

A proposicao é valida;

A proposicao é valida;

Dois tridangulos com 0s mesmos

angulos;

Nem sempre sio congruentes;

S&0 sempre congruentes.

Fonte: Elaborado pelo autor

2.3 FORMULAS BASICAS DA TRIGONOMETRIA ESFERICA E SUAS

DEMONSTRACOES
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Ainda que as novas tendéncias educacionais tenham abandonado a énfase no

rigor matematico, desta forma deixando a Matematica menos formal e despertando o

interesse de uma quantidade maior de estudantes, continua sendo necessario que as

demonstragbes mais simples sejam apresentadas, pois estdo ao alcance do

entendimento dos alunos, entretanto deve-se evitar provar obviedades. Argumento

convincente, neste sentido, é encontrado no livro A Matematica do Ensino Médio

volume 1:

Provar o 6bvio transmite a falsa impressao de que a Matematica € inutil. Por
outro lado, usar argumentos elegantes e convincentes para demonstrar
resultados inesperados é uma maneira de exibir sua forca e beleza. As
demonstracfes, quando objetivas e bem apresentadas, contribuem para
desenvolver o raciocinio, o espirito critico, a maturidade e ajudam a entender
0 encadeamento das proposi¢cdes Matematicas. (LIMA, 1998,p. 29).

Este rigor das demonstracdes faz parte da esséncia da Matemética e

possibilita aos alunos compreenderem os fundamentos do raciocinio matematico.

Garbi Gilberto em seu livro, C.Q.D., diz:

E inegavel que submeter principiantes a aridas demonstracdes sobre temas
excessivamente abstratos, utilizando ndo raro uma linguagem peculiar e
pedante, como se fazia no passado, certamente produz efeitos traumaticos.
Muitas pessoas detestam a Matematica, julgam-se incapazes de aprendé-la
e afastam-se dela exatamente devido a isso. Mas parece-me também um
grave erro perder-se qualquer oportunidade que surja de se ensinar os jovens
a deduzir por meio de raciocinio l6gico algumas férmulas importantes e
simples. (GARBI, 2010, p.10).

Tendo em vista as justificativas expostas acima, esta etapa da dissertagéo se

inicia-se apresentando as demonstracdes das principais formulas da Trigonometria

Esférica, as quais serdo usadas para a obtencao de expressdes mais diretas para 0os

casos de resolugéo de triangulos esféricos. Ao professor é sugerido fazer em sala de

aula, a seu critério, as demonstragdes que julgar necessarias. Far-se-4 as seguintes

demonstragdes neste tdpico (2.3):

Lei dos Cossenos Esférica para os lados;
Lei dos Cossenos Esférica para os angulos;
Lei dos Senos Esférica;

Foérmula das cotangentes.

A Lei dos Cossenos Esférica para os lados também é chamada de formula
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2.3.1 Lei dos Cossenos Esférica relativa aos lados

Em qualquer triangulo esférico, o cosseno de qualquer lado € igual ao produto
dos cossenos dos outros dois lados, somado ao produto dos senos desses lados

multiplicado pelo cosseno do angulo por eles formado.

Demonstracao: Considere o seguinte triedro O-ABC (ver figura 16), que € parte

de uma esfera de raio AO unitario.

Figura 16 — Triangulo esférico e Lei dos Cossenos Esférica

Fonte: Elaborada pelo autor

Tem-se que o segmento AM é tangente ao arco ABemAeo segmento AN é

tangente ao arco AC em A, sendo que o angulo esférico A corresponde ao angulo

diedroMAN . E o angulo N/[]\\| tem medida correspondente ao lado a do triangulo
esférico. OA € umraio da esfera, o que implica que OA € perpendicular aos segmentos
AM e a AN. Suponha-se que os lados a, b e c sdo menores que 90°. Aplicando-se a
Lei dos Cossenos aos triangulos OMN e AMN, obtém-se

MN? =0M? +ON 2 20MON.cosMON (28)
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MNZ =AM? + AN2 -2 AMAN.cosMAN (29)
Subtraindo as expressdes (28) e (29), obtém-se
0=(OM? — AM?) + (ON? — AN?) —2OMON. cosMON + 2.AM.AN.cosMAN ~ (30)
Aplicando o teorema de Pitdgoras aos triangulos MOA e NAO, tem-se
OM? — AM? = OA? (31)
ON? — AN? = OA? (32)

gue substituindo na equacéo anterior e verificando que cos MON= cos a e cosMAN

=cos A, resulta em

20A2 —20OMON.cosa+2.AMAN.cosA=0 (33)

e, dividindo a equacéao por 2, obtemos

OA2 ~OMON.cosa+AMAN.cosA=0 (34)

Observando-se que OM = sec ¢, ON= sec b, AM =tg c e AN =tg b chega-se a

T —sech.secc. cosa+tgb.tgc.cos,3\: 0 (35)

Desenvolvendo, tem-se

cosa senb.senc ~
1- + .c0SA =0 (36)
cosbh.cosc cosh.cosc

Multiplicando-se por a expresséo (36) por (cos a. cos c)

cosa.cosh.cosc senb.senc.cosb.cosc ~
1l.cosb.cosc — + .C0SA=0 (37)

cosbh.cosc cosbh.cosc

cosb.cosc —cosa+senb.senc.cosA=0 (38)

Reorganizando, obtém-se a Lei dos Cossenos Esférica

cosa=cosbh.cosc +senb.senc.cosA (39)

Ou equivalentemente,
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cosb =cosa.cosc +sena.senc.cosB (40)

cosc =cosa.cosb+sena.senb.cosC (41)

A Lei dos Cossenos Esférica é de grande utilidade para a resolugdo de
triangulos esféricos nos casos em que sdo dados os trés angulos e pedem-se os trés
lados e no caso em que sdo dados os trés lados e pedem-se os trés angulos. Esta
relagdo trigonométrica também é utilizada para se calcular a distancia entre dois
pontos na superficie esférica, sendo mais comum a aplicacdo ao globo terrestre

através das coordenadas geograficas — latitude e longitude.

2.3.2 Lei dos Cossenos Esférica relativa aos angulos

Em qualquer triangulo esférico, o cosseno de qualquer angulo é igual ao
produto dos cossenos dos outros dois angulos, somado ao produto dos senos desses

angulos multiplicado pelo cosseno do lado por eles formado.

Demonstracao: Parte-se da Lei dos Cossenos Esférica para os lados e, como

visto anteriormente, os suplementares de cada angulo sédo dados por:

A=180-a (42)
a=180P-A (43)
h=180°—B' (44)
c=180°-C' (45)

Substitui-se a, b e ¢ na férmula da Lei dos Cossenos e desenvolve-se

cosa=cosh.cosc +senb.senc.cosA (46)
cos(180°-A") = cos(180°—B").cos(180°—C') + sen(180°— B').sen(180°-C").cos(180°—a’)
(47)
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—COsA'= (—cosl§').(—cos€ N+ (sen@').(sen@).(—cosa‘) (48)

—cosA =cos B.cosC —senB.senC.cosa (49)
Obtém-se
cosA =—cosB.cosC + senB.senC.cosa (50)
ou ainda
cosB =—cosA. cosC+ senA.senC.cosb (51)
e
cosC =—cosA.cosB +senA.senB.cosc (52)

Estas expressdes sdo usadas para se calcular as medidas dos angulos de um

triangulo esférico sendo dados as medidas dos lados.

2.3.3 Lei dos Senos Esférica

Em qualquer tridngulo esférico, os senos dos angulos sdo proporcionais aos

senos de seus lados opostos.

Demonstracdo: Para obter a Lei dos Senos esférica parte-se da Lei dos

Cossenos Esférica.

cosa=cosh.cosc+senb.senc.cosA (53)
Isola-se cos A

~ cosa-—cosbh.cosc
COSA= (54)
senb.senc

Deve-se elevar ao quadrado ambos os membros da equagéo acima
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cos?a—2.cosa.cosb.cosc + cos?b.cos’c

cos’ A= > ) (55)
sen“b.sen’c
E desenvolvendo
2 2 2
~ CO0s“a-—2.cosa.cosb.cosc +cos”b.cos”c
1-sen’A= . > (56)
sen“b.sen’c
»~ _ sin’b.sin’ c —cos’ a—cos’ b.cos® ¢ +2.cosa.cosb.cosc
sen“A= > 5 (57)
sen“b.sen’c
~ (1-cos®b).(1-cos®c)-cos®a—cos®b.cos®c + 2.cosa.cosh.cosc
sen2A=( ) ) (58)

sen’b.sen’c

1-cos?c —cos? b +cos? b.cos? ¢ — cos?a —cos? b.cos? ¢ + 2.cosa.cosh.cosc

sen’A= : .
sen“b.sen“c

(59)
sen’A 1-cos’a-cos?b—cos?c+2.cosa.cosh.cosc (60)
sen‘a sena.sen’b.sen’c
De modo inteiramente analogo, também demonstra-se que
sen’B 1-cos’a-cos’b-cos’c+2.cosa.cosh.cosc (61)
sen’b sen’a.sen’b.sen’c
e
sen’C 1-cos?a—cos?b—cos?c +2.cosa.cosh.cosc (62)
sen’c sena.sen’b.sen’c
Sendo assim, obtém-se as seguintes igualdades entre razdes:
2N 25 2~
senZA:senzB:senZC (63)
sen“a sen‘b sen‘c
E aplicando-se a raiz quadrada nos trés membros da equacao, obtém-se
senA:senB:senC (64)
sena senb senc

A Lei dos Senos Esférica sera usada no apéndice A, para os casos 05 e 06 de

resolucado de triangulos esféricos.
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2.3.4 Férmula das cotangentes

Esta formula, também é conhecida como formula dos quatro elementos,

relaciona dois lados e dois angulos do tridngulo esférico.

Demonstracdo: Deve-se partir da Lei dos Cossenos Esférica

oosc =cosa.cosb+sena senb.cosC (65)
Substituindo
cosa=cosh.cosc +senb.senc.cosA (66)
Chega-se a

cosa:cosb.(cosacosb+senasenb.cosC)+senb.senc.cos,5\ (67)

E desenvolvendo
cosa=cosa.cos? b+sena senb.cosb.cosC +senb.senc.cosA (68)
cosa—cosa.cos’ b =sena senb.cosh.cosC +senb.senc.cos A (69)

Mas, da Lei dos Senos esférica, tem-se que

sena.senC
senc="—"-—"71— (70)
senA
Substituindo, obtém-se
A sena.senC ~
cosa.sen’b =sena.senb.cosb.cosC +senb.—————.cos A (71)

senA

E, dividindo-se ambos os lados porsena.senb, chega-se a Férmula das

Cotangentes

cotga.senb:cosb.cosé+sené.cotg,& (72)

De modo inteiramente analogo, obtém-se outras cinco maneiras de expressar
a Formula das Cotangentes. Observe que os quatro elementos do triangulo esférico
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relacionados em cada formula sdo consecutivos: a, C, b e A;

ef); %,a,Ceb; a, E,ceA; c, A,beC.

Vi.

~ A

cotgb.senc =COSC.COSA+ sen:kcotg é

cotgc.sena=cosa.cosB +senB.cotgC

cotgb.sena= COS&COSG +sen6.cotg é

cotga.senc =cosc.cosB +senB.cotg A

cotgc.senb =cosb.cos,&+sen,&.cotgé

2.4 OUTRAS FORMULAS NECESSARIAS A RESOLUCAO DE TRIANGULOS

ESFERICOS

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)

A Trigonometria Esférica trata de métodos para que, dadas as medidas de trés

elementos de um tridngulo, seja possivel encontrar as outras trés. Algumas outras

formulas necessérias a resolucdo de triangulos devem ser deduzidas, que sdo as

formulas de borda, as formulas de Gauss-Delambre e as Analogias de Napier. Séo

seis os casos de resolucdo de triangulos esféricos:

esférica e as analogias de Napier;

Senos esférica e as analogias de Napier;

Dados os trés lados: Neste caso, devem-se usar as férmulas de borda;

Dados trés angulos: Neste caso, também usam-se as férmulas de borda;

Dados dois angulos e o lado entre eles: usam-se as analogias de Napier

Dados dois lados e o0 angulo entre eles: devem-se usar as analogias de Napier
Dados dois lados e um angulo oposto a um deles: usam-se a Lei dos Senos

Dados dois angulos e um lado oposto a um deles: devem ser usadas a Lei dos
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2.4.1 F6rmulas de borda

Deduziremos as chamadas formulas de borda, que sdo usadas quando temos
as medidas dos trés lados e queremos determinar as medidas dos trés angulos.
Primeiro deduziremos as formulas de borda relativa aos angulos e depois, as relativas

aos lados.
Demonstrac&o: Parte-se da Lei dos Cossenos Esférica isolando cos A.

~ cosa-cosbh.cosc
COSA= (78)
senb.senc

Deve-se subtrair 1 em ambos os membros da igualdade e desenvolver a

expressao trigonometrica

1- COSA —1— cosa-—-cosh.cosc (79)
senb.senc
1- COSA — senb.senc +cosbh.cosc —cosa (80)
senb.senc
1- COSA — cos(b—c)—cosa (81)
senb.senc
Mas, como
~ 2 A
1-cosA=2sen > (82)
Tem-se,

A cos(b—c)—-cosa
o2 A _ cos(b—c)

2s (83)
2 senb.senc
a+b-c a-b+c
A 2sen .sen
2sen*—= 2 2 (84)
2 senb.senc
a+b-c a-b+c
A sen sen 5
sen’— = 2 (85)
2 senb.senc

Considerando-se s o semiperimetro do triangulo esférico, tem-se que:
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a+b+c=2s (86)

a+b-c=2(s-c) (87)

a—b+c=2.(s-b) (88)

Assim, obtém-se o seno da metade de cada angulo, em funcéo de a, b e c.

A \/ sen(s—b).sen(s—c)
sen— = (89)
2 senb.senc
senB _ \/ sen(s—a).sen(s—c) (00)
2 sena.senc
C \/ sen(s—a).sen(s—b)
sen— = (91)
2 sena.senb

E, procedendo de modo analogo, obtém-se o cosseno da metade de cada

angulo, em funcéo de a, b e c.

cos A \/ sens.sen(s—a) ©2)
2 senb.senc
B sens.sen(s—b
COS— = \/ (s-b) (93)
2 sena.senc
cos C_ \/ sens.sen(s—c) 04
2 sena.senb

Dividindo (92) por (89), (93) por (90) e (94) por (91), chegam-se as

denominadas formulas de borda relativas aos angulos.

tg A_ \/sen (s —b).sen(s—c) (95)
2 sens.sen(s-a)

tg B _ \/sen (s—a).sen(s—c) (96)
2 sens.sen(s—b)
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: C  [sen(s-a)sen(s-b) ©@7)
95~ sens.sen(s—c)

Um triangulo esférico fica determinado quando se conhecem seus trés angulos
internos, diferentemente do triangulo plano, que possui infinitos triangulos

semelhantes com os mesmos trés angulos internos.

Considerando-se

a_ A+B+C (98)
2
Analogamente, demonstra-se que
Cosgz\/sen(S—I?i).sen(?—C) (99)
senB.senC
osP \/sen (S-A)sen(S-C) 100)
senAsenC
COSEZ\/sen(S—Ai).sen(E;—B) (101)
senA.senB
e
seni _ \/_ cosS.cAos(S —AA) (102)
2 senB.senC
seng _ \/_ cosS.cAos(S —AB) (103)
2 senA.senC
senE _ \/_ cosS.cAos(S —AC) (104)
senA.senB

E, dividindo (102) por (99), (103) por (100) e (104) por (101) obtém-se as trés

formulas seguintes, que permitem calcular os lados em fung&o dos angulos.

a \/_ cosé.cos(é—,&) (105)

tg—= — = ~— =
2 cos(S —B).cos(S -C)
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¢ b_ | senS.sen(S —B)
2 sen(S-C).sen(S -A)

c_ | sené.sen(é—é)
2 sen(S-A).sen(S -B)

tg

2.4.2 F6rmulas de Gauss-Delambre

Abaixo, serdo deduzidas as quatro formulas de Gauss-Delambre.

Demonstracdo: Das equacdes (92) e (97) tem-se que

A \/ sen(s—b).sen(s—c)

sen— =
2 senb.senc

B [sens.sen(s—b)
COS— =
2 sena.senc

Multiplicando-se (108) por (109) e desenvolvendo-se

B

sen(s—b).sen(s—c) \/ sens.sen(s—b)
senb.senc '\ sena.senc

A B /senz(s— b) [sen(s—c).sens
Sen—.cos— = > )
2 2 sen‘c senasenb

A B sen(s —b) \/sen(s—c).sens
sen—.cos— = .

A \/
SeN—.Co0S— =
2 2

2 senc sena.senb

A B sen(s —b) C
sen—.co0s—=————2,c0S—
2 2 senc 2

Procedendo-se de modo analogo,

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)
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A B sen(s—a) C
coS—.sen—=————-.c0S—
2 2 senc 2

da Trigonometria Plana, tem-se que
A+B
sen

A B A B
=Sen—Cos— +C0s—sen—

2 2 2 2
substituindo acima, encontramos

A+B sen(s —h) C sen(s—a) C
n = .C0OS—+———2.C0S—

se .
2 senc 2 senc 2

Ou ainda,

sen

A+B [sen(s—b).sen(s—a)j C
2 senc

Da Trigonometria Plana, lembre-se que

X+
senx+seny = 2sen 5 COoS

2s—-a-b a-b

ALB | 2sen > cos 2 A
sen = .COS—
2 senc
< = [2senC.cos?P A
A+B o 2 C
sen = .COS—
2 senc 2

e também que
c c
senc = 2sen—Ccos—
2 2

Substituindo sen c, tem-se

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)
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~ = [2senC.cos?=P° A
sen ATB _ 2 c . .cosE (122)
2 2sen—cos— 2
2
<~ cos?P A
sen A+B = .cosE (123)
2 cos—

< o sen?P A
sen ;B = . .cos% (124)
sen—
A a+b R
A+B |55
cos > = sen— (125)
Ccos—
a+b
A_B Ssen—_—
cos = c .senE (126)
2 sen—

2.4.3 Analogias de Napier

Deduziremos, abaixo, as analogias de Napier partindo das formulas de Gauss-
Delambre.
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Demonstracdo: Deve-se dividir

~ ~

as foérmulas de Gauss -

A-B C
cos sen—
o~ 2 ~ ~
sena—Jrb senE oS A-B
tga+b: 2 _ R s tga+b: A2Atg£
2 psdth A+B ¢ 2 A+B 2
COS——— COS — cos
2 2 2
C
sen—
A-B ¢
sen sen—
2 _ 2 —
sena—_b cosE sen A-B
tga b: 2 _ 2 s tga—b_ A2Ath
2 cos 2= A+B ¢ 2 A+B "2
5 sen——— cos— sen
2 2 2
cos—
cosa_b A
~ A cosg
A A+B c 2 R a-b R
ALp S cosE ALB cosT
‘9 ) = |9 = aip 09y
2 cos AT B cos =~ 2 cos =~ 2
c—sen—.
coS— 2
2
sen—a_b ~
2 C
A & ; cosE -
A_p  Sen sen— A_p SN A
tg -2 2 = |tg = 2_cotg—
2 A—-B a+b R 2 a+b 2
COS sen =~ sen=——
2 2
< .senE
sen—

2.5 CALCULO DE AREAS

Delambre:

(127)

(128)

(129)

(130)

Ainda que este topico esteja mais relacionado a Geometria, o célculo da area

de um triangulo esférico pode ser um incremento a alguns problemas de Trigonometria
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Esférica. Para se compreender a demonstracdo da area do tridangulo, inicialmente

deve-se ver o célculo da area de um fuso.

2.5.1 Area de um fuso esférico

Ao girar de um certo angulo (o) uma semicircunferéncia em torno seu diametro

(MN), obtém-se uma superficie denominada fuso esférico. Na figura 17, o plano

7

representado é perpendicular ao eixo MN e sua interseccdo com as
semicircunferéncias determina os pontos A e B ea=A0B.

Figura 17 — fuso esférico

Fonte: Elaborada pelo autor

Para se calcular a area da superficie de um fuso esférico, deve-se observar que

sua area é proporcional ao angulo o.

0 2
36;? :4: (131)
adrr?
A = 360° (132)
- r’ (133)

Ou, em radianos
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A =2.ar? (134)

2.5.2 Area do triangulo esférico e teorema de Girard

Considere uma esfera de raio r e um triangulo ABC em sua superficie (ver figura
18).

Figura 18 — Triangulo esférico e seus angulos

Fonte: Elaborada pelo autor

Prolongando os lados do triangulo, obtemos fusos de angulos o, e y (ver figura
19). Observe que os vértices de cada fuso sdo pontos antipodas, ou seja,
diametralmente opostos.

Figura 19 - Tridngulo esférico e fusos esféricos

Fonte: Elaborada pelo autor

Para efeito de simplificacao, considere [ABC] como sendo a area da superficie

interior delimitada pelos arcos formados pelos pontos A, B e C e, de modo analogo,
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considere as outras areas. Primeiramente aceitemos, ainda que sem demonstracéo,

que
[AB'C’] = [ABC] (135)

0 que implica que a seguinte soma corresponde a area do fuso de angulo a:
[ABC] + [ABC’| = 2ar’ (136)

Observe-se que as areas dos seguintes fusos esféricos, em radianos, sao

dadas por:
[ABC]+[AB'C] =2pr" (137)
[ABC]+[ABC] = 2yr? (138)

Efetue-se a seguinte soma, que resulta na area de metade da superficie

esférica mais o dobro da area do triangulo ABC:

( ABC] +ABC])+([ABC]+[ABC])+([ABC]+[ABC]) = (1/2). [4readaesfera] + 2. ABC]

(139)
2ar’ + 2% +2yr* = 27r* + 2[ ABC] (140)
Simplificando-se, obtém-se
a+pry=n+ L2 (141)
Pode-se, ainda, isolar a area [ABC] :
[ABC]=(a + B+ y-nx).r? (142)

Ou, com os angulos « , g, y em graus
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(o +p+y-180°)

ABC|=
[ C] 180°

nr? (143)

Diferentemente da Geometria Plana, no tridngulo esférico a soma dos angulos
internos € maior do que 180° e o que ultrapassa esse valor € definido como excesso

esférico:

[E =a+p+y— 180° (144)

ou ainda,

E =a+p+y— 7| (145)

A expressao (146) é conhecida como férmula de Girard e dela pode-se concluir

. . [ABC] . .
gue quanto maior o valor do raio da esfera, menor o valor de 2 oque implica que

asoma a + 3+ v fica mais préxima de n assemelhando-se a Geometria Plana.

Outra concluséo é que, uma vez definidos os angulos internos do triangulo e o
raio da esfera, a area também se define, diferentemente da Geometria Plana, em que
existem infinitos triAngulos com os mesmos angulos internos e implicando em éareas
de medidas diferentes. Em outras palavras, na Geometria Esférica, dois triangulos

com 0s mesmos angulos internos sdo necessariamente congruentes.

Quando todos os angulos de um tridngulo séo conhecidos a area é facilmente
calculada. Se os angulos ndo sédo dados, mas ha dados suficientes para a resolugéo

do triangulo, podem-se calcular os &ngulos e depois, a area.
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3 METODOLOGIAS

3.1 METODOLOGIA SUGERIDA: A ABORDAGEM CONCRETO-
REPRESENTACIONAL-ABSTRATO (CRA)

A abordagem metodoldgica de ensino denominada Concreto-
Representacional-Abstrato (CRA), também conhecida como Concreto-Pictérico-
Abstrato (CPA), baseia-se na concepgéo do psicélogo estadunidense Jerome Bruner,
que distingue os estagios de representagdo enativa, iconica e simbdlica, pelos quais

se d4 o aprendizado. Segundo Hoong, Kin e Pien (2015, p.1, Traducdo nossa):

As teorias de instrucdo propostas por Bruner em seu livro de 1966, Toward a
Theory of Instruction, sem divida deixaram um rico legado a geracdes de
educadores no dominio da aprendizagem e da instrucdo. Dentre suas
volumosas contribuicBes, uma das concep¢des mais conhecidas é a dos
modos de representacdo "enactivo-icnico-simbdlico”. Esta concepcao
constitui a base para um espectro de praticas instrucionais relacionadas com
a educacao Matematica, todas com uma aparéncia tripartite conspicua ao
modelo de Bruner. Uma dessas adaptacdes do modelo de Bruner é a
sequéncia Concreto-Representacional-Abstrato (CRA).*

Esta abordagem possibilita uma facilitagdo da aprendizagem aos alunos que
ndo possuem amplo dominio das técnicas Matematicas. “A sequéncia CRA mostrou
ser particularmente eficaz com os alunos que tém dificuldades com a Matematica®
(JORDAN, MILLER, MERCER, 1998; SOUSA, 2008 apud Hoong, Kin e Pien, 2015.

p.1. Tradugdo nossa).

Para Bruner, a aprendizagem das criancas se da pelo estagio das

representacdes motoras, passando pelo estagio das representacfes iconicas até o

4 The theories of instruction proposed by Bruner in his 1966 book Toward a Theory of Instruction have
undoubtedly bequeathed a rich legacy to generations of educators in the domain of learning and
instruction. Amongst his voluminous contributions, one of the most well-known conception is that of
“enactive-iconic-symbolic” modes of representation. This conception forms the foundation for a
spectrum of instructional practices related to mathematics education, all bearing a conspicuous tripartite
semblance to the Bruner's model. One such adaptation of Bruner's model is the Concrete-
Representation-Abstract (CRA) sequence.

5 The CRA sequence has been shown to be particularly effective with students who have difficulties with
mathematics.
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estagio das representacfes simbdlicas, e estas diferenciacdes estdo no cerne da

abordagem CRA. Segundo o professor portugués Ramiro Marques (p.1-2):

Bruner, a semelhanca de Piaget, procurou tipificar o desenvolvimento
cognitivo numa série de etapas: até aos 3 anos de idade, a crianga passa
pelo estadio das respostas motoras, dos 3 aos 9 anos, faz uso da
representacao iconica, e a partir dos 10 anos de idade, acede ao estadio da
representacdo simbolica. No primeiro estadio, a crianga representa 0s
acontecimentos passados através de respostas motoras apropriadas e
privilegia a acao como forma de representacao do real, sendo por isso que a
crianca dessa faixa etaria aprende, sobretudo, através da manipulacdo de
objectos. Nesta fase, a crianga age com base em mecanismos reflexos,
simples e condicionados até conseguir desenvolver automatismos. A
segunda etapa, a representacao iconica, baseia-se na organizacéo visual, no
uso de imagens sindpticas e na organizacao de percep¢des e imagens. A
crianca é capaz de reproduzir objectos, mas esta fortemente dependente de
uma memoria visual, concreta e especifica. A terceira etapa, a representacéo
simbdlica, constitui a forma mais elaborada de representacdo da realidade
porgue a crianga comeca a ser capaz de representar a realidade através de
uma linguagem simbdlica, de caracter abstracto e sem uma dependéncia
directa da realidade. Ao entrar nesta etapa, a pessoa comeca a ser capaz de
manejar os simbolos em ordem nao s0 a fazer a sua leitura da realidade mas
também a transformar a realidade.

A abordagem CRA visa permitir aos alunos aprender Matematica significativa,
e capacitar o professor a utilizad-la em todos os graus, desde o Ensino Fundamental
até o Ensino Médio. Consiste em uma sequéncia estruturada para se aprender
matematica em que se orientam os alunos no sentido de, primeiramente, assimilar os

conceitos, e sO apods isso, as regras e os metodos.

CRA é uma intervencéo para a instrucdo Matematica e este recurso pode
melhorar o desempenho em Matematica de estudantes com dificuldades de
aprendizagem. Trata-se de uma estratégia instrucional em trés partes, com
cada parte se baseando na instrucéo anterior para promover a aprendizagem
e assimilacdo e para abordar o conhecimento conceitual por parte dos
estudantes. A seqiiéncia instrucional da CRA consiste de trés estagios:
concreto, representacdo e resumo. (CONCRETE ..., 2009, p.1. Tradugao
nossa)®

Durante a atividade, o professor conduz a aula, d& sugestbes, faz
guestionamentos e os alunos se comunicam e compartilham seu entendimento e as

atividades podem ser realizadas individualmente ou em pequenos grupos. Com esta

6 CRA is an intervention for mathematics instruction that research suggests can enhance the
mathematics performance of students with learning disabilities. It is a three-part instructional strategy,
with each part building on the previous instruction to promote student learning and retention and to
address conceptual knowledge. The CRA instructional sequence consists of three stages: concrete,
representation, and abstract. (CONCRETE..., 2009, p. 1).
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abordagem metodoldgica é possivel facilitar a assimilagdo do conteido matemaético,

mesmo daqueles que possuem mais dificuldades em aprender. Parte-se do estagio

concreto, passando pelo representacional, também chamado de pictérico e segue-se

para o estagio abstrato. Porém, antes de passar para o estagio das representacoes,

€ necessario que o docente verifique, baseado na sua experiéncia profissional, se os

alunos compreenderam o0s conceitos abordados com materiais concretos. E, em

seguida, certifique-se a respeito da compreensao do aluno, para que ndo se avance

diretamente para o abstrato se os alunos nado tiverem compreendido o nivel

representacional.

3.1.1 Estégios da abordagem CRA

L J

Estagio concreto: Esta etapa se traduz em aprender fazendo. Orienta-se 0s
alunos a descobrir conceitos, resultados matematicos abstratos e a pensar em
possiveis generalizac6es partindo de manipulacdes e experiéncias concretas.
O est4gio concreto da aprendizagem tem um apelo a uma exploragdo multi-
sensorial, em que o aluno vé, manipula, sente o objeto. A manipulacéo fisica
de objetos visa a percepgdo de conceitos necessarios para resolver um dado
problema de Matematica, ou para responder a um dado questionamento. Nesta
dissertagdo sugerem-se atividades que explorem os conceitos e habilidades,
inicialmente por meio de materiais concretos e manipuléveis.

Estagio representacional: No estagio representacional, também chamado de
semi-concreto deve-se introduzir representacdes dos objetos para modelar o
conceito, e nesta fase espera-se que o aluno ja esteja familiarizado com varios
conceitos e propriedades da Matematica. E explorado o uso de imagens,
desenhos, figuras, esquemas para representar objetos visando entender o
conteddo matematico. O docente deve modelar o conceito e oferecer muitas
oportunidades de prética, o que é imprescindivel nos trés niveis. Os alunos
precisam de tempo para processar as informacdes e fazer conexdes com o que
j& sabem. Nesta dissertacdo a parte representacional € abordada usando-se o
software Geogebra, pois permite que se explorem representacdes de objetos

da Trigonometria/Geometria Esférica.
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o Estagio abstrato: O passo final da abordagem CRA é chamado de estagio
abstrato. E equivalente ao estagio "simbolico” da teoria de Bruner e envolve o
uso apenas de numeros e simbolos para resolver um problema de Matematica,
sendo que € a abstracdo que da a Matemética seu poder. Neste estagio os
modelos  representacionais  pictoricos devem ser  representados
simbolicamente. Espera-se que o aluno ja tenha a maturidade necesséria para
desenvolver as atividades utilizando-se de conceitos abstratos. Deve-se
gradualmente substituir as representacdes pelos simbolos matematicos. Ao
desenvolver esta etapa deve-se verificar a compreensdo do aluno. Se os
alunos estiverem com muita dificuldade, volta-se aos niveis concreto e
representacional. Dispender muito tempo usando imagens desenhadas ou
virtuais para os alunos praticarem o conceito é essencial, pois abstracdo sem
compreensdo conduz a confusdo. E necesséario que o docente propicie
atividades que permitam aos alunos praticarem usando apenas numeros e
simbolos. Nesta dissertacdo, a parte abstrata sera explorada nas aplicacdes

da Trigonometria/Geometria Esférica.

Observacéao: Nesta obra, ndo foi feita uma separagéo exclusiva das trés partes
da sequéncia CRA, mas tdo somente da-se énfase as caracteristicas principais de

cada etapa que a constitui, deste modo ndo seguindo a risca a abordagem.

Seguidamente, ainda neste capitulo, faz-se a apresentagéo dos tépicos sobre
materiais concretos e sobre o software Geogebra, mas ndo se elaborou um sobre
aspectos abstratos, pois isto esta contido na maior parte do texto que,
predominantemente versa sobre Trigonometria/Geometria  Esférica. Um
aprofundamento na abstracéo, que é inerente a propria natureza da Matematica, esta

presente no apéndice A.

3.2 MATERIAIS CONCRETOS NO ENSINO DE MATEMATICA

Uma abordagem pedagdgica comum para ajudar os alunos a compreenderem
conceitos abstratos é o uso de materiais concretos, pois representam um contraponto

a métodos de ensino tradicionalistas focados apenas em listas de exercicios. E
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comum professores e mesmo livros didaticos adotarem sequéncias didaticas que
iniciam apresentando o conceito formal e abstrato, e sobre isto, 1é-se em Toledo e
Toledo (apud SILVA et al., 2016, p.3) que:

Muitas vezes, os professores de Matematica e mesmo os livros didaticos
indicam uma nova unidade pela etapa da representacdo: em primeiro lugar,
vem a definicdo (representacgdo formal do conceito); depois, alguns exemplos;
a seguir representacdes praticas em que se pode aplicar aquele conceito.
Esse, acreditamos, € um dos grandes motivos pelos quais os alunos mesmo
os de cursos de nivel médio, acham que a Matematica € uma disciplina em
gue se devem decorar algumas regras e aplica-las em situagfes de sala de
aula, e que nada tem a ver com a vida pratica.

Teorias para conduzir a aprendizagem do aluno do concreto ao abstrato, estéo
sendo incluidas a teorias de ensino, pesquisa e prética, especialmente em educacéo
Matematica. A constante utilizacdo de materiais concretos pode fornecer uma base
de experiéncias ao estudante que estd mais adequado ao mundo exterior a escola,
facilitando o processo de aprendizagem, sendo que muitos conceitos matematicos

podem ser desenvolvidos e reforgados pelo uso frequente destes materiais.

O uso de materiais concretos ndo € novidade alguma, mas uma tendéncia em
séries escolares mais avancadas, pois se observa que € comum o uso desses
materiais no ensino infantil e séries iniciais do Ensino Fundamental, o que depois &
abandonado e entra-se numa fase em que se tem basicamente o professor ao quadro
ensinando o aluno, sem auxilio de outros recursos. Embora eles sejam usados
principalmente nos graus elementares, eles oferecem um meio Gtil para introduzir
novos conceitos para todos os alunos, inclusive aos em niveis escolares mais

avancados.

E a interacdo professor, aluno, material que conduz a um aprendizado
significativo. Esses materiais sdo apenas meios, ndo a finalidade em si, entdo, cabe
ao professor descentralizar dos materiais e focar no método, através de sugestdes de
uso e interacao, tendo em mente uma finalidade em termos de conteudo e aplicagcédo

e, desse modo, conduzir o aluno a uma reflexdo aprofundada.

Os objetos concretos permitem que alunos e professores representem
concretamente 0s conceitos abstratos que eles estdo aprendendo em sala de aula de
Matematica e vinculem esses conceitos a conhecimentos prévios. A aprendizagem

dos alunos tem inicio com experiéncias visuais e tangiveis para estabelecer
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compreensdo bésica e, em seguida, os alunos sdo capazes de ampliar seus
conhecimentos através de representacdes pictéricas, como desenhos, esquemas ou
diagramas, e, finalmente, sdo capazes de passar para o0 nivel abstrato do
pensamento, em que 0s alunos usam exclusivamente simbolos matematicos para

representar seus modelos.

Existem alguns contrapontos que merecem destague na abordagem com
materiais concretos. Primeiramente, o uso desses materiais, por si sO, ndo garante o
sucesso, pois uma vez que seu uso esteja plenamente incorporado as aulas, ha o
risco de os alunos comegarem a usar esses objetos de forma mecanizada, sem que
haja reflexdo. Ha ainda um falso dualismo de que a Matematica na qual se usa
materiais concretos é boa e se ficar s6 no abstrato é ruim, quando na verdade o
desafio é passar do concreto ao abstrato e, muito embora se possa crer que a
instrucdo tem seu comeco e fim com o ‘concreto’, estes ndo séo suficientes para
garantir uma aprendizagem significativa, mas apenas um caminho. Entre outras
criticas quanto ao uso de materiais concretos, encontram-se as mais contundentes
em Carraher e Schliemann (1988. p.179-180 apud FIORENTINI; MIORIM,1990)

“ndo precisamos de objetos na sala de aula, mas de situacdes em que a
resolucdo de um problema implique a utilizacdo dos principios logico-
matematicos a serem ensinados” (p. 179). Isto porque o0 material “apesar de
ser formado por objetos, pode ser considerado como um conjunto de objetos
‘abstratos’ porque esses objetos existem apenas na escola, para a finalidade
de ensino, e ndo tém qualquer conexdo com o mundo da crian¢a” (p. 179-
180)

3.2.1 Materiais concretos no ensino de Trigonometria/Geometria Esférica

Temos como uma das metas iniciais desta dissertagao explorar potencialidades
do uso de materiais concretos como recurso para o entendimento de conceitos da
Trigonometria/Geometria Esférica, através de construcdes com esses materiais,
inicialmente explorando conceitos basicos e suscitando questionamentos como: o que
é uma linha “reta” na Geomeria Esférica? E possivel termos “retas” paralelas nesta
Geometria? E retas perpendiculares? Em todo caso, sempre apresentando

primeiramente o conceito tal como o conhecemos da Geometria Plana.
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Comparando e diferenciando propriedades da Geometria no plano com
propriedades da Geometria na superficie esférica, pode-se conduzir os alunos a uma
compreensdo mais segura dos conceitos geométricos e os levar a fazer conjecturas e
generalizagfes, que sdo parte importante do pensamento matematico.

Materiais que permitam manipulagbes séo fundamentais para o ensino da
Geometria, porque eles permitem uma didatica facilitadora da compreenséo de
conceitos abstratos. Conceitos e propriedades da Geometria/Trigonometria Esférica
serdo explorados propondo atividades com materias concretos, como construir um

fuso, medir angulos e lados no triangulo esférico.

3.2.2 Metodologia de aplicagdo dos materiais concretos

A proposta metodolédgica de ensino relacionada a materiais concretos necessita
como pré-requisitos que os alunos estejam familiarizados com conceitos da Geometria
Plana e da Trigonometria Plana, o que implica a necessidade do professor revisitar
conteddos j& ministrados, pois isto facilitard& o entendimento de conceitos da
Geometria/Trigonometria Esférica tais como propriedades do triangulo esférico
relacionados a angulos, lados e areas. O docente deve partir de conceitos que ja
estejam solidificados na mente de seus alunos e explorar esses conhecimentos
prévios, induzi-los a analisar, refletir, comparar conceitos e propriedades usando

constru¢cdes com materiais concretos para chegar aos conceitos abstratos.

3.3 O USO DE COMPUTADORES EM SALA DE AULA

O uso de computadores em sala de aula é parte de uma iniciativa que tem em
vista a inclus@o digital e adequacdo a métodos de educacdo modernos, visando
sempre o ensino e aprendizagem de qualidade. Com o surgimento do computador e
sua posterior popularizagéo, muitas escolas tém lancado méo desta ferramenta, com
o intuito de modernizar o ambiente escolar, proporcionando métodos alternativos de

ensino e de aprendizagem.

Entretanto, ainda existem resisténcias quanto ao uso do recurso computacional

nas escolas, como fatores de natureza estrutural, politica, de ordem pratica e
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dificuldades dos professores para lidar com estas tecnologias. O que dificulta a
inser¢cdo de métodos de ensino com apelo a ferramentas computacionais. Giraldo,
Caetano & Matos (2012, p. VII) expdem tais dificuldades sobre o uso de recursos

computacionais afirmando que:

Sabemos que, em muitos casos, a incorporacdo de tecnologias digitais a
escola esbarra em barreiras de ordem pratica, tais como caréncia de recursos
materiais, ou resisténcias politicas por parte das direcdes escolares.
Entretanto, esta constatagdo ndo implica que os professores que vivenciam
essas realidades em suas praticas devam ignorar as possibilidades
oferecidas pelos recursos computacionais para o enriquecimento do ensino
de Matematica. Ao contrario, justamente para se munir de contra-argumentos
para tais obstaculos, é importante conhecer essas possibilidades. (GIRALDO;
CAETANO; MATOS, 2012, p. VII).

Muitos séo os softwares que funcionam como facilitadores do ato de ensinar, e
este trabalho entre outros propoésitos pretende despertar no docente o interesse de
aplicar o recurso computacional na sala de aula, levando-se em consideragdo sua

necessidade crescente de se adaptar as novas necessidades da educacéao.

Deve-se, porém, destacar que uma abordagem computacional com respaldo
pedagdgico ndo consiste apenas em usar tais recursos, pois o importante € a forma
como os usamos. O diferencial do uso do computador deve estar em suas
peculiaridades, em se explorar aspectos que podem facilitar a compreensao de
conceitos matematicos. Deste modo ndo se deve apenas inserir essas ferramentas
computacionais a aulas tradicionais que insistam apenas em métodos instrutivos, sem
gue haja uma reflexdo a respeito. Sobre o uso de tecnologias digitais, relatam Doerr
& Zangor (2000, p.144, apud GIRALDO, CAETANO, MATQOS, 2012, p. viii), que:

Muitos, se ndo a maioria, dos estudos sobre calculadoras graficas sdo quase
experimentais em planejamento e procuram responder a questdo se
calculadoras graficas sao efetivas ou ndo em atingir certos objetivos
instrucionais, que frequentemente sdo mantidos os mesmos das abordagens
tradicionais com papel e lapis [...]. Muitos desses estudos comparam 0 uso
de calculadoras gréaficas com o uso de papel e lapis no mesmo conjunto de
tarefas, dando apenas insight limitado a como e porque estudantes usam

calculadoras graficas em contextos instrucionais.

Ainda em se tratando de recursos computacionais é destacado em Giraldo,

Caetano, Matos (2012, p. viii) que:

Embora a critica das autoras diga respeito originalmente a calculadora
grafica, sua observacdo também se aplica ao uso de quaisquer tecnologias
digitais no ensino de Matematica. Mais do que simplesmente buscar formas
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por meio das quais essas tecnologias possam ajudar a atingir os objetivos
instrucionais usuais, deve-se refletir sobre como podem abrir caminhos para
o estabelecimento de novos objetivos. Para que este fim seja atingido, é
importante que sejam elaboradas atividades de aprendizagem que
aproveitem as especificidades dos recursos computacionais para disparar
investigacdo Matematica e para revelar aspectos dos conceitos que ficariam

ocultos com recursos ou representagdes convencionais.

Cabe ao professor ter conhecimento sobre recursos computacionais e orientar
os alunos nas atividades em sala de aula, bem como sugerir softwares que possam
ser Uteis ao desenvolvimento de suas aulas e das habilidades de seus alunos com a

Matematica.

3.3.1 O software Geogebra

O Geogebra é um software que pode ser usado a partir das primeiras turmas
do Ensino Fundamental, desde que os mesmos tenham noc¢des basicas de
Geometria, que é a principal ferramenta deste programa. Antes da popularizagdo dos
computadores para finalidades educacionais, os professores eram obrigados a usar
réguas, esquadros, transferidores e compassos para os auxiliarem nas tarefas de
construgbes geométricas. Atualmente, para séries avangadas, ndo ha mais esta
necessidade, muito embora ainda existam professores que continuem usando estes
instrumentos. Porém, isso ndo descarta totalmente o uso de materiais de desenho,
principalmente no que tange as séries iniciais, mas coloca o Geogebra como uma

alternativa.

Uma das principais vantagens quanto ao uso do Geogebra é que permite
explorar criar um objeto e efetuar modificagbes com extrema facilidade, usando por
exemplo, a ferramenta arrastar. Observe que quando se usa esta ferramenta para
movimentar partes do objeto obtém-se, diversas representagdes, as quais o aluno
pode encarar como sendo novos objetos ou um mesmo objeto, que no entanto sofreu
modifica¢des. Giraldo, Caetano, Matos (2012, p. viii) relatam algumas das vantagens

do uso de softwares de Geometria dinamica:

Segundo um conhecido dito popular, uma imagem vale mais do que mil
palavras. Em ambientes de geometria dindmica, sao utilizadas literalmente
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centenas de imagens sobrepostas, que se articulam entre si e sao
manipuladas de forma interativa. Imagine, entdo, quantas ideias podem ser
traduzidas, com o auxilio da geometria dinamica!

O Geogebra é um programa de Geometria dindmica desenvolvido por Markus
Hohenwarter, com a finalidade de ser utilizado em sala de aula para o ensino
aprendizagem da Geometria. Seu inventor iniciou o projeto em 2001, na Universidade
de Salzburg e tem dado continuidade ao mesmo na Florida Atlantic University. O
software foi desenvolvido em linguagem Java. O Geogebra é um software que tem
uma infinidade de utilidades, que compreendem topicos como &lgebra, Trigonometria,
Célculo e Geometria. Este programa ja se tornou uma ferramenta popular em cursos
de ensino superior em Matemética, existindo outros similares como o CabriGéométre
e 0 Régua e Compasso. Através deste é possivel realizar constru¢des utilizando
pontos, vetores, segmentos, retas, segdes conicas, fungdes e alterar todos esses
objetos dinamicamente apds a construcdo estar finalizada. Também podem ser

incluidas equacdes e coordenadas diretamente.

Em pesquisas na internet encontram-se diversos materiais para aprender a
usar 0 Geogebra, como tutoriais em PDF e videos. O sitio

https://www.geogebra.org/materials/ dispde de inUmeros arquivos ggb, extensao do

Geogebra, prontos para usar e o site www.ogeogebra.com.br/ disponibiliza varias

aulas, tutoriais e cursos.

Este software pode ser encontrado para download no site
http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/download/ para diversas plataformas, entre elas,
Windows, Linux e Macintosh e também existem versdes para celulares, tablets e
smartphones. O Geogebra é classificado como software livre, pois permite adaptac6es
ou modificacdes em seu codigo de forma espontanea, ou seja, sem que haja a

necessidade de solicitar permiss@o ao seu proprietario para modifica-lo.
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4 SEQUENCIA DE ATIVIDADES SOBRE TRIGONOMETRIA/GEOMETRIA
ESFERICA

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas propostas de atividades para

abordar a trigonometria esférica em sala de aula. Segue-se a sequéncia:

e Atividades com materiais concretos;
e Atividades com o software Geogebra;

e Atividades de resolugéo de problemas.

4.1 ATIVIDADES COM MATERIAIS CONCRETOS

4.1.1 Materiais Necessarios

Para a realizagdo das atividades serdo necessarios alguns materiais. Um deles, o
transferidor esférico, deve ser construido. Neste caso, descreveremos o procedimento

para sua construgao.
Lista de materiais a comprar:

e Esfera de isopor de tamanho maior ou igual a 150 mm;

e Fitas de cetim de até 1cm de largura, barbante ou liga elastica;
e Transferidor;

¢ Régua ou fita métrica;

e Marcador permanente;

e Fita adesiva;

e Canudinhos de plastico;

e Tesourinhas;

e Folha de acetato;

e Régua;

o Estilete;
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4.1.1.1 Construcao do Transferidor Esférico

Para facilitar a elaborag&o de circulos maximos, bem como a medi¢éo em graus
dos lados do triangulo esférico, inicialmente devera ser construido um transferidor
esférico. Para isso, sdo necessarios 0s seguintes materiais: folha de acetato, estilete,
fita métrica, marcador permanente, régua, fita adesiva e esfera de isopor (ver figura
20 a). Usando-se uma esfera de 20 cm de diametro, o comprimento de uma
circunferéncia méxima é dado pelo produto do didmetro pelo valor de pi, que usaremos
3,14, e disto resulta 62,8 cm, porém, devido as imperfeigcées o valor real pode ser um

pouco menor ou maior que este.

Com auxilio de estilete e régua, devem-se cortar tiras de acetato: Uma um
pouco maior do que 62,8 cm, para que o transferidor possa ser ajustado ou retirado
mais facilmente, e outras duas um pouco maiores do que o comprimento de uma
semicircunferéncia (31,4 cm). A primeira destas fitas é a circunferéncia maxima que

servir de base e as outras duas servirdo de suporte.

Dividimos 62,8 cm por 360, e obtemos o valor 0,174 cm, que é equivalente a 1°
e 10° equivalem a 1,74 cm. Primeiramente, marcaremos a fita de 10 em 10 graus, ou
seja a cada 1,74 cm, e para isso usaremos a régua e o marcador permanente. Em
seguida devem-se escrever 0s valores das medidas: 0°, 10°, 20° até 360° e marcar
mais um ponto entre cada marcagéo ja feita, de modo que ter-se-a divisdes de 5 em
5 graus na fita. Junte as pontas e fixe-as com fita adesiva. Para finalizar a elaboragé&o
do transferidor esférico fixe com fita adesiva as duas outras fitas menores a
circunferéncia ja feita (ver figura 20 b). Na figura 20 ¢, vemos um transferidor esférico
ajustado a uma esfera de isopor e na figura 20 d, o transferidor sendo usado para

elaborar um circulo maximo com fita de cetim.
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Figura 20 — Construcao do transferidor esférico

Fonte: Elaborada pelo autor

4.1.2 Atividades propostas

O professor deve orientar os alunos nas atividades com materiais concretos e
valorizar o entendimento e assimilagcdo dos conceitos abstratos. O professor pode
optar por realizar todas as 12 atividades sugeridas ou escolher apenas as que se
adequem ao nivel de suas turmas e ao tempo disponivel para aplicacdo. Possiveis
dificuldades dos alunos serdo: marcar pontos antipodas na esfera, garantir que as
circunferéncias elaboradas sejam maximas, lidar com a espessura das fitas, medir os
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angulos entre as retas tangentes, entre outras. Cumpre ao professor atenuar e
contornar essas dificuldades, propondo meios e sugestionando maneiras para realiza-

las.

Atividade 01) Explorar conceitos da Geometria Esférica:

Nesta atividade dever@o ser explorados conceitos béasicos da Geometria
Esférica suscitando questionamentos como: o que é uma “reta” na geomeria esférica?
E possivel termos “retas” paralelas nesta Geometria? E retas perpendiculares? Em
todo caso, sempre apresentando primeiramente o conceito tal como o conhecemos

da Geometria Plana.

a) Tendo em vista a Geometria Esférica construa uma “reta” em uma esfera de isopor
usando fitas de cetim. Em seguida, marque dois pontos quaisquer na esfera e crie um

segmento de “reta” pela superficie esférica;

Sugestdes ao professor: Nesta atividade exploramos o conceito de reta e de
segmento de reta. Propomos ao docente fazer comparativos entre a Geometria
Euclidiana e a Esférica. Na Geometria Euclidiana a reta é infinita e dados dois pontos
guaisquer, sempre existe uma reta que passa por eles. Esses dois pontos definem um
segmento de reta que € o menor caminho ligando-os. Sugere-se ao aluno (através de
uma dindmica de discussdes) que, seguindo este raciocinio de menor distancia, na
Geometria Esférica a reta € um circulo maximo e um segmento de reta € um arco de
circunferéncia méxima (o menor). Nos proximos itens ora usaremos O termo
circunferéncia maxima ora usaremos a palavra “reta”. Cabe ao professor esclarecer
esta situacdo para evitar possiveis confusées por parte do aluno. Outra possibilidade
€ 0 docente adotar tdo somente a palavra “reta”. Na figura 21 a, tem-se uma “reta”, na
figura 21 b, dois pontos e na figura 21 ¢ o segmento de “reta” definido por esses dois

pontos.
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Figura 21 — “Reta” e segmento de “reta” na Geometria Esférica

c)

Fonte: Elaborada pelo autor

b) E possivel termos retas paralelas em uma esfera? Use os materiais listados,

elabore uma construgéo e verifique.

Sugestbes ao professor: No plano, duas retas paralelas ndo possuem
interseccédo, ou seja, nunca se “encontram”. A partir deste conceito, o professor deve
guestionar os alunos se o conceito de paralelas da Geometria Euclidiana Plana se
encaixa também na Geometria Esférica. Instigando os alunos a reflexdo, espera-se
que estes concluam que ndo € possivel construir retas paralelas na Geometria
Esférica, pois nesta, duas retas quaisquer sempre possuem intersecdo. Exatamente
dois pontos de intersecdo, que sdo chamados de antipodas. Na figura 22 temos a
construcéo esperada.

Figura 22 — N&o existem retas paralelas na Geometria Esférica

Fonte: Elaborada pelo autor

c) E possivel construir retas perpendiculares em uma esfera? Caso seja possivel,

construa, com os materiais ja listados.

Sugestbes ao professor: Pode o professor explicar que na Geometria

Euclidiana Plana, retas perpendiculares sé&o as que formam um angulo reto (90°) entre
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si. E, induzir o aluno a refletir quanto a extenséo deste conceito a Geometria Esférica.
Os alunos podem elaborar tal construgéo, pois ndo ha nenhum empecilho a isto, logo,
€ possivel ter-se angulos retos na Geometria Esférica ou seja, retas perpendiculares
(ver figura 23). Mas, cabe relembrar e diferenciar que na Geometria Esférica, duas
retas distintas sempre tém duas interse¢des e, portanto, as retas perpendiculares
também as possuem, diferentemente da geometria euclidiana. Neste ponto, o
professor devera trabalhar a forma de medir esses angulos entre retas. Para isso fara

uso dos canudos e transferidor.

Figura 23 — Construcao de retas perpendiculares

a) b)

k. —
. S
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Fonte: Elaborada pelo autor

d) Trés retas no plano s6 formam um triangulo se ndo forem paralelas duas a duas, e
nem concorrentes em um Unico ponto. E na Geometria Esférica? Construa trés retas

em uma esfera e verifique.

Sugestdes ao professor: o docente deve recapitular com os alunos o item b
sobre paralelas, e conduzir o aluno ao seguinte raciocinio: na Geometria Esférica, se
duas retas sempre se interseccionam em dois pontos, entéo as trés retas do plano se
interseccionam duas a duas, logo triangulos serdo formados ou, no caso das
intersec¢cbes duas a duas serem nos mesmos dois pontos antipodas, ter-se-a a
formacdo de fusos esféricos. O aluno deve ser conduzido a perceber na construcao
gue com as trés retas dao origem a seis interseccdes e oito tridngulos esféricos. Pode-
se solicitar que fagam retas perpendiculares entre si obtendo, desta forma, os oito

octantes da esfera. Na figura 24 a construgao esperada.
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Figura 24 — Trés “retas” na Geometria Esférica

Fonte: Elaborada pelo autor

Atividade 02) Construa um fuso esférico, meca seu angulo e calcule sua area.

Sugestbes ao professor: Nesta atividade o docente, além de introduzir estes
conceitos, conduz seus alunos, primeiramente, a uma reflexdo sobre medida de
angulos. E importante levar os alunos a compreender o conceito de angulo. Um angulo
plano é a regido limitada por duas semirretas de mesma origem, e esta origem comum
das semirretas é denominada vértice. Um angulo esférico é constituido de um vértice
e dois arcos de circunferéncia, que equivalem a semirreta do caso plano, e medimos
o angulo esférico pelo angulo plano formado pelas tangentes a esfera que passam
pelo vértice, de tal modo que estas tangentes possuam projecdo ortogonal (vista
superior) sobre os arcos de circunferéncia que constituem o angulo esférico, ou em

outras palavras, que 0s arcos e as tangentes sejam coplanares.

Em vista de possiveis dificuldades de compreensdo do conceito de angulo
esférico por parte dos alunos, o professor devera fazer uma revisdo de conceitos da
Geometria Plana, como projecdo ortogonal e topicos relativos a angulos planos, de
acordo com a necessidade da turma. Ainda nesta atividade deve-se explorar o
conceito de area da superficie de um fuso, sendo que para isso o professor devera

rever e explicar que esta é proporcional ao angulo esférico.
Etapas da atividade:

i. Usando fita de cetim ou barbante, construa duas circunferéncias maximas,

deste modo criando fusos esféricos (ver figura 25 a);
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i. Escolha um fuso e faga com canudo, duas retas tangentes as
semicircunferéncias maximas que constituem o fuso passando pelo vértice;

iii. Com ajuda do transferidor, mega o angulo do fuso, que corresponde ao
angulo entre as tangentes (ver figura 25 b);

iv.  Calcule a area do fuso esférico formado.

Figura 25 — Fuso esférico e medic¢éo de angulo

a) b)
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Fonte: Elaborada pelo autor

Atividade 03) Construa um triangulo esférico e verifique a desigualdade triangular em

relacédo a seus lados.

¢ Usando fita de cetim construa trés circunferéncias méximas na esfera de isopor
e use fita adesiva para fixa-las;

e Escolha um dos oito triangulos esféricos formados e meg¢a, com o transferidor
esférico, em graus, os lados do triangulo escolhido e anote as medidas (ver
figura 26);

¢ Verifique se a soma dos lados obedece as seguintes desigualdades.

b-c <a<b+c

la-c <b<a+c (151)
la-b <c<a+bh
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Figura 26 — Medic&o de lado de triangulo esférico

~g

Fonte: Elaborada pelo autor

Sugestbes ao professor: apos efetuar as medigcdes dos lados, deve-se
instigar os alunos a refletirem quanto as possiveis relagdes entre os lados do triangulo
esférico, propondo a eles que anotem as medidas, somem medidas e comparem. O
docente também pode relembrar a desigualdade triangular da Geometria Euclidiana
para efeito de comparagdo com a Geometria Esférica.

Atividade 04) Construa um tridangulo esférico e verifique a soma de seus trés angulos
e de seus trés lados.
e Use o tridngulo esférico criado na atividade anterior e, usando um transferidor,
mega seus angulos.
e Verifigue que a soma dos trés angulos do triangulo esférico resulta em valor
maior do que 180° e menor do que 540°
e Usando o transferidor esférico meca os trés lados do triangulo.
e Verifigue que a soma dos trés lados € um valor maior do que 0° e menor do
que 360°.

Sugestbes ao professor: O professor pode sugerir duas possibilidades ao
aluno: medir esses angulos diretamente com o transferidor, ou usar canudos como
tangentes e seguidamente fazer a medicdo. O canudo € apenas acessorio para
facilitar a medi¢c&o. O docente pode revisar o teorema da soma dos angulos internos
de um tridngulo euclidiano e questionar os alunos quanto a sua validade num triangulo

esférico.
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4.2 ATIVIDADES COM O GEOGEBRA

As préximas atividades foram elaboradas usando o Geogebra. O objetivo aqui
€ explorar aspectos representacionais da Trigonometria/Geometria Esférica. Para
aplicagéo, tém-se trés opgoes:

e O professor pode levar as atividades prontas e usa-las projetando no
Datashow, o que ainda € uma vantagem, pois poderd fazer construcdes e
manipulagbes geométricas que sem o software n&do conseguiria fazer.
Recomenda-se esta opg¢ao para o caso de a escola ou a turma nao disporem
de computadores, ou disporem em quantidade insuficiente.

e O professor pode levar as atividades prontas para os alunos usarem em seus
computadores. E isto possibilita tanto o professor quanto o aluno explora-las.
Recomenda-se esta alternativa se houver disponibilidade de computadores
para os alunos.

e O professor pode juntamente com os alunos, passo a passo, desenvolver as
atividades. Esta op¢éo € recomendada para o caso de haver disponibilidade de

computadores, bem como tempo para elaborar as aplicagdes no software.

Atividade 05) Distancia esférica.

Nesta atividade o professor auxilia nas constru¢gdes com o Geogebra e verifica
com os alunos algumas definicfes relacionadas a medidas de distancias na superficie
esférica. O professor pode optar por levar o arquivo ggb pronto para os alunos usarem
ou orienta-los nas seguintes etapas da construcdo no Geogebra:

Primeiramente construimos uma esfera de centro O, um plano o que passa por

O e uma circunferéncia que é a interse¢éo entre a esfera e o plano (ver figura 27).

P1) Clicamos no icone - —*| e escolhemos uma das formas de se criar a esfera:
entrando com o centro e um de seus pontos ou entrando com o centro e a medida do
raio; Entraremos com uma circunferéncia de raio igual a 3 (ou outra medida qualquer,
desde que a mantenha durante a atividade).

[ ]

P2) Em seguida, criamos dois pontos na esfera clicando no botéo e, depois na
esfera;
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P3) Criamos o plano « clicando no icone v/ ,indo até a opgdo Plano por trés

pontos, clicando nos dois pontos criados e no ponto do centro da esfera;

P4) Criamos uma circunferéncia clicando no icone Ci}«' selecionando o centro da
esfera, clicando em um dos pontos criados na superficie e inserindo o raio igual a 3.
P5) Por dltimo, podemos ocultar os pontos usados (exceto o ponto central da esfera),
para isso, clicando no objeto com o botéo direito do mouse e desmarcando a opgéo
Exibir Objeto.

Figura 27 — Esfera de centro O e plano o passando pelo centro

Fonte: Elaborada pelo autor
Em seguida, criamos um plano  paralelo ao plano o e ndo coincidente.

P6) Marca-se um ponto qualquer na esfera (que ndo pertenga ao plano o), para isso,

[ ]

clicando no icone e depois na esfera.

P7) Em seguida, clicamos no botdo Plano Paralelo , depois no ponto criado no
passo anterior e no plano a criado. Como resultado, tem-se o plano 3 paralelo ao plano
a (ver figura 28).

Agora, deve-se criar a interseccao entre a esfera e o plano . Primeiramente

criamos uma reta passando pelo centro da esfera e perpendicular ao plano a.

3

P8) Para isso, clicamos no icone Reta Perpendicular ===, clicamos no ponto central

da esfera e no plano criado no passo P8.
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P9) Em seguida, clicamos no icone Circulo Dados Eixo e Um de seus Pontos |

, € para terminar, clicamos na reta perpendicular e no ponto criado em P6.
P10) E, novamente, podemos ocultar os objetos que ndo sejam mais necessarios,
clicando com o bot&o direito do mouse no objeto e desmarcando a opgéo Exibir
Objeto.

Deste modo obtemos a esfera com os planos paralelos o e 3, conforme vemos

na figura 28.

Figura 28 — Esfera de centro O, plano a passando pelo centro e plano 8 paralelo a o.

Fonte: Elaborada pelo autor

Com esta atividade o professor pode explicar aos alunos que, como o plano a
passa pelo centro da esfera, entdo ele define uma circunferéncia maxima e que, o
plano B, como ndo passa pelo centro, entdo ndo define uma circunferéncia méaxima,

mas uma circunferéncia menor.

[ ]

os pontos A e B no circulo maximo que pertence ao plano a e também criamos os

Partindo da constru¢cdo mostrada na figura 28, usando o icone , criamos

pontos M e N no circulo que pertence ao plano B (ver figura 29). Temos que o0 arco
AB pode ser o lado de um triangulo esférico, pois corresponde & menor distancia

esférica entre os pontos A e B. Porém o arco MN em vermelho, ndo pode pois néo
pertence a um circulo maximo, ou seja o caminho ligando os pontos M e N ndo é o

menor (ver figura 29).
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P11) Para efeito didatico, podemos realcar o arco AB clicando no icone Arco

D

Circularlt=—=:

4, depois no centro O e em seguida nos pontos A e B, em seguida pode-
se mudar a cor e/ou a espessura da linha clicando com o botéo direito do mouse e

indo em Propriedades.

P12) Podemos destacar o arco MN, mas para isso, deve-se encontrar o centro do
circulo menor, que € a interse¢do entre a reta perpendicular criada na etapa P8 (que
pode-se fazer aparecer novamente, bastando encontrar esta reta na Janela de

Algebra e marcar a opgéo Exibir Objeto), para isso clicando no icone Intersecéo de

Dois Objetos, clicando na reta perpendicular e no plano . Agora, procedemos de

)

modo anélogo a etapa anterior, clicando no icone Arco Circularl==!, depois no centro

do circulo menor e em seguida nos pontos M e N.

P13) E, novamente, podemos ocultar os objetos que ndo sejam mais necessarios,
clicando com o bot&o direito do mouse no objeto e desmarcando a opgéo Exibir

Objeto.
Figura 29 — Arco MN e arco AB

- -
-

Fonte: Elaborada pelo autor

A menor distancia esférica entre M e N é um arco de circulo méximo. O menor

caminho sobre a esfera ligando os pontos M e N € o arco representado em azul que

pertence a uma circunferéncia maxima (ver figura 30). Para criar o arco MN em azul

e a circunferéncia que o contém, procedemos com 0s seguintes passos:
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P14) Clicamos no icone Arco Circulart==:=

4, depois em M e N, deste modo obtendo o

arco e mudando sua cor para azul em Propriedades.

P15) Para criar o circulo, criamos um ponto auxiliar entre M e N e em seguida clicamos

&

em Circulo definido por Trés Pontos ' e clicamos em M, N e no ponto auxiliar e

em seguida apagamos este ultimo ponto.

Na Janela de Algebra do Geogebra, podem-se verificar as medidas dos arcos
em azul e em vermelho ligando os pontos M e N, e constatar as diferengas entre essas

medidas.

Figura 30 — Arco MN em vermelho, arco MN em azul e arco AB

Fonte: Elaborada pelo autor

Atividade 06) Construir um triangulo esférico e verificar a soma as medidas de seus

lados.

Nesta atividade construimos um tridngulo esférico de acordo com o seguinte

roteiro:

@

P1) Clicando no icone Esfera dados Centro e Raio criamos uma esfera de

[ ]

centro O e raio r e clicando no icone marcamos os pontos A, B e C (ver figura 31

a);
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P2) Criamos os lados AB, AC e BC do triangulo esférico através dos comandos

ArcoCircular[O, A, B], ArcoCircular[O, A, C] e ArcoCircular[O, B, C] (ver figura 31 b);

Figura 31 — Construcao de tridngulo esférico e a medida de seus lados

a) b)

Fonte: Elaborada pelo autor

P3) Criamos os segmentos de reta AO, OB e OC através dos comandos Segmento[O,

A], Segmento[O, B] e Segmento[O, C] (ver figura 31 c);
P4) As medidas dos lados a, b e ¢ sdo dadas pelas medidas dos angulos centrais
@@ e COB através dos comandos Angulo[C, O, A], Angulo[A, O, B] e
Angulo[C, O, B] (ver figura 31 d).
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O objetivo desta atividade é fazer o aluno, através do Geogebra, verificar que
em todo triangulo ABC, a soma das medidas dos lados AB, AC e BC é sempre um

valor menor do que 360 graus. O professor pode ainda ir ao menu do Geogebra e usar

ABC . ., . .
a funcdo Texto para incrementar o trabalho e deixa-lo mais atrativo aos alunos
(ver figura 32)
Figura 32 — Soma dos lados do tridangulo esférico
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
(] Al b dle e A]e] 4] Xl <,
~ Janela de Algebra ) ) Xl | » Janela de Visualizégﬁo 3D Xl |~ Protocolo de Construgdo¥
=l e B |- |7 & e
Conica . N_[Nome|Des. | Vvalor [L
i c,=813 A soma dos lados e 1 Num._. =4 | A
~® d=564
e e=7.77 s = a+b+c = 80.85°+111.32°+116.44°= 308.62° | zront._ponto(0=(.
Esfera interse:
@ aIxt+y’+z'=16 3 Esfera|Esferaja,: ¥
Nimero a, COM |42y
@ r=4 4 Pont... Ponto A=(...
- Ponto ema,
~® A=(0.19,1.18,3.82) 5Pont__|Ponto B=(_.
--® B=(3.07,-2.19,-1.35) e
~® C=(-1.84,-3.53, -0.34) * d
L.@ 0= {0,0,0) 6 Pont._.. Ponto (C = (..
Segmento ema,
-® f=4 7Arco |ArcoCic, =
e g=4 ¢, |ABlg13
8 h=4 8/Arco d ArcoCid =5...
Texto B,C]
- @ textol="A soma dos lados é 5 9Arco elArcoCie=7...
- Angulo A C]
-2 =el.ahr 10Seq... Segmef=4
~® b=111.32° [0, A
@ c=116.44° - T
i - o 11Seg... Segmeg=4
s =308.62 [0.8] "
=] a |77 ]
< >
Entrada:

Fonte: Print screen do Geogebra; Elaborada pelo autor

Atividade 07) Construir um triangulo esférico e verificar a soma de seus angulos.

Nesta atividade o professor ajudara o aluno a compreender a seguinte
propriedade relativa ao tridangulo esférico: A soma das medidas dos angulos de um

triangulo esférico € maior do que 180° e menor do que 540°.

P1) Primeiramente, o aluno devera construir um tridngulo esférico (ver figura 33 a),

cujos procedimentos foram vistos na atividade 06.

P2) Em seguida, criamos uma reta tangente ao lado AB passando pelo ponto A e uma
reta tangente a AC passando pelo ponto A, para isso,clicamos no icone Reta

Tangente ﬁ , depois no ponto e no arco (ver figura 33 b).
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P3) Para obter o angulo entre as tangentes clicamos no icone Angulo L

selecionamos as duas retas (ver figura 33 c)

Figura 33 — Construcgéo de tridngulo esférico e medida de um angulo

a) b)

Fonte: Elaborada pelo autor

O angulo o do triangulo esférico corresponde ao angulo entre as duas
tangentes ao ponto A. Procedemos analogamente para criar as duas retas tangentes
ao vértice B, definindo o angulo B e as duas retas tangentes ao ponto C, definindo o
angulo vy (ver figura 33 d). O professor pode realizar altera¢des no triangulo, clicando
e arrastando os pontos A, B e C e pedir para que os alunos somem o0s angulos e
constatem que a soma cumpre a propriedade em questdo. Quando arrastamos algum

ponto do triangulo esférico, obtemos outros tridngulos. Pode-se ainda ir ao menu do
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ABC|

Geogebra e usar a fungédo Texto

atrativo aos alunos (ver figura 34).

para incrementar o trabalho

e deixa-lo mais

Figura 34 — Soma dos angulos de um triangulo esférico

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

“ o / \ ‘ b C!) & o Q- @ &‘, ., ABC 4{»

=|-lv fov

W USU,
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§=2825
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1Nu..
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>

<
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A E
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C.E
10Sea  Sen ™
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Fonte: Print screen do Geogebra; Elaborada pelo autor

Atividade 08) Crie uma esfera e trés pontos que sejam vértices de um triangulo

esférico e de um triangulo plano.

P1) Primeiramente crie uma esfera de centro O e raio de medida r = 2 (ou outra medida

gualquer), e marque trés pontos, seguindo os procedimentos que vimos na atividade

06.

P2) Ainda seguindo passos da atividade 06 crie o triangulo esférico cujos vértices sao

0s trés pontos criados em P1.

P3) Obtenha as medidas em graus dos lados do triangulo esférico, seguindo os

procedimentos da atividade 06;

P4) Crie o triangulo plano com os trés pontos criados em P1. Para isso, clique no icone

/. .
Segmento == e selecione 0s pontos extremos deste;
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Com estes passos obtemos a seguinte construgéo no Geogebra (ver figura 35).

Figura 35 — Triangulo plano e triangulo esférico

Fonte: Elaborada pelo autor

As medidas dos lados do triangulo esférico e dos lados do triangulo plano
podem ser vistas na Janela de Algebra do Geogebra, mas também podemos exibir
esses valores na construcéo, bastando para isso clicar no objeto com o boté&o direito
do mouse e ir em Propriedades e na opgdo Exibir Rétulo optar por exibir Nome,

Valor ou os dois. Com os valores obtemos a seguinte construgao:

Figura 36 — Tridngulo plano, tridngulo esférico e medidas dos lados

Fonte: Elaborada pelo autor

A partir da construgéo acima, o docente pode perguntar aos alunos qual dos

dois triangulos tém maior area. Espera-se que a maioria afirme que o triangulo esférico
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tem a maior area. Mas, na auséncia de uma prova formal, os alunos podem calcular

estas areas a partir das medidas mostradas na figura 36. Para calcular a area do

triangulo plano, pode-se usar a formula de Herdo. Os lados tém medidas: AB = 3,01,

BC=2,96e AC=3,22.

D= AB+BC+AC 3,01+2,96+3,22

=4,59
2

A=/p.(p— AB).(p— AC).(p- BC)

A=./4,59.(4,59-3,01).(4,59—2,96).(4,59-3,22)

A=./4,59.(1,58).(1,63).(L 37)
A=+16.19

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

A area do triangulo esférico depende das medidas dos trés angulos, o = 95,54°,

B= 107,17°, y= 97,77° e da medida do raio, r= 2. Calcula-se o excesso esférico e

depois, aplica-se o teorema de Girard:
E =a+p+y—- 180°
E =95,54°+107,17°+97,77°-180°

E =120,48°

[ABC|= E o
180°

120,48°

[ABC] =
180°

.3,14.22

[ABC]=8,37

(157)
(158)

(159)

(160)

(161)

(162)

Neste caso, temos que o triangulo esférico possui maior area do que o triangulo

plano.
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4.3 ATIVIDADES DE ABSTRACAO

O objetivo dos seguintes exercicios propostos é fazer o aluno perceber uma
serventia aplicacional do conteido abordado. Para as proximas atividades é
necessario que os alunos estejam familiarizados com os conceitos béasicos da

Trigonometria/Geometria Esférica.

4.3.1 AplicacBes da Trigonometria/Geometria Esférica

Aplicar a Matematica as outras ciéncias € importante, pois, desse modo, o
aluno verifica que o que se ensina em sala de aula € de grande utilidade para fins
praticos, aparecem em problemas reais e também o faz perceber que a aplicacéo
surge como uma necessidade e inserida em um contexto historico. Segundo os

Parametros Curriculares Nacionais:

O critério central é o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade, ou seja,
€ o potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos
matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda,
a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicacdes
dentro ou fora da Matematica, como a sua importancia histérica no
desenvolvimento da prépria ciéncia. (BRASIL, 1997, p. 43)

As mais comuns aplicacbes da Trigonometria/Geometria Esférica estdo na
navegacdo aérea e na ocedanica, pois trata-se de fazer deslocamentos na esfera
terrestre, o que implica que a embarcacao percorrera basicamente arcos de circulo.
Os problemas mais basicos de navegacao envolvem a determinacéo de coordenadas
de partida e de chegada, rumo e distancia percorrida. Algumas medidas na esfera

terrestre sdo importantes para os calculos trigopnométricos (ver quadro 02).
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Quadro 02 - Medidas no globo terrestre

Medidas no globo terrestre (valores aproximados)
Milha maritima’ 1852 metros
Raio 6372 km
Circunferéncia maxima 40 016 km

Fonte: Elaborado pelo autor

4.3.2 Coordenadas geograficas

Todo ponto na superficie terrestre pode ser localizado por meio de duas
coordenadas: a latitude e a longitude, que representaremos, respectivamente por
meio das letras gregas ¢ e 6. O meridiano de Greenwich e a linha do equador sé&o

usados como referéncias para este sistema de coordenadas, observe a figura 37.

Figura 37 — Meridiano de Greenwich, polos e linha do Equador

Fonte: Elaborada pelo autor

Meridianos sdo semicircunferéncias na superficie terrestre ligando os polos
norte e sul. Denominamos meridiano principal o que passa pela cidade de Greenwich
na Inglaterra, e convencionamos que seu valor € 0°. A longitude de um ponto na

superficie terrestre é o angulo entre o meridiano principal e o meridiano que passa

" Unidade de distancia usada em navegagdo maritima, igual ao comprimento de 1 min de meridiano
terrestre, tomado na latitude de 45°. [...] a Conferéncia Hidrografica Internacional Extraordinaria de
1929 fixou o valor da milha maritima em exatos 1852 metros (Ver COUTINHO, Lazaro. Trigonometria
Esférica: a Matematica de um espaco curvo. Rio de Janeiro: Interciéncia, 2015).
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pelo ponto considerado, medido ao longo da linha do equador, ver figura 38. A

longitude pode variar de 0° até 180° para o leste ou de 0° até -180° para oeste.

—180° < 9 < 180° (163)

Figura 38 — Longitude 6

Fonte: Elaborada pelo autor

Denominamos de paralelos aos circulos menores que pertencem a planos
paralelos ao do equador. A latitude de um ponto na superficie terrestre é a medida
angular ao norte ou ao sul do equador, medidos ao longo de um meridiano qualquer,
ver figura 39. A latitude é positiva quando o ponto esta ao norte do equador e negativa
guando ao sul. A Linha do Equador, por convencao, possui latitude 0° e a latitude de

um ponto pode ir até 90°N (+90°) ou até 90° S (-90°).
—90% < ¢ < 90° (164)

Figura 39— Latitude ¢

Fonte: Elaborada pelo autor
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Por exemplo, consideremos o ponto de coordenadas (¢ , 0) = ( -80°,+72°); sua
latitude é de -80° ou seja, esta ao sul da linha do equador e sua longitude é +72°, o

que implica que esta ao leste do Meridiano de Greenwich.

Em termos de notagao, as seguintes abreviagdes sao equivalentes entre inglés

e portugués (ver quadro 03):

Quadro 03: Equivaléncia portugués-inglés entre abreviacfes de pontos cardeais

Equivaléncia entre as abreviacgdes utilizadas
Portugués Norte (N) Sul (S) Leste (L) Oeste (O)
Inglés North (N) South (S) East (E) West (W)

Fonte: Elaborado pelo autor

4.3.3 Google Earth e Google Maps

Duas excelentes ferramentas computacionais, mantidas e desenvolvidas pela
Google, que podem ser exploradas pelos alunos séo o Google Earth e Google Maps,
que além de imagens reais capturadas por satélites e mapas de qualquer lugar na
superficie terrestre, fornece as coordenadas de qualquer ponto do globo, bem como

permite calcular distéancias entre esses pontos.

Para que o professor juntamente com os alunos aplique este recurso é
necessario um computador com requisitos basicos de memoria e processamento.
Para explorar o Google Earth e o Google Maps® deve-se ter acesso a Internet e fazer

download do plug-in® do Google Earth.

4.3.4 Problema da navegacéo segundo paralelos

Trata-se de um dos casos mais simples, matematicamente, de navegagao no
globo terrestre. Estando os pontos A e B no mesmo paralelo (circulo menor), considere

uma embarcacdo que desloca-se de A para B segundo a figura 40.

8 O Google Earth e o Google Maps podem ser acessados pelo link https://www.google.com.br/maps.
9 O plug-in do Google Earth pode ser encontrado em https://www.google.com.br/intl/pt-
BR/earth/explore/products/plugin.html.
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Figura 40 — Navegac&do no paralelo AB

Fonte: Elaborada pelo autor

Tracamos a intersec¢ao do meridiano que passa por A com o equador definindo

o ponto C. Depois, tragamos a intersec¢cdo do meridiano que passa por B com o

equador definindo o ponto D. Criamos o ponto F tal que o segmento AF forme um

angulo reto com o segmento OC. Se a distancia AB estiver em milhas nauticas, se faz

necessario converter para uma unidade angular. Os angulos AO’B e COD sao iguais

e, da Geometria Plana, temos que esse angulo é dado pela razéo entre o0 arco e 0

raio, logo:
B _
AO" OC

COD OC A0 1

2B AO' OF Y

co__1
AB COS@
A0 __1
d cose

(165)

(166)

(167)

(168)

(169)
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Esta expresséo relaciona a distancia d percorrida entre os pontos A e B, a

diferenca de longitude ¢ e a latitude, do paralelo em que se da a navegacéao.

4.3.5 Aplicando a Lei dos cossenos esférica: o tridngulo terrestre

Dadas as coordenadas, latitude ¢ e longitude 6, de dois pontos na superficie

terrestre, P(p1, 01) € Q(o2, 62). Denominamos tridngulo terrestre ao triangulo formado

pelos arcos PN , QN e I56 conforme a figura 41. Temos que:

e PN =90°- @1 é a colatitude de oq;
. QN =90° - 2 € a colatitude de ¢
o P/I\E =102 - 61| € a diferenca de longitudes.

o I56 = medida do arco que queremos determinar.

Figura 41— Triangulo terrestre

Fonte: Elaborada pelo autor

Observando-se os sinais de ¢, e usando a lei dos cossenos esférica, podemos
determinar a distancia entre os pontos P e Q na superficie terrestre. Denominamos de
rumo ao menor angulo que uma linha ou caminho faz com o meridiano que passa pelo

ponto. Entéo, no triangulo PQN:
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e O rumo de P partindo de Q € o angulo NQP;
e O rumo de Q partindo de P é o angulo NPQ;

Atividade 09) Encontre a distancia percorrida, em milhas néuticas, por um navio no
trépico de capricérnio (23°27' S) que viaja para leste até alcancar um ponto cuja

diferenca de longitude é de 1°20’.

Resolucdo:"Neste problema, primeiramente, deve-se transformar 1°20° em minutos,

obtendo 80'. Agora, aplica-se a expresséao (169):

70)

d = 80.c0s23°27" (171)
d=80.0,92 (172)
d=73,39 (173)

O navio percorreu uma distancia de 73,239 milhas.

Atividade 10) Determine a longitude do ponto de chegada de um navio que parte da
longitude 130° W e percorre 180 milhas, em diregdo ao leste, ao longo do paralelo 45°
S.

Resolugéo:
d =A6.cosg (174)
180'= A@.cos45° (175)
180'=A0.0,70711 (176)
B 0,17?)g11 a7
A@ = 254,55728" (178)
A =4°14" (179)
130°-4°14"'=|125°46'W (180)

A latitude do ponto de chegada € 125°46’ oeste.
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Sugestdes ao professor: Nas atividades 09 e 10 o professor pode perguntar
aos alunos se ao viajar num trecho no tropico de capricornio o navio esta percorrendo
0 menor caminho entre o ponto de partida e o de chegada. Como este paralelo néo é
um circulo maximo, qualquer caminho percorrido entre dois pontos ndo € o menor, e

o docente pode revisar a atividade 05 realizada no Geogebra.

Atividade 11) Um avido parte De um aeroporto em Belém, Brasil, cujas coordenadas
sdo (1,38° S; 48,48° W) até um aeroporto em Lisboa, Portugal, de coordenadas
(38,77°N; 9,14° W) (ver figura 42). a) Calcule aproximadamente a distancia percorrida
pelo avido, em quildbmetros e em milhas maritimas, entre essas duas cidades, e
compare com o resultado exibido no Google Maps e Earth, que € 6004,70 km; b)

Calcule o rumo do aeroporto de Lisboa partindo do aeroporto de Belém.
Resolugéo:

a) Considerando-se P(1,38° S; 48,48° W) e Q(38,77° N; 9,14° W), temos 0 seguinte

PN =003 =90°—(~1, 38°) =91, 38° (181)
QN =90°—p, =90°—38, 77°=51, 23 (182)
PNQ=! 6, —6, |H 48,48°-9,14°|=30,34° (183)

Aplicamos ao triangulo PNQ a lei dos cossenos esférica

CcoS ﬁ?} = cos NP.cos @ +sen NP.sen I/\l?).cos P/N?) (184)
cos @ =0s91,38°.c0s51,23°+ sen 91, 38°.sen 51, 23°.cos 39, 34° (185)
cos PQ = (-0,02408).(0, 62620) + (0,99971).(0, 77967).(0, 77340) (186)
cosPQ = 0,58774 (187)
PQ = arccos(0,58774) = 54,00299° (188)

Considerando o raio da Terra como sendo aproximadamente 6372 km e

fazendo uma regra de trés relacionando angulo e comprimento de arco, temos
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360°  2.3,14.6372

e e 189

54,00299° PO (189)

p— 0

PO = 54,00299°.2.3,14.6372 (190)
360°

5@ = 6002, 75km = 3241, 22 milhas maritimas (191)

Obtivemos que o comprimento de @ é de 6002,75 km, o0 que representa um

erro de apenas 0,0032%, e isso se deve ao fato da Terra ndo ser uma esfera perfeita.

©6002,75
6004, 70

=1-0,99968 =0,00032 = 0,032% (192)

b) Para calcular o rumo de Belém para Lisboa, aplicamos a lei dos senos esférica.

senPQ.senPNQ = senNQ.sen NPQ (193)
sen54,00299°.sen 39, 34°= sen51, 23°.sen @ (194)
(0,80905).(0, 63392) = (0, 77967).sen NPQ (195)
sen I\TPTQ =0,65781 (196)
I\TPT? =arcsen0, 65781 (297)
NPQ = 41,13289° (198)

Sugestbes ao professor: Nesta atividade, ao contrario das atividades 09 e 10,
a distancia percorrida pelo avido é a menor, pois percorre um circulo maximo, e isto
deve ser esclarecido aos alunos. O professor pode levar Datashow para apresentar
aos alunos o Google Earth, e ensina-los a obter coordenadas e medir distancias com
esta ferramenta. Outro aspecto a ser explorado pelo docente € a possibilidade de
comparagao do valor calculado pela lei dos cossenos com o valor obtido pelo software.
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Figura 42 — Google Earth, distancia Belém-Lisboa

a) b)
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Fonte: Print screen do Google Earth
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5 APLICACAO EM SALA DE AULA

A aplicacdo foi desenvolvida em uma escola publica estadual localizada no
municipio de Santarém, estado do Para. As atividades realizaram-se em uma turma
de terceiro ano do Ensino Médio, na modalidade de ensino regular, no turno matutino.
A aplicacgéo foi feita pelo préprio professor da disciplina, e também elaborador desta
dissertagdo. Ao todo usaram-se seis tempos de aula, sendo trés no primeiro dia e trés

no segundo, e cada aula durou em média 40 minutos.

Esta pesquisa em sala de aula foi desenvolvida visando-se trabalhar com os
discentes a Trigonometria/Geometria de um modo diferente do tradicional. Desde o
inicio das atividades foi possivel notar um interesse maior por parte dos alunos, o que
podemos atribuir ao uso de materiais concretos, pois permitiu que estes participassem
ativamente, proporcionando melhor interagéo e investigagdo. Durante as aulas houve
bastante envolvimento dos alunos, pois constatamos que fizeram muitas perguntas
ao professor embasadas no conteldo que, apesar de familiar, apresentavam diversas
peculiaridades que foram exploradas. Percebemos também grande interagdo entre os
alunos, pois elaboravam questionamentos e se ajudavam mutuamente, faziam

suposi¢des, conjecturas e generalizagdes pertinentes ao tema.

Em sala de aula apresentou-se a Trigonometria/Geometria de um modo
diferenciado, aproveitando os conhecimentos prévios do aluno em Trigonometria
Plana, bem como exploraram-se os fundamentos da Geometria Esférica, destacando
algumas de suas peculiaridades que a diferenciam da Geometria Euclidiana.
Objetivou-se, a partir dos resultados, verificar se os alunos conseguiram compreender
aspectos basicos do tema, averiguar sua percep¢do quanto a metodologia usada, a
relevancia e importancia do assunto estudado. Realizaram-se aulas expositivas sobre
os fundamentos da Trigonometria/Geometria Esférica, as quais iniciaram-se com
atividades, explorando-se materiais concretos, seguidamente exploraram-se as
potencialidades do Geogebra e, por ultimo, realizaram-se calculos trigonométricos

sobre um problema de aplicagéo.
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5.1 OBJETIVOS GERAIS

O objetivo geral desta aplicagdo é introduzir os alunos nos fundamentos da
trigonometria esférica e suas conexfes com a realidade assim como desenvolver,
neles, a capacidade de construir seu proprio conhecimento e, para isso utilizou-se
uma sequéncia de atividades que parte do concreto, passando pelo representacional,

ao abstrato.

5.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Apresentar aos alunos os fundamentos da Trigonometria Esférica e suarelagdo
com a Geometria Esférica. Relacionando semelhancgas e diferencas entre a Geometria
Euclidiana e a Geometria Esférica. Explorar o uso de materiais concretos, bem como
potencialidades do uso do Geogebra e efetuar calculos relativos a triangulos esféricos.
E, ao fim do percurso aplicar teste e questionario aos alunos e realizar analise dos

resultados do teste e questionario.

5.3 MATERIAIS UTILIZADOS

Materiais utilizados pelo professor: Computador, datashow, quadro branco
e pincéis marcadores. Materiais utilizados pelos alunos: Bolas de isopor de 20 cm
de diametro, fitas de cetim, fitas adesivas, tesourinhas, canudinhos, fitas métricas,

transferidor esférico.

5.4 DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES REALIZADAS EM SALA DE AULA

Para conduzir a aula faz-se necessério que professor disponha dos materiais
necessarios (ver topico 5.3). Explicou-se a turma a motivagéo da aula e que se tratava
de uma pesquisa académica. Montaram-se equipes (isto foi necessario devido

limitag6es da quantidade de materiais) de trés ou quatro alunos e distribuiram-se os
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materiais que seriam necessérios ao desenvolvimento da aula. Exploram-se o uso de
materiais concretos objetivando a compreensé&o das ideias mais basicas da Geometria
Esférica. Explanou-se aos alunos o0s assuntos de que tratam a
Trigonometria/Geometria Esférica e algumas de suas utilidades e também realizaram-
se algumas comparacdes entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica (ver

figura 43).

Figura 43 — Slide de introduc&o ao tema da aula

TRIGONOMETRIA/GEOMETRIA ESFERICA

Do que tratam a Geometria Euclidiana e a Geometria esférica?

O que é trigonometria esférica? Para que serve?

Quais as semelhancas e diferengas entre a Geometria Euclidiana e a
Geometria esférica?

Fonte: Elaborada pelo autor

A primeira atividade foi sobre “reta” e segmento de “reta” na superficie esférica
(ver figura 44). Os alunos pegaram bolas de isopor e, com caneta, marcaram dois
pontos, cortaram uma fita de cetim com o mesmo comprimento da distancia ente os
pontos e, com fitas adesivas, fixaram a fita de cetim a bola, deste modo obtendo um
segmento de “reta”. Também cortaram uma fita com a mesma medida (ou um pouco
maior) da circunferéncia maxima da bola de isopor que foi obtida multiplicando-se a
medida do didmetro pelo valor de pi, obtendo uma “reta” da Geometria Esférica. Uma
dificuldade nesta atividade foi construir a circunferéncia méxima, afinal de contas,
como saber se é a maior? Porém, o professor esclareceu aos alunos que as medidas
ndo precisavam ser exatas e que a esfera de isopor possuia imperfeiges. A partir do
valor calculado da circunferéncia maxima, usamos fita métrica para medir o

comprimento da fita de cetim.

A segunda atividade requeria que cada equipe de alunos construisse um fuso
esférico, obtivesse a medida de seu &ngulo e calculasse sua &rea (ver figura 44). Esta
atividade foi uma continuacdo da anterior, pois, como j4 existia uma circunferéncia

maxima, foi necessario apenas criar outra. Para obter as medidas do angulo do fuso,
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os alunos usaram canudinhos para representar as retas tangentes, e com transferidor
efetuaram as medidas. Foi necessario que o docente esclarecesse aos alunos que as
medidas angulares ndo eram exatas, pois dependiam da espessura do material que
constituia as “retas ” e segmentos de “reta”, no caso canudinhos, mas que para 0s
objetivos da aula isso nédo teria grande influéncia. Para finalizar, os discentes

calcularam a &rea do fuso usando regra de trés.

Figura 44 — Slide das atividades 01 e 02 em sala de aula

ATIVIDADES EM SALA DE AULA

01) Tendo em vista a Geometria Esférica construa uma “reta” em uma esfera
de isopor usando fitas de tecido. Em seguida, marque dois pontos quaisquer
na esfera e crie um segmento de “reta” pela superficie esférica;

[\ \

02) Tendo em vista a Geometria Esférica, com duas “retas” quantos fusos
esféricos formamos? Escolha um, mega seu angulo e calcule sua area.

4 b

Fonte: Elaborada pelo autor

A terceira atividade teve como meta construir um triangulo esférico e
responder as duas perguntas (ver figura 45). Os alunos aproveitaram o fuso
construido na atividade anterior e criaram mais uma circunferéncia maxima, obtendo
o tridngulo. O docente perguntou aos alunos: “Como se deve medir os lados, em graus
ou em centimetros?” As opinides se dividiram e o professor esclareceu que dependia
da necessidade; se quiséssemos o perimetro, seria em centimetros mas, como 0s

lados séo arcos de circunferéncia maxima, também podiamos medir em graus.

A quarta atividade, necessitou de um transferidor esférico para se obter as
medidas dos lados em graus, e 0 docente os levou pronto e entregou um artefato
deste para cada equipe. Usando o triangulo esférico obtido da atividade anterior os
alunos mediram os lados e verificaram que a medida de cada lado era menor do que
a soma das medidas dos outros dois lados (ver figura 45). O transferidor esférico foi
levado pronto para a sala de aula.
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Figura 45— Slide das atividades 03 e 04 em sala de aula

03) Tendo em vista a Geometria esférica, construa
um triangulo esférico. E responda as seguintes
questdes:

a) Como medimos os lados de um triangulo esférico?

b) E mais conveniente medir os lados em cm ou em
graus?

04) Tendo em vista a Geometria esférica, escolha um dos triangulos formados,
meca os lados e verifique a desigualdade triangular.

Medidas com valores

Aproximaacos

Fonte: Elaborada pelo autor

Posteriormente exploramos o Geogebra. O docente apresentou brevemente o
software, pois os alunos ndo o conheciam e comentou suas funcionalidades béasicas
e explanou sobre as possibilidades de seu uso, ndo apenas para as atividades em
guestdo, mas para a Matematica em geral (ver figura 46). Alguns alunos interessaram-
se pelo software, instalamos em seus notebooks e repassamos as atividades que
foram utilizadas. Nesta etapa da aplicagdo, tratamos dos fundamentos da
Trigonometria Esférica, como os conceitos de distancia esférica, lados e angulos do
triangulo esférico e apresentamos na projecdo os slides e as atividades prontas
elaboradas no software.

Figura 46 — Slide apresentando o software Geogebra

O software Geogebra. Para que serve? Como pode nos ajudar?

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
Al B Dl e A @ L N nec| <L

~ Janela de Algebra * ¥ Janela de Visualizacdo 3D * ~ Janela de Visualizacao 2

v fov AC~ Dv Tv uw AC~

6 -« N w & @ @&

Entrada

Fonte: Elaborada pelo autor
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A quinta atividade (ver figura 47) tratava-se de uma construgdo geométrica
feita no Geogebra, que consistia em uma esfera que mostrava os pontos M e N e dois

caminhos ligando-os.

Figura 47 — Slide da atividade 05 em sala de aula

05) Geogebra: Distancia esférica
Qual caminho € o mais curto ligando M e N? O em azul ou o em vermelho?

No globo terrestre,
sabendo-se que os
paralelos (exceto a linha
do Equador) sd@o circulos
menores. Para uma
embarcagao, € vantajoso,
do ponto de vista da
distancia percorrida,
navegar por um paralelo?

Fonte: Elaborada pelo autor

A questdo: qual caminho é o mais curto ligando M e N? O em azul ou 0 em
vermelho? Um caminho era parte de um circulo menor e o outro de um circulo méaximo.
As respostas dos alunos foram divididas; ndo houve consenso. O docente mostrou
aos alunos a Janela de Algebra do Geogebra, em que apareciam as medidas dos dois
caminhos, e também fez alterac6es no valor do raio da esfera, sanando as davidas
dos discentes, que puderam constatar que o menor caminho era parte da

circunferéncia maxima, ou seja, MN em azul.

A sexta atividade tratava-se de um tridngulo esférico, no Geogebra. Na
construgdo, apareciam as medidas dos lados, em graus, e o docente questionou aos
alunos se havia algum valor limite para a soma dos lados (ver figura 48), também
efetuou alteragcbes no triangulo, clicando e arrastando os vértices. Para induzir os
discentes a proporem um valor limite. Alguns falaram 180°, outros 300° ou 360°. Nesta
atividade o professor explicou aos discentes que havia um valor maximo para soma,
que era 360° e que esta propriedade so6 é valida para a medida em graus, ou seja, se

medissemos em centimetros, ndo teriamos uma proposicao equivalente.
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Figura 48 — Slide da atividade 06 em sala de aula

06) Soma das medidas dos lados, em graus, de um triangulo esférico.
Existe algum valor limite?
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¢
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na sétima atividade o professor apresentou outra constru¢cdo no Geogebra,
de um triangulo esférico, mas desta vez o foco era a medida de cada angulo (ver figura
49). A construgdo mostrava a medida de cada angulo, bem como a soma dessas
medidas. O docente pediu aos alunos que anotassem a medida de cada angulo do
triangulo no caderno, clicou e arrastou os vértices do triangulo e pediu que os
anotassem novamente e repetiu 0 procedimento uma vez mais e néo explicou o
porqué de se anotar essas medidas. Nesta atividade o professor ndo questionou os
alunos quaisquer propriedades, pois essa pergunta seria feita no teste.

Figura 49 — Slide da atividade 07 em sala de aula

07) Soma das medidas dos angulos de um tridangulo esférico
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Fonte: Elaborada pelo autor
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A oitava atividade (ver figura 50) consistiu em retomar a terceira atividade com
materiais concretos, porém tinha o calculo como finalidade; e foi solicitado aos alunos
que escolhessem um dos tridangulos esféricos formados e calculassem sua area,
sabendo-se que a bola de isopor possuia raio de 10 cm. Os discentes obtiveram as
medidas dos angulos e usaram a férmula (143) para calcular a area do triangulo

esférico, para isto dispondo de calculadoras para efetuarem as contas.

Figura 50 — Slide da atividade 08 em sala de aula

08) Sabendo-se que o raio da esfera de isopor € de 10 cm, com
o triangulo esférico ja construido, mega os angulos e calcule sua
area.

Fonte: Elaborada pelo autor

Na nona atividade (ver figura 51) os alunos usaram a Lei dos cossenos
esférica para calcular a distancia entre dois pontos do globo terrestre, conhecendo-se
suas coordenadas geograficas, obtidas com o aplicativo Google Earth. O docente
explicou alguns conceitos relacionados a coordenadas geograficas: latitude e
longitude, paralelos e meridianos. Em seguida, apresentou a Lei dos cossenos
esférica. Os alunos usaram calculadoras para efetuar as contas necessarias, sendo
que alguns tiveram dificuldades com isto, devido a formula utilizada ser maior do que
as que eles estdo acostumados. O professor auxiliou os discentes nos calculos e estes

conseguiram responder a atividade com éxito.
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Figura 51 — Slide da atividade 09 em sala de aula

Lei dos cossenos esférica

* Atividade 09) Um avido parte De um aeroporto em Belém (BR) cujas
coordenadas s3ao (1,382 S; 48,482 W) até um aeroporto em Lisboa,
Portugal, de coordenadas (38,772 N; 9,142 W).

Calcule aproximadamente a distancia percorrida pelo avido, em
quildmetros e em milhas maritimas, entre essas duas cidades, e compare
com o resultado exibido no Google Maps e Earth, que é 6004,70 km;

Fonte: Elaborada pelo autor

5.5 ANALISE DE ITENS DO TESTE APLICADO

Elaboramos um teste (ver apéndice C) para verificar se os discentes

segmento de reta. A rigor o termo geodésica é o mais adequado.

Item 01: E possivel termos “retas” paralelas na Geometria Esférica?

Grafico 01: Resultado do item 01 do teste.

01) E possivel termos "retas” paralelas na
Geometria Esférica?

B S5im
B Nio

= Mo ==i

Fonte: Elaborado pelo autor

compreenderam aspectos basicos da Geometria/Trigonometria Esférica. Tanto nas
aulas quanto no teste chamamos de “segmento de reta” a menor distancia entre dois
pontos em uma superficie, conferindo assim ao termo um sentido amplo, o que foi
esclarecido aos alunos. Entretanto, por uma questdo didatica e, querendo nos

aproveitar de um conhecimento a priori dos discentes, mantivemos o termo reta e
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O professor, durante as aulas, relembrou aos alunos o conceito de retas
paralelas da Geometria Plana e esperdvamos que estes percebessem que tal ideia
poderia ser generalizada. Conforme vemos no gréfico 01, 69% dos alunos
responderam que ndo é possivel a existéncia de paralelas na Geometria Esférica. Os
discentes verificaram que, ao construir duas “retas” nesta Geometria, elas se

cruzavam em dois pontos.

Item 02: E possivel termos "retas" perpendiculares na Geometria
Esférica?

No decorrer da aula, o docente revisou a definigéo de retas perpendiculares da
Geometria Euclidiana, o que serviu para que os alunos, posteriormente, notassem que
0 mesmo conceito é aplicado a Geometria Esférica. Durante as atividades em grupo,
em que os alunos tiveram que efetuar medi¢cdes de angulos do triangulo esférico,
varios obtiveram como resultado o valor 90°, o que contribuiu para que todos

respondessem corretamente ao segundo item do teste.

Item 03: Na Geometria Euclidiana, no plano, 3 retas distintas podem estar
nas seguintes situagdes: As 3 retas paralelas; Apenas 2 retas paralelas;
Nenhuma reta paralela a outra e, neste caso, teremos aformacao de 1 tridngulo
ou entdo as retas sdo concorrentes em um uUnico ponto. Tendo em vista a
Geometria Esférica, construa trés “retas” nesta Geometria e faca observacdes

arespeito.
Algumas das respostas:
- “3 “retas” formam um triangulo esférico”;
- “As “retas” formaram 8 triangulos”;
- “As “retas” se cruzam; a soma dos angulos € maior do que 180° ”;

nenhuma “reta” € paralela a outra, neste caso teremos a formacgdo de 1

triangulo ou entéo as “retas” sdo concorrentes”;

- “na Geometria Esférica, as retas paralelas sempre se encontram num ponto,

e trés retas formam 8 triangulos”.

Alguns alunos fizeram observagdes, baseando-se nos itens 01 e 02 do teste.
Todos mantiveram a coeréncia com o exposto ao longo da aula, porém, algumas
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respostas sdo incompletas: No caso de se formarem triangulos, sédo obtidos 8 e néo
apenas 1. Quanto a soma dos angulos do triangulo ser maior do que 180°, isto ndo

esta relacionado a questdo, apesar de ser uma proposicao correta.

Item 04: Observando-se o tridngulo esférico elaborado com o software
Geogebra (ver figura 52), mova seus vértices e anote as medidas dos angulos.
Na Geometria Euclidiana Plana, a soma das medidas dos trés angulos internos
€ igual a 180°. Qual das expressdes corresponde a soma dos angulos de um

tridngulo esférico?

Figura 52 — Triangulo plano e triangulo esférico: angulos

B

B
x>

Fonte: Elaborada pelo autor

Grafico 02: Resultado do item 04 do teste.

04) Qual das expressoes abaixo corresponde a soma dos
angulos de um triangulo esférico?

m a+pf+y=180°
m a+pf+y<180°
m a+p+y>180°

Fonte: Elaborado pelo autor

Este item, apenas, 56% dos discentes acertaram (ver grafico 02). O enunciado
da questéo retomava o fato de que na Geometria Plana, em qualquer triangulo, a soma

dos angulos internos € igual a 180 graus. Durante as aulas exploramos um triangulo
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esférico construido no Geogebra e, por isso, esperavamos que mais alunos

acertassem esta questao.

Item 05: Os pontos A, B e C representados no Geogebra séo vértices de
um tridangulo plano e de um tridngulo esférico. Em relacdo as areas o aluno
deveriaresponder se o tridangulo esférico possui maior area ou o triangulo plano

possui maior area ou se as areas dos dois triangulos séo iguais.

Figura 53 — Triangulo plano e tridngulo esférico: areas

Fonte: Elaborada pelo autor

Neste item, 69% dos estudantes responderam corretamente, sendo que tal
resultado pode ser atribuido ao fato de as distancias na esfera ligando os pontos
serem maiores do que as distancias em linha reta ligando os mesmos; um perimetro
maior relacionado a uma &rea maior (ver grafico 03). A rigor, apenas com
demonstracdo podemos generalizar que o triangulo esférico sempre tera area maior
gue o triangulo plano, todavia com Geogebra pode-se testar a afirmacéo para uma
infinidade de triangulos.

Grafico 03: Resultado do item 05 do teste

05) Os pontos A, B, e C representados no Geogebra sdo vértices de um
trigngulo plano & de um trigngulo esférico. Em relagdo as dreds:

B O tridngulo asférico possui
maior area.

B O tridngulo plano possul maiar
drea.

W Az dreas dos dois tridngulos
=30 iguais.

Fonte: Elaborada pelo autor
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5.6 ANALISE DO QUESTIONARIO

Elaboramos um questionario (ver apéndice C) para termos um retorno quanto
a relagdo do aluno com o tema abordado. Objetivamos verificar se os discentes
acharam o tema interessante, se faz sentido, se tem utilidade e também se o método
0s ajudou na compreenséao do conteudo.

Item 01: O tema Geometria/Trigonometria Esférica é interessante.
Gréfico 04: Resultado do item 01 do questionario

01) O tema Geometria/Trigonometria esférica e interessante.

B z) Concordo totalmente
B b} Concardo parciaiments
® c} Discordo parcizimants

djDiscordo totalments

Fonte: Elaborado pelo autor

69% dos entrevistados concordaram com a afirmacdo e apenas 19%
concordaram totalmente e isso pode ser atribuido, em parte, ao fato da abordagem
feita sobre Geometria/Trigonometria ser diferente da que eles estdo acostumados e
ser mais complexa. Porém, interpretamos positivamente, visto que apenas 12%

discordaram parcialmente e nenhum aluno discordou totalmente (ver grafico 04).

Item 02: A Geometria Esférica faz tanto sentido quanto a Geometria
comum (Euclidiana Plana).

Gréfico 05: Resultado do item 02 do questionario

02} A Geometria Esférica faz tanto sentido quanto a Geometria
comum (Euclidiana Plana).

H 2} Concordo totalmente
® b} Concordo parcialmente
¥ ¢} Discordo parcialmente

d} Discordo totalments

Fonte: Elaborado pelo autor
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38% concordaram totalmente e 31% parcialmente (ver grafico 05). Durante as
aulas o professor procurou apresentar semelhancas entres as Geometrias,
explorando principalmente os fundamentos do tema, como paralelismo,
perpendicularismo de retas e areas e, deste modo, instigando os alunos a efetuarem
comparacdes e questionamentos sobre a consisténcia da Geometria Esférica,

mostrando que esta faz tanto sentido quanto a Euclidiana.

Item 03: A Geometria Esférica pode ser tdo Util quanto a Geometria

comum.

Gréfico 06: Resultado do item 03 do questionario

03) A Geometria Esférica pode ser tdo util quanto a
geometria comum.

m g) Concordo totalmente
m b)Concordo parcialmente
c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

Fonte: Elaborado pelo autor

Neste item houve mais concordancia do que discordancia quanto a afirmacgao
e este era o resultado esperado, visto que apresentamos aplicagdes da Geometria
Esférica ao célculo de areas e a navegacdo, o que serviu para que os alunos

concordassem quanto a utilidade desta Geometria (ver grafico 06).

Item 04: Vivemos em um planeta cuja forma € aproximadamente uma
esfera. Por que estudamos Geometria Euclidiana (comum) em vez da Geometria

Esférica?
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Gréfico 07: Resultado do item 04 do questionario

04} Vivemos em um planeta cuja forma é aproximadamente uma esfera. Por
gue estudamos a Geometria Euclidiana (comum) em vez da Geometria
Esférica?

W a) Porque € mais facil

mb) Porque, para distancias
peguenas podemos considerar
que vivemos em um plano

mc) Mo sei

Fonte: Elaborado pelo autor

Neste item, a maioria dos discentes responderam que para distancias
pequenas podemos considerar que vivemos em um plano (ver grafico 07). E esta era
a resposta esperada, dado que para grandes distancias na superficie terrestre
devemos usar a Geometria/Trigonometria Esférica, pois os caminhos “retos” na

superficie sdo arcos de circunferéncia maxima.

Item 05: O uso de materiais concretos ajudou na compreensdo dos

conceitos geométricos/trigonométricos.

Grafico 08: Resultado do item 05 do questionario

05) O uso de materiais concretos ajudou na compreensdo
dos conceitos geométricos/trigonométricos.

m a) Concordo totalmente
m b) Concordo parcialmente
m c) Discordo pardalmente

d) Dizcordo totalmente

Fonte: Elaborado pelo autor

Neste item 56% concordaram totalmente e este resultado esta de acordo com
0 esperado, pois durante as atividades, o envolvimento e interacdo entre os alunos foi
maior quando exploramos os materiais concretos, fizeram consideragdes pertinentes
e a maioria respondeu corretamente as questdes do teste relacionadas ao que foi
explorado com os materiais concretos (ver grafico 08).
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Item 06: O uso do Geogebra ajudou na compreensdo dos conceitos

geométricos/trigonométricos.

Neste item 88% concordaram total ou parcialmente (ver grafico 09), o pode ser
atribuido, em parte, ao fato do Geogebra dinamizar a aula, possibilitar a elaboracéo
de construgdes geométricas que facilitam a visualizacéo e ferramentas que permitem

modificar a construgdo sem alterar as propriedades.

Gréfico 09: Resultado do item 06 do questionario

06) O uso do Geogebra o ajudou na compreensdo dos conceitos
geométricos/trigonométricos.

® 8) Concordo totalmente
® b) Concordo parcialmente
B c} Discordo parcialments

d) Discordo totalmente

Fonte: Elaborado pelo autor

Item 07: O problema sobre navegacdao foi interessante.

Gréfico 10: Resultado do item 07 do questionario

07) O problema sobre navegacdo foi interessante.

H g} Concordo totalmente
= b) Concordo parcialmente
M c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

Fonte: Elaborado pelo autor

Para a maior parte dos alunos o problema sobre navegacéo foi interessante,
pois se trata de uma aplicacdo de conceitos de Geometria Esférica e de célculos da
Trigonometria Esférica (ver grafico 10). 6% discordaram totalmente, o que podemos
atribuir & maior complexidade dos célculos envolvidos, como a Lei dos cossenos

esférica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em foco que um dos objetivos da educacdo bésica é a formagdo de
individuos criticos e aptos a resolver problemas novos com uma Vvisdo mais
interdiciplinar do que o ensino tradicional, pode-se dizer que a abordagem da
Geometria Esférica € adequada aos novos paradigmas educacionais. Neste sentido,
pode-se observar que, sem ela, a visdo do aluno da geometria terrestre ficaria
deficiente pois, por exemplo, ndo se atentaria a esta visdo ndo classica, porém
realista, desta geometria, no momento de interpretar e comprender certas informacdes

repassadas nos meios de informacéao.

z

O presente trabalho mostrou que sim é possivel introduzir temas
aparentemente complexos a alunos da educacéo basica. Nas palavras de Bruner
(2001, p.56) :“Qualquer assunto pode ser ensinado eficazmente, de alguma forma
intelectualmente honesta, a qualquer crianga em qualquer fase de desenvolvimento”.

Pelo observado durante as atividades, a estratégia escolhida para facilitar a
compreensdo de aspectos bésicos da Geometria/Trigonometria Esférica (CRA) foi
adequada, criando um ambiente motivador na turma. Sabemos, ndo sé pelas novas
pesquisas mas por experiencia propria também, que a motivacdo é essencial ao
aprendizado. Neste sentido e com base no exposto ao longo desta dissertagéo,
podemos constatar que ha uma necessidade de fazer o aluno construir o
conhecimento através da experiéncia, e, nada melhor do que materiais manipulaveis
e softwares que Ihes permitam modificar, construir, fazer e desfazer figuras e objetos
geométricos. E preciso estabelecer uma relagéo entre os objetos manipulaveis, que
sdo construidos com materiais concretos e 0s conceitos matematicos abstratos,
oferecendo experiéncias que podem proporcionar a permanéncia, a longo prazo, de
habilidades matematicas e isto pode diminuir a visdo de que a Matematica é s6

abstracgao.

Conforme o exposto ao longo do texto, podemos concluir que o uso de materiais
concretos no ensino de Matematica ndo pode ser pensado como um remédio contra
todas as dificuldades que os alunos enfrentam nesta disciplina. Professores e alunos

devem usar o bom senso, pois do contrario o uso de materiais manipulaveis seréo
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mero entretenimento para os alunos sem ajuda-los a compreender quaisquer
conceitos. O uso do Geogebra permite a professores e alunos feitos que sem esta
ferramenta seriam inimaginaveis ou trabalhosas demais. Este software, se bem
explorado em sala de aula pode facilitar a tarefa do professor, bem como deixar suas
aulas mais interessantes, e condizentes com padrbes modernos de ensino, que
trazem o computador pra sala de aula e o utilizam como ferramenta educacional. A
abordagem de conceitos abstratos da Matematica tem seu momento, e deve ser
explorada por professores e alunos. As aplicagbes a navegacdo, mostram o lado
pratico da Trigonometria e usamos o Google Earth neste trabalho como ferramenta
para verificag@o de calculo sobre a esfera, pois devido a este site oferecer imagens
reais da Terra, torna-se um atrativo, além de proporcionar recursos que podem ser
explorados pelos alunos e, assim deixar as aulas mais interessantes. Aspectos mais
avancados do conteddo, como algumas demonstracbes que constam nesta
dissertacdo e calculos trigonométricos que constam no apéndice A, podem ser
exploradas e cabe ao professor escolher quais estdo em consonancia com o nivel de

seus alunos.

Podemos concluir, em resumo, que o tema exposto é importante e, com uma
metodologia adequada, pode contribuir positivamente para o desenvolvimento

matematico do aluno.
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APENDICE A — ATIVIDADES DE APLICACAO DAS FORMULAS BASICA E
RESOLUCAO DE TRIANGULOS ESFERICOS

1.0 ATIVIDADES DE APLICACAO DAS 4 FORMULAS BASICAS DA
TRIGONOMETRIA ESFERICA

Veremos quatro exercicios em que aplicaremos as férmulas basicas para o
calculo de elementos do triangulo esférico. Sera necessario o uso de uma calculadora
cientifica e, para valores de saida das razfes trigonométricas serdo usadas cinco
casas decimais. Consideremos o tridngulo esférico abaixo (ver figura 54) e, dados trés

elementos serd necessério calcular um quarto elemento.
Figura 54 — Triangulo esférico e seus elementos

B

Fonte: Elaborada pelo autor

Atividade 01: Dados os lados a = 82°, ¢ = 55° e 0 angulo B = 120° entre eles,

encontrar o lado b por meio da Lei dos Cossenos esférica.

cos b =cosa.cosc+sena.senc.cos B

cos b =c0s82°.cos55°+sen82°.sen55°.cos120°
cos b =0,13917.0,57358 + 0,99027.0,81915.(-0,50000)
cosh =-0,32576

b =arccos(-0,32576)

b=109,01191°
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Atividade 02: Dados os lados a = 25° b = 68° e 0 angulo B = 60°. Encontrar

o angulo A oposto ao lado a por meio da Lei dos Senos Esférica.

sen Asenb =sena.sen B

sen A.sen 68°= sen 25°.sen 60°
sen A0,92718 = 0,42262.0,86603

sen A= 0,39475

A =23 25020°

Atividade 03: Dados lado a = 32°, b = 55° e C = 85°, calcular A usando a

formula das cotangentes.

cotga.senb = cosb.cosC +sen6.cotg A

cotg 32°.sen55°= cos55°.cos85°+sen85°.cotg A
1,60033.0,81915 = 0,57358.0,08716 + 0,99619.cotg A

cotg A=1,26574

1

~=126574
tgA

>

1
126574

tg

A= arctg
(126574j

A =138,31056°

Atividade 04: Dados os angulos A:41°, B=65°e C= 88°, calcular o lado ¢

usando a lei dos cossenos esférica aplicada aos angulos.
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cosC =-cosA.cosB-senA.senB.cosc

c0s88°=-c0s41°.cos65°-sen41°.sen65°.cosc
0,03490 =-0,75471.0,42262 -0,65606.0,90631.cosc
cosc =-0,59512

c =arccos(-0,59512)

|c =126,52130°|

2.0 ATIVIDADES SOBRE OS 6 CASOS DE RESOLUCAO DE TRIANGULOS
ESFERICOS

Abaixo, veremos exemplos dos seis casos de resolucao de triangulos esféricos.
Esta atividade exige como pré-requisito que o aluno conheca as expressdes
Matematicas que foram apresentadas no referencial tedrico e é sugerido que o
professor permita aos alunos o uso de calculadoras cientificas ou software apropriado.

Atividade 01: Caso 01 de resolugéo de triangulos esféricos - Dados os lados

a=70°50’, b =50°10’ e ¢ = 94°20'. Calcular os angulos A, BeC.

_a+b+c 70°50'+50°10+94°20"

= =107,66667°

2 2
é sen(s —b).sen(s—c)
2 sens.sen(s—a)
A sen(107,66667°—50°10").sen(107,66667° —94°20")
2 sen(107,66667°).sen(107,66667°—70°50")
é sen(57,50000°).sen(13,33334°)
2 sen(107,66667°).sen(36,83334°)
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A [0,84339.0,23062
2 \0,95294.0,59949

~

tg % =./0,34047 =0,58350

N | >

=arctg0,58350 = 30,26345°

A = 60,52690°

N|w>

\/sen (s —a).sen(s—c)

sens.sen(s—b)

I\)|UJ>

sen (107,66667°— 70°50").sen(107,66667° — 94°20°)
sen(107,66667°).sen(107,66667° —50°10)

I\)|UJ>

sen (36,83334°) sen(13,33334°)
sen(107,66667°).sen(57,50000°)

N|w>

0,59959.0,23062
0,95294.0,84339

I\)|UJ)

=4/0,17202

tg— =0,41476

N | T

N | 03»

=arctg0,41476 = 22,52672°

B = 45,05344°

C sen(s —a).sen(s—b)
tg— =
2 sens.sen(s—c)
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|\>|0>

sen(107,66667° — 70°50').sen(107,66667° —50°10')
sen(107,66667°).sen(107,66667° — 94°20")

I\)|O>

sen(107,66667° — 70°50°).sen(107,66667° —50°10')
sen(107,66667°).sen(107,66667° — 94°20")

sen36,83334°.sen57,50000°
senl07,66667°.senl13,3334°

S
NIO)
Q_

0,59949.0,84339
0,95294.0,23062

S
|\>|0>
Q

=4/2,30064 =1,51678

=arctgl1,51678 =56,60356°

N O

IC =113,20712°|

Atividade 02: Caso 02 de resolucao de triangulos esféricos - Dados os angulos

esféricos ,3\ = 105°50’, @ =128°40’ e C = 130°20’. Encontrar os lados a,bec.

~ ALRLC 0L 040" 020
3_ A+B+C _ 105°50 +12824O +130°20 =182,41667°

N

gd= |- cos§.cos(§ - 2\)
2 cos(S - B).cos(S -C)

gl cos(182,41667°).cos(182,41667°-105°50')

92 7\ cos(182,41667°-128°40").cos(182,41667°—130°20")
g [ Cos(182,41667°).c0s(76,58334°)

92 cos(53,75000°).cos(52,08334°)

g [(£0.99911).(0.23203)

92 (0,59131).(0,61451)
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tg % _ /0,63799 = 0,79874

% _ arctg0,79874 = 38,61584°

th— B sené.sen(§—l§)
2 sen(S-C).sen(S-A)
ig E | sen(182,41667°).sen(182,41667°-128°40"
2 sen(182,41667°-130°20".sen(182,41667°-105°50")

ig b _ | sen(182,41667°).sen(53,75000°)
2 sen(0,61451°).sen(0,23203°)

o b _ [[(-0,99911).(0,59131)
9% 7\ (0,61451).(0,23203)

tg g =4/4,14339° = 2,03553

g = arctg(2,03553) = 63,83639°

Ib=127,67278|

tgg— B sené.sen(é—é)
2 sen(S-A).sen(S-B)

- |- sen(182,41667°).sen(182,41667°-128°40")
2 sen(182,41667°-130°20").sen(182,41667°-105°50")

tgg— __sen(182°50").sen(52,08334°)
2 sen(76,58334°).sen(53,75000°)
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o & _ [ (0,99911).(0,61451)
92 7\ (0,23203).(0,59131)

tg % — [4,47490 = 2,11539

% _ arctg(2,11539) = 64,69873°

|c =129,39746°|

Atividade 03: 3° caso de resolucéo de triangulos esféricos - Dados a=105°30’,

b=70°50", C =98°30". Calcular 0s angulos A, Beoladoc.

Usamos as analogias de Napier

105°30'-70°50°
sen

G A-B_ 2 cotg I3
9 = 105°30'+ 70°50' 09 5
sen 5

A—B senl7,33333°
2 sen88,16667°

tg cotg49, 25000°

o A-B _0,29376
2 0,99949

.0,86165

tg % =0,25325

% =arctg0, 25325 =14,21137°

A—B =28, 422740
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105°30'-70°50"
Cos

¢ B 2 cot 98°30"
9 = 105°30'170°50' Y 5
CoSs
2

ig A+B _ cos17,33333 cotg49, 25000°

2 c0588,16667°

A+B 095459 ) oo

2 0,03199
g A8 _ 95 71186
A+B

=arctg25,71186 =87,77274°

A+ B =175,54549°

Resolvendo o sistema de equacdes nas variaveis A e B, obtemos

A=101,98412°

B =73,56138°

ig 105°30'+70°50" cos14,21137°

2

 C0s87,77274°

ig 105°30'+70°50" cos14,21137°

2

2

 C0s87,77274°

c

c

2
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g88,166670= 22040, €
0,03886 ° 2

0,96940 ¢
0,03886 ° 2

31,24258 =
C
tg- =1,25237

% _ arctgl, 25237 = 51,39312°

¢ =102, 78624°

Atividade 04: Caso 04 de resolucao de triangulos esféricos - Dados A =

94°50’, @ =63°40’ e c =50°30'. Encontrar a, b e C.

94°50'63°40"
tg’a—b:S’e”—z 1 50°30°
2 94°50'+63°40' © 2
senf

a—-b senl5°35'

tg =
2 sen79°15’

tg 25015

(2D _0,26864
2 0,98245

.0,47163

tg aT_b —0,12896

aTb =arctg0,12896 =7,34831°

la—b =14,69662°|
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cosA_é
tga+b 2 4
2 A+B 2
CcoS
2
94°50'-63°40"

G Ath_ 5 50030
9 = 9450463040 0 >
coSs———

2
0
ig a+b _ cos15,58333 tg25, 25000°
2 c0s79,25000°
a+h 0,96324 oo
2 0,18652

tg a—;b — 2,43563

b =arctg2,43563=67,67835°

la+b=135,35670°|

Resolvendo o sistema de encontramos

a=75,02658°
b =60,32996°

~ cos—a_b ~
tg At B _ aibcotgg
2 CcoS 2
2
o 75,02658°~60,32996°
. 4°50'+63°40" 5 e
g > " g6 75,02658°+60,32096° 95

2

c0s7,34831° 6
cotg —

tg79, 250000 = 19700
C0s67,67827°  ° 2
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5,26715=
0,37981

~

cotg% =2,01708

=2,01708

2 2.01708

1
=arctg(———
g(2, 01708)

C =52,74132°

0,99179
———cot

c

2

=26,37066°

Atividade 05: Caso 05 de resolucao de triangulos esféricos - Dados a = 45°30’,

b = 66°20’ e A = 40°50'. Encontrar os angulos B , C e o lado c.

sen B.sena = senb.sen A

sen @.sen 45°30"' =sen66° 20'.sen40°50'

senB.0, 71325 =0,91590.0, 65386

senB =0,83964

B = arcsen0, 83964

O que implica E:a,m e @=12W

o SA—B1
a+b 0 2

tg

C
tgL
g2

128



40°50'-57,10212°

g 45030 66°20" _ °%° 5 Y
g > = 40°50'+57.10212° 9 5
CcOoS 5

_ 0
tg55,016670 = 225~ 2134390, ©
C0S 48,96773° ° 2

0,98994 ¢

1,47792 = g
0,65648 ° 2

tg % — 0,98008

0—21 =arctg0,98008 = 44,42361°

C, =88,84722°

cos A-B,

ig a+b 2 tgc_2
2 A+B, 2
co
2
o5 40°50'-122,89788°

. 45°30+66°20" _ 5 oG
g > " os 20°507+122,89788° 95

2

COS— 41,03227°t C

tg55,91667°= g2
c0s81,86561° ° 2

0,75434 ¢,
0,14150 © 2

1,47792 =
CZ
tg =2 =0,27723

G,
2

¢, = 30,98994°

= arctg0, 27723 =15,49497°
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A~ cos—a_b ~
tg B _ aibcotg&
2 COS——— 2
2
cos 45°30'-66°20"
t40050'+57,102120_ T
g 2 T 45°30'+66°20"
coS——MmM

2

_ 0 C
1g48,967730= £05=10,41667° . C

€0s55,91667° 2

1,14906 = Wcotg &
0,56040 2

~

cotg% =0,65472

% =0,65472
tg =L
95
G
2 0,65472
C,
—L =arctg ( ) =56, 78643°
2 0,65472
C,=113,57286°
A~ cos?P ~
tg B, _ aib cotg&
2 COS——— 2
2
45°30'- 66° 20"
1 40°50'+122,89788° °%° 5
J 2 B cos 45°30'+66°20°

2

C
cotg —
g2

C
cotg —%
g2
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cos—10,41667° . C,
— ot

t981,86561°= otg —=
€0s55,91667° 2

~

098352 . C,

6,99626 = cotg
0,56040 2

cotg % =3,98640

LA =3,98640

C 1

—2 _
2 3,98640

tg

S arctg( 1
2 3,98640

) =14,08223°

o~

C, = 28,16445°

Atividade 06: Caso 06 de resolucéo de triangulos esféricos - Dados A =

30°20’, B = 44°50’ e a = 36°40’. Encontrar os lados b, c e 0 angulo C.

sen B.sena =senb.sen A

sen 44°50'.sen 36°40'=sen b.sen30°20"
0,70505.0,59716 =senb.0,50503
senb =0,83367

b = arcsen0,83367

0 que implica em

b, =56,47760°| ou |b, =123,52240°
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a-b

A+B % C,
tg > = a+bl COtg?
COS————
2
oo 36°40'-56,47760°
1 30°20'+44°50" _ 5 cota &t
J 2 T 5o 36°40°+56,47760° 2

2

_ 0 C
1g37,583330= C05=9,90547° Gy
c0s46,57213° 2

~

cotg G _ 0,53709

2
% =0,53709
tq L
95
S !
2 0,53709
C,
— =arctg| ———— |=61,76020°
2 0,53709
C, =123,52040°|
Ao cos? =
g A8 2 cotg &2
2 cos——2% 2
36°40'-123,52240°
30020'+44°40' 03 > C,
tg = — ~-cotg —=
2 s 36740+123,52240 2

2

cos—43,42787° . C,
cotg —=
C0580,09453° 2

tg37,58333°=

132



072624 C,

0,76964 = g
0,17202 2

cotg % =0,18230

[EEN

—6=0,18230
tq —2
g 2

)

1
2 0,18230

tg

—~

S _arctg| —L | =79,66843°
2 0,18230

o~

C, =159,33687°

cos AP
tga+b1= A2Atg&
2 A+B " 2
CO0S
30°20"- 44°50'
o 3A0504TI6 P 5 ¢
2 cos 2020+ 44750 7 2

2

_ 0
tg46,57213o:wt &
c0s37,58333° 2
0,99200t c

1,05644 = g—=
0,79247 ° 2

tg 0_21 — 084395

0—21 - arctg0,84395 = 40,16269°

¢, = 80,32538°
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(g 36°40'+123,52240° _ €08

30°20'-44°50"

2

co

tg80,09453°=

572651 = Mtg G
0,79247 2

tg %2 _ 4,57468

G
2

¢, =155, 33882°

cos—7, 25000°t

c0s37,58333° g 2

= arctg4,57468 = 77,66941°

s 30°20'+44°50°

C,
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APENDICE B - CONHECENDO O GEOGEBRA

Requisitos para o professor implementar as aulas com Geogebra:

e Dominio das funcionalidades basicas;

e Conhecer o ambiente 3d

Na figura 55, tem-se o0 menu, botbes suspensos, a Janela de Algebra, a Janela
de Visualizagéo 2, a Janela de Visualizagdo 3D e o campo de Entrada. Entramos com
os dados no campo de entrada e vemos os dados inseridos na Janela de Algebra. Os
dados inseridos que possuem representacdes graficas aparecem nas janelas de
visualizagdo, que podem ser no plano, ou seja, em duas dimensdes e no espaco em

3 dimensades.

Figura 55 — Interface gréfica do software Geogebra: Janelas de visualizacdo

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
e e e e e e T —— = =
AN R el <N=%

‘-.v‘.’/‘/v- v ~Ci>v v..v- v ||l .\\‘7~ || Y ® 1

v Janela de AlgebraX| | ¥ Janela de Visualizacio 2 ¥ Janela de Visualizagdo 3D g

:l lv ﬁv “—l Iﬂ Cv IJ_I | fAiCv 9' Pv mv v

(£3.63)
— A

-4 3 -2 (-0.24, 01.36)
Entrada: I ®

Fonte: Print screen do software Geogebra

Ao clicar dentro da Janela de Visualizagdo 2 os seguintes botdes aparecem:
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Figura 56 — Botdes da janela de visualizagao 2

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Y| Y ) (o) () PAIN I B

v v v

v Janela de Algebr|~ Janela de Visualizagio 2

=B 5 L AaC~
I

Fonte: Print screen do software Geogebra

!4

Ao clicar dentro da Janela de Visualizagdo 3D os seguintes icones aparecem:

Figura 57 — Botdes da janela de visualizagcdo 3D

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

v |

v Janela de Algebr| ¥ Janela de Vist
Slole fiw |

[ PSS R N [CHZAAN

g |
L=

’4

v Janela de Visualizagdo 3D

N |

S reNe Ao & w TAw
Fonte: Print screen do software Geogebra

No menu temos o0s seguintes

itens: Arquivo, Editar, Exibir, Opcoes,
Ferramentas, Janela, Ajuda, Entrar.

Figura 58 — Menu do Geogebra

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
% 'A-.-; "/J ‘SVl I> C!) @ | hu'l ‘/ék .-; '&, Nu'l CHE t% ® I

Fonte: Print screen do software Geogebra

Cada item do menu possui outros subitens:

Arquivo: Neste item pode-se abrir nova janela do Geogebra, abrir outros
arquivos ggb; gravar dados; compartilhar e exportar dados.
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Figura 59 — Menu: Arquivo

E——
%Arquivo!Editar Exibir O__pg_ﬁes Ferre_a_
D Nova Janela Ctri+N |
| Novo
& Abrir ... Ctrl+0 |
& Abrir do GeoGebra ...

: Abrir Arquivo Recente v
;@ Gravar Ctri+s |

Gravar Como ...

Eir Compartilhar... |
Exportar H

(& Visualizar Impresséo Ctri+P |

|| Fechar Alt+F4

Fonte: Print screen do software Geogebra

Editar: Neste item podemos desfazer ou refazer agdes, copiar e colar dados,

inserir imagens, explorar propriedades e selecionar dados.

Figura 60 — Menu: Editar

—
Editar| Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

O Desfazer Ctri+Z \
C Refazer Ctrl+Y |
Copiar Ctri+C ‘
Colar Ctrl+V |
[El Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C
Inserir Inagem de 4
-n- Propriedades ... Ctri+E

Selecionar Tudo Ctrl+A

Fonte: Print screen do software Geogebra

Exibir: Neste item encontra-se a Janela de Algebra, Planilha, Janela CAS,
Janela de Visualizacdo, Janela de Visualizagdo 2, Janela de Visualizagcdo 3D,
Protocolo de Construcdo, Calculadora de Probabilidades, Teclado, Campo de

Entrada, Layout, Atualizar Janelas, Recalcular Todos os Objetos.
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Figura 61 — Menu: Exibir

Bubir| Opches Femamentas Janela Ajuda.

2] saneia de Aigenra Ctrl+ShiftsA
|§" Planilha Ctrl+Shift+S
(%= Janela CAS Cirl+Shift+k
i @ Janela de Visualizacio Ctrl+Shift+1
| Janela de Visualizacdo 2 Ctri+5hift+2
Janela de Visualizacio 3D Cirl+Shift+3
| i Protocolo de Construg3o Cirl+Shift+L
|¢m Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
i Teclado
. Campo de Entrada

¢ Layout ..

@ Atualizar Janelas Cirl+F

Recalcular Todos os Objetos  Ctri+R

Fonte: Print screen do software Geogebra

OpcoOes: Neste item tem-se as opcdes de arredondamento, de rétulo, de
tamanho da fonte, de idioma. Podemos gravar configuragdes ou restaurar as
configuracdes padréo e também tem-se opc¢bes avancadas.

Figura 62 — Menu: Opc¢des

_gpgﬁez_j Ferramentas Janela ._ﬁ_.juda

Arredondamento 4

A0 Rotular &
[A] Tamanho da Fonte b
ldioma k|

% Avancado ..

@ Gravar Configuracies

Restaurar Configuracdo Padrio

Fonte: Print screen do software Geogebra
Ferramentas: Neste item pode-se configurar , criar e gerenciar Ferramentas.

Figura 63 — Menu: Ferramentas

S
Ferramentas | Janela Ajuda

Configurar Barra de Ferramentas ... ~

| & CriarumaMova Ferramenta ..
| Gerenciar Ferramentas ...

Fonte: Print screen do software Geogebra
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Janela: Neste item tem-se a opg&o de criar nova janela.

Figura 64 — Menu: Janela

Janela | Ajuda

D Mova Janela Ctrl+M

Fonte: Print screen do software Geogebra

Ajuda: Neste item tem-se as opcOes: Tutoriais, Manual, Férum do Geogebra,

Sobre/licencga.

Figura 65 — Menu: Ajuda

Tutoriais
+  Manual F1

| Férum do GeoGebra
Reportar Erro

i Sobre/Licenca

Fonte: Print screen do software Geogebra

Janela de Visualizac&o 3D: BotOes suspensos

Primeiro icone: Podemos mover objetos;

Figura 66 — Primeiro icone

| Arquivo Editar E

.A:- r
i % Maover ’

Fonte: Print screen do software Geogebra

Segundo icone: criamos pontos isolados, pontos em objetos, interse¢bes de

objetos, ponto médio ou centro e também pode-se vincular/desvincular pontos;
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Figura 67 — Segundo icone

.A Ponto

Ponto em Objeto
X Intersec&o de Dois Objetos

Je & Ponto Médio ou Centro

/ Vincular / Desvincular Ponto

Fonte: Print screen do software Geogebra

Terceiro icone: Neste icone podemos criar retas, segmentos de reta,
semirretas e vetores;

Figura 68 — Terceiro icone

= pldel=ls

;/ Reta i
" Segmento

" Segmento com Comprimento Fixo

/ Semirreta
7 Vetor

-//f Vetor a Partir de um Ponto
I

Fonte: Print screen do software Geogebra

Quarto icone: Temos as opc¢des de criar retas paralelas ou perpendiculares a

uma reta dada, criar bissetrizes, retas tangentes, retas polares, lugares geométricos;

Figura 69 — Quarto icone

> O/
k.\ Reta Perpendicular :

~*_ Reta Paralela

44" Bissetriz
ﬁ Reta Tangente

.\Q Reta Polar ou Diametral

& Lugar Geométrico

Fonte: Print screen do software Geogebra
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Quinto icone: Com este icone podemos criar poligonos;

Figura 70 — Quinto icone

SRS
I)- Paligono

Fonte: Print screen do software Geogebra

Sexto icone: temos a opc¢ao de criar circulos, arcos, setores circulares,

elipses, hipérboles, parabolas e conicas.

Figura 71 — Sexto icone

[Tle » 40 4 X |~
(1!) Circulo dados Eixo e Um de seus Pontos

C’? Circulo (Centro - Raio + Diregdo)

O Circulo definido por Trés Pontos

.‘} Arco Circular
'/:) Arco Circuncircular
Q Setor Circular

Q Setor Circuncircular

@ Elipse
2% Hipérbole
{L Parabola

{:} Cénica por Cinco Pontos

Fonte: Print screen do software Geogebra
Sétimo icone: Podemos obter a intersecé@o de duas superficies;

Figura 72 — Sétimo icone

ENE AN

‘ é Interse¢do de Duas Superficies

Fonte: Print screen do software Geogebra

Oitavo icone: temos opc¢des de criar planos dados trés pontos, planos

perpendiculares, planos paralelos;
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Figura 73 — Oitavo icone

+* Plano por trés pontos

Plano

\-.\- Plano Perpendicular

+*° Plano Paralelo

Fonte: Print screen do software Geogebra

Nono icone: Temos opcdes de criar figuras geométricas espaciais, como
piramides, prismas, cones, cilindros, tetraedros e cubos. Também podemos fazer

extrusdo para piramide ou cone, extrusao para prisma ou cilindro e planificagdes;

Figura 74 — Nono icone

Ble] 4] X%
A Piramide
‘:ﬂ Prisma

$$ Fazer extrus3o para Piramide ou Cone

*@ Extrus&o para Prisma ou Cilindro

é Cone
£ ciindro
.& Tetraedro
ﬁﬂ Cubo

@« Planificac&o

Fonte: Print screen do software Geogebra

Décimo icone: temos opc¢des de criagdo de esferas;

Figura 75 — Décimo icone

@ &£ | N e <>
. @ Esfera dados Centro € Um de Seus Pontos

@ Esfera dados Centro e Raio

Fonte: Print screen do software Geogebra
Décimo primeiro icone: Temos op¢des de angulo, de distancias, areas e
volumes;
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Figura 76 — Décimo primeiro

@ N\ | aec]| (>
‘ﬁ’. Angulo

C;V Distancia, Comprimento ou Perimetro
cm? I3

!ﬂ Area

cm3

lﬁ Volume

Fonte: Print screen do software Geogebra

Décimo segundo icone: Podemos criar reflexdes, girar objetos em torno de

uma reta, transladar vetores e criar homotetias;

Figura 77 — Décimo segundo

. ° Reflexdo por Um Plano
x Reflexdo em Relagdo a uma Reta
+° Reflexdio em Relagédo a um Ponto

&’ * Girar em torno de Uma Reta
-~

«» Translacdo por um Vetor

+° Homotetia

Fonte: Print screen do software Geogebra

Décimo terceiro icone: Podemos criar textos;

Figura 78 — Décimo terceiro icone

-

ABC Texto

Fonte: Print screen do software Geogebra

Décimo quarto icone: Podemos girar, mover, ampliar ou reduzir a janela de

visualizagdo, esconder, exibir ou apagar objetos e obter a vista frontal;
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Figura 79 — Décimo quarto icone

E@) Girar Janela de Visualizagéo 3D

‘%’ Mover Janela de Visualizagio

Ampliar

e,
Q Reduzir

Exibir / Esconder Objeto
Exibir / Esconder Rétulo

AA
é Copiar Estilo Visual

[

Apagar

7 Vista para frente de

Fonte: Print screen do software Geogebra

144



APENDICE C: TESTE E QUESTIONARIO
TESTE

Com materiais concretos elabore construgbes para responder as 3 questdes
seguintes.

01) E possivel termos “retas” paralelas | 02) E  possivel termos ‘“retas”
na Geometria Esférica? perpendiculares na Geometria Esférica?
a) Sim a) Sim

b) Nao b) Nao

c) Néo sei c) Nao sei

03) Na geometria Euclidiana, no plano, 3 retas distintas podem estar nas seguintes
situacoes:

e As 3 retas paralelas;

e Apenas 2 retas paralelas;

¢ Nenhuma reta paralela a outra, e neste caso teremos a formacgéo de 1 triangulo
ou entdo, as retas sdo concorrentes em um Unico ponto.

Tendo em vista a Geometria Esférica, construa trés “retas” nesta geometria e faga
observacgoes a respeito.

04) Observando-se o triangulo esférico elaborado com o software Geogebra, mova
seus vértices e anote as medidas dos angulos.

B

2D
Na Geometria Euclidiana Plana, a soma das medidas
dos trés angulos internos é igual a 180°.

" o+ B +y=180°

Qual das expressdes abaixo corresponde a
soma dos angulos de um triangulo esférico?

a)a+p+y=180°
b) o + B + v <180°
Cc)o+p+y>180°

o =

sl

05) Os pontos A, B e C representados no Geogebra séo vértices de um triangulo plano
e de um triangulo esférico. Em relacdo as areas:
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a) O triangulo esférico possui maior
area;

b) O triangulo plano possui maior area;

c) As areas dos dois triangulos sé&o
iguais,

06) Construa um fuso esférico e um triangulo esférico, obtenha suas medidas e
calcule suas éreas.

07) Com o Google Earth escolha dois pontos na superficie terrestre e, supondo-se
gue um aviao deva navegar o percurso assim definido, calcule a distancia.
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QUESTIONARIO
01) O tema Geometria/Trigonometria Esférica é interessante.
a) Concordo totalmente
b) Concordo parcialmente
c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

02) A Geometria Esférica faz tanto sentido quanto a Geometria comum (Euclidiana
Plana).

a) Concordo totalmente
b) Concordo parcialmente
c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

03) A Geometria Esférica pode ser tdo util quanto a geometria comum.
a) Concordo totalmente

b) Concordo parcialmente

c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

04) Vivemos em um planeta cuja forma é aproximadamente uma esfera. Porque
estudamos Geometria Euclidiana (comum) em vez da Geometria Esférica?

a) Por que é mais facil
b) Por que, para distancias pequenas podemos considerar que vivemos em um plano

c) Nao sei

05) O uso de materiais concretos ajudou na compreensdo dos conceitos
geométricos/trigopnometricos.

a) Concordo totalmente
b) Concordo parcialmente
c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

147



06) O wuso do Geogebra o ajudou na
geométricos/trigopnometricos.

a) Concordo totalmente
b) Concordo parcialmente
c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

07) O problema sobre navegacéo foi interessante.
a) Concordo totalmente

b) Concordo parcialmente

c) Discordo parcialmente

d) Discordo totalmente

compreensao dos

conceitos
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