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RESUMO

Nesta dissertacdo pretende — se apresentar aspectos importantes sobre o estudo de
logaritmos e exponenciais e suas fungbes, na educagdo basica. Inicialmente dar — se
énfase a parte tedrica desses assuntos, abordando conceitos, defini¢cdes, propriedades,
elementos estruturantes, teoremas e corolarios, para que o estudo fique bem embasado
matematicamente. Em seguida mostra — se a utilidade que esses dois assuntos tém nas
mais diversas situa¢des do dia-a-dia e em situagcées mais complexas, querendo mostrar
aqui, que o estudo de logaritmos de exponenciais se faz util e conveniente. Visando —
se analisar praticas pedagégicas de ensino e aprendizagem dos alunos, este trabalho
também traz uma pesquisa realizada com alguns professores de matematica da rede
publica e particular de ensino e com alunos de duas escolas na cidade de Séo Joéo Del
Rei afim de analisar resultados e propor intervengcées no que diz respeito ao ensino-
aprendizagem dos temas abordados. Por fim, é feita uma proposta pedagdgica de
Ensino de logaritmos e exponenciais, com o intuito de contribuir no ensino-
aprendizagem desses conteudos, afim de que o aluno tenha uma desmistificagdo do
gue foi Ihe imposto sobre esses assuntos por outros alunos, anteriores a eles, e passe
a ver esses temas como interesse e ciente da importancia de seu estudo.

Palavras-chave: Fungbes; Logaritmos: Exponenciais; Educagado basica; Pratica
pedagdgica; Ensino — aprendizagem; Proposta pedagégica.



ABSTRACT

In this research we seek to show important aspects about the study of logarithms and
exponentials and their functions, in basic education.Initially we will briefly talk about the
theory of these subjects, approaching concepts, definitions, properties, structuring
elements, theorems and corollaries, so that the study is well grounded theoretically.

Then, we show the usefulness that these two subjects have in the most different
situations of the day and in more complex situations, showing here, that the study of
logarithms and exponentials becomes useful and convenient.In order to analyze
pedagogical practices of teaching and learning of students, this document also brings a
research done with some mathematics’ teachers of the public and private teaching
network and with students of two schools in the city of Sdo Joao Del Rei so that we could
analyze results and propose interventions in the teaching-learning of the topics
addressed. Finally, a pedagogical proposal of teaching of logarithms and exponentials
is made, in order that the student has a demystification of what was imposed on them,
by other students before them,
And pass on these topics as interest and aware of the importance of your study.

Key-words: Functions; Logarithms; Exponentials; Basic education; Pedagogical
practice; Teaching — learning; Pedagogical proposal.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento da Astronomia e da Navegacao no final do século XVI exigia
longos calculos aritméticos. Fazer multiplicagcdes e divisdes envolvendo nimeros

muito grandes nessa época era algo que necessitava ser aprimorado.

Fazia — se necessario, por exemplo, uma ferramenta que transformasse
operacdes mais complicadas em operacdes mais simples, por exemplo, a

transformacao de uma multiplicacdo em uma soma.

No inicio do século XVII dois matematicos, Jost Biirgi (1552 — 1632) e John
Nepier (1550 — 1617), criaram, separadamente, tdbuas com duas colunas, em
gue a cada numero da coluna esquerda, correspondia a um numero da coluna
da direita. Essa tdbua foi chamada de tdbua de logaritmos. O vocébulo logaritmo,
criado por Napier tem origem dos termos gregos ““logos ™ que significa razéo,

céalculo e “arithmos™ que significa numero. [1]

Nessa tdbua o numero da direita era chamado logaritmo do nimero da esquerda.
Nela, para se multiplicar dois nUmeros, por exemplo, bastava fazer a soma dos
seus logaritmos, o numero obtido era o logaritmo do produto, e entao bastava

olhar na tabua qual numero tinha aquele logaritmo.

Durante os quatro séculos que sucederam a descoberta dos logaritmos, sua
utilidade foi de extrema importancia na Ciéncia e na Tecnologia. Keplerem 1620,
dizia que a descoberta dos logaritmos =~ aumentava vastamente o poder

computacional e astrondmico . [1]

Recentemente, com o uso das calculadoras, as tabuas de logaritmos perderam
um pouco sua utilidade, mas o estudo dos logaritmos ainda é e sera tema de

central importancia.

Durante os meus poucos anos de experiéncia docente, pude reparar que a
maioria dos alunos apresentavam grande dificuldade na aprendizagem de
logaritmos e exponenciais A abordagem que os livros didaticos e apostilas
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trazem sobre esses conteudos, por vezes, geram confusdes nos alunos e fazem

com que esses topicos nao sejam aprendidos de forma adequada.

Acredito que o ensino de matematica deva fazer sentido para o aluno, e que s6
assim a absorcao desse conhecimento sera efetiva. O que acontece com o
ensino dos logaritmos é que ele é sempre feito de modo a ndo dar sentido para
tal estudo e o que gera uma pergunta muito recorrente dos alunos: ~“onde vou

usar isso? .

Neste trabalho pretende-se fazer uma viagem sobre a parte tedrico matemética
dos logaritmos e exponenciais, sua evolucado e sua necessidade. Em seguida
mostrarei as aplicacoes desses conteudos em situacdes corriqueiras.

Mostra-se, também, resultados de duas pesquisas realizadas em duas escolas
de Sao Joado Del Rei — Escola Estadual Doutor Garcia de Lima e Colégio Revisao
— visando-se analisar a aprendizagem dos alunos em relacdo aos temas
propostos nessa dissertacdo e a opinido de alguns professores de matematica
sobre o ensino e suas dificuldades em trabalhar logaritmos e exponenciais.

Para finalizar, dar — se — a uma abordagem final sobre o ensino de logaritmos e
exponenciais, criando um plano de aula que sera avaliado por alguns
professores e que pode ser usado, diferentemente da abordagem que os livros

e apostilas dao, para o ensino desses conteldos.
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2. 0 LOGARITMO E A EXPONENCIAL DO PONTO DE VISTA TEORICO
MATEMATICO

2.1 — Propriedades da funcao logaritmica

2.1.1- Propriedades fundamentais

Considere uma funcéo real L(x), definida para todo x real positivo, cuja derivada
€ dadapor L'(x) = 1/x, paratodo x maior que zero. Considere ainda, sem perda

de generalidade, que L(1) = 0.[2]

Tome y > 0 real, arbitrario e defina f(x) = L(xy) uma outra funcao. Derivando

em x a funcao f, temos:

f(x)=yLl'(xy) = 1/x.

Definicao: Sejam f(x) e g(x) fungdes reais, se, f'(x) = g'(x) entdo f(x) =

g(x) + ¢, onde ¢ é um numero real.
Pela definicao f(x) e L(x), diferem apenas por uma constante C [10]

fx) = Lxy)= L(x) + C (1)
Tomando x = 1em (1), vem:

Ly)=L(D)+C,
Como L(1) = 0, temos que:
L(y) = C e, portanto
L(xy) = L(x) + L(y). (2)

Dessa forma, a fungéo L, chamada de funcao logaritmica, € uma fungédo que
transforma o produto em soma e isso é extremamente importante, pois do ponto
de vista matematico, realizar uma operagédo de multiplicacdo € bem mais dificil

que realizar uma adigéo.

Entende — se, portanto, como funcao logaritmica, toda funcado que satisfaz a
igualdade escrita em (2).
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Algumas propriedades da fungao logaritmica sao:

1 - Note que tomar L(1) = 0 agora nao é casual. Transformar operacao de
multiplicacdo em soma tem como condicdo necessaria essa igualdade, pois
L(1) = L(1.1) = L(1) + L(1), dai:

L(1) =0

2 — Considerando — se a tabua de logaritmos (ver ANEXO ) em que 0s numeros
positivos da coluna da esquerda estdo em ordem crescente, se iSsO ocorre,
entao os numeros da coluna da direita também estdo em ordem crescente. Isso

nos leva a dizer que L é crescente, isto é
x<y o Lx) <L(y)
3 - A funcao L é definida apenas para nimeros positivos, pois:
A — Suponha que L esteja definida para x=0, entao:
L(0) = L(0.x) = L(0) + L(x)
Logo, L(x) =0

Ou seja, teriamos uma fungao identicamente nula, o que nao serviria para

quase nenhum objeto de estudo.

B —Ja sabemos que L(1) =0

C — Note que se quiséssemos definir L para nUmeros negativos, teriamos:
0=L(1)=L(-1.-1)=L(-1) + L(-1)

Logo, L(—-1) =0

Conclui — se assim que, para x > 0, temos:
L(—x) =L(—-1.x) = L(—-1) + L(x)

Assim, L(—x) = L(x).
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E portando L seria uma funcao par e, em vista disso, s6 precisamos defini — la

para 0s numeros positivos.
2.1.2 — Outras propriedades

» Uma funcéao logaritmica é injetiva, isto é, dados x,y € dominio de f, se

x # y,entdo f(x) = f(y).
Com efeito,

Sejam x,y € R* numeros diferentes. Entdo ou x < y ou y < x. Nos dois casos,
segue, pela propriedade (b), que L(x) < L(y) e L(y) < L(x), respectivamente.
Em qualquer hipétese, se x # y,tem —se L(x) # L(y).

» Paratodox >0tem—-se L(1/x) = — L(x)

Com efeito,

0=1(1)= L(x.%) = L(x) +L(§>

Assim, L G) = —L(x).

» Para quaisquer x,y € R*, vale L(x/y) = L(x) — L(y)
Com efeito,

Lx/y) = L(x.1/y) = L(x) + L(1/y) = L(x)- L(y)

Logo, L(x/y) = L(x)- L(y).

> Paratodo x € R e todo nimero racional r = %, comp,q € Z tem — se

L(x™) = rL(x)

Com efeito,
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Primeiramente nota — se que a propriedade fundamental,
L(x.y) = L(x) + L(y),
estende — se para o produto de um numero qualquer de fatores, por exemplo,
L(x.y.z) = L((x.y).z) = L(x.y)+L(z) = L(x)+ L(y) + L(2).
E assim por diante,
L(xyX3.%3 . xp) = L(xq) + L(x3) + -+ + L(xyp)
Em particular, se n € N entéo:
L(x™) =L(x.x.x.%x ....x) = L(x) + L(x) + -+ L(x) = nL(x)

Para r = 0 a propriedade também é vdlida, pois para todo x € R* tem — se que
x%=1,logo L(x%) = L(1) =0 =0.L(x)

Considere agorar = —ncom n € N . Entdo para todo x>0, temos
xMxTh =1,
Logo
Lix™)+L(x ™) =L(1)=0->L(x™™) =—-L(x") = —nL(x)

Por fim, o caso geral em que r =p/q, onde p € Z,q € N. Para todo x € R*,

temos:
(x)9 = (xP/9)7 = xP.
Logo,
q-L(x") = L(x")? = L(xP) = pL(x)

Entédo, da igualdade q.L(x") = pL(x) - L(x") = p/qL(x) tem —se que
L(x™) = rL(x).
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2.2 — Definicoes de logaritmo

Nessa parte do trabalho, definir-se-a formalmente a fungéo logaritmica de dois
modos diferentes: A definicdo mais difundida nos livros didaticos e na escola,
que, no entanto, sera visto que gera alguns inconvenientes, e a definicao
geométrica, que comparada a anterior, possibilita maior conhecimento da
fungéo.

Uma maneira de se definir logaritmo é considerando — se logaritmos cuja base
€ 0 numero real a , tal que L(a) = 1. Um modo particular de definir a funcao

logaritmica L: R* - R, é a seguinte:
L(x) =yse, esbse, a” =ux,

Essa maneira, embora muito ensinada nas escolas, apresenta certos problemas,
pois, por exemplo, ela requer o estudo anterior de propriedades de funcdes
exponenciais e o significado de potencias quando o expoente é racional. E, um
segundo problema, é a respeito do nimero de Euler, e, que nao fica evidente de
maneira espontanea que ele é uma base especial e que surge naturalmente em

grandes problemas de aplicagdes.

A segunda e mais vantajosa maneira de definir logaritmo, € a definigdo

geomeétrica, que, mais cuidadosamente, sera trabalhada aqui.
2.2.1- Definicao geométrica de logaritmos

Muito pouco difundida na escola e nos livros didaticos, essa forma de definir
logaritmo permite um estudo mais abrangente e formal dos logaritmos e das

funcées logaritmicas.
Antes da propria definicao, é necessario conhecer alguns conceitos:
> Faixa de hipérbole

Considere uma fungéo y = i,x € R*, e H a parte positiva dessa funcao.

Geometricamente Hé o ramo da hipérbole xy =1 que esta no primeiro

quadrante, como pode ser observado no Grafico 1.
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1 |

Grdfico 1: Ramo positivo da fungdo y = %

Quando tomado dois numeros reais e positivos ae b com a < b, a regiao do
plano limitada pelas retas x = a,x = b e pela hipérbole H é chamada de faixa e

hipérbole, como mostra o Grafico 2.
Ay

1/a

e
I
Bk

1/b

Grdfico 2: Faixa de hipérbole.

A regido hachurada é a faixa de hipérbole denotada por H2, ou seja:

1
Hg:{(x,y);aﬁxﬁb,()ﬁyﬁ;}-
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> Area da faixa de hipérbole

Para definir a funcao logaritmica de um modo mais conveniente, 0 proximo passo
seria responder a questdo: como proceder para calcular a area dessa faixa de

hipérbole?

Nesse trabalho, ndo foi feito o detalhamento formal da questédo, por envolver
tépicos de célculo. Uma maneira de calcular com precisao essa area é o estudo
da soma de Riemann e o estudo das integrais definidas, [3]. Mas, uma maneira
de se pensar € subdividindo o intervalo [a, b] em varios subintervalos e aproximar
por retangulos, cuja base & um subintervalo desse e a altura é o valor da fungao
nas extremidades desse intervalo, em seguida calcula-se as areas desses
retdngulos e efetua-se a soma dessas areas, como mostra o Grafico 3.

-
I
B

Grdfico 3: Divisdo da faixa de hipérbole em retdngulos.

E obvio que quanto mais se divide esse intervalo, e consequentemente quanto
mais retangulos seja obtido, a area da regidao hachurada sob a hipérbole fica

mais perto da soma de todos os retangulos.

Um dos fatos mais importantes e relevantes aqui sobre areas das faixas de

hipérbole é:
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Seja qual for o nimero real k > 0, as faixas H: e H2X tém a mesma éarea.

Demonstracado: Note inicialmente, que dado um retangulo inscrito em H, cuja
base € o segmento [c, d], do eixo das abcissas, e o retangulo inscrito em H cuja
base é o segmento [ck, dk] também no eixo das abscissas, ambos tem a mesma

area.

*‘H’

1/d. ]

1/dk ]
! s

ol R L A 2

Grafico 4: Comparando areas de retangulos.
De fato, observando o Gréfico 4:

A area do primeiro retangulo é igual a:

d-c)xs=1-¢
OraT T4

E a area do segundo retangulo é:

(dk—ck) X —=1-¢
IRk T d

Agora, pode — se considerar um poligono S, inscrito em HZ. Quando se multiplica
por k cada uma das abscissas dos pontos de subdivisdo do intervalo [a, b],
determinados por S, obtém — se uma subdivisao do intervalo [ak, bk], e portanto

outro poligono regular S” inscrito na faixa H2¥.

Cada um dos retangulos que compde S’possui a mesma area dos retangulos que

compdem S, logo as areas de S e S” sdo iguais.
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Dessa forma, para cada poligono retangular inscrito em H2 existe um inscrito em

Hb% com a mesma érea. (3)

2.3 — Logaritmos Naturais

Define-se aqui o logaritmo natural como sendo a area da faixa H; para x > 0.
Escreve — se entédo que:
In(x) = Area (HY)
E convenciona —se que se 0 < x < 1 entao a Area (H¥) < 0.
Se tomado x = 1, entdo
In(1) = Area (H})
Note que H] é um segmento de reta e, portanto, tem area zero. Logo

In(1) =0

s

Inx = Area (HY)

Grdfico 5: Faixa de hipérbole HY.

A area hachurada do Grafico 5 € igual a In(x).
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Uma maneira de calcular, aproximadamente, os valores de In(2) e In(3) usando
a definicao de In € a aproximacéao por retangulos.
Em seguida, apresenta-se dois Teoremas importantes sobre logaritmos naturais.
Teorema 1: In: R* - R é uma funcao logaritmica.

Demonstracao: Deve —se mostrar que In respeita a propriedade fundamental

da funcéo logaritmica, dada em (2), ou seja:
In(xy) = In(x) + In(y)

De fato, reescrevendo a expressao acima de acordo com a definicdo do [n, tem

—se que mostrar que:
Area(H”) = Area(HY) + Area (H”)
Mas, por (3),
Area(ny) = Area (Hly)
e portanto, segue que
Area(H”) = Area(H) + Area (HY).
Logo,

In(xy) = In(x) + In(y)

Teorema 2: A funcao In é crescente.

Demonstracdo: Dados x,y € R*, falar que x <y é o mesmo que dizer que

existe um numero real ¢ > 1 tal que y = cx, logo
In(y) =In(cx) = In(y) = In(c) + In(x)

Como ¢ > 1 entdo In(c) > 0 e portanto In(y) > In(x).
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2.3.1 — O grafico da funcao logaritmica

Ao plotar o grafico em qualquer software de geometria, por exemplo
graphmatica, winplot, geogebra, etc, pode — se ver, mais facilmente, como se
comporta o grafico dessa funcgéo.

Esses programas — que servem como forte ferramenta no ensino aprendizagem
— sao gratuitos e o download pode ser feito facilmente pela internet. Nessa
dissertacao o Geogebra foi recorrentemente utilizado e o download do programa
pode ser feito no site https://www.geogebra.org/?lang=pt BR, por exemplo.

Mas alguns aspectos que nos permitem esbocar o grafico dessa fungao ja foi
falado aqui: Notemos que o grafico de In, por ser uma funcao logaritmica é
crescente e corta o eixo das abscissas no valor x = 1. Além disso, a funcao
logaritmica so6 esta definida para valores de x > 0 e, portanto, o grafico pertence
apenas ao primeiro e quarto quadrante.

Um aspecto que nao foi abordado aqui, mas que pode ser encontrados em livros
de célculo é que a funcao logaritmica é ilimitada superiormente e inferiormente.
[3].

Portanto o grafico de In(x) possui a seguinte forma:

/Inx
3 s > X

4

>
"

Grdfico 6: Grdfico da fungdo y = In(x).
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2.4 — O numero de Euler (e)

Um fato que ndo esta demonstrado nesse trabalho, mas que também pode ser
encontrado em livros de calculo, por exemplo [3], € que a fung&o logaritmica (L)
€ sobrejetiva, ou seja, dado qualquer numero real c, existe sempre um (Unico)
um numero real x tal que L(x) = c. Isso leva a pensar que existe um numero real
tal que o logaritmo natural desse numero seja 1. Ou seja, existe x € R tal que

Inx=1.
Esse numero seréa representado pelo niumero de Euler, denotado por e.

(Recomenda — se a leitura do livro ““e: a histéria de um niamero™ escrito em
2003 para quem deseja aprofundar e conhecer esse numero de extrema

importancia na matematica)
Assim:
Inx=1e x=e

E imediato perceber que e > 1 pois 0 seu logaritmo natural € maior do que

zZero.

No subcapitulo anterior, foi sugerido uma maneira de se calcular,
aproximadamente, In (2) e In (3). Se calculado corretamente, os resultados

encontrados com aproximacgao de quatro casas decimais, séo:
In(2) = 0,6931 eln (3) = 1,0986
Isso leva as seguintes desigualdades:
In(2) <1<In(3)-In(2)<In(e) <In(3) - 2<e<3
Um valor aproximado de e com 10 casas decimais é:
e = 2,7182818284
Teorema 3: Seja r um numero racional. Tem — se:

y = e” se e,somente se,r = In(y)
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Demonstracao:

» Sey=e"entdoIn(y) =In(e”) =r.lne=r
= Comoln(e”) =r =In(y) e ln é uma funcao bijetiva (sobrejetiva e injetiva

ao mesmo tempo) entdo y = e”. |

2.5 — A funcao exponencial.
Defini —se o numero positivo e*, com x real, o Unico numero tal que o logaritmo
natural seja x.
Do ponto de vista geométrico y = e* é a abscissa escolhida para que
A V) —
Area(H)) = x,
ver Grafico 7.
E claro que:

e ¢*>0,paratodox
e e*>1, sex>0

e ¥ <1, sex<O.

+"J’

Grdfico 7: Faixa de hipérbole fo.
Agora, nesse contexto, faz sentido atribuir o valor de e* quando x é irracional.

Por exemplo, e¥? serd o niimero k, positivo, tal que H¥ = v/2.
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Como, aproximadamente, vZ =1,414, uma valor aproximado para e é o

ndmero cujo logaritmo mais se aproxima de 1,414.

Olhando em uma tabua de logaritmos temos que:

In(4,14) = 1,413 e In(4,12) = 1,416
Logo:

411 < eV < 4,12

A area hachurada do Gréafico 8 vale V2.

*-'f

Grdfico 8: drea com valor /2 .

Diferentemente do logaritmo natural, In(x), que é definido apenas parax >0, a

expressao e* é definida para todo x real.

A correspondéncia x — e* define uma fungédo cujo dominio € o conjunto dos

numeros reais. Essa fungao € denominada fungdo exponencial.

As fungdes logaritmicas e exponenciais séo fungdes inversas (para provar esse

resultado, seria necessario definicdo de fungdo composta e propriedades das
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fungdes inversas. Para nao fugirmos muito do assunto, aconselho uma leitura do
livro A Matematica do Ensino Médio, Volume 1, dos autores Elon Lages Lima,
Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César Morgado), isso

significa que para todo x real e y > 0 vale que:

In(e¥) =x; e =y

2.5.1 — Propriedade Fundamental da funcao exponencial

Teorema 4: Para x,y, nUmeros reais quaisquer, vale que

e*.e¥ = Xty

Demonstracao:
In(e*.e?) =Ilne* +Ine? =x+y
Logo
e*. ey = Xty

|

Corolario 1: Para todo numero real x, vale que e™ = eix

Demonstracao: E claro que e° = 1, logo, pelo teorema anterior,

eX.e ™ =Xt =0 =1
Logo,
e ¥ = oF

|

Teorema 5: A funcao exponencial y = e* é crescente.

Demonstracao: Sejam x e y numeros reais tal que x < y. Como x = In(e*) e

y = In(e”), ndo é possivel ter e*=eY, pois isso implicaria x = y. Também néo é
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possivel que e¥ < e*, pois assim, lne¥ <Ine*,ousejay < x. Assim,sex <y

entao e* < e”.
Portanto, a funcéo exponencial € crescente.
2.5.2 — O grafico da funcao exponencial.

O grafico da fungdo y = e* é o conjunto A, do plano cartesiano, formado pelas

coordenadas cartesianas (x, e*), ou seja:
A={(xy)y=e"}
Seja B o grafico da funcao logaritmica (Gréfico 5), ou seja
B ={(u,v);v =In(u)}
Logo,
(x,y)eAdoy=e”
Aplicando In em ambos os lados vem
x = In(y)
Isso quer dizer que, (y,x) € B.

Assim, (x,y) esta no grafico de y = e* se, e sb se, o ponto (y, x) esta no grafico

da fungéo logaritmica.

Geometricamente, isso significa que o grafico da funcao exponencial € obtido
através do grafico da funcao logaritmica, apenas espelhando — o sobre a reta
y = x, como pode ser observado no Grafico 9.
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Grdfico 9: Grdficos das fungdes f(x) = e* e g(x) = In (x).

2.6 — Outras bases

Considere agora, sistemas de logaritmo com bases diferentes da base e. Isso
poderia ser feito, do mesmo modo que foi feito anteriormente para definir o
logaritmo natural, no entanto, criaria uma definicdo magante e mais confusa do

que se usando o Teorema 6, abaixo.

Antes de enunciar o Teorema, é necessario estabelecer que log,(x) sera a

notacao usada para o logaritmo de base a de um numero real x > 0.

Teorema 6 (Teorema da mudanca de base): Para 0s nUmeros reais x e a com

x,a > 0, vale que:

In(x)
In(a)

loga(x) =

Demonstracao: Seja y = % entao

In(x) = yIn(a) - In(x) =In(a”) » x = a”
Aplicando logaritmo na base a em ambos os lados temos.
log, (x) = logg(a”)

Dessa forma, sabendo que log,(a) = 1, temos que

y =log,(x)



36

E portanto:

In(x)
In(a)

y =log,(x) =

Observacao: Note que, a principio, qualquer numero real a, positivo, poderia ser
tomado como base para um sistema de logaritmos. Mas, para que a relacao da

mudanca de base seja valida o numero a deve ser diferente de um.
Teorema 7: Para cada a > 1, a funcao real log,: R* — R, definida para todo
x > 0, € uma funcao logaritmica.

Demonstracdo: Sejam x e y reais positivos, entao

In(x.y)
Ina

loga(x-)’) =

_In(x) +In(y)
B In(a)

_In(x) | In(y)
" In(a) +ln(a)

= log,(x) + log,(y)
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2.7 — O numero e como limite

Dar — se aqui, um resultado que pode ser encontrado em qualquer livro de
Célculo Diferencial e Integral, [3]. Esse resultado € importante nas diversas

aplicac6es que as funcgdes exponenciais tém.

Demonstra — se que, para n natural:
n
lim <1 + —) =e
n—-oo n
€ mais, para k € R:

n

k
lim <1 + —) = ek
n—oo n
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3. APLICACOES

Visando mostrar para o aluno a importancia de se estudar os temas dessa
dissertagcdo, segue algumas situagdes corriqueiras em que as funcoes
logaritmicas e exponenciais sdo usadas como ferramentas para a solugdes

dessas situacoes.

Um estudo mais completo de como as funcdes citadas modelam inimeros
problemas do cotidiano, pode ser encontrado livros como a matematica do
ensino médio [4] e também para estudos mais avangcados podem ser
consultados livros de equacdes diferencias, ou seja, equagdes que envolvem
derivadas. Quando se fala em derivadas, uma interpretacdo muito usada é que
as derivadas sdo taxas de variacdo, e como quase tudo na vida varia
constantemente o uso dessas equagdes para modelar diversas situacées sao
bem recorrentes. Uma leitura complementar pode ser encontrada, por exemplo,

no livro de equacgdes diferencias dos autores Boyce e Di Prima [5].

3.1 — Juros continuos

Um capital ¢, empregado a uma taxa i por cento ao ano, rende no fim de um ano,
juro no valor de —. Seja 8 = —, ent&o ¢, rendera no fim de um ano um juro de

Bc. Passados um ano o novo capital sera igual a ¢ + fc, ou seja c(1+ B).
Decorridos dois anos o novo capital sera c; = ¢(1 + ), que empregado a mesma

taxa, tornar—se —daiguala ¢, (1 + B) = c¢(1 + B)*.

Em t anos, tem — se um montante, tal que M= c(1 + B)*.

Se tomada uma fracdo 1/n de ano, o capital ¢, empregado a mesma taxa de
Bc

n

juro, devera render Bc/n de juro, de tal forma que o novo capital serac +
B

c(1+ n) .

Aplicando a mesma ideia dada anteriormente, depois de decorridos cada um

desses periodos de 1/n de ano, no fim de um ano, obtém — se um capital maior

dado por :
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n

M=c<1+§)

Desejando que o0s juros sejam juntados ao capital em cada instante

(capitalizados), no fim de ano ele recebera

n

lim c(l +ﬁ) =c.ef
n

n—-o0o
Esse tipo de transacédo é chamado de juros continuos.

Passados t anos, o novo capital sera:

n

t

lim ¢ (1 +'B—) = c.ePt.

n—oo n
Exemplo: Em quanto tempo um capital ¢, dobrara se aplicados a juros continuos
de 20% ao ano?
Solucao: Basta encontrar o numero t, de anos, tal que:

c.e®?t =2¢

Dividindo por ¢ e aplicando In em ambos os lados vem:
0,2t = In2, onde

t_ln2_0,693_346
02 02 7

Logo, a essa taxa, um capital duplica em aproximadamente 3 anos e meio.

3.2 — Resfriamento de um corpo.

Quando um objeto aquecido é colocado num meio mais frio, em que a
temperatura desse meio permaneca constante, se ser afetada pela presencga do
objeto. A lei do resfriamento de Newton, afirma que, nessas condicdes, a
diferenca de temperatura T, entre o objeto e 0 meio que o contém, decresce com

uma taxa de variagao proporcional a essa propria diferenca.
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Matematicamente essa lei se modela da seguinte forma: chamando de T, a
diferenca de temperatura no instante t =0 e T(t) a diferenca num instante t

qualquer, temos que:
D(t) =T, .ePt,
Em que B é a constante que depende do material do objeto.

Exemplo: Considere um ambiente cuja temperatura seja de 30° e uma agua que
fervia cuja temperatura seja de 65° cinco minutos apos o fogo ter sido apagado.

Em quanto tempo, apés apagar o fogo, a agua atingira uma temperatura de 38°
?

Solucao: Ao se apagar o fogo, ou seja, em t=0, a temperatura da agua era de
100° e a do ambiente 30°. Logo T, = 70°. Passados t minutos, a diferenga da

temperatura da agua para o meio ambiente é dada por T(t) = 70.e75¢,
Determinando a constante .

Sabemos que T(5) = 70.e 5 = 65- 30 = 35

Portanto, e=5f = 35/70 = 1/2.

Tomando In de ambos os lados, vem:

—50 = ln(%) =—In2

Logo § = =2 = 2% = 0,1386.

Agora, queremos saber o valor de t, para que T(t) = 38 — 30 = 8. Assim:

8 — 70 e—0,1386t

Tomando [n, novamente, de ambos os lados e manipulando algebricamente,

temos:

8
1 (—) — —0,1386t
"\70

onde:
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70
t_ln(gﬁ__24691
©0,1386 0,1368

= 15,65 minutos.

3.3—- Meia — vida de substancias

A meia-vida é um conceito cronoldgico e indica o tempo em que uma grandeza

considerada reduz a metade de seu valor.

A cada intervalo de tempo correspondente a uma meia-vida, a concentracao

decresce em 50% do valor que tinha no inicio do periodo.

Exemplo: Um medicamento dado a um paciente entra em sua corrente
sanguinea. Ao passar pelo figado e pelos rins, é metabolizado e eliminado
dependendo da droga. Para o antibiético ampicilina, aproximadamente 40% da
droga é eliminada a cada hora.
Qual a quantidade de ampicilina Q em mg, na corrente sanguinea, apds horas

desde que a droga foi dada? Qual € a meia-vida da ampicilina no corpo?

Solugcdo: Se é eliminado 40% da ampicilina, quer dizer que restam 60% da
droga no organismo. Assim, podemos dizer que a quantidade de ampicilina é
multiplicada por 0,6 a cada hora que se passa.
Portanto,

Qr = Q,.(0,6)°

Onde Q¢ € a quantidade de ampicilina que tera t horas apos ter Q,.

A meia vida ¢ calculada fazendo Q; = % , dai:

Q _
== Q. (06)"

Eliminando Q, em ambos os lados, temos:

1
5=05=(06)"

Aplicando logaritmo de base 0,6 e fazendo a mudanca para base 10, vem:
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t =logg6(0,5) = EEE—2:2 = 1,36 horas.

Esta é a meia vida da ampicilina.

3.4 — Crescimento Populacional

Ao dizer que uma populacdo cresce a uma taxa i% ao ano, significa que ela
aumenta a cadaano ff = Flo do seu valor. Tomando P, a populagdo num instante
to, ao final de tanos, a quantidade de pessoas na populacao sera:

P(t) = Py(1+B)°

Esse modelo serve, em geral, para o crescimento de qualquer populacao, seja

ela de seres humanos, de bactérias e etc.

E usual pensar que a variacdo da populacdo seja proporcional a prépria
populacdo e que esta varia continuamente ao longo do tempo. E, como no

exemplo da subsecédo 3.1, podemos reescrever a populacédo P(t) como:
P(t) = Pye** (*)
onde k é a constante de crescimento.

Exemplo: Suponha que uma cultura de cem bactérias se reproduz em condi¢des
favoraveis. Doze horas mais tarde constamos 500 bactérias na cultura. Quantas

bactérias havera dois dias depois do inicio do experimento?
Solucao: Substituindo os dados em () temos que:
P, =100 e P(12) = 500, entao:
500 = 100e'2k
Logo,
12k — g

e

Aplicando In em ambos os lados vem:

12k = In(5) — k = B6)
= el e
n(5) 12
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Deseja — se saber o valor de P, quanto t = 24 horas, ou seja, P(24), dai:

In(5)

(
P(24) = 100e** 12

Logo:
P(24) = 100e2™®) = 100.25 = 2500 bactérias.

3.5 — Sismologia

A energia liberada por um sismo pode ser calculada utilizando a escala
desenvolvida por Charles Richter e Beno Gutemberg em 1935, escala conhecida
como escala de Richter.

Como a energia liberada é muito grande, utilizou — se uma escala logaritmica de

base 10 e o terremoto é quantificado por um nimero chamado magnitude.

A magnitude (M) da escala Richter é dada por:

M =21og(Z
= 5108 ()

Em que E é a energia liberada e E, € a energia liberada por um pequeno

terremoto, adotada, convencionalmente com o valor de 10%*J.

Existem inUmeras aplicagdes das funcdes exponenciais e logaritmicas, muitas
delas podem ser encontradas em livros didaticos, e em livros e artigos constados
nas referéncias desse trabalho. Uma coletanea interessante sobre aplicacdes
dessas funcdes a Medicina, pode ser encontrada no livro Calculo para Ciéncias
Médicas e Biolégicas, dos autores Alberto Flavio Aguiar, Airton Fontenele e José
Euny Moreira.
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4. 0 ENSINO DE LOGARITMOS E EXPONENCIAIS NO ENSINO BASICO.

Visando implementar uma proposta pedagoégica para 0 ensino dos temas
propostos nessa dissertacao, foi elaborado um questionario com 8 atividades
sobre logaritmos e exponenciais e aplicado em duas escolas, uma da rede
pubica e outra da rede privada da cidade de Sao Joao Del Rei, envolvendo

alunos e professores.

Os alunos pesquisados compdem parte das turmas de 22 série e 32 série do
Ensino Médio das escolas visitadas. Escolhidos assim, visto que o estudo de
logaritmos e exponenciais estdo previstos nos Parametros Curriculares

Nacionais (PCN’s) é dado na 12 série do Ensino Médio.

Os professores escolhidos fazem parte de diversas escolas pubicas e privadas
do Estado de Minas Gerais. Todos eles com, pelo menos, graduagcdo em
matematica — licenciatura. Todos eles atuam como docentes do Ensino Médio e

lecionam ou ja lecionaram na 12 série desse segmento.

Vale salientar aqui que as duas escolas pesquisadas, autorizaram que o local
servisse para contribuir para essa pesquisa (Anexo Il), assim como todos alunos,
que nao foram identificados por serem menores de idade, responderam o
questionario (Anexo lll) por livre vontade.

As atividades bem como os resultados obtidos, encontram — se a seguir.

4.1 — Questionario aplicado aos alunos das 22 e 32 série do Ensino Médio

Atividade 1:

Numa escala de 0 a 3, onde 0 indica que vocé teve um aprendizado muito
insatisfatorio e 3 indica que vocé teve um aprendizado muito satisfatério,

guanto vocé daria para sua aprendizagem sobre logaritmos?

Resultados:
Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino
N° de Alunos da 22 série do Ensino Médio: 20

Responderam:




Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 3 15%
1 10 50%
2 6 30%
3 1 5%
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Tabela 1: Tabulag¢do dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 1.

Grdfico 10: Atividade 1 - Respostas 29 Série Colégio Revisdo.

N° de Alunos da 32 série do Ensino Médio: 12

Atividade 1

() =]l =2

Responderam:
Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 0 0%
1 1 8,3%
2 10 83,3%
3 1 8,4%

Tabela 2: Tabulag¢do dos alunos da 39 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 1.
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Atividade 1

=0 =1 =2 =3

0%

N

Grdfico 11: Atividade 1 - Respostas 39 Série Colégio Revisdo.

Escola: Garcia de Lima— Rede publica de Ensino

N° de Alunos da 22 série do Ensino Médio: 28

Responderam:
Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 2 7,2%
1 6 21,4%
2 14 50%
3 6 21,4%

Tabela 3: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 1.

Atividade 1

a0 =] =2 =3

o

Grdfico 12: Atividade 1 - Respostas 29 Série Escola Garecia.
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N° de Alunos da 32 série do Ensino Médio: 20

Responderam:
Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 1 5%
1 8 40%
2 11 55%
3 0 0%

Tabela 4: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 1.

Atividade 1

=0 =1 =2 =3

0%

—

Grdfico 13: Atividade 1 - Respostas 39 Série Escola Garcia.

Atividade 2:

Numa escala de 0 a 3, onde 0 indica que vocé teve um aprendizado muito
insatisfatorio e 3 indica que vocé teve um aprendizado muito satisfatério,

quanto vocé daria para sua aprendizagem sobre exponenciais?

Resultados:
Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino
N° de Alunos da 22 série do Ensino Médio: 20

Responderam:




Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 2 10%
1 7 35%
2 9 45%
3 2 10%

48

Tabela 5: Tabulag¢do dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 2.

N° de Alunos da 32 série do Ensino Médio: 12

Atividade 2

() =]l =2

10% '

v

Grdfico 14: Atividade 2 - Respostas 29 Série Colégio Revisdo.

Responderam:
Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 0 0%
1 3 25%
2 9 75%
3 0 0%

Tabela 6: Tabulagdo dos alunos da 3¢ série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 2.
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Atividade 2

=0 =1 =2 =3

0% 0%

= N
-

Grdfico 15: Atividade 2 - Respostas 39 Série Colégio Revisdo.

Escola: Garcia de Lima— Rede publica de Ensino

N° de Alunos da 22 série do Ensino Médio: 28

Responderam:
Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 2 7,2%
1 7 25%
2 9 32,1%
3 10 35,7%

Tabela 7: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 2.

Atividade 2

=0 =1 =2 =3

\~.36% './

Grdfico 16: Atividade 2 — Respostas 29 Série Escola Garcia.
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N° de Alunos da 32 série do Ensino Médio: 20

Responderam:
Nota Quantidade de Porcentagem
alunos
0 2 10%
1 5 25%
2 11 55%
3 2 10%

Tabela 8: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 2.

Atividade 2

50 =1 =2 =3

10% '.

Grdfico 17: Atividade 2 — Respostas 32 Série Escola Garcia.

Atividade 3:

Sabendo que log2 = a e log3 = b determine o valor de log 6 + log 36 —

log 25 em funcdo de a e b.




Resultados:

Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino

N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
20 0/0% 20/100% 0/0%
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Tabela 9: Tabulag¢do dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio RevisGo — Atividade 3.

Atividade 3

= Acertos = Erros = Acertos Parciais

0056

—

Grdfico 18: Atividade 3 - Respostas 29 Série Colégio Revisdo.

N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
32 série do | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
12 0/0% 6/50% 6/50%

Tabela 10: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio do Colégio RevisGo — Atividade 3.

Atividade 3

= Acertos = Erros = Acertos Parciais

0%

-

Grdfico 19: Atividade 3 - Respostas 39 Série Colégio Revisdo.



Escola:
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Garcia de Lima — Rede publica de Ensino
N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
28 0/0% 23/82,1% 5/17,9%

Tabela 11: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 3.

Atividade 3

= Acertos = Erros = Acertos Parciais

0%

]
e

Grdfico 20: Atividade 3 — Respostas 29 Série Escola Garcia.

N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
32 série do | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
20 0/0% 17/85% 3/15%

Tabela 12: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 3.

Atividade 3

= Acertos = Erros = Acertos Parciais

0%

—
-

Grdfico 21: Atividade 3 — Respostas 39 Série Escola Garcia.
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Atividade 4:

Qual o valor de xem: 4* — 56 = 4567

Resultados:

Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino

N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
20 4/20% 16/80% 0/0%

Tabela 13: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 4.

Atividade 4

= Acertos = Erros Acertos Parciais

0%

B
-

Grdfico 22: Atividade 4 - Respostas 29 Série Colégio Revisdo.

N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
32 série do | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
12 0/0% 11/91,6% 1/8,4%

Tabela 14: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio do Colégio RevisGo — Atividade 4.
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Atividade 4

= Acertos = Erros = Acertos Parciais

0%

N

Grdfico 23: Atividade 4 - Respostas 39 Série Colégio Revisdo.

Escola: Garcia de Lima — Rede publica de Ensino

N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
28 3/10,7% 24/85,7% 1/3,6%

Tabela 15: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 4.

Atividade 4

= Acertos = Erros = Acertos Parciais

3%

-

Grdfico 24: Atividade 4 — Respostas 29 Série Escola Garcia.



N° de Alunos | Acertaram / Erraram / Acertaram
32 sériedo | Porcentagem | Porcentagem | Parcialmente
EM /
Porcentagem
20 1/5% 16/80% 3/15%

Tabela 16: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 4.

Atividade 4

= Acertos = Erros = Acertos Parciais

5%

=

Grdfico 25: Atividade 4 — Respostas 39 Série Escola Garcia.

Atividade 5:
Vocé aprendeu sobre os logaritmos naturais (In) ? () Sim () Nao
Resultados:
Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino
N° de Alunos Sim/ Nao/ Brancos /
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM
20 5/25% 15/75% 0/0%

Tabela 17: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 5.
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Atividade 5

= Sim = N3ao = Brancos

0%

B
"

Grdfico 26: Atividade 5 — Respostas 22 Série Colégio Revisdo.

N° de Alunos Sim/ N&o / Brancos /
32 série do | Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM
12 4/33,3% 7/58,4% 1/8,3%

Tabela 18: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 5.

Atividade 5

= Sim = Ndo = Brancos

8%

e

Grdfico 27: Atividade 5 — Respostas 32 Série Colégio Revisdo.

Escola: Garcia de Lima — Rede publica de Ensino

N° de Alunos Sim/ N&o / Brancos/
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM
28 17/60,7% 11/39,3% 0/0%

Tabela 19: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 5.
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Atividade 5

= Sim = N3ao = Brancos

0%

N’

Grdfico 28: Atividade 5 — Respostas 29 Série Escola Garcia.

N° de Alunos | Sim/ Nao/ Brancos/
32 série do Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM

20 12/60% 8/40% 0/0%

Tabela 20: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 5.

Atividade 5
= Sim = N3o = Brancos

0%

N\

Grdfico 29: Atividade 5 — Respostas 32 Série Escola Garcia.
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Atividade 6:

Vocé aprendeu sobre as exponenciais de base e? ( ) Sim () Néo

Resultados:

Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino

N° de Alunos Sim/ Nao/ Brancos /
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM
20 3/15% 17/85% 0/0%

Tabela 21: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio RevisGo — Atividade 6.

Atividade 6

= Sim = N3o = Brancos

0%

-

Grdfico 30: Atividade 6 — Respostas 292 Série Colégio Revisdo.

N° de Alunos Sim / Nao / Brancos /
32 série do | Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM

12 211 7% 10/83% 0/0%

Tabela 22: Tabulagéo dos alunos da 39 série do Ensino Médio do Colégio RevisGo — Atividade 6.
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Atividade 6

= Sim = N3o = Brancos

0%

Ea

Grdfico 31: Atividade 6 — Respostas 39 Série Colégio Revisdo.

Escola: Garcia de Lima — Rede publica de Ensino

N° de Alunos Sim / Nao / Brancos/
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM
28 10/35,7% 18/64,3% 0/0%

Tabela 23: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 6.

Atividade 6

= Sim = Ndo = Brancos

0%

Grdfico 32: Atividade 6 — Respostas 29 Série Escola Garcia.

N° de Alunos | Sim/ Nao/ Brancos/
32 série do Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM

20 14/70% 6/30% 0/0%

Tabela 24: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 6.



Atividade 6

= Sim = N3ao = Brancos

0%

Grdfico 33: Atividade 6 — Respostas 39 Série Escola Garcia.
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Atividade 7:

Vocé saberia falar alguma utilidade dos logaritmos e/ou exponenciais? ( )Sim

( ) Nao

Resultados:

Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino

N° de Alunos Sim/ Nao / N° de
22 série do | Porcentagem | Porcentagem brancos /
EM Porcentagem
20 3/15% 17/85% 0/0%

Atividade 7

= Sim = N3ao = Brancos

0%

Grdfico 34: Atividade 7 — Respostas 29 Série Colégio Revisdo.

Tabela 25: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 7.
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N° de Alunos Sim / Sim / N° de
32 série do | Porcentagem | Porcentagem brancos /
EM Porcentagem
12 6/50% 6/50% 0/0%

Tabela 26: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio do Colégio RevisGo — Atividade 7.

Atividade 7

= Sim = Ndo = Brancos

0%

Grdfico 35: Atividade 7 — Respostas 32 Série Colégio Revisdo.

Escola: Garcia de Lima — Rede publica de Ensino

N° de Alunos Sim/ N&o / Brancos /
22 série do | Porcentagem | Porcentagem | Porcentagem
EM
28 2/7,2% 1/3,6% 25/89,2%

Tabela 27: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 7.

Atividade 7

= Sim = Ndo = Brancos

-

Grdfico 36: Atividade 7 — Respostas 29 Série Escola Garcia.
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N° de Alunos | N° de Acertos | N° de Erros/ | N° de

32 série do / Porcentagem | brancos /

EM Porcentagem Porcentagem
20 1/5% 18/90% 1/5%

Tabela 28: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 7.

Atividade 7

= Sim = Ndo Brancos

5% 5%

WV

Grdfico 37: Atividade 7 — Respostas 39 Série Escola Garcia.

Atividade 8:

Se vocé respondeu sim a pergunta anterior, cite, pelo menos, uma utilidade.

Resultados:

Escola: Colégio Revisao — Rede privada de Ensino

N° de Alunos Citou Citou N&o citou/
32 série do EM corretamente/ incorretamente/ | Porcentagem
Porcentagem Porcentagem
20 0/0/% 0/0% 20/100%

Tabela 29: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 8.
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Atividade 8

= Citou corretamente = Citou incorretamente = N3o citou
%

Grdfico 38: Atividade 8 — Respostas 22 Série Colégio Revisdo.

N° de Alunos Citou Citou N&o citou/
32 série do EM corretamente/ incorretamente/ | Porcentagem
Porcentagem Porcentagem
12 3/25/% 0/0% 9/75%

Tabela 30: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio do Colégio Revisdo — Atividade 8.

Atividade 8

= Citou corretamente = Citou incorretamente = N3o citou

‘0%

Grdfico 39: Atividade 8 — Respostas 39 Série Colégio Revisdo.

Escola: Garcia de Lima — Rede publica de Ensino

N° de Alunos Citou Citou N&o citou/
32 série do EM corretamente/ incorretamente/ | Porcentagem
Porcentagem Porcentagem
28 0/0/% 0/0% 28/100%

Tabela 31: Tabulagdo dos alunos da 29 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 8.
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Atividade 8

= Citou corretamente = Citou incorretamente = N3o citou

0%

Grdfico 40: Atividade 8 — Respostas 29 Série Escola Garcia.

N° de Alunos Citou Citou Nao citou/
32 série do EM corretamente/ incorretamente/ | Porcentagem
Porcentagem Porcentagem
20 1/5/% 0/0% 19/95%

Tabela 32: Tabulagdo dos alunos da 39 série do Ensino Médio da Escola Garcia— Atividade 8.

Atividade 8

= Citou corretamente = Citou incorretamente = Ndo citou

0%

—

Grdfico 41: Atividade 8 — Respostas 32 Série Escola Garcia.

Pelos graficos, pode — se observar que os alunos apresentam grandes

dificuldades na aprendizagem de logaritmos e exponenciais.

A abordagem feita nessa dissertagdo sobre esses temas, deixa muito claro o
quao é importante mostrar para os alunos as aplicacées desses conteudos.
Entretanto, analisando a estatistica das atividades 7 e 8, € um tanto quanto
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assustador perceber que quase nenhum aluno sabe indicar, corretamente,
aplicacées desses conteudos e considero que ai esteja um grande problema
para aprendizagem deles.
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4.2 — Questionario aplicado aos professores de matematica do Ensino
Médio

O questionario aplicado se encontra abaixo. Este mesmo questionario também
é disponibilizado no ANEXO IV.

1. H4a quanto tempo vocé atua como professor de Matematica?

2. Vocé leciona para rede publica ou privada?

3. Se seus alunos tivessem a chance de poder escolher as disciplinas para cursar, em que
proporg¢do vocé considera que eles escolheriam matematica?

I:I 10%|:| ZO%I:I 30%|:| 40%|:| SO%I:I 60%|:| 70%|:| 80%|:| 90%|:| 100%

Por qué?

4. Vocé considere abordagem que vocé faz para ensinar logaritmos e exponenciais
satisfatoria para aprendizagem dos alunos? () Sim ( )Nao

5. Vocé acha que os alunos possuem dificuldade na aprendizagem desses temas?
( ) Sim ( )Na&o

Por que?

6. Qual conteldo vocé ensina primeiro: Logaritmos ou Exponenciais?

Caso vocé responde exponenciais a pergunta anterior, vocé acha que seria impossivel
inverter a ordem de ensino, isto é, ensinar logaritmos antes de exponenciais

( )Sim ( )Nio

Por que?:

7. Vocé comenta sobre o nimero de Euler (e) com seus alunos?

.( )Sim ( )Nao

8. Vocé ensina logaritmos naturais (In) ?
( )Sim ( )Nao

9. Vocé gasta, em média, quantas aulas para dar os dois contetddos?

10. Vocé dedica aulas a aplica¢cGes de logaritmos e exponenciais? Se sim, quantas?




67

Afim de nao identificar os professores, estes serdo reconhecido por letras
maiusculas (A, B, C..).

Professor A: Leciona ha 9 anos na rede publica e privada, considera que 70%
dos seus alunos escolheriam a matematica como matéria para cursar pois eles
reconhecem a importancia da disciplina, acredita que sua abordagem de
logaritmos e exponenciais € satisfatdria para aprendizagem dos alunos e diz que
os alunos nao apresentam dificuldades na aprendizagem desses conteudos visto
que considera o conteldo mecanico demais, o que facilita a aprendizagem. O
professor ensina exponenciais primeiro € nao vé necessidade e nem explicacao
para se ensinar logaritmos primeiro e acha que isso seria impossivel. Ele
comenta sobre o niumero de Euler, no entanto ndo ensina logaritmos naturais.
Gasta um bimestre com os dois temas e enxerga as aplicagdbes como
dificultadores na aprendizagem dos alunos.

"...Pois as aplicagdes sdo muito distantes
do cotidiano dos alunos e compromete, significativamente o entendimento deles.™

Professor B: Leciona ha 20 anos na rede publica, considera que 50% dos seus
alunos escolheriam a matematica como matéria para cursar pois possuem
dificuldade em interpretar e operar, acredita que sua abordagem de logaritmos e
exponenciais é satisfatoria para aprendizagem dos alunos e diz que os alunos
apresentam dificuldades na aprendizagem desses conteudos visto que
considera que falta pré — requisitos. O professor ensina exponenciais primeiro e
acha que isso seria impossivel ensinar logaritmos primeiro. Ele comenta sobre o
namero de Euler, no entanto ndo ensina logaritmos naturais. Gasta vinte aulas

com os dois temas e dedica 5 aulas as aplicagdes.

Professor C: Leciona ha 27 anos na rede publica, considera que 70% dos seus
alunos escolheriam a matematica como matéria para cursar pois ele considera
que a disciplina tem um grau e dificuldade muito elevado. Acredita que sua
abordagem de logaritmos e exponenciais € satisfatéria para aprendizagem dos

alunos e diz que os alunos apresentam dificuldades na aprendizagem desses
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conteldos por nao estudarem significativamente. O professor ensina
exponenciais primeiro e considera impossivel inverter a ordem de ensino,
justificando que séo operacoes inversas. Ele comenta sobre o niUmero de Euler,
no entanto ndo ensina logaritmos naturais. Gasta doze aulas com os dois temas

e ndo dedica aulas as aplicagées.

"“Ensino exponenciais inicialmente para, posteriormente, facilitar o ensino de

logaritmos .’

Professor D: Leciona ha 3 anos na rede privada, considera que 40% dos seus
alunos escolheriam a matematica como matéria para cursar pois ele considera
que a maioria dos seus alunos acabam indo para area de humanas. Acredita que
sua abordagem de logaritmos e exponenciais € satisfatoria para aprendizagem
dos alunos e diz que os alunos apresentam dificuldades na aprendizagem
desses conteudos por apresentarem dificuldades operatérias. O professor
ensina exponenciais primeiro e considera impossivel inverter a ordem de ensino,
por ser uma questao de definicdo. Ele comenta sobre o nimero de Euler, ensina
logaritmos naturais. Gasta dezesseis aulas com os dois temas e dedica aulas as

aplicacoes.

“Os alunos apresentam dificuldades para aprender esse contetido. Na minha
opinido,acredito que o contetido depende da habilidade do aluno com potenciacao,
radiciagdo,equagébes do 1° grau e 2° grau, ou seja, para que o aluno entenda muito

bem Logaritmo e Exponencial, ele precisa estar dominando os temas citados.™

... As aplicagbes que mais menciono é: PH, Escala Ricther, Bactérias e Crescimento
Populacional.™

Professor E: Leciona ha 24 anos na rede publica e privada, considera que 90%
dos seus alunos escolheriam a matematica como matéria para cursar pois
reconhecem a importancia da disciplina para o futuro. Acredita que sua
abordagem de logaritmos e exponenciais é satisfatoria para a aprendizagem dos
alunos e diz que os alunos apresentam dificuldades na aprendizagem desses
conteudos por terem dificuldade de trabalhar com expressdes matematicas. O
professor ensina exponenciais primeiro e considera possivel inverter a ordem de

ensino, no entanto pensa ser mais facil trabalhar o logaritmo como inversa da
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exponencial. Ele comenta sobre o numero de Euler, ensina logaritmos naturais.

Gasta um bimestre com os dois temas e dedica 10 aulas as aplicagdes.

"...A dificuldade de trabalhar com a contextualizacdo. Eles vdo bem enquanto trabalho
com definicées

""...o0 foco principal sdo as aplicagdes. Normalmente dou as definicbes e propriedades
e ja mostro as aplicagbes.™

Professor F: Leciona ha 7 anos na rede privada, considera que 50% dos seus
alunos escolheriam a matematica como matéria para cursar pois considera que
os alunos pensam ser a matéria mais dificil. Acredita que sua abordagem de
logaritmos e exponenciais € satisfatdria para aprendizagem dos alunos e diz que
os alunos apresentam dificuldades na aprendizagem desses conteudos por ser
uma matéria complexa. O professor ensina exponenciais primeiro e pensa que
seja impossivel inverter a ordem de ensino, pois considera exponenciais um pré-
requisito para logaritmos. Ele comenta sobre o numero de Euler, ensina
logaritmos naturais. Gasta vinte aulas com os dois temas e dedica metade das

aulas as aplicagdes.

... mesmo 0s que entendem, esquecem esse conteudo com facilidade. Acredito que
logaritmos é uma matéria complexa e exige maturidade de conhecimento matematico,

que eles nao possuem no primeiro ano do ensino médio. ™

“Acho que é um pré-requisito. Para ensinar equagdes logaritmicas é necessario saber

bem as equacgdées exponenciais.”

Professor G: Leciona ha 5 anos na rede privada, considera que 30% dos seus
alunos escolheriam a matematica como matéria para cursar pois, apesar de
reconhecerem a importancia da disciplina, considera que os alunos possuem
dificuldade. Acredita que sua abordagem de logaritmos e exponenciais é
satisfatoria para aprendizagem dos alunos e diz que os alunos apresentam
dificuldades na aprendizagem desses conteldos por causa das notacdes
carregadas demais. O professor ensina exponenciais primeiro e considera
impossivel inverter a ordem de ensino, pois considera esse caminho, o caminho

logico e outro seria infundado. Ele comenta sobre o numero de Euler, ensina
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logaritmos naturais. Gasta cinco aulas com os dois temas e dedica uma das

aulas as aplicagodes.

...eles tém uma dificuldade com a linguagem simbdlica da matematica. Notagdes
muito carregadas assustam os alunos, como é o caso de logaritmos e fungdes em
geral.”

“Exponencial é o caminho I6gico depois de poténcia, que é algo familiar para eles.
Entéo inverter seria algo muito infundado, sem falar que ndo vejo nenhum ganho ébvio

nisso, dado que o problema notacional ndo foi resolvido. ™

Diante do exposto nesse capitulo, vejo a grande necessidade de um aprimoramento no
ensino desses contetdos. De todos os alunos que responderam o questionario, por
exemplo, nenhum aluno acertou a questdo de logaritmos por inteiro e pouquissimos

alunos souberam dizer alguma aplicacao de logaritmos e exponenciais.

A partir desse ponto de vista, considero, também, que a maioria dos professores
questionados consideram que a abordagem que eles fazem sobre logaritmos e
exponenciais € satisfatoria para a aprendizagem de seus alunos, mas isso foge um
pouco do que foi analisado nas respostas dos estudantes.

Vejo, portanto, que tanto alunos como professores devem fazer uma analise mais critica
sobre os temas e como eles estdo sendo ensinados, para que tenham uma melhor

percepgao de que estes apresentam grande defasagem de ensino.
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5.0 PLANO DE AULA E A PROPOSTA PEDAGOGICA

Observando os resultados da pesquisa de campo que realizei, pode-se perceber,
sem muita surpresa, que o ensino desses contetdos nao esta se dando de forma

efetiva para a contribuicdo da aprendizagem dos alunos.

Logaritmos e exponenciais trazem grande medo aos alunos, seja pela falta de
utilidade que eles veem no conteudo ou pelo que ouvem de mas experiéncias
vividas por alunos que ja passaram por esses temas.

Nao contente com os resultados, que creio que descrevem muito bem a
realidade da maioria das escolas do ensino basico no que diz respeito a
aprendizagem desses assuntos, quero, nessa parte do trabalho, propor uma

variagdo no ensino dessas matérias.

Criei um plano de aula sobre os conteudos abordados, para que alguns
professores pudessem fazer a avaliacdo e opinassem sobre ele, identificando
qualidades, defeitos e se 0 modo como proponho é adequado ou nao para o
ensino médio. O plano de aula encontra — se no Anexo V dessa dissertacao.

Aqui, ndo foi possivel realizar uma experiéncia com os alunos para ver, de fato,
se minha proposta €, ou ndo, efetiva, visto que os temas sao abordados no final
do ano letivo e nao teria tempo habil para que pudesse aplicar o plano de aula,
mas deixo como uma ideia de mudanca, e sem duavida, contribuir na

aprendizagem de logaritmos e exponenciais.

Na primeira parte desse trabalho foi feita uma abordagem extremamente tedrica
sobre logaritmos e exponenciais. Uma abordagem que, pela minha experiéncia

em escolas, ndo é mencionada em nenhum livro didatico que ja trabalhei.

Estudada com cautela, creio que essa abordagem possa ser empregada em sala
de aula para o ensino desses conteldos.

Nos livros didaticos e apostilas hoje, o ensino de fun¢gées comeca no inicio da 12
série do Ensino Médio, onde, nessa série, 0 estudo dessas estruturas é a mais
priorizada.

Ensina — se, portanto, e nessa ordem, definicao de funcao, elementos, graficos,

para depois estudar, em particular, cada familia de funcdo. Comeca — se, entao,
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com a funcao afim (de 1° grau), apds a fungao quadratica (de 2° grau), alguns
livros, depois disso, estendem para o estudo de fung¢des polinomiais de grau
maior que dois e funcdes racionais, logo apds estuda — se fungdes modulares,
para ai entdo estudar, primeiramente as funcdes exponenciais e por fim as

funcées logaritmicas.
Sugiro aqui entdao, uma inversao de ensino dessa ultima parte.

Pode — se observar, que nao é necessario falar de exponenciais para que se fale
de logaritmos. O que a maioria dos livros faz, € definir a funcado exponencial,
estudar seus comportamentos e em sequéncia definir a funcao logaritmica como

a funcao inversa da exponencial.

O que proponho é que comece a ser ensinado logaritmos, como a primeira parte
deste trabalho faz. Ensinando, inicialmente, que existe uma funcdo que
transforma soma em produto e estudando todas as propriedades dessa funcgao,
para, posteriormente, chamar essa funcédo de funcao logaritmica, isso podera

causar menos medo e mais interesse nos alunos.

Em seguida poderia ser estudado os logaritmos naturais, definido — os como a
area abaixo da hipérbole e estudando suas propriedades.

Nesse contexto, que pode causar surpresa e estranhamento aos professores, 0
conceito de logaritmo natural ja é ensinado, e este € usado como ferramenta

para resolver diversos problemas de aplicacoes.

Estudando esse logaritmo e suas propriedades, demonstra — se, em seguida, a
férmula de mudanca de base, e s6 ai comecar a estudar logaritmos decimais e

de outras bases.

Findado o estudo de logaritmos, mostrando suas aplicacoes, define — se
exponenciais e fungdes exponenciais, agora, ela como sendo a inversa da

funcdo logaritmica e ndo ao contrario, como, normalmente, é feito.

Nesse momento apresenta- se 0 numero de Euler (e), que também é de extrema

importancia nas aplicagdes.

Como comentado anteriormente, a ideia deste capitulo nao é trazer uma solucao

definitiva para o problema de ensino de logaritmos e exponenciais. Entretanto, é
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proposta uma maneira de se ensinar os temas de escopo, que pode chegar a
constituir uma forma diferente, porém mais eficaz, na compreensdo destes

assuntos no ensino médio.

Infelizmente néds, professores de matematica, vivemos em uma situagao
complicada de ensino, visto que a maioria dos alunos nao tem empatia pelo

conteudo que lecionamos.

Mas acredito que sempre devemos buscar formas de inovar nossos
conhecimentos e nossos métodos de ensinar, para que estes surtam mais efeitos

naqueles que queremos atingir, nossos alunos.

Por isso, chamo essa parte de: proposta, que pode ter, ou ndo, sucesso, mas
imagino que possa ser um caminho para que possamos alcancar éxito naquilo

gue queremos.
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5.1 — Opinioes, sugestoes e criticas de alguns professores sobre a
proposta pedagogica e o plano de aula.

Para que minha proposta fizesse mais sentido, a mesma foi enviada para alguns

professores de matematica que ja trabalham com esse conteddo, com o intuito

gue eles pudessem fazer a avaliacao sobre o plano de aula.

Elaborei um questionario com cinco perguntas acerca do plano para que eles

pudessem responder. Este questionario pode ser visto também no ANEXO VI.

Vocé estd preparado para abordar logaritmos e exponenciais dessa forma?
Justifique.

Vocé considera o plano de aulas proposto como sendo motivacional e interessante
para os alunos? Justifique.

Vocé acha que essa abordagem poderia trazer aspectos positivos no ensino desses
conteudos, afim de que o aluno aprendesse e fixasse mais esses temas? Por que?
Vocé considera que o aluno apresentaria mais ou menos dificuldade se logaritmos e

exponenciais fossem abordados dessa forma e ndo da forma tradicional? Por que?

Vocé daria alguma sugestdo ou alguma critica ao plano de aula?

Identificarei, novamente, os professores questionados por A, B, C e D.

Professor A: Leciona ha 7 anos na rede privada e responde as questoes da

seguinte forma:

1.

Sim, acho o contetido muito bom e bem aprofundado. Teria que ser dado de forma lenta
e construtiva, pois exige um nivel alto de maturidade de conhecimento matemético do
aluno.

Sim. O problema inicial proposto é bem interessante e motivador. A constru¢do do
conceito do logaritmo natural € um diferencial, pois em nenhum livro didatico que
trabalhei até hoje, explica de forma clara essa parte da matéria.

Acredito que de forma geral, os alunos teriam mais facilidade de fixar o contetdo porque

o plano de aula apresenta os conceitos construidos de forma bem gradativa e clara.
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4. Como foi dito, isso depende do nivel de conhecimento matematico do aluno, mas de
forma geral acredito que dessa forma o aluno ndo esqueceria tdo facilmente dos
conceitos, como acontece na forma tradicional.

5. Na&o sei se 0 numero de aulas proposto (12 aulas) seria suficiente. Nao ocultaria as
demonstragdes, acho que isso desperta mais o interesse do aluno e a fixagdo do

contetdo. Trabalharia mais exemplos como o que foi dado inicialmente.

Professor B: Leciona ha 27 anos na rede publica e responde as questdes da

seguinte forma:

1. Acredito que sim pois a linguagem usada é bem clara, no entanto, penso que dependera
muito mais da base que os alunos tenham para acompanhar o conteldo dessa maneira.

2. Atualmente, ministro aulas em uma escola em que os alunos prestam um concurso
publico bastante concorrido para cursarem o Ensino Médio, e, portanto, passam por uma
sele¢do que inclusive aborda a disciplina de Matematica.
Tendo como base os alunos com os quais trabalho, acredito que essa podera ser uma
maneira interessante de passar o contetdo, no entanto, num primeiro momento, eu
usaria esse plano de aula apds ter ministrado o conteldo da maneira que
tradicionalmente os livros didaticos apresentam. Apds esse momento eu apresentaria
essa outra op¢do de apresentacdo e faria uma pesquisa com os alunos para verificar
com eles qual abordagem foi, na visdo deles, mais produtiva.

3. Considero que seja positiva por ser uma maneira que aborda os dois conteudos:
exponencial e logaritmo, praticamente ao mesmo tempo.

4. Depende, pois, acredito que dependera muito do nivel dos alunos e da base que
possuem em Matematica.

5. Acrescentaria outros exemplos de aplicabilidade do assunto além do que o usado na
introducdo, também trabalharia mais com graficos de fungbes logaritmicas e

exponenciais trabalhando as translagées nos eixos coordenados.

Professor C: Leciona ha 4 anos na rede privada e responde as questdes da

seguinte forma:

1. Emrelacdo a conhecimento sim, pois minha formacao contemplou de forma aprofundada
tais contetdos. Mas em relacao a didatica, ndo me sinto preparada, pois a linguagem
utilizada é muito cientifica e distante da linguagem matematica apresentada, em geral,
para os alunos de ensino médio. Nao vejo maneira de torna-la mais “palpavel”, de modo
a atingir a maior parte dos alunos.

2. Achei o problema inicial motivador e interessante. Porém passa-se para a parte teorica
de forma muito abrupta, 0 que pode gerar uma quebra no interesse inicial, pois a
linguagem é complexa e o nivel de raciocinio exigido para compreensdo de tais

definicbes e demonstragdes é um tanto quanto elevado.
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3. Para os alunos “fora da curva” de fato acredito em uma melhoria na fixacdo e
compreensdo real dos temas apresentados. Para os demais alunos, acredito que tal
apresentaga@o poderia acabar desmotivando ainda mais, uma vez que € necessario ter
dominio sob a linguagem teérica, que é um ponto em que sdo apresentadas muitas
dificuldades.

4. Depende do aluno. Mas pensando na minha vivéncia e nos meus alunos, acredito que
eles teriam muito mais dificuldade, porque n&o apresentam muito interesse € nem
curiosidade pela compreensao tedrica da matematica. Estdo interessados apenas no
objetivo final, que seriam os célculos e a maneira correta de aplica-los.

5. Pensando no plano como esta proposto, faria algumas adaptagbes com relagdo ao
nuamero de aulas, achei um pouco longo. Agora, novamente dizendo a respeito da minha
vivéncia, eu ndo daria énfase a parte tedrica da forma que foi apresentada. Seria mais
interessante trabalhar com diversos problemas semelhantes ao inicial, no qual o principal
objetivo é mostrar que fungbes logaritmicas e exponenciais tem uma extensa e

importante aplicagao pratica.

Professor D: Leciona ha 24 anos na rede privada e responde as questoes da

seguinte forma:

1. Sim. Conheco o conteudo.

2. Na&o. O plano esta muito bem feito e explicado, s6 acho que o aluno nédo esta preparado
para uma analise tao abstrata o que pode tornar desinteressante o assunto.

3. Sim, desde que ele ja tivesse o habito do trabalho algébrico no estudo de fungbes. Nao
€ isso que acontece normalmente. Na minha opinido o que dificulta a aprendizagem no
estudo de exponenciais e logaritmos é a dificuldade do aluno com o manejo de
expressoes algébricas e suas aplicagdes. Uma forma de melhorar isso poderia ser um
trabalho diferente com funcdes de 12 e 2° graus. Normalmente o aluno ndo apresenta
dificuldades quando estamos na parte de aplicagdes das propriedades de logaritmos,
por exemplo, a dificuldade aparece é com a leitura de uma expresséo e como trabalhar
com ela, isso acontece também para as expressdes trigopnométricas.

Considerando como as fungdes sdo apresentadas, acho que poderia dificultar.

Nao, como ja disse o plano esta muito claro e bem feito.
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Obs.: Senti, aqui, dificuldades em conseguir mais avaliagées para o plano. Enviei
para muitos professores, mas poucos deles mostraram interesse e

disponibilidade para responder 0 meu questionario.

Apesar que tem um numero pequeno (4) de professores que responderam o
questionario, acredito que as respostas refletem a opinido da maior parte dos

professores que lecionam estas matérias.

Vejo, nas respostas dos professores que responderam o questionario, que todos
se familiarizam com o contetudo abordado no plano de aula e consideram que o
conteudo exige uma maturidade matematica dos alunos, devido a alta abstragao
que requer. No entanto, eu considero que ensinar logaritmos e exponenciais
dessa forma que proponho, pode ser capaz de diminuir os problemas
relacionados a abstracao, pois o aluno, devido ao problema inicial, pode se sentir

motivado a aprender esses conteldos pouco ministrados no ensino médio.

Apesar dos professores que foram questionados conhecerem o conteudo
proposto, penso que a opinidao de considera—lo dificil para o aluno seja uma
questdo um pouco equivocada. Ao escrever esse trabalho, por exemplo,
conhecia sobre logaritmos e exponenciais, no entanto ndo estava preparado
para dar a aula como hoje proponho, por pensar que poderia ser dificil para o
aluno, mas, estudando rigorosamente e cuidadosamente, pude perceber que
nao é tdo complicado como parece, e sim, acredito, ser possivel o ensino da

maneira proposta e que o conteudo seja palpavel para os alunos.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Os desafios para se tornar mestre em matematica serviram de impulso para
que eu pudesse buscar esse tdo esperado sonho. Iniciei meu gosto pela
matematica bem cedo, inspirado em professores que me fizeram apaixonar
por essa ciéncia maravilhosa. Decidi, portanto, seguir esse caminho e
mesmo com tantos empecilhos e adversidades que nossa profissdo enfrenta,
estava eu la, pronto para seguir essa carreira e tentar inspirar outras pessoas
pelo gosto da matematica assim como fui.

Graduei em matematica em 2014 pela Universidade Federal de Minas Gerais
e em 2015 ingressei no PROFMAT, em Sao Joao Del Rei, em busca de mais
conhecimento. Leciono ha 8 anos nas redes publica e privada de ensino e
me sinto obrigado a melhorar o ensino da disciplina que considero de extrema

importancia.

O mestrado me trouxe muito conhecimento, deixou — me mais critico e com
o rigor matematico muito além do que tinha até entao. Gragas a Deus ocorreu
tudo dentro do esperado. Hoje, tenho total sensacdo de dever cumprido e

alimento a certeza de que fiz de tudo para chegar até aqui.

Chego nessa parte do meu trabalho extremamente satisfeito, agradecido e
orgulhoso, por toda trajetéria que tracei e por todos aqueles que me

ajudaram.

Foram muitos pensamentos, sugestées e muitas duvidas para escolher o
tema dessa dissertacdo, mas visando a melhoria da qualidade de ensino da
matematica escolhi logaritmos e exponenciais que na minha visao de
docente, precisa de um olhar diferente para que 0s nossos alunos aprendam

significativamente esses conteudos.

Nao estou aqui para dizer que meu trabalho ira modificar o ensino desses
conteudos. O que fiz nessas paginas foi tentar buscar novas formas de
ensinar logaritmos e exponenciais. Formas estas que podem ou nao surtir 0s
efeitos esperados, mas que podem nortear os professores da educacao
basica quanto ao ensino desses temas.



79

Neste trabalho procurei compartilhar com varios professores a minha
insatisfacdo pelo ensino de logaritmos e exponenciais e pela abordagem
como esses temas sao tratados na maioria dos livros didaticos. Tive, claro,
opinides divergentes as minhas, e estas foram de grande valia para que

pudesse concluir o que pretendia.

Espero, fortemente, que essa dissertacdo sirva de base para muitos
professores, que assim como eu, enxergam a necessidade da melhoria do

ensino de matematica.
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6.1 — Conclusao

Motivado a melhorar o ensino de logaritmos e exponenciais, contelidos que eu,
particularmente, gosto muito, resolvi escrever essa dissertacdo. Ouvir
depoimentos, reclamagdes e criticas dos meus alunos sobre os temas, serviram
de impulso para que eu pudesse encontrar novas formas de ensinar os temas
tratados nessa dissertacdo e enxergasse nelas um caminho para a
aprendizagem dos alunos.

Dos 80 alunos que responderam meu questionario, as respostas nao me
deixaram surpreso, € me serviram de grande motivacdo para construir novas
formas de ensino. E, pelo observado, os resultados da escola da rede privada e
da rede publica estdo bem proximos.

O aluno necessita ver sentido naquilo que se estuda, ndo estou aqui para dizer
que exigir de um estudante abstracdo matematica € algo absurdo, muito pelo
contrario, mas considero necessario, tentar buscar no cotidiano e nas areas em
que a matematica é utilizada como ferramenta, aquilo que se ensina na
matematica. Claro, nem sempre conseguimos, mas no caso de logaritmos e

exponenciais, € possivel.

Aos professores que, porventura, vierem ler esse trabalho, recomendo um
estudo mais cuidadoso da parte inicial (Capitulo 2). A primeira vista o contetido
abordado dessa forma, pode causar estranhamento, mas se for visto de perto
podera perceber que mesmo com bastante rigor matematico os conceitos podem

ser passados tranquilamente aos alunos.

Outras vantagens importantes de lecionar os assuntos aqui tratados através da
proposta apresentada é a sua abordagem geométrica e de despertar a
curiosidade dos alunos de como calcular areas sob curvas, o qual sera estudado

com mais afinco e formalmente, posteriormente, em um curso de Calculo.

Volto a dizer, que ndo estou aqui afirmando que minha proposta de ensino para
esses temas é melhor que a convencional. Nao afirmo também, que com ela
todos os alunos irdo aprender logaritmos e exponenciais efetivamente, mas
acredito que ela é mais interessante, motivadora e traz o intuito de atingir nossos

objetivos quanto educadores.
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Saliento que nessa proposta cabe ao professor e o olhar dele sobre a turma,
realizar as modificagdes pertinentes, como foi sugerido por alguns professores
no Capitulo 5 desse trabalho.

Implementar a proposta que aqui defendo em sala de aula, pode sim trazer
dificuldades ao professor e aos alunos, 0 manuseio de expressées matematicas,
por exemplo pode ser algo que num primeiro momento possa assusta — los, mas
o desejo de mudanga com o objetivo de melhorar o ensino — ndo sé de logaritmos

e exponenciais — da matematica nunca deve morrer dentro de nés, professores.
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8. ANEXOS

8.1 — Anexo | — Tabua de Logaritmos Naturais

N 0,00 0,01 0.02 0,03 0,04 0,05 0.06 0,07 0,08 0,09
1.0 | 0,0000 0,000 00198 0,029 0,0392 | 0,0488 00583 0,0677 0,0770  0,0862
1,1 | 0,0953 0,1044 0,1133 0,1222 0,1310 | 0,1398  0,1484  0,1570  0,1655  0,1740
1,2 | 0,1823 0,1906 0,1989 0,2070 0,2151 | 0,2231  0,2311 0,2390 0,2469  0,2546
1.3 | 02624 0,2700 0,2776  0,2852  0,2927 | 0,3001  0,3075 03148  0,3221  0,3293
1,4 | 0,3365 0,3436 03507 03577 03646 | 0.3716  0,3784  0,3853  0,3920  0,3988
1,5 | 0,4055 04121 0,4187 04253 0,4318 | 0,4383  0,4447 0,4511 0,4574  0,4637
1,6 | 04700 04762 04824 0,488 0,4947 | 0,5008 0,5068 0,5128 0,5188  0,5247
1,7 | 0,5306 0,5365 0,5423 0,5481 0,5539 | 0,5596 0,5653  0,5710 0,5766  0,5822
1.8 | 0,5878 0,5933 0,5988 0,6043 0,6098 | 0,6152 0,6206 0,6259 0,6313  0,6366
1.9 | 0,6419 06471 0,6523 0,6575 0,6627 | 0,6678 0,6729  0,6780  0,6831  0,6881
20 | 0,6931 0,698 07031 0,7080 07130 | 0,7178 0,7227 0,7275 0,7324  0,7372
2,1 | 0,7419 0,7467 07514 0,7561 0,7608 | 0,7655 0,7701  0,7747 0,7793  0,7839
22 ) 0,785 0,7930 0,7975 0,8020 0,8065 | 0,8109 08154 0,8198 0,8242  0,8286
23 | 0,B329 08372 08416 08459 08502 | 08544 08587 08629 08671  0,8713
24 | OR755 08796 08838 08879 08920 | 0891 09002 09042 09083 09123
25 | 09163 059203 09243 09282 09322 (09361 09400 09439 078 09517
2.6 | 09355 09594 0932 0970 09708 (0976 09783 09821 09858 09895
2.7 | 09933 09969 1,0006 1,0043 10080 | L0116 10152 L.OIB8 10225  1,0260
2.8 | 10296 1.0332 10367 1,0403  1,0438 | 10473 10508 1.0543 10578 10613
29 | 10647 10682 10716 L0750 10784 | 10818 1,0852 1,088 10919  1,0053
30 | 10086 11009 1,1053 L1086 11119 | 11151 11184 11217 1.1249  1,1282
| L34 11346 1,1378 0 L1410 1,1442 | 11474 1,1506 11,1537 1,1569 1,160
32 | L1632 L1663 11694 L1T25 1,1756 | 1,1787  1,1B17  1,1B48 11878 1,1909
33 | 1L,1939  1L,1970  1,2000 1,2030 12060 | 10,2090 12119 1,249  1.2179 10,2208

34 | 1,2238 1,2267 12296 10,2326 12355 | 1,2384 12413 12442 1240 1.24%9
3.5 | 1,2528 1,2556  1,2585 1,2613 1.,2641 | 1,2669 12608 1,2726 1.2754 1.2782
36 | 1,2809 1,2837 1.2865  1,2892 1,2020 | 1,2947 1,2975  1,3002 1,3029  1,3056
3.7 | 13083 13110 1,3137  Lal64 1M191 | 1,3218 13244 13271 13297 1,33M
38 | L3350 11,3376 1.3403  1,3429  1.3455 | 13481  1,3507 1,3533 13558 1,3584
39 | L3610 11,3635 1.3661 13686 13712 | 1,3737 13762 1,3788 1,3813 1,388
40 | 13863 13888 1,3913  1.3938  1,3962 | 13987 14012  1.4036 14061  1,4085
4.1 | L4110 L4134 14159 L4183 01,4207 | 14231 1,4255 14279 1,4303 1,437
4.2 | 14351 14375 14398 14422 14446 | 14469 14493 14516 14540 1.4563
4.3 | 14586 14609 14633 14656 14679 | 14702 14725 14748 14770 14793
4.4 | 14816 14839 14861 14884 14907 | 14929 14952 14974 14996 1,5019




84

N 0,00 0.01 0.02 0.03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
4.5 | 1,5041  1.5083 15085 15107 1,5129 | 151531 15173 1.5195  1.5217  1,5239
46 | 1,5261  1,5282  1,5304  1,5326  1,5347 | 1,536  1.,33%0  1,5412 15433 15454
4,7 | 1,5476  1,5497  1,5518  1,5539  1,5560 | 1,5581 1,56802  1,5623  1,5644  1,5665
4,8 | 1,5686 1,5707 1,5728 1,5748 11,5769 | 1,5790  1,5810  1,5831 [,5851 1,3872
4.9 | 1,5892 11,5913 1,5933  1,5953 1,5974 | 1,5994  1.6014  1.6034 1,6054 1,6074
50 | 1,6094 1,614 1,6134 1,6154 1,6174 | 1,6194 1,6214 16233 1,6253  1.6273 i
3.1 16292 1.6312 16332 1.6351 16371 | 16390  1.6409 1.6429 1.6448 16467 |
5.2 | 16487 1,6506  1,6525  1,6544  1,6563 | 1.6582  1.6601 1.6620 1,6639 16658 |
3.3 l 16677 16696 16715 16734  1.6732 | 1.6771  1.6790 11,6808  1,6827  1.6845
5,4 | 16864 1,6882  1,6901 1,6919  1,6938 | 16956  1,6974 16993  1.7011  1.7029
5.5 \ L7047 1,7066 17084 1,7102 L7120 | L7138 17156 L7174 17192 1,7210
56 | 1,7228 1,726 1,7263 17281  1,7299 | 1,7317  1,7334  1,7352  1,7370 11,7387 |
3,7 \ 1,7405  1,7422 1,7440 1,7457 17475 | 1,749z 1,7509  1,7527 17544 1,7561 |
3.8 | L7537 17596 L7613 17630 1,7647 | 1,7664 1,7682 1,7699 1.9716 1,7733
3.9 l L7750 L76 L7783 L7800 LTR17 | 17834  1,7851  L7RAT  1.78B4  1.,7901
6,0 | L7918 1,793 17951 1,797 1,7984 | 18001  1,8017 1,034 18050  1.8066
6,1 | L8083  1,8099  [,8116 1,8132 1.,8148 | 18165 1,8181  1.8197  1,8213  1.8229
6.2 | 1.8245  1,8262 1,8278 1,8294  1,8310 | 1,8326  1,8342 1,835 1,8374 11,8390
6,3 | 1.8406  1,8421 18437 18453  1,8469 | 1.8485 1.,8500 1,8516  1,8532 1.8547
64 | 1.8563  1,857% 18594 1,B610 1,8625 | 18641 1.8656 1,B672 18687  1,8703
65 | 1.8718 1,8733 1,8749 18764 1,8779 | 1,8795 1,810 11,8825 1,8R40  1,BR56
6.6 | 1,8871 1.8886  1,B901 1.B916 11,8931 | 1,8946  1,8%61  1,8976  1,809%1  1,9006
6,7 11,9021 1,9036  1,9051  1,9066 19081 | 1,9095  1,9110 1,9125 19140 19155
68 | 1,9169 19184  1,9199  1,8213  1,9228 | 19242 19257 1.,9272 19286  1,9301
6,9 11,9315 1,9330  1,9344  1,9359  1,9373 | 1,9387 1,942 1,9416  1,9430  1,9445
7.0 ] 1,945% 1,947 19488 1,9502  1,9516 | 1.9530  1.,9544  1.9559  1,9573  1.9587
7.1 ] 1,9601 L9615 1,9629 19643  1,9657 | 1,9671 19685 19699  1,9713 1,9927
7.2 || 1,9741 19755 19769 19782  1,9796 | 19810 1.9824 I U838  1.9851  1.9865
1.3 0 19879 19802 19906 1,9920 1.9933 | 19947  1,9961  1,9974  1,9988  2.0001
T4 | 205 20028 2,042 2,0055 2,0060 | 20082 20096 20108 2,0122 21,0136
7.5 Il 2,0149 20162 2,0076 20189 20202 | 2,0215 2,022% 2,0242  2,0255 20268
10 | 20282 2,025  2,0308  Z,0321  2,0334 | 20347 20360 20373 2,0386 20390
7.7 L,0412 20425 2,0438  2,0451 20464 | 20477 20490 20503 20516 20528
7.8 | 20541 2,0554  2,05647 2.0880 2,0592 | 20605 2,0618  2,0631  2,0643  2,0665
7.9 | 2,0669 20681 20694 2,0707 20719 | 2,072  2.0744  2,0757 2,0769  2,0782
80 | 20794  2.0807 20819 2,0832 22,0844 | 2,0857 20869 20882  2,0894  2,0008
B0 | 20919 2,0031 20943  2,0956  2,0968 | 2,0980  2,0992 22,1005  2,0017  2,1029
8.2 | 21041 2,1054  Z,0066  2,1078 2,180 | 21102 2,1114  2,1126 21138 2.1150
83 | 21163 21175 21187 2,1199 21211 | 2,1223  2,1235 21247  2,1258 21270
8.4 | 21282 21294  2,1306 2,1318  2,1330 | 2,1342  2,1353  2,1365  2.,1377  2,1380
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N 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 009
8.5 2,1401 31412 2,1424 2,1436 2, 1448 2,1459 21471 21483 2,1494 2,1506
8.6 | 2,1518  2,1529 21541  2,1552 2,154 | 2,1576  2.1587  2,1599 21610 21622
8.7 2,1633 2,1645 2.1656 2, 1668 2,16749 2,16491 2,172 2,1713 2,1725 2,173
B8 | 2,1748 2.1759 21770 21782 2,1793 2,1804 21815 21827 21838 21849
8.9 2,186l 2,1872 2,1883 2, 18594 2,1905 2,1917 2,1928  2,1939 Z,1950 2,1941
9.0 | 2,1972 22,1983 21994 22006 2,2017 | 2,2028 2,2039 22050 22061  2.2072
0,1 | 2.2083 22004 22105 22116 22127 | 2,213 22148 2,2150 22170 22181
0,2 | 22192 22203 2204 22225 2,2235 | 22246 2,2257  2.2268 22279 22289
9.3 | 22300 22311 22322 22332 2,2343 | 22354 22364 22375 2.23B& 2.2386
9.4 | 22407 22418 2,1428 0 22430 22450 ) 22460 2,3471  2,2481 22492 2,2502
9.5 12,2513 2,2523 11534 2. 2544 2,2555 2.2565 22576 2,2386 2,2597 2, 2607
9.6 21,2618 2,2628  2,2638 2,264%9 2,2659 22670 22680 2,2690 2.2701 2,271
o7 2,2721 22732 22742 22752 2,.2762 22773 2,2783 22793 2,280 2,2814
0.8 2.2824 2,2834  2,2844 21,2854 2,2865 2.2875 2, 2885 22,2895 2,2905 22915
99 | 22925 22035  22W6 22956 22966 | 2,2976 22986 2,2096 23006 23016

[12]



8.2 — Anexo Il -Tabua de Logaritmos Decimais

2 bs

= 4

2 0,30103
3 Q4TI
4 0,60206
5 0,69897
g 0778151
7 0,843098
§ 0,90309
9 0954243
0 1

11 1041393
12 1079181
13 1113343
14 1 146128
15 1176091
16 1,20412

o ks

50 1,69897
31 1,70757
52 1,716003
53 1724276
54 173304
55 1,740363
56 1748188
57 1735875
58 1,763428
59 1,770852
60 1,778151
61 178533
62 ], 791392
63 1799341
64 1,50618
65 1,812913

17 1,23049
18 1,2552m3
19 1,278754
20 130103
21 132219
22 3448
23 136178
24 1 380211
25139794
26 1 414973
27 1 431364
28 1 447158
29 1 462398
30 1477121
31 1 491362
32 1,50515
33 1 518504
34 153147

66 1819544
67 1826075
68 1 832509
69 1838849
70 1,845098
71 1851258
72 1857332
73 1863303
74 1865232
75 1,875061
76 1,880814
77 1,886451
78 1892095
79 1897627
80 1,90309
81 1,908485
82 1913814
83 1915078

35 1544068
36 1,556303
37 1568202
38 1,579784
39 1,591065
40 1,60206
41 1,612784
42 162349
43 1 633468
44 ] 643453
45 1653213
46 16627358
47 1672098
48 1681241
49 1,690196

84 1524279
85 1929419
86 1934498
87 1,939519
88 1 944483
89 194939
90 1,954243
91 1959041
92 1963788
93 1968483
94 1973128
95 1977724
96 1952271
97 1986772
98 1991226
99 1,995635

86

[12]
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8.3 — Anexo lll —Autorizacao para aplicacao de questionario em escola.

Autorizacdo para Aplicacdo de Questionario

PROFMAT - UFSJ

Orientador: Mestrando:
Prof. Dr. JuanCarlos Juan Carlos Zavaleta Profa. Luiz Guilherme Silva Ribeiro
jaguilar@ufsj.edu.br luizguilherme16@hotmail.com

Caro diretor(a), coordenador(a), da escola

Venho, por meio desta, pedir-lhe a autorizacao para que sua escola seja usada como
local de pesquisa para a composi¢ao de uma dissertagdo para mestrado.

Afirmo que sua autorizac¢do é de extrema importancia para realizacdo desse trabalho,
que visa analisar a aprendizagem dos alunos em conteldos matematicos aplicados no Ensino
Médio.

Eu, Luiz Guilherme Ribeiro, j& agradeco imensamente a sua disponibilidade em
atender e digo-lhe que sua escola serd tratada com total respeito nesse trabalho.

Eu, exerco a funcdo
de ,haescola e autorizo que
esta seja usada para a dissertacao acima descrita.

S3o Joao Del Rei, 14 de fevereiro de 2017.
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8.4 — Anexo IV — Questionario e Atividades aos alunos

Questionario para avaliacdo de aprendizagem

PROFMAT - UFSJ

Orientador: Mestrando:
Prof. Dr. Juan Carlos Zavaleta Aguilar Profa. Luiz Guilherme Silva Ribeiro
jaguilar@ufsj.edu.br luizguilherme16@hotmail.com

Esse questiondrio, tem como objetivo avaliar a sua aprendizagem em dois conteudos
dados no 12 ano do ensino médio: Logaritmos e exponenciais.

Tal avaliagdo fard parte da composicdo de uma dissertacdo de mestrado que avaliard o
ensino desses conteudos.

Eu, Luiz Guilherme Ribeiro, autor da dissertacdo, peco-lhe que, se possivel, responda —
o com a maior fidelidade possivel, para que eu possa fazer um diagndstico efetivo do que
pretendo. Afirmo também que respeitarei a sua identidade e que ela ndo sera divulgada.

Aproveito e agradeco imensamente pela sua participagdo que é de extrema importancia
nesse trabalho.

Atividade 1:

Numa escala de 0 a 3, onde 0 indica que vocé teve um aprendizado muito insatisfatério
e 3 indica que vocé teve um aprendizado muito satisfatorio, quanto vocé daria para sua

aprendizagem sobre logaritmos?
()0 CH1 )2 ¢ )3
Atividade 2:

Numa escala de 0 a 3, onde 0 indica que vocé teve um aprendizado muito insatisfatorio
e 3 indica que vocé teve um aprendizado muito satisfatorio , quanto vocé daria para sua

aprendizagem sobre exponenciais?
()0 CH1 )2 ¢ )3
Atividade 3:

Sabendo que log2 = a e log 3 = b determine o valor de log 6 + log 24 — log 25 em

funcdo de a e b.
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Atividade 4:

Qual o valor de x em: 4* — 56 = 456?

Atividade 5:

Vocé aprendeu sobre os logaritmos naturais (In) ? () Sim () Nao

Atividade 6:

Vocé aprendeu sobre as exponenciais de base e? () Sim () Nao

Atividade 7:

Vocé saberia falar alguma utilidade dos logaritmos e/ou exponenciais? ( )Sim ( ) Nao
Atividade 8:

Se vocé respondeu sim a pergunta anterior, cite, pelo menos, uma utilidade.

Muito obrigado pela participagao.

Atenciosamente, Luiz Guilherme Silva Ribeiro.
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8.5 — Anexo V — Questionario Professores — |

Questionario ao professor de Matematica.

PROFMAT — UFSJ

Orientador: Mestrando:
Prof. Dr. Juan Carlos Zavaleta Aguilar Profa. Luiz Guilherme Silva Ribeiro
jaguilar@ufsj.edu.br luizguilherme16@hotmail.com

Caro Professor, o questionario abaixo se destina a minha Pesquisa de Mestrado
em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da Universidade Federal de Sao Joao
del-Rei UFSJ. A Dissertacao tem o seguinte titulo: “Logaritmos e Exponenciais: da teoria
a pratica pedagogica. Suas respostas as questdes abaixo irdo ajudar-me a verificar se,
na sua percepcao de professor o ensino desses conteudos é feita de forma efetiva para
a aprendizagem dos alunos. Solicito a vocés que respondam as questdes do
qguestionario com 0 maximo de cuidado e franqueza, para que eu possa construir um
retrato o mais fiel possivel do objetivo proposto.

Sua colaboragédo é de fundamental importancia. Pela sua contribuicdo, desde ja
agradeco.

Professor Luiz Guilherme Ribeiro

Nome:

1. Ha quanto tempo vocé atua como professor de Matematica?

2. Voceé leciona para rede publica ou privada?

3. Se seus alunos tivessem a chance de poder escolher as disciplinas para cursar, em que
proporg¢do vocé considera que eles escolheriam matematica?

|:| 10%|:| 20%|:| 30%|:| 40%|:| 50%|:| 60%|:| 70%|:| 80%|:| 90%|:| 100%

Por qué?

4. Vocé considere abordagem que vocé faz para ensinar logaritmos e exponenciais satisfatoria
para aprendizagem dos alunos?( )Sim () Nao

5. Vocé acha que os alunos possuem dificuldade na aprendizagem desses temas?
( )Sim ( )Nao

Por que?

6. Qual conteludo vocé ensina primeiro: Logaritmos ou Exponenciais?

Caso vocé responde exponenciais a pergunta anterior, vocé acha que seria impossivel inverte a
ordem de ensino, isto é, ensinar logaritmos antes de exponenciais




( )Sim ( )Nao

Por que?:

7. Vocé comenta sobre o nimero de Euler (e) com seus alunos?

. )Sim ( )Nao

8. Vocé ensina logaritmos naturais (In) ?
( )Sim ( )Nao

9. Vocé gasta, em média, quantas aulas para dar os dois contetdos?

10. Vocé dedica aulas a aplicagGes de logaritmos e exponenciais? Se sim, quantas?

91
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8.6 — Anexo VI — Plano de Aula.

PLANO DE ENSINO DE LOGARITMOS E EXPONENCIAIS
PROFMAT - UFSJ

Orientador: Mestrando:

Prof. Dr. Juan Carlos Zavaleta Aguilar Prof2. Luiz Guilherme Silva
Ribeiro

jaguilar@ufsj.edu.br luizguilherme16@hotmail.com

Objetivo: Motivar o aluno e mostrar a importancia do estudo de logaritmos e
exponenciais

Numero de aulas: 12aulas

Série: 12 série do Ensino Médio.

PARTE 1: Inicialmente apresentaremos um problema de aplicacdo dos
conteudos que abordaremos nessa aula, afim de que motive e desperte o
interesse dos alunos no estudo desses conteudos.

Problema: Foi encontrado, pelas 4h da madrugada, na esquina da rua |
com a rua J o corpo de um homem apresentando 30 anos. Moradores do
local disseram ter ouvido tiros por volta de meia — noite e também em torno
de 3 da madrugada. A policia ja encontrou ambos os autores dos disparos.
Suponha que a temperatura do corpo na hora da descoberta seja de 30°C e
que duas horas depois seja de 23°C. Suponha também que a temperatura
normal de um corpo seja de 37°C e a temperatura ambiente de

20°C. Somente apos a legista identificar a hora da morte é que a policia
podera prender um dos suspeitos. Quem é o autor do crime? O que realizou
disparo a meia — noite ou as trés da madrugada?

E esperado, nesse momento que os alunos fiquem surpresos e
interessados em descobrir 0 autor do crime. O que é interessante agora é
mostrar a eles que existem ferramentas matematicas para que possamos
desvendar o que queremos.

Nesse momento, pode — se apresentar equacao que ajuda a resolver:
T(t) =Ty + (Tyg — Tpp). Kt

T= temperatura do corpo apés t horas
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To,= Temperatura do corpo inicialmente
t=tempo
T,, = temperatura do meio ambiente

k = constante que depende do matéria do corpo

O aluno deve — se perguntar o que é a " letra e e nesse momento o ensino
de logaritmos e exponenciais comegam.

Parte 2: Incialmente defina uma funcao L, para o aluno, com a seguinte
propriedade.

Considere uma fungao L(x), definida para todo x real positivo e tome um
nameroreal y > 0.

Se, L(xy) = L(x) + L(y).

Entéo L sera chamada de fungéo logaritmica.

Em seguida mostra outras propriedades dessa fungao:
1.0- L(1) =0,poisL(1) =L(1.1) =L(1) + L(1)

2.0- A funcéo L € definida apenas para numeros positivos, pois:
a.- Suponha que L esteja definida para x=0, entéo:

L(0) = L(0.x) = L(0) + L(x)

Logo, L(x) =0

Ou seja, teriamos uma fungao identicamente nula, o que nao serviria para

quase nenhum objeto de estudo.
b.- Ja sabemos que L(1) =0
c.- Note se quiséssemos definir L para nimeros negativos, teriamos:
0=L(1)=L(-1.-1) =L(-1)+ L(-1)

Logo, L(—1) =0
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Concluimos assim que, para x > 0, temos:
L(—x) =L(—-1.x) = L(—-1) + L(x)
Assim, L(—x) = L(x).

E portando L seria uma funcao par e, em vista disso, sé precisamos defini —la

nos numeros positivos.

3.0-Paratodox < 0tem—-se L(1/x) = —L(x)

Com efeito,

0=1(1) = L(x.%) = LOO)+1L (%)

Assim, L (i) = —L(x)

4.0— Para quaisquer x,y € R*, vale L(x/y) = L(x) — L(y)
Com efeito,

Lx/y) = L(x.1/y) = L(x) + L(1/y) = L(x)- L(y)

5.0 - Para todo x € R* e todo nimero racional r = g, comp,q € Z,tem — se

L(x") = rL(x)
Com efeito,
Primeiramente notemos que a propriedade fundamental L(x.y) = L(x) +
L(y), estende — se para o produto de um namero qualquer de fatores,

por exemplo,
L(x.y.z) = L((x.y).z) = L(x.y)+ L(z) = L(x) + L(y) + L(2).

E assim por diante
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L(xyX3.%3 oo xy) = L(xq) + L(x3) + -+ + L(xyp)
Em particular, se n € N entéo:
L(x™) =1l(x.x.x.x ....x) = L(x) + L(x) + -+ + L(x) = nL(x)

Para r = 0 a propriedade também é vdlida, pois para todo x € R* tem — se que
x%=1,logo L(x®) = L(1) =0 = 0.L(x)

Considere agorar = —ncomn € N
Ent&o para todo x>0 temos x™. x™™ = 1. Logo
Lix™)+L(x™)=L(1)=0-L(x™™) =—-L(x") = —nL(x)

Por fim, o caso geral em que r = p/q, onde p € Z,q € N. Para todo x € R™,

temos:

(x")1 = (xP/9)1 = xP.

Logo q.L(x™) = L(x")7 = L(xP) = pL(x)

Entéo, da igualdade q. L(x") = pL(x) - L(x") = p/qL(x)

temos que L(x") = rL(x).

Observacao: As demonstracées podem, ou nao, serem dadas. Isto

depende da turma e a visao do professor sobre ela.

Parte 3: Definicao de logaritmo

Antes de definirmos, precisamos conhecer alguns conceitos:

> Faixa de hipérbole

Consideremos a funcao y = i,x € R*, e H a parte positiva dessa funcao.
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Geometricamente H é o ramo da hipérbole xy = 1 que esta no primeiro

quadrante

1<)

(é esperado que o aluno ja tenha visto fungbes racionais)

Quando tomamos dois numeros reais e positivos a e b com a < b, a regiao do
plano limitada pelas retas x = a,x = b e pela hipérbole H € chamada de faixa e

hipérbole, como mostra a figura.
' B

Val ... \

lf‘b .................................

A regido hachurada é a faixa de hipérbole e a denotaremos por H?, ou seja:
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1
Hf{z{(x,y);anSb,OSyS;}.

> Area da faixa de hipérbole

Toda faixa de hipérbole possui uma area. Existem maneira precisas de calcular
essa area , mas isso nao sera dado aqui.

Definiremos aqui o logaritmo natural como sendo a area da faixa H; para x >
0.

Escrevemos entao que:
In x = Area (HY)
E convencionaremos que se 0 < x < 1 entao a Area (H) < 0.
Se tomarmos x = 1 entéo
In1= Area (H))
Note que H] é um segmento de reta e portanto tem area zero. Logo

in1=0

15
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A area hachurada da figura acima é igual a In x.

Nesse momento vale comentar que a fungéo In € uma fungéo logaritmica.

O grafico da funcao logaritmica

Se plotarmos o grafico em qualquer software de geometria, por exemplo
graphmatica, winplot, geogebra, etc, podemos ver, mais facilmente, como se
comporta o grafico dessa fungéo.

v
4

y=Inx

PARTE 4 — APRESENTAR O NUMERO DE EULER

Fazer uma breve descricao sobre Euler e e ja mostrar o seguinte resultado:

Inx=1e x=e

Comentar que
e~ 2,71

PARTE 5 - APRESENTAR A FUNCAO EXPONENCIAL DE BASE e.

Definiremos o numero positivo , com x real, o Unico nimero tal que o logaritmo

natural seja x.
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Diferentemente do logaritmo natural, inx, que é definido apenas parax >0, a
expressao e* é definida para todo x real.

A correspondéncia x — e* define uma funcao cuja o dominio é o conjunto dos

numeros reais. Essa fungédo € denominada fungdo exponencial.
As funcdes logaritmicas e exponenciais sao funcoes inversas.
Isso significa que para todo x real e y > 0 vale que:
In(e¥) =x; e =y

Propriedade Fundamental da funcao exponencial
Teorema : Para x,y, nUmeros reais quaisquer, vale que

e*.e¥ = e*ty
Demonstracao:

In(e*.e¥) =Ilne* +Ine? =x+y

Logo

e*.e¥ = e*ty

- P _ 1
Corolario 1: Para todo nimero real x, vale que e ™ = e

Demonstracao:

E claro que e° = 1, logo, pelo teorema anterior,

eX.e X = ¥t(%) = g0 =1

Logo,

Novamente, aqui, as demonstracdes ficam a critério do professor.

O grafico da funcao exponencial.
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Como foi visto que sao funcdes inversas, entao grafico da funcao exponencial é
obtido através do grafico da fungéo logaritmica, apenas espelhando — o sobre a

retay = x.

PARTE 6 — APRESENTAR A FORMULA DE MUDANCA DE BASE E
ESTENDER O ESTUDO PARA OUTRAS BASES.

Tomaremos agora, sistemas de logaritmo com bases diferentes da base
e. Isso poderia ser feito, do mesmo modo que definimos, anteriormente, o
logaritmo natural, no entanto, criaria uma definicdo macante e mais confusa do

que se definirmos usando o teorema 6, abaixo.
Antes de enunciar o teorema, faremos a seguinte notacao:

log, x sera a notagdo usada para o logaritmo de base a de um namero real

x > 0.

(Teorema da mudanca de base): Para 0s numeros reais x e a com x,a > 0,

vale que:

l _lnx
Ogax_lna'

Demonstracao:
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Sejay = E—z entao

Inx =y.lna >Inx =Ina” » x =a”
Aplicando logaritmo na base a em ambos os lados temos.

log, x = log, a”
Dessa forma, sabendo que log, a = 1, temos que
y =logg x

E portanto:

_1 _1nx
y=loggx = Ina

Observacao: Note que, a principio, qualquer nimero real a, positivo, poderia
ser tomado como base para um sistema de logaritmos. Mas, para que nossa

relacdo da mudanca de base seja valida o nimero a deve ser diferente de um.

PARTE 7 — RESOLVER O PROBLEMA INICIAL E MAIS PROBLEMAS DE
APLICACOES.

Obs.: fica a critério do professor dar alguns exercicios de calculos de
logaritmos a partir de logaritmos conhecidos e utilizar a calculadora.
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8.7 — Anexo VIl — Questionario Professor — Il

Questionario ao Professor sobre o Plano de Aula.

PROFMAT - UFSJ

Orientador: Mestrando:
Prof. Doutor Carlos Juan Carlos Zavaleta Profa. Luiz Guilherme Silva Ribeiro
jaguilar@ufsj.edu.br luizguilherme16@hotmail.com

Caro (a) professor (a), esse questionario tem como objetivo analisar a forma como vocé
interpretou o plano de aula e suas consideracdes e criticas em relagao a ele. Pego que o
responda de forma mais clara possivel para que eu possa fazer uma andlise bem real do que
pretendo.

As respostas estardo presentes na minha dissertacao, mas sem revelar a sua identidade.

Desde ja agradego muito a sua participacdo e saliento que ela foi de muita importancia e valia
para realizagdo deste trabalho.

Atenciosamente, Luiz Guilherme
Nome:
Tempo de servico:

1. Vocé estd preparado para abordar logaritmos e exponenciais dessa forma? Justifique.

2. Vocé considera o plano de aulas proposto como sendo motivacional e interessante
para os alunos? Justifique.

3. Vocé acha que essa abordagem poderia trazer aspectos positivos no ensino desses
conteldos, afim de que o aluno aprendesse e fixasse mais esses temas? Por que?

4. Vocé considera que o aluno apresentaria mais ou menos dificuldade se logaritmos e
exponenciais fossem abordados dessa forma e ndo da forma tradicional? Por que?

5. Vocé daria alguma sugestdo ou alguma critica ao plano de aula?



