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Resumo

O tema central deste trabalho é desenvolver um tipo de passeio aleatério que
utiliza a sequéncia de Fibonacci para construir sua distribuicao de probabilidades,
segundo a referéncia [6]. Resultados interessantes sobre passeios aleatérios, sequéncia
de Fibonacci e sequéncias generalizadas de Fibonacci, denominadas sequéncias de
Gibonacci, serao apresentados. Buscou-se tornar a exposicao mais clara através de
ilustragoes.
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Abstract

The central theme of this work is to develop a random walk process that uses the
Fibonacci’s sequence to construct its probability distribution according to the refe-
rence [6]. Interesting results on random walks, Fibonacci’s sequence and generalized
Fibonacci’s sequences, called Gibonacci’s sequences, will be presented. It was sought
to make the exhibition clearer through illustrations.
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1 Introducao

Passeio aleatorio é um modelo probabilistico que representa, por exemplo, o
caminhar de um individuo que escolhe a direcao de seus passos de acordo com uma
certa distribuicao de probabilidade. Pode descrever também ganhos ou perdas de
um apostador num jogo que se repete varias vezes. E um modelo estocdstico muito
util pois corresponde a uma discretizacao de um processo de difusao [10].

A sequéncia de Fibonacci, muito conhecida e estudada, é uma sequéncia numérica
em que cada termo é igual a soma dos dois termos anteriores, sendo os dois primeiros
iguais a um.

Aliando o estudo de passeios aleatérios com sequéncia de Fibonacci, temos o tema
central deste trabalho que é desenvolver um tipo de passeio aleatério que utiliza a
sequéncia de Fibonacci para construir sua distribuicao de probabilidades, segundo a
referéncia [6].

Na segunda se¢ao discorremos um pouco sobre a histéria de Fibonacci e algumas
propriedades da sequéncia que leva seu nome. Apresentamos também o nimero de
ouro e a sequéncia generalizada de Fibonacci, denominada Gibonacci.

Na terceira secao desenvolvemos a parte da teoria de probabilidades necessaria
para o entendimento do trabalho.

Na quarta secao tratamos da definicao e das propriedades de um passeio aleatorio
simples e homogéneo no tempo e no espaco.

A quinta secao traz o passeio aleatorio decorrente da sequéncia de Fibonacci,
que ¢ o foco do trabalho. Vamos discutir dois passeios aleatdrios: um utilizando a
sequéncia de Fibonacci e outro a sequéncia de Gibonacci.

2 Fibonacci

2.1 Vida de Fibonacci

Leonardo de Pisa (1170 — 1250), conhecido como Leonardo Fibonacci, nasceu em
Pisa na Itdlia. E tido como um dos grandes matematicos italianos.

No inicio do século X1, Pisa era um dos grandes centros comerciais italianos e
o pai de Fibonacci ocupou um cargo de chefe de um desses entrepostos, o que fez
com que Fibonacci recebesse suas primeiras aulas de matematica com professores
islamicos. Depois Fibonacci viajou pelo Mediterraneo onde entrou em contato com os
procedimentos matematicos orientais, com os métodos algébricos arabes, os numerais
indo-arabicos e também as obras de Al-Khwarismi.

Quando voltou a Pisa, continuou seu estudos e escreveu um livro intitulado Liber
Abaci (Livro do Abaco), que retrata problemas algébricos recolhidos durante as
suas viagens e métodos de solugao destes. Nesse livro, ele introduziu os algarismos
indo-arabicos na Europa, mostrando que as operacoes com eles eram mais faceis e,
pela sua fama, aos poucos foram bem aceitos.

Para saber mais sobre a vida de Fibonacci o leitor pode consultar [2] e [5].



2.2 A Sequéncia de Fibonacci

Um dos problemas que esta no livro Liber Abaci é o problema dos pares de coelhos

Suponha que um par recém-nascido de coelhos, sendo um macho e
uma fémea, seja colocado em um campo. Os coelhos sao capazes de
acasalar com a idade de um meés e tém um periodo de gestacao de um
mes, de modo que, no final de seu segundo més, uma fémea produza um
par de coelhos. Supondo que nossos coelhos nunca morram e que cada
fémea sempre produz exatamente um par misto (um macho, uma fémea)
a partir do final de seu segundo més, quantos pares havera em um ano?

Uma anélise direta do problema nos revela que:

e comecamos com um par de coelhos;

no segundo mes, temos um par de coelhos com um mes;

no terceiro mes, temos dois pares de coelhos: 1 par adulto e 1 par recém-nascido;

no quarto meés, temos trés pares de coelhos: 1 par adulto e 1 par com um meés
e 1 par recém-nascido;

no quinto meés temos 5 pares de coelhos: 2 pares adultos e 2 pares recém-nascido
e 1 par com um mes;

no sexto meés temos 8 pares: 3 pares adultos e 3 pares recém-nascidos e 2 pares
com um mes

e continua através dos meses até completar um ano.
Assim, temos a sequéncia numérica, conhecida como Sequéncia de Fibonacci

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144,...)

Observamos que a resposta do problema proposto por Fibonacci é 233. Podemos
definir a sequéncia de Fibonacci F;, de forma recursiva.

Definicao 2.1. Uma sequéncia Fy, Fy, Fy, F3,... formada por nimeros inteiros positi-
vos € uma sequéncia de Fibonacci se para cada natural n > 0 tem-se F,10 = Fi1+F,
com Foy=0e F} =F,=1.

A sequéncia de Fibonacci tem diversas propriedades. Vamos apresentar algumas
dessas propriedades como proposicoes.

Proposicao 2.1. Dois niimeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci sao primos
entre si, isto € mdc (F,, F,11) = 1, para todo natural n > 0.



Demonstracgao: Seja n € N;n > 0. Vamos provar que
mde (Fy, Fri) = Fy = 1.

Sabemos que um ntimero qualquer de Fibonacci é igual a soma dos dois termos
anteriores. Assim um numero de Fibonacci nao serd maior que o dobro do termo
anterior, tirando o caso do terceiro niimero que é o dobro do segundo, { F},} é crescente
para n > 3. Portanto, quando dividirmos um termo da sequéncia de Fibonacci pelo
seu antecessor o quociente € igual a 1 e o resto sera a subtracao do dividendo com o

divisor, como na Figura 1.
I:n+1 | I:n
I:n+J. = Fn = Fn-l 1

Figura 1: Dividindo um termo da sequéncia de Fibonacci pelo seu antecessor.

Portanto, continuando o processo da Figura 1 e utilizando o algoritmo de Euclides
para o calculo do maximo divisor comum entre esses dois niimeros consecutivos,
vamos ter:

Fn—H - Fn'1+Fn—1
F, = Fo1-1+F,»
F, = Fn72'1+Fn73

F4 == F3 . 1 -+ FQ
F; = F,-2+0.
Seguindo isso, como o maximo divisor comum é sempre o ultimo resto, diferente

de zero, teremos
mdc (Fp,Fni1) = Fy = 1.

Proposicao 2.2. A soma S, dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci,
paran > 1, é
Sn = 'ny2 — 1.

Demonstracgao: Temos na sequéncia de Fibonacci

F, = F3—F
F2 == F4—F3

F3 == F5—F4

anl = FnJrl_Fn
F, = Fn+2_Fn+1'
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Ao somar Fi+ Fy+ F3+...+ F,,_1 + F}, e simplificando os termos dessas igualdades,
temos

S, = Fi+FK+FK+..+F,_1+F,
= Fn+2_F2
== Fn+2_1~

|
Exemplo 2.1. Qual a soma dos 12 primeiros niumeros na sequéncia de Fibonacci?

Solucgao:
Si2 = Flaa—1
= Fu—1,
como F14 = 377, temos que Sip = 377 — 1 = 376.
Encontramos o valor de Fi4 utilizando a férmula de Binet, que sera mostrada na
Secao 2.2.1. ]

Proposicao 2.3. Dado trés numeros de Fibonacci consecutivos F,_q, F,, e F,.1,
temos Fﬁ = Foy1- F, — F, - F,_1, para todo n inteiro positivo.

Demonstragao: Para provar a equagao, basta colocar F, em evidéncia no
segundo membro. Com isso

FnJrl'Fn_Fn'anl:Fn<Fn+1_Fn71):Fn'Fn:Fg'

Proposicao 2.4. A soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de
Fibonacci é

Sn2 - Fn+1 N Fn

Demonstragao: Seguindo a Proposigao 2.3, vamos escrever o quadrado dos
numeros de Fibonacci do F; ao F;,. Com isso

F12 - FQ'Fl
F2 Fy-Fy—Fy- Fy
F? = F,-F3—F;-F,

F? = Fop\-Fy—F,-Fo,.
Ao somar F2 4+ F}+ Fi+---+ F? e simplificando os termos da igualdade, conseguimos

Spe = FP+F}+F;+---+F?
— Fn+1'Fn.

Proposicao 2.5. Se F,, 1, F, e F,1 sao trés numeros consecutivos na Sequéncia
de Fibonacci, entio F,y1 - F,_1 = F2 + (—=1)", para todo natural n > 2.
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Demonstragao: Verificando por inducao em n. Para n = 2
1° membro: Foq - Fo 1 =F3-F1=2-1=2
2° membro: Fj + (—1)? =12 +1=2
A igualdade é verdadeira para n = 2.

Supondo que a igualdade Fy; - Fy_y = F? + (1) seja vdlida para algum de
k> 2.
Queremos mostrar que

Fryo - F = Fk2+1 + (_1)k+1-

Partindo de Fj, o - F}, pela sequéncia de Fibonacci sabemos que Fyio = Fjiq + F,
assim

Fiyo - Fy, = (Fyp1 + Fy) - Fy = Fiy1 - F + F7. (1)

Como Fyyy = Fy + Fy_1, temos que Fy, = Fj1 — Fj_; substituindo em ( 1)

obtemos:
Froio- Iy = Figq- (Fk+1 - Fk—l) + FkQ

= F}y—Frp- By +F;
= F2, - F}— (-1)"+F?
H.I
R+ (=1) - (=1)F
F]3+1 + (_1)k+1.

2.2.1 Fo6rmula de Binet

A férmula de Binet? é uma representacao do termo geral da sequéncia de Fibonacci.
Ela permite que encontremos qualquer nimero de Fibonacci, se conhecermos a sua
posicao na sequéncia, sendo F}, um numero qualquer de Fibonacci que esta na posicao
n.

Para obter a sua equagao geral, utilizaremos recorréncia linear de segunda ordem.
Usando a equagao recursiva Fj,.o = F, 11 + F),, a equagao caracteristica associada

2

a essa recorréncia sera r° = r + 1, calculando as raizes da equacao do segundo

grau encontramos r; = % e ry = %5 Assim, qualquer sequéncia na forma
F, =C,-r?+ Cy -1l sera solugao da recorréncia F,, o = F, 11 + F),. Substituindo as

raizes encontradas ri e r9, teremos

F,=C - (12%) 1 G- (1_2ﬁ) . (2)

Como na sequéncia de Fibonacci temos Fy = 0 e F; = 1, substituindo na equacao

3Philippe Marie Binet (1786-1856) matemaético francés.
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(2) temos

0 0
1 1—
F,=0C,- 1+v5 1+ Oy - 1-v5 -0
2 2
© 1 1
1 5 1—+5
oo (B2 L, Vi) 4
2 2
portanto

Concluimos que

1 (148 1 [1-5
P\ ) TnlTe )

que é chamada Formula de Binet.

Para uma escrita mais simples da féormula de Binet, vamos fazer a = 1+2‘/5 e
b= 1’2*/5, com isso
1 1 o — p"
Fo= o= pr =2
V5 Vb V5
sabendo que o — f = /5, temos
F, = ot — B (4)
a—p

O ntmero « é conhecido como nimero de ouro, que na sua forma decimal vale
aproximadamente 1,6180339887..., o que sera detalhado na préxima secao.

2.3 Numero de Ouro

O numero de ouro ou razao aurea, conhecido por muitos como o simbolo da
harmonia, é um dos numeros mais importantes na matematica, é utilizado na
arquitetura, na musica, nas obras de artes, etc.

O ntimero de ouro decorre da ideia de dividir um segmento de reta AB em dois
segmentos pelo ponto C'. Existem infinitas formas de fazer essa divisao, entretanto
tem uma delas que é mais agradavel, a divisao desse segmento é feita de forma
harmoniosa: o segmento ¢ divido em média e extrema razao. Segundo proposto por
Euclides de Alexandria?, no livro VI de Os Elementos “Uma reta ¢é dita estar cortada
em extrema e média razao, quando como a toda esteja para o maior segmento, assim
como o maior para o menor”’[4]. Para obter esta divisao, considere a Figura 2.

4Euclides de Alexandria, pouco se sabe sobre sua vida pessoal, mas tudo indica que sua origem
é grega. Foi matematico da escola platonica, é conhecido como o Pai da Geometria, nasceu na Siria
aproximadamente em 330 a.C. e realizou seus estudos em Atenas. Euclides reuniu o que se tinha de
matematica até sua época e escreveu 13 volumes de um livro denominado “Os Elementos”.
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C
a B
b

Figura 2: Divisao de um segmento em média e extrema razao.

Segundo o que foi proposto por Euclides queremos encontrar um ponto C' entre

A e B tal que
AB AC

AC ~ BCO ©)
Como AB = AC + BC substituindo em (5), temos

AC+BC _ AC

AC BC
o que implica
BC AC
1+ —=—.
T4c ~ BC (6)
Tomando z = g—g e substituindo na equagao (6), obtemos
1
l+—=2
x
donde temos a equagao
- —1=0. (7)

Ao calcular as suas raizes encontramos

1++/5 1-+/5

€ To =

2 2

I =
Abaixo seguem alguns lugares onde o ntimero de ouro é reconhecido:

e Na piramide de Quéops ( Figura 3), localizada em Gizé no Egito, a razao entre
a altura dessa piramide pela metade do lado da base ¢ igual ao nimero de ouro.

e O Péartenon ( Figura 4), templo feito em homenagem a Deusa Atena, no século
V a.C., localizado na cidade de Atenas, na antiga Grécia, teve como escultor o
arquiteto Fidias que construiu a fachada de forma que a razao do comprimento
pela altura é o nimero de ouro. Hoje em dia o niimero de ouro é conhecido
pela letra grega ® (lé-se fi) em homenagem a Fidias.

e Os Pitagéricos, quando estudavam as propriedades de um pentagono regular,
viram que tragando suas diagonais conseguiriam um outro pentagono ( Figura 5),
e esse pentdgono também seria regular. Cada vértice do pentagono A’B'C'D'E’

12



Figura 3: Piramide de Quéops.
Fonte: Wikipedia.
Disponivel em:
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Pir%C3%A2mide_de_Qu%C3%A9ops# /media/File:Kheops-
Pyramid.jpg>. Acesso em fevereiro de 2017.

Figura 4: Partenon.
Fonte: O verso do inverso.

Disponivel em: <http://www.oversodoinverso.com.br/o-partenon-de-atenas-um-
monumento-epico-e-o-misterio-das-medidas/>. Acesso em fevereiro de 2017.

divide uma diagonal do pentagono ABCDFE em duas partes, o segmento maior

dividido pelo segmento menor tem como resultado o ntimero de ouro, por
A'E
A'B*
igual a quarta parte da razao aurea.

exemplo Viram também que a razao entre as areas desses pentagonos é

Figura 5: Diagonais do pentagono regular.
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2.4 Razao Aurea na sequéncia de Fibonacci

A partir da sequéncia de Fibonacci podemos obter um nova sequéncia onde o

;. F A~ . . .
termo geral 7, ¢ igual a —==. Essa sequéncia pode ser vista abaixo
n

1235813
1717273757 8 YA Y

na forma decimal sera

(1;2;1,5;1,666...; 1,6; 1,625; 1,61538...; ...) .

Observamos que r,, é uma sequéncia oscilante, assim podemos fazer duas novas

. . . N F
sequéncias a partir da sequéncia r,, : uma sequéncia crescente 79,11 = FzLﬁ formada
n

D, F.

com termos das posi¢oes impares; outra decrescente ry, = % formada com termos
n

das posigoes pares.

Formalizado os resultados para ro, € 79,11, temos:

Proposicao 2.6. A sequéncia formada com os termos com subindices pares ra, €
estritamente decrescente, limitada, e seu limite € limry, = %5

Demonstracao: A sequéncia 7o, serd decrescente se
Tog >T4 >T6>T8 >T10 > .0y

assim se fizermos um termo subtraido pelo seu antecessor, conseguimos como resultado
um numero negativo. Para verificar se ro,,9 — 79, € um nimero negativo, vamos

utilizar a igualdade 7, = =£=. Com isso
n

r r F2n+3 F2n+1
2n+2 — I'2n — -
F2n+2 F2n

Fonys - Fop — Fopy1 - Fopyo
Fonya - Fop
(Fonga + Fong1) - Fon — Fopgr - (Fong1 + Fp)
Fonya - Fay
Fonio - Fon 4 Fonyr - Fon — Fi ) — Fongr - Fay
Fonya - Fop ’

seguindo a Proposi¢ao 2.5, temos que Fy, 1o - Fy, = 5, + (—1)*"*! assim

2 2n+1 2
. F2n+1 + (_1) - F2n+1
Topn+2 — Topn =
F2n+2 : F2n
-1

F2n+2 : F2n

Nesta divisao, o numerador ¢ sempre negativo e o denominador é sempre positivo,
assim a divisao serd negativa, concluimos que a diferenca rg, o — 79, € sempre

14



negativa.
Como é uma sequéncia mondétona e limitada, entao é convergente. Com isso

Foni1 _ Fyp + Fopy
FQn F2n

Top =

S R —
Fop 1+ Fop_o

1
Fop—1+Fon—2
Fop—1
1

F2n—2
1+ Fop—1

1
Ton = 1 + 1_'_—1 (8)

=1+

T2n—2

Na equagao (8) para um n muito grande o valor de 7, converge para um L e o valor
de ry,_9 ird convergir para o mesmo L. Assim, aplicando o limite para o infinito nos
dois membros da equagao, obtemos

L=1+

1+

=

donde temos
L~ L—-1=0.

Resolvendo a equagao do segundo grau obtemos como raizes os valores de

1++5 1-+/5

L

A tnica raiz valida é a positiva, pois a sequéncia é de termos positivos, logo vemos
que a sequéncia ry, converge para o numero de ouro. [ |

Proposicao 2.7. A sequéncia formada com os termos com os subindices impares

1+V5

Tant1 € estritamente crescente, limitada e seu limite € =5

A demonstracao é analoga a anterior.

Nas subsequéncias de r,,, as sequéncias 79, € Ta,11, vimos que as duas convergem
) +1,

para o numero de ouro. Com isso podemos afirmar que a sequéncia r, também

convergira para o numero de ouro, portanto

. Fo 14+45
lim = .
n—oo F), 2

Para aprofundar no assunto das duas ultimas proposigoes, o leitor pode consultar
a referéncia [3].

15



Observamos que 7, satisfaz a igualdade abaixo

P%+1 laL+_P%—1 P%—l 1
T P i + 7 + FF:

donde temos a equagao

1
Tn—1

rp, =14

Continuando com processo descrito acima, obtemos

depois de n repetigoes conseguimos a igualdade para r,

rp, =14+

1+

1+

1+
IS
R
. — L1 —

1+ T

I+t

Para um valor de n muito grande, r,, se aproxima de 1+2\/5, o segundo membro
torna-se uma fragao continua infinita, isto é
1++/5 1

14
2 1+1+ .

1+
1+

2.5 Sequéncia de Gibonacci

A sequéncia de Gibonacci é a sequéncia de Fibonacci generalizada, pois os dois
primeiros termos nao precisam ser iguais a 1. Na sequéncia de Gibonacci cada termo
serd igual a soma dos dois anteriores e seus termos serao nimeros inteiros positivos.

16



Definicao 2.2. Uma sequéncia G1,Ga, G, ... formada por nimeros inteiros positivos
€ uma sequéncia de Gibonacci se para cada n > 3 temos G, = G,_1 + G,_o para
Gi=aeGy=>bcomabeN.

Assim, a Sequéncia de Gibonacci serda da forma
(a,b,a+b,a+ 2b,2a + 3b,3a + 5b,5a + 8b,...) .
Exemplo 2.2. Para Gy =7 e Gy = 3, temos a sequéncia
(7,3,10,13,23,36,59,95,...) .
Exemplo 2.3. Para Gy =1 e Gy = 1, temos a sequéncia
(1,1,2,3,5,8,13,21,...)

que € a sequéncia de Fibonacci.

Proposicao 2.8. Na sequéncia de Gibonacci, conhecendo seus termos iniciais G1 = a
e Gy = b, podemos escrever a sequéncia na forma G, = aF,_o + bF,_1 para todo
n >3, com F,_ e F,_1 sendo niumeros de Fibonacci.

Demonstracao: Vamos verificar essa proposi¢ao por indugao em n. Sabemos
que G; = a e Gy = b, como

G3:G1—|—G2

entao
Gg =a++ b.

Temos que F} =1 e Fy = 1, assim podemos escrever Gz = a - F; + b - F5. Isto mostra
que a igualdade G,, = aF,,_o + bF,,_; é verdadeira para n = 3.

Suponhamos que a igualdade G}, = aF}_5 + bF}_ seja verdadeira para todo n,
com 3 < n < k. Mostraremos que

Gk+1 = CLFk_l + ka
Partindo de Gy, temos

Gy = Grp+ G
= aFy_ o+ bF,_1+ aFy_3+ bF})_s, pela hipdtese de inducao
= a(Fr—o+ Fr—3) + b (Fpo1 + Fi—2)
= CLkal + ka

3 Probabilidade

Nesta se¢ao faremos um resumo de topicos de probabilidade. Vamos revisar
algumas defini¢oes essenciais associadas a probabilidade, que aparecerao nos principais
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resultados de passeio aleatorio, bem como nas demais se¢oes. Para aprofundar o
assunto, o leitor pode consultar a referéncia [9].

A teoria da probabilidade origina-se através dos jogos de azar. E a partir de
experiéncias com esses jogos que os participantes avaliavam suas chances de ganhar.

O matemaético Girolamo Cardano® foi um dos primeiros a fazer um estudo mais
detalhado sobre essas possibilidades de ganhar. Ele fez uma fundamentacao tedrica
sobre probabilidade dos jogos e publicou um livro intitulado Liber de ludo aleae®
depois de participar ativamente de diversos experimentos que envolvessem sua logica.

O estudo de probabilidade comecou a ter desenvolvimento teérico com Pascal”
e Fermat®, quando Chevalier de Méré® propos a Pascal O Problema dos Pontos,
mostrado abaixo:

A e B jogam dados, vamos supor que A ganha 1 ponto quando o
resultado pertencer ao conjunto {1,2} e B ganha 1 ponto quando o
resultado pertence ao conjunto {3,4,5,6}. Se A precisa de n pontos para
ganhar e B precisa de m pontos para ganhar, qual a probabilidade de A
ganhe o jogo?

Podemos citar, entre varios matematicos que contribuiram para desenvelver a

teoria de probabilidade, Huygens!®, Jacques Bernoulli'!, Montmort'?, De Moivre!'® e

Pierre Simon'4.

3.1 Espaco de Probabilidade

Definicao 3.1. Seja um experimento realizado sobre certas condigoes pré-determinadas.
Define-se como espaco amostral o conjunto £ de todos os possiveis resultados desse
experimento.

Exemplo 3.1. Quais seriam os resultados possiveis ao jogar um dado honesto?

Solugao: Como cada dado tem seis faces numeradas de 1 a 6, ao jogar o dado
os possiveis resultados seriam

Q={12345,6}.

Exemplo 3.2. Quais seriam os resultados possiveis ao jogar uma moeda honesta?

SGirolano Cardano (1501 — 1576) matemético e médico italino.

60 livro dos jogos de azar

"Blaise Pascal (1623 — 1662) fisico, matematico, filésofo moralista e teSlogo franceés.

8Pierre de Fermat (1601 — 1665) matemdtico e cientista francés.

9 Antoine Gombaud (1607 — 1684), conhecido como Chevalier de Méré, nobre e jogador frances,
tem seu nome ligado ao célculos de jogos de azar.

10Christian Huygens (1629 — 1695) matemético e fisico, nascido na Holanda.

1 Jacques Bernoulli (1654 — 1705) matemético e fisico.

2Pierre Rémond de Montmort (1678 — 1719) matemadtico frances.

13 Abraham de Moivre (1667 — 1754) matemadtico francés.

4Pierre Simon, Marqués de Laplace (1749 — 1827) matemético e fisico frances.
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Solucgao: Na moeda temos 2 faces, cara e coroa, ao joga-la os possiveis resultados
seriam
Q = {cara,coroa}.

|
Vamos denotar p(€2) o conjunto das partes de 2, isto é, o conjunto que contém
todos os subconjuntos de 2. E comum utilizar-se a notacao p(Q) = 2%

Definicao 3.2. Seja 2 um espaco amostral finito. O espaco de eventos serd consi-
derado como sendo o conjunto p(2). Um evento é um elemento do conjunto p(£2).

Exemplo 3.3. Dadas as opcoes abairo, quais eventos serao obtidos a partir do
lancamento de um dado honesto?

e Para um nimero maior que 47
Solucao: Como no langamento de um dado temos os resultados de 1 a 6, para
um numero maior que 4, teremos

B, = {5,6}.

e Um ndmero primo?
Solucgao:
Ey ={2,3,5}.

[ |
Definigao 3.3. Seja Q2 um espago amostral finito e p(€2) o conjunto das partes de

Q. Uma medida de probabilidade é uma func¢ao P sobre p(Q) tal que P : p(2) — [0,1].
Satisfazendo os sequintes axiomas:

Axioma 3.1. P(Q2) = 1.

Axioma 3.2. Se A e B sao disjuntos, temos
P(AUB) =P(A) +P(B).

Definicao 3.4. Seja p(Q2) o espaco de eventos de Q2 e P uma medida sobre p ().
Entao a trinca (,p () ,P) € dita um espago de probabilidade.

Exemplo 3.4. No langamento de um dado honesto temos 2 = {1,2,3,4,5,6}. Com

isso, a medida de probabilidade é P ({w}) = &, para todo w € Q.

Solugao: Assim,

P((23) =2 =1

4 2
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Definicao 3.5. Seja (2, p(2),P) um espago de probabilidade. Se B € p(Q) e
P(B) > 0, a probabilidade condicional de A dado B € definida por P(A | B) = P%fég]f),
com A € p(Q).

Definicao 3.6. Dois eventos sao independentes quando o resultado de um nao
influencia no resultado do outro. Assim A e B serao independentes se a equacao

P(AN B) =P(A) - P(B) for verdadeira.

Exemplo 3.5. Lancando dois dados honestos, qual a probabilidade do resultado de
cada uma das faces ser inferior a 3¢

Solugao: O espago amostral para este experimento é Q = {(1,1), (1,2),(1,3),--- ,(6,6)},
com isso #£2 = 36. O evento “sair um ntimero menor que 3 no primeiro dado” é repre-
sentado pelo evento A = {(1,1),(1,2),--- ,(1,6),(2,1),(2,2),---,(2,6)}, enquanto
B ={(1,1),(2,1),--- ,(6,1),(1,2),(2,2),---,(6,2)}, representa o evento “sair um
numero menor que trés no segundo dado”. Temos

12 1
P(A)=P(B)=— = -.
(A)=P(B) =3 = 3
Os dois langamentos sao independentes pelo fato do resultado de um dado nao
influenciar no resultado do outro dado. Assim para que nos dois lancamentos o
nimero obtido em cada face ser menor que 3, basta multiplicar as probabilidades
1

P(ANB) =

[\
(X1 )

3.2 Variavel Aleatoria

Definicao 3.7. Consideremos um experimento com § o espaco amostral finito
associado a esse experimento e p(§2) o espago de eventos. Uma funcao F, que associa
a cada elemento w € Q a um nidmero real, F(w), € denominada varidvel aleatdria.

Definicao 3.8. Suponha que X seja uma varidvel aleatoria que assume os valores
T1,T2,....,Tn. A funcdo que atribui a cada valor da varidvel aleatoria sua probabilidade
¢ denominada funcdo de probabilidade, isto é:

P([X =) =p; com i=12,..

Exemplo 3.6. Jogando um dado honesto, temos o espago de probabilidades (€2, p(2), P)
com Q = {1,2,3,4,5,6}. Definindo a varidvel aleatéria X tal que

0, se w par
1, se w impar

X ={

Solugao: Se
(X

0] ={we: X(w)=0}=1{24,6},
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entao

Exemplo 3.7. Continuando o exemplo anterior e definindo uma outra varidvel
aleatoria Y da sequinte forma:

0, se w é PrIMo
Y = ’ )
() { 1, se w nado for primo
Solugao: Temos [Y = 0] = {2,3,5}, donde [Y = 0] N [X = 0] = {2}. Logo

1

P(Y =0]| X =0) = =

=
—~
I
=
S~—
olw|o -

|
Um conceito extremamente importante na teoria de probabilidade é o de esperanca
matematica ou valor esperado de uma varidvel aleatéria.

Definigao 3.9. Se X ¢ uma varidvel aleatoria com fun¢ao de probabilidade P([X =
x]), entao a esperanca, representada por E[X]|, € definida por

ElX]= ) a-P(X=2)). (9)

z:P(X)>0

Isto é, o valor esperado de X é a média ponderada dos possiveis valores que X
pode receber, com os pesos sendo a probabilidade que X assuma esse valor.

Exemplo 3.8. Determine E[X], onde X € o valor da face superior quando rolamos
um dado honesto.

Solugao: Como X representa os possiveis valores que podemos obter jogando um
dado de seis faces, com isso X pode assumir valores de 1 a 6, em um espaco amostral
Q que é igual a {1,2,3,4,5,6}, temos nesse dado as seguintes probabilidades de sair

cada uma das faces como P({1}) = P({2}) = ... = P({6}) = ¢, assim a esperanca de
X 6,
1 1 1 17
EX|=1->42->+43 -~ +44-~45-~+6- - = . 10
[X] * N 6 N 6 * 6 * 6 2 (10)
|

Defini¢ao 3.10. Se X ¢ uma varidvel aleatdria discreta com probabilidade P(X),
entdo, para qualquer funcao real g,

Elg(X)] = Z g(wi)P(;).

Exemplo 3.9. Calcule E[X?], onde X é o valor da face superior quando rolamos
um dado honesto.
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Solugao: Com X podendo assumir valores de 1 a 6, a funcao da variavel aleatoria
é g(X) = X2 Temos espago amostral  igual a {1,2,3,4,5,6} e a probabilidade de

sair cada face sendo igual a P({1}) = P({2}) = ... = P({6}) = £, com isso
1 1 1 1 1 1 91
EXY =122 +22. - 432 44> 452 462 - = —. 11
X7] 6 + 6 * 6 * 6 + 6 * 6 6 (11)

Definigao 3.11. Se X € uma varidvel aleatdria com valor esperado E[X] = p, entdo
a variancia de X, representada por Var(X), é definida

Var(X) = E [(X — p)?]
ou uma formula alternativa
Var(X)=F [XQ] — (B [X))2.

Exemplo 3.10. Calcular a Var(X) se X € o valor da face superior quando rolamos
um dado honesto.

Solugao: Os possiveis valores que X pode assumir sao de 1 a 6, num espaco
amostral = {1,2,3,4,5,6}. Conseguimos nos dois ultimos exemplos, equagoes (10) e
(11) , os valores de F[X?] e F[X], com isso a variancia ¢

Var(X) = E[X? — (E[X))? = % - (;) = % (12)

4 Passeios Aleatorios

Nesta secao iremos apresentar as idéias centrais de passeio aleatorio necessarias
para a continuacgao do trabalho. O leitor que quiser aprofundar-se no tema pode
consultar as referéncias [1] e [7].

Comecemos com um exemplo.

Exemplo 4.1. Uma ilustragao de um passeio aleatorio pode ser construida conside-
rando-se a sequinte situacao hipotética. Uma disputa de moeda € baseada na sequinte
regra: Toda vez que sair cara (K) o jogador ganha R$ 1,00 e se sair coroa (C) o
jogador perde R$ 1,00. Suponha que numa realizacdo deste jogo com 20 lancamentos
obtivemos os sequintes resultados: CKKCKKCCKCKKCKKCKKKK. O grdfico da
Figura 6 ilustra quanto dinheiro o jogador possui a cada momento da partida. Para
K temos uma reta crescente 7, para C temos uma reta decrescente "\ .

Definicao 4.1. Seja X1, Xs, X3,... varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas tais que E[X;] < oco. Seja Sy independente de X1, X, X3,... Defina Sy, a
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 195 20
LANCAMENTO

Figura 6: Capital do jogador no passar do tempo.
POSIcao apis n passos, por

Sn=50+ZXZ», para n > 1.

i=1
O processo S,, € chamado de passeio aleatorio.

O termo Passeio Aleatério surgiu em 1905 com Karl Pearson'® que deparou com
problemas que envolvem o deslocamento de uma particula nos caminhos disponiveis
de forma totalmente aleatoéria, buscando descobrir a posicao dessa particula no
decorrer do tempo.

4.1 Passeio Aleatdrio simples em uma dimensao

No passeio aleatério simples em uma dimensao, a particula tem somente dois
possiveis caminhos para seguir, como no Exemplo 4.1.

Considere uma particula se movendo ao longo de uma reta. Se em determinado
instante n ela se encontra na posi¢ao x, no instante seguinte ela podera pular para
as posicoes x + 1 ou x — 1 com probabilidade p e 1 — p, respectivamente, como na
Figura 7.

Definimos S,, como sendo a posicao da particula apds n passos. Entao, o processo
S, satisfaz as seguintes probabilidades condicionais

P(S,pi=x+1|S,=z)=pe P(Spp1i=2—-1|S,=2)=1—p.

O passeio S,, é homogéneo no tempo e no espaco, pois as probabilidades con-
dicionais nao dependem de n e x, respectivamente. A seguir temos a definicao
formal.

Definicao 4.2. Suponha que X1, X, ..., X,, sao varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas, assumindo os valores X; = 1, com probabilidade p ou
X; = —1 caso contrdrio. Seja S, =Y . Xi. A sequéncia {S;,i > 0} é um passeio
aleatorio simples, com inicio na origem.

Para qualquer passeio aleatério simples temos:

15Karl Pearson (1857-1936) matemadtico britanico conhecido como o fundador da estatistica
aplicada.
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Figura 7: Probabilidade da troca de posicoes.

A particula tem a probabilidade de ir para a direita (Pd) e a probabilidade de
ir para esquerda (Pe), e a soma dessas probabilidades é sempre igual a 1;

Se a Pd = Pe = % o passeio ¢ dito simétrico;

A particula tem seus passos sempre do mesmo tamanho, independente do lado
que ird percorrer.

e O passeio aleatorio simples serd homogéneo no tempo e no espaco, isto é

Vamos obter as expressoes da esperanca e da variancia de S, para cada n, que
serao utilizadas no decorrer do trabalho.
Calculando a esperanga, ou seja E[S,], temos

Zxk ZE X
k=1

> (1p+(-1)-(1—p))

E[Sn] =

Bl

S |l

—_

(2p—1)

bl
—_

2p —1). (13)

I
S

Para calcular Var(S,), note inicialmente que S? pode ser escrito como

=> XX, (14)

Agora, calculando E[S?], temos
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—F Zxk-XT]
:Zé[xk.x
ziE[Xk~XT]+ZE[Xk-X

k#r

—ZEXk +Y E[Xy] - E

k#r

ZZHZU-p—l-(l—p))Q

k=1 k#r
=n+2p—1)>%-(n*—n). (15)

Assim podemos obter a variancia do passeio aleatério simples calculando

Var(S,) = E[S;] — (E[S,])?
=n+(2p—-1)° (" —n)—[n-(2p -1
=n+2p—12-(n*—n)—n* (2p—1)>
=n+2p—172-(n*—n—n?
=n+(2p—1)*-(-n)

=n-(1-(2p—1)

— (1= (4~ dp+ 1)

=n - (4p — 4p°)

=4pn(1 — p). (16)

4.2 O Passeio de um Bébado

Um bébado estd andando na rua entre sua casa e o bar. A cada instante, ele d&
um passo na dire¢do do bar com probabilidade ¢ € [0,1] e um passo na dire¢do da
casa com probabilidade p = 1 — ¢. Queremos saber qual a probabilidade dele chegar
em casa antes de chegar no bar, dependendo do local da rua em que comeca a andar.

Solugao: Fazendo com que a distancia do bar a casa do bébado seja de n passos,
assim colocamos o bar como marco 0 e o ponto onde esta a casa de marco n, como
na Figura 8.

Se IP(x) é a probabilidade de chegar em casa antes de chegar ao bar, partindo da
posicao x, temos

e Se o0 bébado esta no bar, entao a probabilidade de chegar em casa antes de
chegar no bar ¢ 0, isto é, P(0) = 0.
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Posicdo qualquer entre o
Bar bar e a casa do bébado Casa

0 i 2 X n-2 n-1 n

Figura 8: Caminhada do Beébado.
e Se o bébado ja estd em casa, entao a probabilidade de chegar em casa antes de
chegar no bar é 1, isto é, P(n) = 1.

e Para chegar em casa a partir da posicao z, ele pode dar um passo para tras
com probabilidade q e chegar em casa a partir da posicao x — 1, ou pode dar
um passo para frente com probabilidade p e chegar em casa a partir da posicao
x + 1. Portanto

Pz)=q-Plx—1)+p-P(x+1), para z=12,..,n—1.
Para obter uma solucao geral da recorréncia P(z) = ¢-P(x — 1) + p - P(z + 1),
utilizaremos recorréncia linear de segunda ordem. A equagcao caracteristica associada
a essa tltima equacao serd r = ¢ + pr?, ou seja pr? —r + ¢ = 0. Resolvendo a
equagao do segundo grau encontramos como raizes os valores 1y =1 e ry = %. Assim
qualquer sequéncia na forma P(x) = C} - r7 + Cy - r§ serd solugao da recorréncia

P(z) = q-P(x — 1) + p-P(x + 1). Substituindo as raizes encontradas r e r9 na
equagao P(z) = Cy - r{ 4+ Cy - 13, teremos

P(z) = C, - 15+ Cy - (g)
p
q T
p
Como P(0) = 0 e P(1) = 1, substituindo na equagao ( 17 ) teremos
0
P(0) = Cy + C, - (z%) =0

que fornece

Cl = —CQ (18>

1
P(1) = Cy + Cj - (Q) —1
p
o que implica

pCh + qCy = p. (19)
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Das equagoes ( 18 ) e ( 19 ) obtemos
Co=-L_ ¢ 0=—2_
q—p q—7p

Assim a solugao geral da recorréncia P(x) = q-P(z — 1) + p- P(x + 1) sera

o=ty ()

5 Passeio aleatorio decorrente do cenario dos co-
elhos de Fibonacci

Nessa secao vamos tratar do problema dos coelhos de Fibonacci, visto na secao
2.2. Trataremos aqui o desenvolvimento de duas populacoes distintas de coelhos
sendo criadas num mesmo cercado. Se nao ocorre cruzamento entre elas, as espécies
de coelhos P; e P, farao disputas para ganhar espaco no terreno, segundo modelo
desenvolvido em [6]. Assim, seguindo essa ideia, coloca-se um par de coelhos recém-
nacidos da espécie P; e, um mes depois, coloca-se um par de coelhos recém-nascidos
da espécie P,. Os coelhos irao procriar de forma que no més n a populagao P; terd
F, 11 coelhos e a espécie P, tera F, coelhos, como mostra a Figura 9.

Tempo | o1y 1 523 lals]|6|7]s n
(meses)
P, 1l1)2]3]|s5|8|13]|21]34]..]|F.,
P, 1l1|2]3|s|8|13|22]..]|F,
Total 12|35 |8|13|21|34]55] .. |F.

Figura 9: Figura que mostra o crescimento das populacoes P, e P, no decorrer
do tempo.

Dessas disputas para ocupar a maior parte do terreno, uma populagao ganha
um pedago de terra com uma certa probabilidade. Suponha que a probabilidade de
ganhar um pedago de terra por cada populacao pode ser calculada pela razao entre
o numero de coelhos da populacao, P; ou P, , pelo total de coelhos. Com isso temos
as probabilidades de ganho de terra por cada espécie sendo igual a
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1 1
P(Pl‘t1> = 5 (§ P(ngtl) = 5,
2 1
P(P1|t2> == € IF)(P2|t2> = 5
3 3
3 2
P(Pl‘tg):— € P(P2’t3):_,
5 5
F, F, F, F,
P(P|t,) = M o PP, = (20)

Fn+1+Fn_Fn+2 Fn+1+Fn:Fn+2,

em que t, representa o més n de observacao.

5.1 Passeio Aleatorio Y,

Como visto na ultima secao, as populacoes partem de um ponto inicial e terao
um ganho de terra no passar dos meses, representando um passeio aleatério unidi-
mensional sobre os inteiros. Esse processo pode ser representado por meio de uma
sequéncia de varidveis aleatérias {Y,,} dado por

Yo =Yo+ > Ty (21)

k=1

onde Yy é a posigao de partida e {T}} é a sequéncia de varidveis aleatdrias indepen-
dentes, com cada termo recebendo valores 1 ou -1.

Para exemplificar esse passeio aleatorio, fazemos P, igual bolinha preta e P, igual
bolinha branca. Colocando essas bolinhas em uma urna, se sortearmos uma bolinha
preta damos um passo para direita e se sortearmos uma bolinha branca damos um
passo para esquerda. Depois de cada sorteio, a bola sorteada é colocada de volta na
urna e passamos para o proximo passo.

Vamos fazer P(preta) a probabilidade de sortearmos uma bolinha preta e P(branca)
a probabilidade de sortearmos uma bolinha branca.

Para ficar mais claro, vamos recorrer a tabela da Figura 9. Para o primeiro passo
vamos olhar a coluna 1, para o segundo passo a coluna 2 e analogamente para os
passos seguintes. Com isso:

e Inicialmente, na urna temos uma bolinha preta e uma branca, ou seja, um
coelho de cada espécie, como na coluna nimero 1 na tabela da Figura 9. Assim
damos um passo para direita com probabilidade P(preta) = % e damos um
passo para esquerda com probabilidade P(branca) = % Veja a Figura 10.

e A seguir, uma bolinha preta é colocada na urna. Vemos pela configuragao da
coluna nimero 2 na tabela da Figura 9 que hé 3 bolinhas dentro da urna: duas
pretas e uma branca. Temos aqui duas situagoes que podem ter acontecido no
primeiro momento, se retirou uma bola preta estamos na posicao 1 conforme
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INICIO (PRIMEIRA ETAPA)

-2 e | 0 a | 2

Umna

Sortear Sortear

branco preto
P=1 P=1
2 2

Figura 10: Urna na posicao 0.

a Figura 11, caso retirou uma bola branca estamos na posi¢cao —1 conforme
Figura 12, e as probabilidades que vamos conseguir nos dois casos seram iguais

a P(preta) = 2 e P(branca) = .

SEGUNDA ETAPA

12 Caso: Posigao 1

Sortear Sortear
branco preto

p=1 p=2
3 3

Figura 11: Urna na posicao 1.

29 Caso: Posicdo -1

Sortear Sortear
branco preto

p=1 p=2
3

Figura 12: Urna na posicao —1.

e Em seguida, iremos acrescentar uma bolinha preta e uma branca, seguindo
aqui a coluna niumero 3 da Tabela 9. As posi¢oes em que podemos estar depois
de ter realizado o segundo passo serao: posicao 2, posicao 0 ou na posigao -2.

As probabilidades de ganho de terreno, para cada populagao sao P(preta) = %

2

e P(branca) = £, como nas Figuras 13 , 14 e 15.

Podemos representar as possiveis configuragoes num diagrama da arvore, repre-

sentado na Figura 16.
Seguindo essa ideia no enésimo passo a urna sempre tera [, bolinhas pretas e
F,,_1 bolinhas brancas, com isso, teremos que acrescentar na urna F,_; bolinhas
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TERCEIRA ETAPA

12 Caso: Posigdo 2

-1 0 X 2 3

Urna

Sortear Sortear
branco preto

P=2 P=3
5 5

Figura 13: Urna na posicao 2.

22 Caso: Posigdo 0

-2 -1 0 1 2

Sortear Sortear
brance preto

P=2 P=3
5 5

Figura 14: Urna na posicao 0.

pretas e Fj,_5 bolinhas brancas, assim, na urna terd F,,.; e F,, bolinhas pretas e
brancas respectivamente.
As probabilidades de dar um passo para direita e um passo para esquerda serao

Fr Foia Fy
= e P(branca) = . 22
F, + Fo Foio ( ) Foio (22)

Com essas probabilidades a populacao P; ganha um pedaco de terra com pro-

babilidade ?"—E e perde um pedaco de terra com probabilidade FF e Conhecidas as

probabilidades, podemos definir

P(preta) =

F, F,
P(T, =1) = F: e P(Tn:—l):F+2.

Note que as variaveis T;, nao sao identicamente distribuidas. Como Y,, se refere a

um passeio que depende de T,,, as probabilidades condicionais P(Y,,;1 | ¥;,) dependem
de n, o que torna sua analise mais complicada, pois Y,, nao é homogéneo no tempo.
Notamos, porém, que limite de (T}, = 1) quando n tende ao infinito é é, onde a é o
nimero de ouro.

32 Caso: Posicdo -2

Sortear Sortear
branco preto

P=2 P=3
5 5

Figura 15: Urna na posicao —2.

30



Figura 16: Diagrama mostrando as probabilidades do ganho de terreno.

Lembrando que o passeio S, definido na subsecao 4.1, representa um passeio
aleatorio que é homogéneo no tempo e no espago, podemos fazer p = é, entao para
n muito grande Y;, vai mudar de posi¢ao quase com a mesma probabilidade que 5,,.
Apesar de Y,, nao ser homogéneo temporalmente, notamos que S,, € homogéneo, e
por isso, de andlise mais simples, como delineado na secao 4.

Portanto, fazendo p = é, e utilizando a equagao (13 ) temos

E[Sn}:n~(2~é—1> :n.(Q;O‘).
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Temos que « é uma das raizes da equagao ( 7 ), assim podemos escrever

o’ —a—-1=0

al-1=a
(a+1)(a—1) =«
a
1=
“ a+1
como o = « + 1, substituindo
o
! (23)
a—1==-.
o

2

Temos na equagao a® = o + 1 uma outra identidade; somando (1 — 2«) nos dois

membros dessa equacgao, conseguimos a igualdade

> —2a0+1=2—aqa
(a—1P2=2—a

substituindo o que encontramos na equacao ( 23 ), obtemos

com isso, podemos concluir

— = (24)

Assim, voltando no calculo da esperanca do passeio .S,,, obtemos

E[sn]:n.(Q_O‘) _n

«

A partir da equagao ( 15 ), obtemos

E[S? =n- 1+<2-l—1)2-(n—1)]

(67

1+ (2?TO‘>2-(n—1)], (25)

Il
3
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aplicando em seguida a equagao ( 24 ), obtemos

B[] = n-

E da equagao ( 16 ), calculamos

Var(S,) = n - (1 - (%)j

2

pela equagao de Euclides sabemos que o = a + 1, assim

[(a+1)°—1 o®+3a2+3a+1-1
Var(S,) =n — 5 | =" 5

[a? + 3a + 3} {oﬁ +3(a + 1)}
- =n|——=

i b o’
[a? + 3042] {4@2]

=N _— =N [
| o a’

B 4n

5.2 Passeio aleatério W,

O problema na ultima secao segue o proposto por Fibonacci, colocando um par de
coelhos de cada espécie. Generalizando, fazendo que a populagao P, e P, comecem
com uma outra quantidade de pares de coelhos recém-nascidos, a sequéncia nimerica
deixa de ser de Fibonacci para ser a sequéncia de Gibonacci, vista na subsecao 2.5 .

Generalizando o processo fazendo p,g € N com ¢ > p, se colocarmos no terreno
as populacoes P, e P, ao mesmo tempo, P; comega com p pares de coelhos e depois
de um meés esses coelhos procriam chegando a ter ¢ pares de coelhos, por outro
lado, a populagdo P, comega com (¢ — p) pares de coelhos e depois de procriarem a
populacao tera p pares de coelhos. A evolugao da populacao pode ser vista na Figura
17.

Com o passar do tempo, em n meses teremos (G,,11 pares de coelhos da populacao
P, e G, pares de coelhos da populagao P». Esse processo pode ser representado por
meio de uma sequéncia de variaveis aleatérias {W,,} dado por

Wn - WO+ZXk’

k=1
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T
o | 1 2 3 4 5 "
(meses)
P1 p q p+d | p+2q [2p+3q|3p+5q| .. Gt
P2 q-p p q p+q | p+2q (2p+3q| . Gn
Total q p+q | p+2q [2p+3q|3p+5q|5p+8q Ging

Figura 17: O crescimento das populagoes P; e P, de forma generalizada.

onde Wy é a posicao de partida e Xj é a sequéncia de variaveis aleatorias indepen-
dentes, com cada termo recebendo valores de 1 ou —1.

Para prever esse ganho de terreno por cada uma das populagoes, vamos calcular
o valor esperado de W,,, fazendo W, = 0

Wy => X
k=1
e com as seguintes probabilidades
Gr1 Gk
(s ) Gry2 (X ) G2

O valor esperado nesse caso sera

BE[X)] = P(X, = 1) — P(X; = —1)

_ G Gy
 Grio Grpo
_ G
Gy

Para o passeio aleatorio W, temos a identidade

EW,) = B (Z Xk> 9]

o que nos da

"L G
EW.) =) & . (26)
i1 Ukt2
Fazendo n = 1, obtemos
Go q—p
EW| = —=——,
Wi Gy ptgq

onde Gg = q — p.
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Calculando a esperanca de W, 1, temos

E[WH-H] = E[Wn+1’Xn+1 = 1] ']P(Xn-i-l = 1) + E[Wn+l’Xn+1 = _1] ’ P(Xn-i-l = _1)

Gn+2 Gn—i—l
(EW,] +1) Gn+3+( (Wa] = 1) s
Gn—i—? Gn—i—? Gn—i—l Gn+1
= E[W,]- 222 202 plyy,] -
[ ] Gn+3 Gn+3 [ ] Gn+3 Gn+3
Grio + Gn+1) G2 — Gnpa
= E[W,] - + .
[ ] ( Gn+3 Gn+3

Como
Gn+1 + Gn+2 = Gn+3
€
Gn + Gn+1 = Gn+2

temos

Gn

E[Wn+1] = E[Wn] + a .
n+3

Calculando a razao GGis e utilizando identidade que relaciona um termo da
n

sequéncia de Gibonacci em funcao dos termos da sequéncia de Fibonacci, visto na
Proposigao 2.8, obtemos

an72_ﬁn72 anfl_ﬁnfl
Gn _pFn—2+an—1_p< a—p )+q( a—f )

Gurs PR +dFue (%) +q (a"+;:§n+2>

pan—24p5n—2+qan—liqﬁn—1
a—fB
pan+1,p5n+1+qan+27qﬁn+2
a—f
_a"*(p+qa) — " *(p + ¢B)

amti(p 4+ qa) — frHi(p + qB)

onde « e  foram definidos na secao 2.2.1. Como, a- f = —1, isto é, § = %1, entao
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G, o 2(p+qa)— (2)" 7 (p+q(3))
Gris antl(p + qo) — (_Ul)nﬂ (p +q (_?1))
" 2(p+ qa) — - eamd)
antl(p + ga) — ST ed)
0" (p + ga) - e
amti(p+ ga) — FLT om0
a2”—3(p+qa)a;(:11)"‘2(pa*q)
= P (piga)(— )" (pa—q)

a2 (a” 3 (p + ga) — (=1)"*(pa — q))

am(a?3(p 4+ qa) — (—=1)"(pa — q)

a?(? 3 (p+ qa) — (=1)"(pa — q))
a3 (p + qa) + (=1)"(pa — q)

subtraindo =5 nos dois membros da equagao, obtemos

G, 1 @ p+ga)—(=D)"(pa—-¢q) 1
Gnyz 3 a® 3 (p+ qo) + (=1)"(pa—q) o
a®(a? 3 (p 4 qa) — (=1)"(pa — q)) — ("3 (p + qa) + (=1)"(pa — q))
a?(a?+3(p + ga) + (=1)"(pa — q))
a® 3 (p + qa) — a®(=1)"(pa — q) — a3 (p + qa) — (=1)"(pa — q)
a?(a?3(p + qa) + (=1)"(pa — q))

(=1)"(por — q)(—a® — 1)

a(a? 3 (p + ga) + (=1)"(pa — q))
(=1)"(pa = q)(=1)(a® + 1)

a3 (a3 (p + qa) + (=1)"(pa — q))

(=)™ (pa — q)(af +1)

~ a2 (p+ga) + (—1)"(pa — ) 21)

Da equagao ( 26 ), temos

GD Gl GQ Gn—l
E = — 4+ — 4+ —= + ... .
Wl=-wta et en

Subtraindo & de cada uma das parcelas do secundo membro, teremos n subtracoes
a3 )
de %, com isso, no primeiro teremos uma subtragao de n - %

n GO ]. G1 1 G2 1 Gn—l ]-
EW,]——==|(=——-—= — - — —= - — - — .
W2 a3 (Gg a3> i <G4 a3) * (G5 a3> e (Gn+2 a3>
Substituindo o que estd dentro dos parénteses pela identidade da equacao ( 27 ),
temos

36



no_ (=D'(pa — q)(a® +1) (=1)*(pa — q)(a® + 1)

EW] = o a¥(@P(p+ga) + (=1)%(pa—q)) | a¥(aP(p+ ga) + (=) (pa — q))
(—1)*(pa — q)(a® + 1) A (—1)"(por — q)(a® 4+ 1)
a3(a’(p+qa)+ (=1)*(pa—q) (@ (p+qa)+ (=1)" " pa —q))

Podemos colocar em evidéncia os termos semelhantes, e obter a igualdade

n (po—q)a® + 1) (1)
B = =" B+ )+ (—1(pa —q)
(-1 N (1)
&t a0) + (Dipa—q) | ai(ptga) + (—D2pa —q)
(1) ] |

ot a2t (p + qa) + (=1)""1(pa — q)

Nesta igualdade utilizando a notacao de somatério chegamos a

n_ (pa—g)@®+1) < L
E[Wn] _ o = o3 ; o 2k+1 (p + qa) —+ (—1)k71(pa — q)- (28)

Observamos a partir da equagao ( 28 ) o seguinte somatério

S (=1)*
;; a1 (p + qa) + (=1)F 1 (por — q) (#)

Podemos verificar a convergéncia da série utilizando o teste da razao [11].

TESTE DA RAZAO

An+1

e Se lim,, o =L <1, entdo a série y | a, é absolutamente

convergente.

Gn+1 Gn+1

an

e Se lim,,_, =L > 1 ou lim,_, = 00 , entao a série

o 7 .
> o ap € divergente.

An41

e Se lim,, ‘ ‘ = 1, o teste da razao é inconclusivo, nenhuma

conclusao pode ser tirada sobre a convergéncia ou divergéncia de

D et n -
Aplicando o teste da razao a série ( 29 ) temos

(_1yk+1
a2k +3 (pga)+(=1)F (pa—q)
(=nk
aZk+1(p+qga)+(—1)k~1(pa—q)
ok (p4qa)+(—1)* "1 (pa—q)
a2k+3 (p+ga)+(—1)* (pa—q)

1)k (e

—1)k —
prao+ iz

Q41
ag

limk_wo - lirnlc—>c>o

. o2k+1
= limg o Q2R3

= L.1<1
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donde concluimos que a série é convergente.
Por isso, temos que o limite da sequéncia (E (W] — %) existe, sendo igual a um
(03

nimero real C'(p,q), um nimero que estd em fungao de p e ¢, ou seja

tim (E[W,] - %) =C(p.q).

n—oo

Fazendo, p = F;_ e ¢ = F; quando j for suficientemente grande, temos

lim (OéFj,l - F}) = 0.

Jj—>o0
De fato, pela férmula de Binet F,, = aZ:gn, com isso
. . j—1_gj-1 i_gi
B = e 2 () 2]
. N
. —BI—1(q—
= llm]_>oo Ba_(a B)

= limj_wo(—ﬂj’l) =0.

Temos também que o lim;_,(F;_1 + aF}) = oo.

De fato, utilizando novamente a férmula de Binet, temos

. . [i—1_gi-1 Y
limj oo (Fjo1 + k) = limj o _% +o (";_2 ﬂ
o . ad=1_pi—11qit+l_npJ
— llmj_>oo ( CM*B
N s i
= lim;_, o

= OQ.

Com isso, vamos conseguir que o denominador na equagao ( 28 ), seja tao grande
que o valor de C'(p,q) < 1.
Assim, desses casos tiramos que

Vamos calcular E[W?2]. Temos que

Wﬁ = (22:1 Xk)2
= (ZZ=1 Xk) ) (22:1 Xr)
= Zk,r Xk ’ XT
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de onde segue que

EWZ] = B (S, X X,)
= Zk,r E[Xk ) Xr]
= D e BIXe - X0+ 30, B[ X - X5
= 22:1 E[le] + Zk;ﬁr E[X,] - E[X,] )
= ZZ:1 1+ Zk;ﬁr (1 ’ g:: -1 Gf%)
— n+<h>2-(n2—n)

Gn+l

= n{1+<gz—+1>2~(n—1)]

portanto
Var(W,) = E[W;] - (E[W;])2 2
= n [1 + (g%:) - (n— 1)} — [ZZZI g’;;]

Segundo [6], simulagoes computacionais indicam que Var(W,,) converge assintotica-
mente para Var(S,) com p igual é, isto é, Var(W,) ~ i—’;;; porém nao se conhece no

momento uma prova matematica de tal conjectura.

6 Conclusoes

Neste trabalho, desenvolvemos um modelo de passeio aleatério W, cuja distribui-
¢ao de probabilidades depende da sequéncia de Fibonacci e de forma mais geral da
sequencia Gibonacci. Este modelo é homogéneo espacialmente, mas nao é homogéneo
temporalmente.

Vimos que, assintoticamente, em termos da E[W,], o modelo construido se
comporta como um passeio aleatorio homogéneo no tempo e no espaco, S,, que
depende da constante o = %5 conhecido como niimero de ouro.

E possivel conjecturar que as variancias de W, e S,, tém o mesmo comportamento
assintotico, porém ainda nao se conhece uma prova formal.
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8 Apéndice - Recorréncia Linear

Muitas sequéncias numéricas sao definidas recursivamente; ou seja, por uma regra
que permite calcular qualquer termo em fungao do(s) antecessor(es) imediato(s).
Abaixo segue um resumo de recorréncia linear. Para aprofundar no assunto o leitor
pode consultar a referéncia [8].

Alguns exemplos de sequéncias que podem ser definidas de forma recursiva sao:

e Uma progressao aritmética (P.A.) de razao r. Se o primeiro termo for a e r a
sua razao, a P.A. sera definida por x,.1 = x, +7,n > 1 sendo z; = a.

e A sequéncia de Fibonacci, que foi abordada na secao 3, cujos termos sao
1,1,2,3,5,8,... na qual cada termo é a soma dos dois imediatamente anteriores,
ouseja Fio=F, 1+ F,,n>0com Fy =0e F} = F, = 1.

8.1 Recorréncias Lineares de 12 ordem

Definicao 8.1. Uma recorréncia de primeira ordem que expressa x,.1 em fun¢ao
de x,, € classificada como linear se essa fungao for do primeiro grau.

No caso da progressao aritmética (como ja citada) z,41 = x, +r,n > 1 com

Ir1 = Q.
Temos
XTo = XT1+T
Ty = XTo+7T
Ty = XTs+T
Tn = Tp_1-+T.

Ao somar, membro a membro as equagoes, temos x,, = x; + (n — 1)r como x; = a
implica que x, = a+ (n — 1)r. ]

8.2 Recorréncias Lineares de 22 ordem

Definicao 8.2. Uma recorréncia linear de 2° ordem homogénea, com coeficientes
constantes, € da sequinte forma T2 + pTni1 + qr, =0, com q # 0.
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A cada recorréncia da forma acima, associaremos a equacao do segundo grau,
r?2 4+ pr + ¢ = 0, chamada equacao caracteristica.

Assim, qualquer sequéncia da forma x, = Cy - r? 4+ Cy - r} forem solucoes da
recorréncia, entao, x,12 + pr,+1 + qr, = 0, para quaisquer que sejam as constantes
C) e (5. Para verificar basta substituir =, = Cy - v} + Cy - r} na recorréncia
Tp+2 T PTpt1 + qTy = 07

Crori ™24 Gy 4 p(Cr- 17T+ Co o1y ™) 4+ g(Cr -1 + Co 1)

=C 1+ Oy s+ p-CLort e +pCyry 14O g Co ol
=Crri(r] +pri+q) + Co-13(r3 + pra + q)

=Cy-ri-0+Cy-1r3-0

=0.
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