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Resumo

de Oliveira Alfradique, Zilvan; Cor¢ao Saldanha, Nicolau. Um
olhar sobre as demonstracoes da irracionalidade de raiz
de dois e zeta de trés. Rio de Janeiro, 2017. 57p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

O presente trabalho explora demonstracoes da irracionalidade de
alguns niimeros reais, desde v/2 até ((3). A funcdo ((n), para n inteiro
maior que 1, foi estudado por diversos matematicos, tendo Leonhard Euler
como um dos precursores. Quando n assume valores pares, o valor de ((n)
é conhecido, mas até o momento a representacao dos valores ((n), com n
impar, ¢ um problema em aberto. Apesar de nao ser conhecido o valor de
¢(3), o matematico Roger Apéry publicou em 1979 uma prova de que esse
numero ¢ irracional. Vamos apresentar neste trabalho uma demonstragao
mais simples da irracionalidade de ((3) publicada por Frits Beukers também
em 1979, no qual o pré-requisito é o conhecimento do célculo diferencial
e integral para trés varidveis. Também serd apresentado demonstraces
da irracionalidade de v/2 com argumentos geométricos, demonstracoes da

irracionalidade de 7 e a irracionalidade de algumas poténcias do nimero e.

Palavras-chave

Irracionalidade; Ntumeros Irracionais; Zeta; Pi; Numero de Euler.
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Abstract

de Oliveira Alfradique, Zilvan; Cor¢ao Saldanha, Nicolau (Advisor).
A look at the demonstrations of the irrationality of the
square root of two and zeta of three. Rio de Janeiro, 2017. 57p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matemaética, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

This work explores the irrationality of some real numbers, since v/2
to ¢(3). The function ((n), for n greater than 1, was studied by several
mathematicians, with Leonhard Euler as one of the precursors. When n
takes on even values, the value of {(n) is known, but so far the representation
of the values ((n), with n odd, is an open problem. Although the value of
¢(3) was not known, the mathematician Roger Apéry published in 1979
proof that this number is irrational. Let’s present in this work a simpler
demonstration of the irrationality of ((3) published by Frits Beukers also
in 1979, in which the prerequisite is the knowledge of differential and
integral calculus for three variables. Demonstrations of the irrationality of
v/2 will also be presented with geometric arguments, demonstrations of the

irrationality of m and the irrationality of some powers of the number e.

Keywords

[rrationality; Irrational numbers; Zeta; Pi; Euler numbers.
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1

Buscando a irracionalidade através de argumentos geométri-
cos

Nesse capitulo encontra-se uma breve histéria sobre o surgimento dos
nimeros irracionais, baseado em [1]. Também serd apresentado duas demons-
tracoes, com argumentos geométricos, da irracionalidade de v/2 e também a
irracionalidade de v/n? — 1 e v/n? + 1 baseados em [2,3].

1.1
Um pouco de histoéria

Os antigos gregos acreditavam, intuitivamente, na ideia de que duas
medidas sempre seriam comensuraveis, ou seja, dados duas medidas a e
b, existe uma unidade de medida, ndo importa o quao pequeno, de modo
que as medidas a e b sao miltiplos dessa unidade. No entanto, ocorreu
uma estranha descoberta: a existéncia de medidas nao comensuraveis, isto
é, medidas incomensuraveis. As circunstancias e a época para a primeira
percepcao de medidas incomensuraveis sao incertas. A sugestao mais plausivel
é que essa descoberta foi realizada por pitagoricos, provavelmente por Hipaso
de Metaponto, em algum momento antes de 410 A.C. Acredita-se que essa
percepc¢ao veio como consequéncia da aplicagdo do teorema de Pitagoras no
triangulo retangulo isésceles. Eles teriam notado que as medidas da diagonal
e do lado de um quadrado sdo incomensuraveis.

Vamos apresentar uma possivel prova da época para incomensurabilidade
da diagonal e do lado de um quadrado. Considere d e | a medida da diagonal
e do lado do quadrado, respectivamente. Suponhamos entao que d e [ sao
medidas comensuraveis, ou seja, existe uma unidade de medida u tal que d e [
sao multiplos de w. Isso significa d = u-p e | = u - ¢ para algum p e ¢ nimeros
inteiros (Figura 1.1). E possivel obter u de forma que p e ¢ sejam primos entre
si, entao vamos considerar esta hipdtese, sem perda de generalidade.

Do teorema de Pitdgoras obtemos d? = [ 4 2, ou seja, d?> = 2 - [2. Dali,
temos que p? = 2 - ¢?, ou seja, p ¢ um nimero par. Utilizando p = 2 - 7, com
r ndmero inteiro, obtemos a igualdade 2 - r? = ¢% no qual se conclui que ¢
também é um nimero par, o que é absurdo. A contradicdo vem do fato de

supormos que d e [ sao medidas comensuraveis.
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Capitulo 1. Buscando a irracionalidade através de argumentos geométricos 12

A l D
Figura 1.1: AD e BD com unidade de medida em comum

A ideia antiga de medidas comensurdves e incomensurdveis estd intima-
mente conectada com a ideia atual de nimeros racionais e irracionais. De-
finimos nimeros racionais quando pode ser representada por uma fracao de
numeros inteiros, com denominador diferente de zero. Assim, o conjunto dos

numeros racionais pode ser representado da seguinte forma:

Q= §|peZeq€Z,comq7ﬁO

Ao definir uma unidade de medida (simbolizado por 1) e realizar a
construgao baseado nos axiomas de Peano, ¢ possivel verificar que os ntimeros
racionais nao sao suficientes para preencher a reta numérica. Também é possivel
provar, com um argumento similar a realizada anteriormente, que v/2 (simbolo
que representa a medida da diagonal de lado unitdrio) nao é um nimero

racional. A figura 1.2 mostra sua posicao na reta numérica.

-1 0 1 2

NN J
w

Figura 1.2: posicdo de v/2 na reta numérica

Os numeros que faltam para preencher as lacunas sdo chamadas de
numeros irracionais. Vale ressaltar que a utilizacdo da palavra "lacunas" nao
significa que existem uns poucos pontos que faltam ser preenchidos, uma vez

que existem mais nimeros irracionais do que niimeros racionais.
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Capitulo 1. Buscando a irracionalidade através de argumentos geométricos 13

Ao longo da evolugao da matematica surgiram diversas demonstracoes
da irracionalidade utilizando diversas ferramentas matematicas. Vamos exibir

nas proximas sec¢oes algumas demonstragoes com argumentos geométricos.

1.2
Prova da irracionalidade utilizando triangulos

Vamos primeiro provar a irracionalidade de v/2 e, em seguida, estender

a ideia para provar a irracionalidade de v/n2 — 1 e v/n? + 1. Esta prova foi
publicada por Apostol em 2000 e pode ser encontrada em [2].

Para esta demonstracao, comecamos com um triangulo retangulo isésce-

les com cateto de medida unitaria. Suponhamos que a hipotenusa desse trian-

_a

gulo seja racional, ou seja, v/2 = 7

entre si. Ao multiplicarmos todos os lados desse triangulo por b obtemos um

com a e b nimeros inteiros positivos primos

novo triangulo ABC', com angulo reto em A e com todos os lados de medida
inteira. Observe que nao existe outro tridngulo menor e semelhante a ABC
de forma que todos os lados tenham medida inteira. De fato, caso existisse
tal triangulo, significaria que podemos obté-lo multiplicando todos os lados do
tridngulo A;B;C; por uma constante inteira ¢ < b, mas a hipotenusa desse

novo triangulo nao teria medida inteira, o que seria uma contradigao.

By B

Ay 1 C A b C
Figura 1.3: Triangulo A; B;C} semelhante a um triangulo de lados inteiros

O objetivo agora é construir um triangulo menor e semelhante a ABC'
com lados de medida inteira para obtermos um absurdo.

Para construgao desse triangulo, primeiro tragamos um arco circular AD
interno ao tridngulo ABC' com centro em C' e D um ponto sobre a hipotenusa.
Em seguinda, tracamos o segmento DFE, tangente ao arco circular em D
e que intersecta o segmento AB no ponto E. Os tridngulos ABC e BDFE
sao semelhantes ja que sao retangulos com um angulo em comum. Como
AC = CD, temos que BD = DE = BD = AFE (Figura 1.4)
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Capitulo 1. Buscando a irracionalidade através de argumentos geométricos 14

Figura 1.4: Irracionalidade de v/2 - construcio geométrica

Observe que todos os lados do tridngulo BDE sao medidas inteiras e
menores do que os lados do tridngulo ABC' , o que é absurdo. A contradicao
vem do fato de considerarmos v/2 um ntmero racional. Portanto, v/2 é um
numero irracional.

Em geral, podemos estender a ideia da construgao acima para provar a
irracionalidade dos ntimeros v/3, v/5, /8, /10, v/15,/17-- -, ou seja, niimeros

da forma v/n2? — 1 e v/n? + 1 para n inteiro positivo maior que 1.

Para provarmos a irracionalidade de +/n2+ 1, basta considerar um
tridngulo retangulo de catetos 1 e n. Assim considerando a hipotenusa um
ntimero racional, ou seja, vn? + 1 = 3, podemos multiplicar todos os lados por
b obtendo um novo tridngulo ABC, retangulo em A, com AB =b, AC =b-n

e BC = a. A construcao é analoga a demonstragao realizada anteriormente.

B
q

a—b-n

D
b—n(a—b-n)

b-n
/
n(a—b-n)
A .
b-n

Figura 1.5: Irracionalidade de v/n? + 1 - construcao geométrica

Como o triangulo ABC' é semehante a BDE:
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DE AC E bn S—
o . DE =n(a—b-
BD AB  a—=b b na—b-n)

Como DE = AFE, obtemos que EB = AB — AE =b—n(a—0b-n). As

medidas obtidas podem ser observadas na figura 1.5. Assim, todos os lados do

triangulo BDFE possuem medidas inteiras, o que é um absurdo.

J4 para provarmos a irracionalidade de v/n? — 1, basta considerar um
tridngulo retangulo com hipotenusa medindo n e um dos catetos medindo 1.
Assim, por Pitégoras, o outro cateto terda medida v/n? — 1. Supondo vn2 — 1
racional, ou seja, vn?—1 = ¢ podemos multiplicar todos os lados por
b obtendo o tridngulo ABC, retingulo em A, com AB = b, AC = a e
BC = bn. Agora basta realizar a construcao analoga a demonstracio realizada

anteriormente.

b—[a-n—0bn?—1)

/

a-n—bn*—1)

—

Figura 1.6: Irracionalidade de v/n? — 1 - construgao geométrica

Como o triangulo ABC' é semelhante a BDE:

ED  a o Eiza(l%n—a)

b-n—a b b

Sl &
SE
I
Sl
(s

abn — b*(n* — 1)
b
Como DE = AFE, obtemos que EB = AB— AE =b—[a-n—b(n?—1)].

Isso significa que todos os lados do triangulo BDE possui medida inteira, o

ED = & FED=a-n—bn*>-1)

que é absurdo.
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1.3
Verificando a irracionalidade utilizando quadrados

A préxima demonstracao geométrica da irracionalidade de v/2 foi popu-
larizada por John Conway em 1990 em uma conferéncia (as informacgoes dessa
conferéncia pode ser encontrado em [3]), mas feita primeiramente por Stanley
Tennenbaum no inicio dos anos 1950.

Suponha que v/2 seja um nimero racional, ou seja, v/2 = a/b, com a e
b inteiros positivos primos entre si. Observe que a e b sao os menores inteiros
positivos que satisfazem a relacio a? = 2 - b%. De fato, caso existissem inteiros
positivos a; e by, tal que a; < a e a? = 2 b2, entdo terfamos a?/b? = a*/b?, ou
seja, a e b ndo seriam primos entre si, o que geraria uma contradi¢do. A Ideia
para provarmos a irracionalidade de v/2 é construir esses inteiros positivos a;

e by a partir de argumentos geométricos, obtendo assim um absurdo.

Figura 1.7: Relacao entre as areas

Geometricamente, a relaciao a®? = 2 - b? significa que a drea do quadrado
Ap com lado de medida a é igual ao dobro da area de um quadrado By com
lado de medida b. Considere mais um quadrado Cy com lado de medida b.

Sobre o ponto de vista da area, temos a relagao exibida na Figura 1.7.

b a—>

2b—a

Figura 1.8: Sobreposicao dos quadrados By e Cy em Ay
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Sobrepondo os quadrados By e Cj sobre Ay, na posicao indicada na figura
1.8, sao formados trés novos quadrados com lados de medida inteira: um com
lado de medida 2b — a e dois quadrados com medida a — b.

Observe que a soma das areas desses dois quadrados menores formados
¢ igual a area do terceiro quadrado obtido, ja que as areas dos quadrados By e
Cp devem cobrir a area do quadrado Ag. Assim, chamando de A; o quadrado
de lado a; = 2b—a, B; e C} quadrados com lados de mesma medida b; = a—b,

a Figura 1.9 exibe a relagao entre as areas.

bl bl

ay

Figura 1.9: Relacao entre as areas

Observe que a? = 2b? com a; e b; nimeros inteiros. Como a; < a, temos
uma contradicdo. Portanto /2 é irracional.

Essa demonstracio geométrica da irracionalidade de /2 foi estendida
para v/3, /5,16 e v/10 e pode ser encontrado em [4].
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2
Irracionalidade de ¢

Neste capitulo, vamos apresentar uma breve histéria do ntmero e,
detalhada em [1,5], e algumas demonstragoes da irracionalidade de e. Dentre
as demonstracoes, sera apresentado a conhecida prova realizada por Fourier
(1815), uma prova geométrica proposta por Jonathan Sondow em 2006 [6] e a
prova da irracionalidade de poténcias racionais de e, que pode ser encontrado
em [7].

2.1
Breve histdoria do nimero ¢

Acredita-se que a nocao de logaritmo ja era conhecida pelos mesopota-
micos. No museu do Louvre, encontra-se um tablete de argila da mesopotamia
datado de 1700 a.C. contendo o seguinte problema, descrito em linguagem
atual: quanto tempo levara para uma soma de dinheiro dobrar se for investida
a uma taxa de 20 por cento de juros compostos anualmente? Esse problema

pode ser traduzida na seguinte equagao:

(12)* =2

O valor encontrado para este problema foi 3,7870, que para época era
uma boa aproximagao do valor correto, que é aproximadamente 3,8018. Entre
os tabletes de argilas que sobreviveram, um deles lista o resultado da poténcia
de alguns nuimeros, o que indica que os mesopotamicos tinham o auxilio de
tabuas para resolucao de determinados problemas.

A representacao atual para formula de juros compostos é dada por:

M=C(1+1i)

sendo C' o capital, ¢ a taxa de juros, M o montante e t o tempo de aplicacao.
Para cada ‘periodo de conversao’, alguns bancos usam taxa de juros anual
dividida por n, que seria i/n. Como em t anos existem nt periodos de conversao,
um capital C', apés t anos rendera

i

nt
M:C<1+> |

n
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Capitulo 2. Irracionalidade de e 19

Vamos comparar, em um exemplo simples, a quantidade de dinheiro que
um determinado capital ird render depois de um ano para diferentes periodos de
conversao, usando-se a mesma taxa de juros anual. Vamos considerar C' = 1,00,

i =100% =1 et =1 ano. Assim, obtemos a seguinte férmula:

1
M=(1+-)"
(1+2)
Vamos analisar o comportamento desta féormula para valores crescentes
de n.
Periodo ~de n | (141
conversao n
Anual 1 |2

Semestral 2 12,25
Trimestral | 4 | 2,44141

Mensal 12 | 2,61303
Semanal 52 | 2,69259
Diéario 365 | 2,71456

Tabela 2.1: Anélise de alguns periodos

O interessante é que qualquer aumento posterior de n, o valor de M se
aproxima cada vez mais do valor limite 2,71828, mas nao se sabe quem ou
exatamente quando foi notado esse comportamento da expressao (1 + 1/n)",
a medida que n tende ao infinito.

Os logaritmos ressurgiram na Furopa no século XVII da necessidade de
simplificacdo de alguns calculos mateméaticos, como multiplicacdo e divisao.
Até poucos anos antes do ressurgimento dos logaritmos, a simplificacao das
operacoes eram realizadas através de relagoes trigonométricas que poderiam
ser usadas para transformar multiplicacao e divisdo em soma e subtracao. Essas
relacoes trigonométricas ficaram conhecidas como regras prostafaréticas, que
vem do grego prosthaphaeresis que significa ‘adi¢ao e subtragao’. Um exemplo

para este tipo de relacao ¢é indicada abaixo:

2cos A cos B = cos(A + B) 4 cos(A — B)

Por exemplo, para se resolver a multiplicacdo entre os niimeros 20468 e
13579, numa notacao atual, consideraria 2cos A = 0,20468 ou seja, cos A =
0,10234 e cos B = 0, 13579. Consultando uma tabela trigonométrica descobre-
se o valor dos dngulos A e B e da tabela retira-se o valor de cos(A + B)
e cos(A — B). Somando-se estes ultimos valores e, em seguida, ajustando

a virgula, teriamos o valor desejado. E importante salientar que ja nessa
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época era possivel encontrar tabelas trigonométricas com até 15 algarismos
significativos.

Um dos precursores no estudo dos logaritmos foi John Napier (1550-
1617) no qual tratou desse assunto pensando em poténcias sucessivas de um
dado niimero. Vamos exibir um exemplo simples para entender como pensou

Napier.

n|1/2/3]4|5]6 7 8 9 10 11 12
212141816 ]32]64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

Tabela 2.2: Poténcias de 2

Vamos supor que gostariamos de resolver a multiplicagao 32 por 128 com
auxilio da tabela acima. Observe na tabela que n = 5 corresponde a 32 e
n = 7 corresponde a 128. Assim, para se determinar 32 - 128, basta verificar na
tabela o valor correspondente a n = 5+ 7 = 12 que seria 4096. Esse método é
consequéncia da propriedade de poténcia: 2° - 27 = 2°+7 = 212,

Esse esquema apresentado nao é muito pratico no calculo do produto
de quaisquer dois nuimeros naturais, mesmo aproximado, ja que existe uma
grande lacuna entre o valor de cada poténcia. Entao a ideia de Napier para
reduzir as lacunas foi escolher para base da poténcia um nimero préximo de 1,
pois assim, a poténcia cresce lentamente com o aumento do expoente. Napier
escolheu o niimero 0,9999999, ou seja, 1 — #_7 para ser a base da poténcia.
Para evitar decimais, Napier multiplicou cada poténcia obtida por 107. Assim,
se N = 107 (1 — i
Com isso Napier construiu uma tabela, levando vinte anos de sua vida(1594-

L
) , entdao L é o ‘logaritmo’ de Napier do nimero N.

1614) para completar todo o trabalho. Napier publicou seu trabalho em 1614
com o titulo Mirifici logarithmornm canonis descriptio (Uma descrigdo da
maravilhosa regra dos logaritmos). Com o passar dos anos, a ideia de logaritmos
foi sofrendo alguns ajustes até se tornar o que conhecemos hoje.

Observe que existe uma certa familiaridade com a féormula obtida M =
(1 + %)n e do logaritmo de Napier N = 107 (1 — 101_7)L. Com o estudo mais
profundo dos logaritmos, o ntimero 2,71828... aparece de forma natural em

diversos trabalhos da época. No século XVIII, Leonhard Euler simboliza essa
constante pela letra e, que se mantém até os dias atuais. Também é devido
a Euler a primeira demonstracao da irracionalidade de e, em 1737, utilizando

fragdes continuas.

2.2
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Demonstracao classica e geométrica da irracionalidade de e

A préxima prova ¢é devido a Fourier (1815) e esta é a demonstragao mais
conhecida para verificar a irracionalidade de e. Nessa demonstragao é utilizada

a expansao de Taylor de e.

11
e=141dotgt

Suponha que e seja racional, ou seja, e = £, sendo p e ¢ niimeros inteiros
q

positivos. Multiplicando os dois membros da igualdade por ¢!, obtemos:

q! q! q! q! q!

!

e-ql=q +q + +E+ +
N TIET =10 g g+ D! (gr2)!
q' ¢ 1 1
(g-D'=|gd+q+++-q+1)+ +
plazvi=(srate o feon))+ (G g
EZ
EZ A

Se provarmos que A € (0, 1), obtemos uma contradicdo, ja que o primeiro
membro da igualdade serd um ntimero inteiro, o que nao ocorreria com segundo
membro da igualdade.

Como A é o resultado da soma infinita de termos positivos, significa que

A > 0. Basta verificar que A < 1. As seguintes desigualdades sao verdadeiras:

1 1 1 1
G+290+D g+ @+3)a+D+D)  (g+1)7

Utilizando essas desigualdades, temos a seguinte estimativa para A:

_ 1 1 . 1 o1 1 1
q+1 (¢+1)(¢+2)

e R E ) I CES A P

Como ¢ é um inteiro positivo, temos uma soma de P.G. com razao qul

que é menor que 1. Dai:

4o e+l _1/@+1) 1

1—-1/(¢+1)  q/(qg+1) ¢

1
A<5<1 = Aec(0,1)
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o que é absurdo. Portanto e é um ntimero irracional.

Agora vamos apresentar mais uma demonstracao da irracionalidade
de e publicada por Jonathan Sondow em 2006 [6]. Para esta demostracao,

utilizaremos um resultado sobre intervalos encaixantes.

Lema 2.1 Seja {I, = [a,,b,];n € N} uma familia de intervalos reais fechados
e limitados tal que 1,11 C I,. Entio (a,) e (b,) convergem. Além disso, se

lim a, = hm b, , entao N I, = {xo}.
n—o0 neN

Prova. Do fato que I,,1 C I, tem-se a, < a1 < b1 < b,. Isso significa

que as sequéncias (a,) e (b,) sd@o mondtonas e limitadas, ou seja, elas sao

convergentes. Ja do fato que lim a, = lim b,, significa que as sequéncias
n—oo n—oo

convergem para o mesmo ponto, digamos xy € R. Como a, < zy < b, para

todo n natural, tem-se zo € I,, ou seja, g € () I,. Nao é possivel existir
neN

x1 # x tal que x; € N I, pois (a,) e (b,) convergem para xg, assim, para n
neN
suficientemente grande teriamos =1 ¢ [a,, b,] = I,,. Portanto N I, = {xo}
) |
Agora com o lema provado, vamos supor que e seja racional, ou seja,
e= %, com P e ¢ inteiros positivos.
Para essa demonstracao da irracionalidade de e, também utilizamos a
série de Taylor de e. A ideia da construgao dos primeiros intervalos fechados é

exibido abaixo:

L1+ o] =123

]1 = [al,bl] = [1 + ﬂ7 1'

1 1 1 2 5 6
b= lasba] = |1+ 5+ 501+ 35+ 21| = |57 3]

1,1 1,1 1. 27 11617
o +p+m+myﬂmnﬂ

13 = [&3,[)3] = |:1+ 1

I = [as,ba] [1+1+1+1+11+1+1+1+2} {6566}

= |Q = J— J— — —_

P 123l 123l 417 41
Observe que I, = {%, “ki,l}, com a inteiro positivo. Geometricamente,

temos a construcao indicada na figura 2.1.
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Figura 2.1: Intervalos I, I, I3 e I

Observe ainda que I,,11 C I, e que a sequéncia (ay,) e (b,) convergem para

e, ou seja, estamos nas condigdes do Lema 2-1. Isso sifnifica que N 1, = {e}.
neN

O numero e nao pode ser representado por uma fragao da forma 2%

R com

m e k inteiros positivos. De fato, como e € I, teriamos:

m [ a a+1 m_a m_a—l—l
BT kvﬂ HoRME T TR

Para k > 1, isso significaria que e = 77 & 1.

No entanto, observe que podemos escrever e da seguinte forma:

(g—=1D! m
b_ p(q') = sendo m inteiro positivo
q q: q:
o que é absurdo. A contradicao vem do fato de supormos e racional. Portanto

e é irracional.

2.3
Irracionalidade de algumas poténcias de ¢

Vamos definir f pelo seguinte polinémio:

(1 — )"
fz) = — (2-1)
sendo n um numero natural arbitrario.
Esse polinomio sera utilizado nas demonstracoes da irracionalidade de
¢(3), ¢(2), m e €", com r racional.

O préximo lema também serd 1til em algumas demonstragoes.

Lema 2.2 Para todo k inteiro ndo negativo, os valores f*(0) e f*®) (1) sdo

numeros inteiros.

Prova. Observe que se provarmos que f*)(0) é inteiro, também vamos obter que
(1—z)™z™

= f(x).

Entao para provarmos o lema, basta verificar que f*(0) é um niéimero inteiro.

f®)(1) é inteiro como consequéncia da igualdade f(1 — z) =

A féormula de Leibnitz diz que
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) (k) A AN ,
Wy (@) 1 D) () k=)
PO =T = 2 () @ @),
Agora observe que
. d ) 0, sej<n
J — S n g ' ] =
g’ (0) (dx) x » n!, sej=n

Observe que j varia de 0 & k. Assim temos os seguintes casos:
Se k < n, significa que j é sempre menor que n. Logo f*(0) =0 € Z

Se k > n, o tinico termo possivelmente niao nulo do somatério de f*) ()

¢ quando j = n. Nesse caso, teremos:

(k—n)
0= 5 (Mu(g) a-er

Portanto, f*)(0) € Z, para todo k ndo negativo, o que prova o lema.
|

e

=0

Teorema 2.1 Se r é inteiro positivo, entdo e” é irracional.

Prova.

Sendo f como definido (2-1), vamos definir F' por

F(QJ) — r2”f(a:) . 7’2”*1]”'(1:) + 7”2”72]‘1”(1:) L rf(anl)(x) + f(Qn)<x>

Observe que F'(0) e F(1) sao nimeros inteiros, consequéncia do Lema

2-1. Podemos desenvolver a expressao abaixo da seguinte forma:

{e"F(x)} =™ F(z)-r+ e F(x)

= (P () = ) = D @) O ()


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512263/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512263/CA

Capitulo 2. Irracionalidade de e

+e'® (’I“an/(l’) _ ’I“Qn_lf”(ﬂf) 4= ’I"f(Qn) (.T) + f(2n+1))

Eliminando os termos semelhantes:

R @)Y = e (7 (o) + 10 ()

Como o polinémio f(x) tem grau 2n, tem-se f"1(x) = 0. Dai:

{GTIF(J})}I — €m7”2n+1f($)

Integrando os dois membros da igualdade de 0 a 1, em relagao a x:
1 1
/{emF(x)}'dx = /emr2n+1f(x)dx
0 0
1
e F(x)], = 2! /emf(x)dx
0

1
e"F(1) — " F(0) = r*"t! /e”f(a:)da:
0

Como e" = a/b, obtemos:

1
aF (1) — bF(0) = br*t! / e f(x)dx
0
Agora, observe que para 0 < r < 1, temos as seguintes estimativas:
O<az"1l—2)"<1

n(l — n 1
0 l-a)" 1
n! n!

1
O<f($)<ﬂ

Como b, r e € sao positivos:

br2n+16rﬂc

0 < br*"te™ f(z) < '
n!

br2n+167"x

0 < br*"tle™ f(z) < '
n!

1 1 b,r,2n+1€m;

0< /br2”+1emf(:1:)dx < /Tda:
0 0 ’

25
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1

bT2n+1 e’ 1
0 < br?nt! /emf(x)dx < —|—
n! r o
0
b7"2n+1 e’ 60 br2ner
0<aF(l)—bF0) < ———(———) <
aF(1) = bF(0) < (S = Sy < T
,r,Qn
0<aF(1)—bF(0) < be" —-
n!
Como lim ’"2—7 = 0, entdo para n suficientemente grande, ocorre T2—,n < b%
n—oo M- n! e

Dai

0 < aF(1) — bF(0) < 1,

o que é absurdo, pois a F'(1) — bF(0) é um ntumero inteiro.

|
Esse resultado garante que os ntimeros e, €2, €3, - - sdo irracionais.
Corolario 1 Se r # 0 € inteiro, entao €” ¢é irracional.
Prova.
Sendo r inteiro positivo, suponha que ™" seja racional, isto é, ™" = ¥,

com a e b inteiros positivos.

. a
e = — e e = —

Ou seja, €” é racional, o que é absurdo, ja que pelo teorema anterior e” é

irracional. Logo, e™" é irracional para r > 0, ou seja, e” é irracional para r # 0

inteiro.
|
Esse resultado ja garante que também os ntimeros e~*, €72, 73, - -+ sd0
irracionais.

Corolario 2 Se r # 0 € racional, entao e" é irracional.

Prova. Sendo r # 0 racional, r = a/b, com a e b inteiros nao nulos. Suponha

que €" seja racional, isso significa que e” = ™, com m e n nao nulos. Dai:

m b m\? m?
ealb =M (ea/b> _ () — e=D
n n n

Ou seja, e* é racional, o que é absurdo, ja que pelo corolario anterior e®
é irracional. Portanto, e” é irracional para r # 0 racional.

N s P 4 1
Como consequéncia desse tltimo resultado, os niimeros ve3, ve7, e'%/3

e 29 por exemplo, sdo irracionais.
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Corolario 3 Se r é um numero racional positivo e diferente de 1, entao Inr

€ irracional.

Prova. Suponha que Inr seja racional, ou seja, Inr = ¢, com a e b inteiros

positivos. Dai:

lnr:%:ea/b:r

/b ¢ racional. Mas isso é um absurdo, j4 que contradiz o

Ou seja, e
corolario anterior.

|

Esse corolario garante que os nimeros In2;, In5, In0,01 e lng, por

exemplo, sao irracionais.
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Irracionalidade de 7

Neste capitulo, serd apresentado uma breve histéria de m, detalhado em
[1,8] e uma demonstracao de sua irracionalidade que pode ser encontrado em

[7], pagina 20.

3.1
Uma breve historia de 7

Qualquer circulo que se considere, ao dividirmos o comprimento de
sua circunferéncia pelo seu didmetro, obtemos sempre o mesmo valor que é
aproximadamente 3,14159. Por sua grande utilizagao, esse nimero ganhou um
nome supostamente introduzido por Willian Jones em 1706 que ¢é a letra grega
7 e que utilizamos até hoje.

Atualmente, para determinarmos o valor numérico do comprimento ou
da area de um circulo sabendo a medida de seu raio, precisamos utilizar
alguma aproximacao decimal de 7. No entanto, existem vestigios antigos que
mostram calculos realizados em circulos, mas sem a utilizacao numérica de 7.

Um exemplo, é o problema 50 que se encontra nos papiros de Rhind (1650

A.C)

R i

50 ‘ o 5 ‘2:7 2 4;,......11%32\—-"-;1{5_ = U3 LEEL
Ll gy BRIl

Pk g e e g 175 e szl
hl.:.n. uj\ ol c_)m”—. ﬂi‘g{‘l’}i}{dd;l L;____J,.ﬁ,aﬂ.!

Y

Figura 3.1: Problema 50 no papiro de Rhind

O problema 50 diz que uma regiao circular tem didmetro 9 e quer saber
a area dessa regido. A solugdo indicada é a seguinte:

Retire % dela, restando 8. Agora realize a multiplicagdo de 8 por 8§,
obtendo assim 64 que é a area dessa regiao.

Atualmente podemos traduzir este solugao na seguinte formula:

2
4 2
A= (d — g) = 68il, sendo d o didmetro do circulo
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Nessa férmula, o valor de 7 seria aproximadamente 3,16049.

Arquimedes (287 - 212 A.C.) é o primeiro que se tem relato que investigou
com mais rigor o nimero w. Sua investigacdo se baseou no método da
exaustao, que consistia em determinar uma aproximacao para o comprimento
da circunferéncia através de poligonos inscritos e circunscritos a um circulo.

Com isso Arquimedes verificou que o valor de 7 estava entre 3,1408 e 3,1429.

_—

A primeira demonstracao que se conhece de que 7 é um nimero irraci-
onal foi realizada por Johann Heinrich Lambert, em 1761, utilizando fragoes

continuas.

3.2
Irracionalidade de 7

2

Teorema 3.1 7° ¢ irracional.

Prova.

Para esta demonstragao, voltamos a utilizar f definido em (2-1)

n(1 — "
flx) = :E(‘33)7 para algum n arbitrario.
n!

2 2

Suponhamos que 7 seja irracional, isto é, 7 = 2, com p e ¢ nimeros
q

inteiros positivos. Vamos definir a seguinte fungao:

F(z)=q" [72 - f(z) = a2 f'(2) 4+ (—=1)" - @) (2)]

Pelo Lema 2.2, f*(0) e f*)(1) sio ntimeros inteiros para k = 0, 1,2, - - -.

Observe também que a maior poténcia de 7 na expressao acima pode ser

3 . . . A .
n — o) 0 que significa que os denominadores das poténcias de

T que aparecem na expressao podem ser canceladas por ¢". Com esses fatos

escrita como 7
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podemos concluir que F(0) e F/(1) sdo ntmeros inteiros. Essa informagao sera
importante para concluir a demonstracao.

Considere a expressao

[F'(z)sen(rx) — mF(x) cos(mx)]’ (3-1)

Aplicando a derivada
F'(z)sen(nz) + nF'(z) cos(nmx) — mF'(x) cos(mx) + 72 F(x)sen(mx)

= F"(z)sen(rx) + 7 F(x)sen(rx)

Substiuindo pela expansao de F”(z) e F(z), obtemos:

_ sen(wx)q” [W2nf”(x) o 7r2n—2f~(4) (13) 4t (—l)n_17T2f(2n) (33) + (_1)nf(2n+2) (.Z‘)} +

msen(mr)g" [w27 f () — w2 () + -+ (<1 f D () 4 (1) O ()]

= sen(ma)q" [72" £ () — 72D () £ (1) 2O (@) 4 (<1 O ()] +
sen(wx)q" {W2n+2f(x> _ 7T2nf//($) NI (_1)n71ﬂ_4f(2n72) (.T) + (—1)"71'2f(2n) (x)}

Eliminando os termos semelhantes com sinais opostos.

= sen(ma)g" [ f(x) + (—1)" fO ) ()]

- nl—g)? , e oA ..
A expressao (n, 2" ¢ um polinomio de grau 2n. Isso significa que

f@+2) (1) = 0. Entdo a expressdo acima pode ser reescrito como

= sen(mz)q" [7?2”+2f(x) +(=1)"- O]
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= sen(mx)p 7 f(x)

Assim, a expressao (2-2) é igual ao termo obtido acima, ou seja:

[F'(z)sen(nx) — mF(x) cos(mx)] = sen(wz)p"mf(x)

Integrando de 0 a 1 em relacdo a x os dois membros da igualdade,

obtemos:

/(F’(x)sen(ﬂx) — - F(x) cos(mz)) dr = /SGD(W.T)pnﬂ'2f<l’)dI

F'(Dsen(m-1)—m F (1) cos(m-1)—[F(0)sen(7-0)—7 F(0) cos(m-0)] = p"n? /sen(ﬂx)f(x)dx
0

F'(1)-0 — nF(1) - (=1) — F'(0) - 0+ 7F(0) - 1 = pi'z? /sen(m)f(a:)da:

7F(1) +7F(0) -1 = p'r? /sen(wx)f(x)da:

1
p”ﬂ/sen(ﬂx)f(:c)dx = F(1)+ F(0)
0
Agora observe que para 0 < x < 1, temos as seguintes desigualdades:

O<a™(l—a)"<1

"1l —ax)" 1
O<u<7
n! n!
0 1
<f(a:)<m

Como 0 < z < 1, entdo 7, p™ e sen(mz) sdo positivos. Dai:

0 < f(z) - mp"sen(mzx) < 7Tpser'1(7rx)
n!
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i / mp"sen(mx)

0< /f(x) -mp"sen(wx)dr < /7dx

n!
0 0

V2

1
0< Wp”/f(x) -sen(mz)dr < . sen(mx)dx
0

n!
0< F(1)+ F(0) < 2. 2
n!
2-p"
0<F(1)+ F(0) <—
n!
Como Olgn %7; = 0, significa que para n suficientemente grande, ocorre

P < 0,5, ou seja:
ni

0< F(1)+ F(0)<2-0,5

0<F1)+F((0)<1

Mas isto é um absurdo, pois a soma F'(1) + F(0) é um niimero inteiro.

2 2

A contradi¢ao vem do fato de supormos que 7° = %. Logo 7% é um numero

irracional.

[ |
Corolario 4 7« ¢ irracional.

Prova. Supondo que 7 seja racional, ou seja, 7 = ¥, com a e b inteiros positivos,
obtemos:
a 2 a 2

2

Isso significa que 72 é racional, o que é absurdo.
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Irracionalidade de ((3)

Neste capitulo, vamos apresentar uma breve histéria de ((n), a demons-
tragao de ((3) feita por F. Beukers [9], mas originalmente realizada por Apéry
[10].

4.1
Conhecendo ((s)

O problema de Basileia (ou problema de Basel), proposto por Pietro
Mengoli em 1644, consiste em determinar o valor da soma
1 1 1 1
pretetet
Houve algumas tentativas sem sucesso antes da primeira resolucao.
Olderburg enviou uma carta a Leibniz em 1673 perguntando o valor da série,
mas Leibniz nao deu resposta. Em 1689 Jacques Bernoulli confessou sua
propria incapacidade de resolver esse problema. A primeira solucao para este
problema s6 veio com Leonhard Euler em 1735. Essa demonstracao, a rigor,
nao esta correta, pois usa-se um fato que é valido para poliomios finitos, mas
nao é valido para ‘polinémios infinitos’. Como curiosidade histérica, vamos
apresentar essa demonstracao.

A ideia da prova de Euler, inicia com a série familiar:

T

senx:x—g%-a—ﬁ

Podemos reescrever essa igualdade como

senz x?  xt 1S

=1+
- TR

Um polindmio finito p(z) = ag+ayx+asx*+- - - +a,z", pode ser fatorado

4o,

da seguinte forma:

o= (1-2) (- 2) (- )

sendo x1, xo, - -+, x, raizes de p(x)
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As raizes da expansdo senx/x sdo —m, +7, —2m, +27, =37, +3m, - - - . As-
sim, considerando que a fatoracao anterior valida para polindmios finitos tam-

bém seja valida para séries de poténcias, temos a seguinte igualdade:
(-2 0-3) ()
T s T 27 2T
2 2 2
sens (@t (2N (2t
x 2 472 92

2t 2 x? x? x?
(P N RO I IS ) I PR B (5 T IV
3! + 5! 7! + ( 7T2> < 47r2> ( 97r2>

2

Comparando os termos que aparecem x~ nos dois membros da igualdade,

obtemos:

Eliminando —x? nos dois membros da igualdade, obtemos

1 n 1 N 1 N
31 w2 4x? 0 9x?
Multiplicando os dois membros da igualdade por 72, segue
2 1 1 1

T
SR I I
6 +4—’_9+16

2 1 1 1 1
6 rtetatet
Mais de um século apods essa demonstracao de Euler, em 1885, Weiers-

trass provou um teorema que garante a fatoracao de uma funcao analitica
(aquela que pode ser representada por série de poténcia) como produto envol-
vendo suas raizes. Ou seja, houve um longo periodo em que a passagem na
demonstracao de Euler ficou sem justificativa. Neste periodo, surgiram outras
solucoes contendo somente passagens validas para o problema da Basileia. A
demonstracao de Euler sem mencionar o uso do teorema de Weierstrass a torna
invalida pela falta de rigor matematico.

Em geral, a fatoragao obtida por Euler é valido no plano complexo:

2

senz = zkl_ll <1 — ﬂjk2>
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A conclusao obtida por Euler também pode ser obtido através dessa
igualdade comparando os termos que contém z3 no produtério e na expansao
em série de poténcias de senz.

Estendendo o problema de Basileia, podemos definir uma funcao ((n)
como

1 1 1 1 1

— 14— =
o T T T T

sendo n niimero inteiro maior que 1. Para os casos em que n < 1 a série diverge.

Euler apresentou a seguinte férmula para encontrar o valor de ((2n)

G(2m) = -1y S

Sendo que B,, conhecido como niimero de Bernoulli, pode ser obtido

através da recorréncia

Z 1
By=1 o ZBk(kar ):o

k=0

Os primeiros nimeros de Bernoulli estd indicado a seguir:

1 1 1
B():l Bl:_§ 82:6 BSZO B4:_%

1 1
=0 Be=ip Pr=0 Bv=
Assim, os primeiros resultados para ((2n) sao

2 4 6 7.{.8

> 1 T > 1 T > 1 T > 1
LpETs XuTw Xm o on X 9m0

Até a presente data, determinar a representagido dos valores de ((n),
para n impar, ¢ um problema em aberto. Em 1978, o matematico Roger
Apéry apresentou uma palestra intitulada Sur lirrationalité de ((3) (Sobre
a irracionalidade de ((3)). No entanto, Apéry apresentou um prova completa
da irracionaidade de ((3) pegando a todos que estavam presentes de surpresa,
ja que inicialmente os participantes nao sabiam que seria feito a demonstragao.
Muitos na plateia continuaram incrédulos, pois a demonstracao tinha muitos
passos técnicos. Posteriormente foi organizada e publicada em 1979 [10]. Vamos
apresentar mais adiante uma demonstracao mais simples da irracionalidade
¢(3), publicada por Frits Beukers (que estava na plateia de Apéry) em 1979

[9]. Apesar da demonstracdo da irracionalidade ((3) ter ocorrido a menos de
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50 anos, a solucao de Beukers utiliza apenas ferramentas de calculo diferencial
e integral.

O estudo sobre ((n) ainda teve outros avangos. Em 2000, Tanguy Rivoal
provou que hé infinitos niimeros irracionais da forma ((n), com n impar [12].
Em 2001, Wadim Zudilin demonstrou que dentre os ntimeros ¢(5), ((7), ¢(9)

e ((11) existem pelo menos um irracional [13].

4.2
Resultados preliminares

J& comentamos que o valor de ((2) é conhecido e vale ’%f. No entanto,
a demonstragdo que vamos apresentar da irracionalidade de ((3) também
pode ser realizado em ((2) de forma mais elementar. Entdo apresentaremos
primeiro a demonstracao da irracionalidade de {(2) com o objetivo de facilitar a
compreensao da prova da irracionalidade de {(3). Nessa segdo vamos apresentar

resultados que serd fundamental para essas demonstragoes.

Lema 4.1 Para n suficientemente grande vale a estimativa
d, = mme(1,2,...,n) < (2,9)™.

Prova.

Seja n um nimero natural maior que 1. Vale lembrar que simbolizamos
por 7(n) a quantidade de nimeros primos menores ou iguais a n. Para cada
niimero primo p; < n, existe m; € N tal que p" < n < p/"*'. Podemos entdo
reescrever d, da seguinte forma:

d, = mme(1,2,...,n) =2™ .3M2 .53 . ,pr(:l()m

§n-n-n-...-n:n”(")
7w (n) fatores
d, < n~m)
Ind, <m(n)-lnn (4-1)

O teorema sobre a distribuicao dos niimeros primos afirma que

lim () =
=00 g/lnx

Isso significa que dado € > 0, para z suficientemente grande ocorre

()
— <1
xz/Inz ST
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Em particular, para ¢ =1n 2,9 — 1 obtemos

()

x/Inz

<1+mn29-1

In2,9-
m(z) <In lnm

Assim, utilizando essa ultima desigualdade em (3-1)

Ind, <7w(n)-Inn < 1n2,9-i-lnn
Inn

Ind, <n-1n2,9

d < €n~ln 2,9
n

d, <2,9"

|

Sobre os resultados que seguem, aparecerao integrais impréprias. Como

um dos objetivos da dissertacao é enriquecer o conhecimento do tema prin-
cipalmente para professores do ensino basico, vamos simplificar a notacao e
omitir alguns detalhes sobre integrais improprias, para facilitar a compreensao

das demonstragoes. Por exemplo, a integral abaixo

) —Inzy o
51’31_12 //el €]? 1—1’ Ty dxdy

sera representada informalmente pela integral imprépria

111

—1nr
7oy e
0 0

Em alguns momentos, vamos considerar 0 < x,y < 1, sendo que a rigor

estaria no intervalo [e, 1 — €]

Lema 4.2 Sejam r e s inteiros ndao negativos. Se r > s, entdo:

a)
11
//1363/ dx dy
o0 - Y

¢ um nimero racional cujo denominador é um divisor de d?.
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b)

11 |
—Ilnzx

// ymrysdmdy
1—ay

0 0

¢ um nimero racional cujo denominador é um divisor de d?

Ser=s

1 1
Yy 11 1 1
—((2) - = — — — — — - =
//1—xydxdy () 12 22 32 r?
0 0
d)
1 1
~lnzy , 11 1 1
0/0/1_ Sarydrdy =2(CO) 5~ g5~ g5 73

Observagao: No caso r = 0, nos itens c¢) e d) os termos —1% — 2% - 3% -
1 1 1 1 1

=3 € =93 — 55 — 35 — .. — 73 SOIMEM.

Prova

Seja ¢ algum nimero nao negativo. Considere a integral

1 r+o s+a
/ / xl dx dy.
oo - W
Considerando = e y no intervalo [0,1], com (z,y) # (1,1), temos a

seguinte expansao:

1
— =1+ay+ (zy)* + (2y)* + ...

Dai:
11 r+o s—l—a
//ml dx dy
00 -y
11
Z//x”"y””-(1+xy+(xy)2+(xy)3+~-)dxdy
0 0

11
— // r+o s+o +$r+a+lys+a+1 +xr+0+2ys+a+2 +xr+a+3ys+a+3 )d.fll' dy
0 0
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11,
_ // (Z L s+a+k> dz dy
r4o+k+1 ys+o+k 1

dy

1
0 0

1 0o s+o'+k
d
!(,;)r+a+k+1> Y
00 ys+a+k+1

G(rtot+k+1)(s+o+k+1)]

ix

= rto+k+1

=§é 1

o (r+o+k+1)(s+o+k+1)

Ou seja:
11
xr+ays+a o] 1
——dxdy = 4-2
0/0/ 1—xy vy g(r+a+k+1)(s+a+k+1) (4-2)

Considerando r > s, temos a seguinte igualdade, obtida através da

propriedade de fra¢oes parcias:

1 1 1 1
(r+o4+k+1)(s+o+k+1) _r—s(s+a+k+1_r+a+k+1)

Aplicando essa igualdade em (3-2), obtemos:

e~ 1 > 1 1 1
kz:%](r—l—o—i-k—i-l)(s—i—a—i—k—i-l) _kz:%r—s <s+a+k+1_r+a+k+1>

1 & 1 1
_r—s];)(s+a+k+1_r+a+k+1)

1 1 1 1 1 1
r—sls+o+1 r+o+1 s+o0+2 r+o+2 s+o+4(r—s)

1 1 1
r+0+(r—s)+s+a+(r—s+l) S rdo+(r—s+1)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512263/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512263/CA

Capitulo 4. lrracionalidade de ((3) 40

r—s

1 ( 1 1 1 1

s+o+1 r+oc+1 s+o0c+2 r+o+2

1 1 1 1
r+o 2T+o—s+r+a+1 % to—s+1 +>
Eliminando os termos semelhantes com sinais opostos:
11

" toyste 1 1 1 1
//7yda:dy: ( + + ...+ ) (4-3)
s 1—2y r—s\s+o+1 s+o+2 r+o

Fazendo o = 0 na igualdade acima, teremos:

11

"y’ 1 1 1 1
// Y dr dy = ( + +...+)
;4 1—uay r—s\s+1 s+2 r

Como r e s sdo numeros inteiros nao negativos, temos que o segundo

membro dessa ultima igualdade é um ntmero racional cujo denominador é

dado por (r—s)-mmc(s+1,s+2,--- ,r) que é um divisor de d? .Essa afirmacio
vem do fato que mme(s+1,s+2,--- ,r) divide mme(1,2,--- ;r) =d, er—s
divide d,.

Com isso provamos o item a).

Derivando (3-3) em relagdo a o, obtemos:

11 Inz-z7te. ys+a + 1Ily Lprto. ys-i-a
// ] dx dy
00 -y
1 1 1 1
Cr—s (s+o+1)2 (s+o0+2)2 (r4o0)?

Colocando 2" - 7 em evidéncia e aplicando a propriedade da soma

de logaritmos, obtemos:

11
Inzy ., o 1 ( 1 1 1
2Ty e dy = —
//1—fyx N ) R R ) N (e
00

Agora fazendo o = 0, iremos obter:
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11
In zy 1 1 1 1
2t yidr dy = — —
O/O/l—xy S T—S<(8+1)2+(8—|—2)2+ +r2>

A ideia nesse momento é andloga a demonstragdo do item a). Como
r e § sao numeros inteiros nao negativos, temos que o segundo membro

dessa ultima igualdade é um ntmero racional cujo denominador é dado por

(r—s)-mmc((s+1)% (s +2)%, -+ ,7r?) que é um divisor de d® .Essa afirmacio
vem do fato que mme((s + 1)%, (s + 2)%,- -+ ,7?) divide mmec(12,22,--- ,r?) =
[mme(1,2,--+ 7)) = d? e r — s divide d,..

Com isso, o item b) estd provado.

Agora vamos assumir que 7 = s.

Nesse caso, a igualdade 3.1 pode ser reescrita como

- xr+0' r+o 00 1
d:cd = 4-4
// 1- Y ;(r+a+k+1)2 (44)
00
Fazendo o =0
11 ~ 1
Ty
[ EC - —
S -y = (r+k+1)2
1 1 L
C(r+1)2 0 (r+22 0 (r+3)2 7
1 1 1 1
=P rEma e
O que prova o item c)
Agora, vamos derivar (4-4) com respeito a o.
11 Inz- xr-‘,—o’ . yr+a + hly . xr—i—a . yr—i—a 00 )
// dr dy = Z
J ] 1—xy = (k+r+o+1)3

Colocando 2" - 4" em evidéncia e aplicando a propriedade da soma

de logaritmos, obtemos:

11
Inzy ., .. > -2
. 'f'O'T'O'd d —
O/O/l—xyx vy ,;(k+r+a+1)3

Fazendo o =0
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11

In zy > —2
Z2'ydedy =) ———
0/0/1—373/ Y Y kz::l(lwl—r—irl)?’

11
In zy 1 1 1
ay dw dy = —2
[ [ 7=y et e

11
In xy 1 1 1 1
— aydedy=2((3) — = — = — = — e — —
O/O/ T (C(g) 125 3 7‘3>

0 que prova o item d).

No capitulo 2, Definimos a equacao (2-1) como

(1 —x)
n!

fz) =

Vamos utiliza no préximo lema.

Lema 4.3 As sequintes afirmativas sao verdadeiras:

a)

11

1 — ). f
//( 13/) a]:y <x)dxdy:|A"+Bn'<(2)|-d;27p@7"&z4nEZ@BnEZ_
00

11

1
| [ =7 r0@). £ () de dy = At BoC(3)] d, *du dy, para A, € Ze B, € L.
0 0

Prova. Vamos demonstrar a afirmagdo do item a). Expandindo (1 — z)",

obtemos:
a-ar =3 () oy
j=0 \J
Dai:
. () (=)
f( )(x) — d:c”x ;) ( )n!
dn 7; — 1)t
F () = - Z ( >( n!) v


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512263/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512263/CA

Capitulo 4. lrracionalidade de ((3) 43

(’7)(—1)i(n+z)(n+z—1)(n+z—2) ----- (n+i—mn)xt

oS ()

(1—y)".f ") (x)

f0) =3

=0

Assim, o termo pode ser escrito como

> () 5 ()0
11—y

no o (B =yl (0) () (=1

»s GG y)

ELOOCT) 55

Como consequéncia do Lema 4.2, é possivel obter nimeros inteiros a;;
e b;; de tal forma que a integral no segundo membro da igualdade assuma os

seguintes valores:

/1/1 'y’ d B aij/dz, sei#j (Lema 4.2-a)
58 1= W= C(2) = b /d2, sei=j (Lema 4.2-c)

Isso significa que existem A, e B, inteiros de forma que

11

// Pa(@) g gy = An T Bul(2)
1—:cy d?

0 0

). A

0 que prova o item a). Agora vamos demonstrar o item b).

Como f(z) = 20 (?) ("jl)(—l)lxl, temos

s =3 () (e SO )
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EELCTIO o e

De forma analoga ao item anterior, obtemos como consequéncia do Lema
3.2 a existéncia de numeros inteiros a;; e b;; de tal forma que a integral no

segundo membro da igualdade assuma os seguintes valores:
/1/1 In(z.y) Y g gy = aij/d2, se z 7&] (Lema 4.2-b)
)0 -y 2¢(3) — by /d3, sei=j (Lema 4.2-d)

Isso significa que existem A, e B, inteiros de forma que

11 | .
//_ nzry f(")(f)-f(”)(y)dxdyzw
0 0 3

0 que prova o item b).
|

Lema 4.4 Seja D = {(u,v,w) € R¥u,v,w € (0,1)}. Entdo a fun¢io T
definida por

1—w
T(u,v,w) = <u,v, 1—(1—uv)w>

¢ uma bijecao de D em D. Além disso, o Jacobiano J € dada por

—Uuv

/= 1—(1—uv)w)?

Prova. Vamos verificar que T(D) C D. Sendo (u,v,w) € D, as seguintes

desigualdades sao verdadeiras.

O<l—-—w<l1
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0<(l-—ww<w

Como w € (0,1)

0<(l—ww<w<1

“l<-w<—-(1-uww<0

0<l-w<l-(1-w)w<l

1—w
0< ——m<1
1—(1—uv)w
— 1w
LOgO T(D) - (’U,, U, [1_(1_1“))“}]2) g D
Agora vamos verificar que T o T' = (u,v,w), o que significaria que

T=T"1

1—w I e T
Tlu00) =T (w0 ) ( [ (T e et

[1-(1—uv)w]?

B 1—(1—w)w—(1-w) o
_<’ ’1—(1—uv)w—(1_uv)(1_w)> (u, v, w)

Em particular, temos que T' é bijetiva. Agora, denotando f(u,v,w) =

(x,y, z), entao

0z —uv

ow  [1—(1—w)w?

Assim

O Jacobiano J é dada por:

ou Ov Jw
1 0 0
J=|% 0y Oyi _ |y 4 0
ou Ov Jw
A B [17(1:uuvv)w]2
Oou OJv JOw

Os valores que A e B assumem nao é importante no calculo do Jacobiano
J. Logo:
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—uv

/= 1—(1—uwv)w]?

[
Lema 4.5 Sejam g : (0,1) x (0,1) - R e h : (0,1) x (0,1) x (0,1) - R

definidas por

r(1 = 2)y(1 = y)w( - w)
1—(1—zyw

_z(l—z)y(l —y) _
g(x,y) - 1— Ty e h(x,y,w) -

As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

a) 9(z.y) < 55
b) h(z,y,w) < 5

= 27

Prova.

Vamos demonstrar a afirmagao do item a).

l—zy = l—z+z—2y = l—z+2(l—y) > 21 —x\/z(1 —y) = 2V1 —av/a /1T —y

A desigualdade surgiu na comparacao dos termos como média aritmética

e geométrica. Logo:

el —a)y(l-y) . 2(l-ajy(l—-y) _1

) = T ST aaI oy 2

Analisando o ponto de maximo da expressao /x /1 — x:

Vevli—zyT—y

RV N3 / 1
(ﬂ\/l—x): NG —2m (\/E\/l—x):0:>x0:§
Analisando agora o ponto de méximo da expressao y+/1 — y:

' Yy r 2
(yx/l—y)—\/l—y—72 T (y\/ﬂ)—o = =g

. . 1 o
Assim, substituindo zy = 5 e yo =

9(z,y):

, obtemos a seguinte estimativa para

wWro

1 1
9($7y)§§\/5\/1—37v1—3/§§\/517_0\/1—3?03/0\/1—3/0
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11 1 21 1

22233 63

0 que prova o item a). A ideia para provar a estimativa do item b) é andloga

ao item anterior.

l—-(1-ay)w=1—-w+azyw >2V1 —w Jryw =2 V1 —w Vx Jy vz

A desigualdade nesse caso também surgiu na comparacao dos termos

como média aritmética e geométrica. Logo:

z(1 —2)y(l —y)w(l —w)
1 —(1—zy)w

z(1 —2)y(l —y)w(l —w)

2 VI —w vz f§ Yo

h(z,y,w) = <

= VE(-2) Vi () VE VT~ w

Analisando o ponto de méximo da expressao /z (1 — x):

1

-ve (VEl-o) =0 = wm=g

_l—x

=

Observe que o ponto de maximo da expressao ,/y (1 — y) também sera

(Vi =)

Yo = % A expressdo Vw /1 —w ja teve seu maximo calculado no item
anterior que é wy = v/12. Utilizando os valores obtidos, conseguimos a seguinte

estimativa para h(zx,y,w):

e,y w) < 5 VE (1 =) 5 (1 —y) Vi V= w
1 11 21 21 1 1

< 5 Vo (1= 20) v/yo (1 = 40) Vo 1_w0:§ﬁ§ﬁ§ﬁﬁzf7

0 que prova o item b).
|
Vale ressaltar que a prova original realizada por Frits Beukers, foi

determinado exatamente o ponto de maximo de g(z,y) e h(z,y,w), que é

(4

provar para g(z,y) e h(z,y,w) serd suficiente para finalizar as demonstragoes
da irracionalidade de ¢(2) e ((3).

5
) e (v/2 — 1)%, respectivamente. Mas as estimativas que acabamos de
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4.3
Irracionalidade de ((2) e ((3)

Teorema 4.1 ((2) é irracional.

Prova. Para cada inteiro positivo n, considere a integral

L / | (=) (45)

1
- 11—y

Vamos encontrar uma estimativa para a expressao (4-5).

Realizando a integracao por partes em relacao a x, obtemos:

11 o ) () 1 1

// dxdy—/l— /
1—wy

0 0 0 0

\_/

d:r dy

1

(=) (=1
/(1_9@)2 : f( )<I>d5) dy

0

- (\(1 — 1) -

1

1
n -y -1 n—1)
- 1— / : da d
+!( 1—xw2 (z)de dy

0

Realizando mais uma vez integracao por partes em relagao a x, obtemos:

- +0/(1 — y)”O/( (=9)-1 -f(”_l)(a:)dm dy

- f=2) (x)dx) dy

1
—+[(a-y ”/ (=2 () d
0/ 1_@ [0 (@) da dy

0

Apos n integracoes por partes em relagdo a x, obtemos:

o

1

+/ﬂ—yW

0

(=) () dx dy

n+1

()l (1= 2y
(1 —ay)ntt n!

dx dy

o :
\»—‘ O\H

1

1
1 o n n(1 — )"
"//x )"y y) dz dy (4-6)
) xy>n+1
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Combinando algumas informagdes que obtemos até aqui, temos o seguinte

esquema:
11 ) T 1
" n n —y n
n dx d
1) // 17:82/”“ drdy <(—1 ( ) //1 xdy
0 0 | 0 0
|| — Lema4.3 a) Lema 4.4 a) || = Lema 4.2 ¢c) (r=0)
B,((2) + A, 0 ( 1 )
5\ T AT -1 — 2
) o (25) @

Figura 4.1: Esquema para demonstragao de ((2)

Pelo esquema mostrado na figura 4.1, temos a seguinte relagao:

BHC(Q) + A, n 1 "
Bl (m) (@

(1= (@)

=y € positivo no intervalo (0,1)x (0, 1).

Observe que I,, > 0 ja que
Dai:

0 < |In| <

(-1 (Q@) )

0< lB"C(OZ%JFA‘ (6\/—>n ¢(2)

of 1\ w2 1T \"
0 < [BuC(2) + A] < 2 (m) (@) < (2,0" (m) (@

A dltima desigualdade surgiu como consequéncia da desigualdade d,, <

(2,9)", provada no lema 4.1. Logo:

D
w

o -G - (2

Ou seja;

3

o< 1B+ 4 < (] 6@
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Suponha que ((2) seja racional, ou seja, ((2) = g com p e ¢ inteiros

positivos. Dali:

p V3\"
0< |Bn§ + A, < (2> ¢(2)

o<lpB+as <0 (%) <@

Agora observe que § < 1. Isso significa que para n suficientemente

grande, g (?)n ((2) < 1, ou seja:

0< |pB,+qA,| <1

o que é absurdo, pois pB,+¢A,, é um nimero inteiro. Portanto ((2) é irracional.

[
Teorema 4.2 ((3) ¢ irracional.
Prova. Considere a integral
[ [~ In(zy)
—In(xy " "
L= [ [0 10 @) 1) () da dy (+7)
00
Onde f™(z) = d‘inn 7$n(1n_!$)n
A seguinte igualdade é verdadeira:
In 1
o) _ | ; s
1—xy J 1—(1—2ay)z : (4-8)

De fato:

1

0/1—(11—363;),de = lln(l — (- xy)z)]o _ — In(zy)

—(1 —zy) 1—2ay

Podemos entao escrever a integral (4-7) como

111
:///f )dxdydz
1 1—xyz

000

Vamos realizar a integracao por partes em relacao a x:

1 1 1
]n://f(” / e dudyd
1—( l—xy
0 0 0

1

I GRICIC TN .
: 0/[1—<1—xy>z12d]dyd
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Como f*=1(0) = f=1(1) = 0:

11 (n— 1)
//f(") /f )2 dxdydz
)] 1—( 1—xy z]?

Realizando mais uma vez integracao por partes em relacao a x:

T ] g [P @ s D@ P (DD @ ]
O/O/f @)U = (—a)a? |, / i-(-agep |

Como f=2(0) = f=2)(1) = 0, obtemos:

] [ L 6,

[1—(1—azy)e?

Apos n integracoes por partes em relagdo a x, podemos escrever I, como

/1/lf /l[nn)l—xy ])da:dydz
0 0 0

L / / / (2" (L= )" ) o (49)

[1— (1 —ay)z"+!

Agora vamos realizar a seguinte mudanca de variaveis:

T=1u
y=v

_ 1—w
= 1—(1—uv)w
Pelo lema 4.4, Podemos realizar essa mudanga de variaveis e temos o

seguinte resultado.

—uv uv

T~z — VT aTa e

Agora observe as seguintes igualdades:

(1 —w) :1—(1—uv)w—(1—uv)(1—w): uv
1—(1—uv)w 1—(1—uv)w 1—(1—uw)w

1—(1—uv)

Realizando a mudanca de variaveis em (3-9) e, em seguida, utilizando a

igualdade acima, obtemos:
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0/10/10/1(93,9)”.(1 — )" M (y) 2" g _1$y)z]n+1dx dy dz

0/1 / / R e = e s

— (1 —w)w

0/10/10/1 l—u”f )(1_w)ndudvdw (4-10)

Agora vamos realizar novamente integracao por partes, agora em relagao

a v na expressao (4-10).

1

11 f(”
://1—u (1—w "/ ——  dvdudw
1-— 1—uv
00 0

1

_ / Oju_um oy HM

Como f=1(0) = f(=1(1) = 0, obtemos:

[ () (<1 uw
1— (1 —wv)w]?

dv] du dw

11 L o) -
= [ [a—wra-wr {1_(5 1(;]1)10] dv du du

Realizando novamente integracao por partes em relagao a v, obtemos:

f )
[1—(1—uw)w?|

1—(1—uv)w

—/1/1<1—u>“<1—w>"[

1
By i CISSVE1C0 o PP
0
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Como f=2(0) = f=2)(1) = 0, obtemos:

1

:/l/ll—u 1 —w "/f D) (W0 b du

_ 3
/ 1 uv)w

Apds n integracoes por partes em relagdo a v, obtemos:

_ /1/1(1 —u)"(1 —w)”/1 [{(n_n)(“)”l (W) i du

— (1 — wv)w]rtt

]

[1— (1 —wv)w]t!
Organizando as informagoes que temos até aqui, temos o seguinte es-

quema:

T —

0O 0 0
|l — Lema4.30) Lemu4 40) | \H Relagao (4.8)
1

An + Bn((3> ln(ut
d; (27) // 1—w

0
| \ — Lema 4.2d) (r=0)

(;) 2(3)

Figura 4.2: Esquema para demonstragao de ((3)

Pelo esquema da figura 4.2, temos a seguinte relagao:

A, + BoC(3 1\"
+d§’; B < (27) %3

u”(1—w)* " (1—v)"w" (1—w)"
1-(1—wv)w]?+1

Observe que I,, > 0 ja que é positivo no intervalo

(0,1) x (0,1) x (0,1). Dai:

o< Bt BBl (L acw)] = () 209

0< A+ B < & (5) 208) < 2.9 (5) 203)

A dltima desigualdade surgiu como consequéncia da desigualdade d,, <

(2,9)", provada no lema 4.1. Logo:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512263/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512263/CA

Capitulo 4. lrracionalidade de ((3) 54

0 < | A, + BuC(3)] < (2223>n 20(3) = (259)% 2((3)

Suponha que ((3) seja racional, ou seja, ((3) = g com p e ¢ inteiros

positivos. Dai:

2’9 3n
0<]An+Bn§]< ( - ) ¢(3)

279 3n

Agora observe que Q—ég < 1. Isso significa que para n suficientemente

3n
grande, ¢ (23—9) ¢(3) < 1, ou seja:
0 < |pBn+qA, <1

o que é absurdo, pois pB,+¢A,, ¢ um nimero inteiro. Portanto ((3) é irracional.
[
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5
Consideracoes finais

Neste trabalho foram apresentados algumas demonstragoes sobre irracio-
nalidade, desde o conhecido v/2 até o nio tao conhecido ¢(3) com o objetivo de
enriquecer o conhecimento do tema principalmente para professores do ensino
basico. Apesar de boa parte das ideias aqui expostas ndo serem possiveis de-
senvolver com alunos do ensino basico, acredito que o Educador deva conhecer
com mais profundidade os assuntos que sao abordados com seus alunos. Um
dos casos que melhor exemplifica é sobre o nimero 7™ que é apresentado aos
alunos como um numero irracional. Ainda que nao se justifique aos alunos o
por qué da irracionalidade de 7, o conhecimento da histoéria e das ferramentas
que necessitam para demonstra-la cria uma base sélida sobre o assunto, dando
ao docente uma seguranca para trasmitir aos alunos assuntos que envolvam
irracionalidade de .

A exposicao de ((n) teve o objetivo além do citado, de iterar o docente
com os problemas recentes sobre irracionalidade. Apesar de ter sido uma de-
monstragao recente (1979), as ferramentas utilizadas para a prova da irraci-
onalidade de ((3) que apresentamos sao relativamente simples, tendo como
pré-requistito o conhecimento de algumas ferramentas de calculo diferencial e
integral.

Nessa dissertacao tive a preocupacao em especial de exibir um contetido
de facil compreensao. Tentei expor cada demonstracao o mais detalhado que
pude e tentei simplificar algumas notagoes para facilitar a compreensao de

determinadas contas.
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