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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo apresentar as relagdes entre as Séries e Transformadas de
Fourier e a teoria musical. Embora possam aparentar duas dreas distintas, a musica e a mate-
matica possuem fortes ligacdes, o que tem provocado interesses, por parte de pesquisadores.
Em alguns momentos da histéria, essa ligacdo fica especialmente importante, como, a titulo de
exemplo, na criagdo das escalas Pitagérica e Temperada ou atualmente com o uso de tecnolo-
gias. Neste sentido, este trabalho tem a pretensdo de responder ao seguinte problema: como se
apresentam as relacdes entre as Séries e as Transformadas de Fourier e a teoria musical? Por
meio da andlise da literatura que aborda o assunto, foi possivel se apropriar de conhecimentos
que possibilitaram, ao pesquisador, estabelecer um quadro conceitual e definir a referéncia ted-
rica: da teoria musical e relacOes matemdticas envolvidas, especialmente aquelas relacionadas
ao som; das defini¢des e conceitos das Séries e das Transformadas de Fourier, enfatizando sua
relevancia na compreensao dos aspectos fisicos do som, como o timbre e as Séries Harmonicas,
que deram o suporte necessdrio ao andamento da pesquisa. Através dos estudos foi possivel,
com o auxilio dos softwares livres SpecAn e Audacity, a construcdo de espectros de frequén-
cia do som de alguns instrumentos musicais, com o propdsito de perceber como a temética
abordada se relaciona com situacdes reais. As teorias de Fourier apresentadas podem ser um
meio interessante para instigar o aluno a conceber a matematica como ferramenta para explicar
inimeros fendmenos, além de mostrar que ela é fundamental para o desenvolvimento das tecno-
logias. Este, sem divida, ¢ um caminho que possibilita a compreensdo de saberes mateméticos
e, portanto, uma contribuicao efetiva no processo de ensino e aprendizagem da matematica na

Educacgao Bésica.

Palavras-chave: Teoria Musical; Séries Harmonicas, Fourier, Musica.






ABSTRACT

This research has as goal to look the relations between the Series and Fourier Transforms and
the musical theory. Although they may appear two distinct areas, music and mathematics have
strong connections, which arouse interest at some researchers. In some moments of history,
this connection is especially important, as, for example, in the creation of the Pythagorean and
Temperate scales or currently with the use of technologies. In this sense, this research intends to
answer the following problem: how are the relations between the Series and the Fourier Trans-
form and the musical theory? Through the analysis of the literature that addresses the subject,
it was possible to appropriate knowledge that enabled the researcher to establish a conceptual
framework and define the theoretical reference: of musical theory and mathematical relations
involved, especially those related to sound; Of the definitions and concepts of the Fourier Series
and the Fourier Transform, emphasizing their relevance in understanding the physical aspects
of sound, such as timbre and the Harmonic Series, which gave the necessary support to the
progress of the research. Through the studies, it was possible, with the help of the free software
SpecAn and Audacity, to construct frequency spectra of the sound of some musical instruments,
in order to understand how the subject addressed is related to real situations. The Fourier theo-
ries presented can be an interesting point to instigate the student to understand of mathematics
as a tool to explain many phenomena, besides to showing that it is fundamental for the de-
velopment of technologies. This, without a doubt, is a way that enable the understanding of
mathematical knowledge and, therefore, an effective contribution in the process of teaching and

learning of mathematics in Basic Education.

Keywords: Musical Theory; Harmonics Series; Fourier; Music.
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1 INTRODUCAO

A matematica e a teoria musical possuem uma antiga e profunda relacdo. Segundo AB-
DOUNUR (2006), os primeiros sinais desse elo matemdtica/musica surgem quando Pitdgoras,
através de experiéncias com sons do monocérdio, efetua uma de suas mais belas descobertas
que, na época, foi considerada o quarto ramo da matemaética: a musica. Esta se caracteriza por
ser uma das expressdes artisticas mais importantes da humanidade e estd presente em todos os
lugares, sejam em manifestacdes culturais, religiosas, como fins educacionais ou até mesmo em
tratamentos de enfermidades. Numa visao mais artistica, BONA (2004) define musica como
a arte de manifestar os diversos afetos de nossa alma mediante o som. Para MED (1986) mu-
sica € a arte de combinar os sons simultaneamente e sucessivamente, com ordem, equilibrio e

propor¢do dentro do tempo.

Na teoria musical, as propriedades mateméticas ajudam a compreensao de diversos con-
ceitos como as férmulas de compasso, o tempo de cada figura musical, a frequéncia das notas,
a formacao de escalas, as séries harmonicas, dentre outros. No entanto, a matematica por si s6
ndo € capaz de explicar completamente a musica, nem esta explica aquela, mas ha uma forte
ligacdo entre essas duas dreas, o que torna quase impossivel falar de teoria musical sem recorrer

em algum momento a conceitos matematicos.

Nesse contexto, conhecer e interpretar alguns conceitos relacionados diretamente a te-
oria da musica pode se tornar especialmente interessante na compreensdo desse elo, pois a
musica €, de maneira simplificada, uma sucessdo de sons e siléncio organizada ao longo do
tempo. Desse modo, compreender as principais caracteristicas do som como a altura, a inten-
sidade e o timbre tornam-se imprescindivel na busca de resposta ao seguinte problema, que se
constitui o eixo norteador do presente trabalho, qual seja: como se apresentam as relacoes

entre as Séries e as Transformadas de Fourier e a teoria musical?

Como o som se comporta como uma onda, a altura (som “mais agudo” ou “mais grave”)
estd relacionada com a sua frequéncia, a intensidade (som “mais alto” ou “mais baixo”) dire-
tamente ligada a amplitude da onda e o timbre, relacionado diretamente a natureza do corpo
sonoro. E através do timbre que se pode diferenciar se determinada nota foi executada por um

violino ou um saxofone, por exemplo.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), fisico e matemadtico francés, mostrou que
qualquer onda pode ser representada pela somatéria de varias outras ondas senoidais e, se essa
onda for periddica, a frequéncia das componentes senoidais sdo valores multiplos da frequén-
cia de repeti¢dao da forma de onda. Assim, os sons de frequéncia fundamental e os chamados
harmonicos sdo ondas com formato de senoide que formam juntas o som resultante. As amplitu-
des desses harmonicos estdo relacionadas diretamente ao timbre do som executado, permitindo
caracteriza-lo como brilhante, suave, estridente, oco, dentre outros adjetivos criados para dis-

tinguir os sons.
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1.1 JUSTIFICATIVA

Historicamente as diversas dreas da matemdtica sempre estiveram presentes no cotidi-
ano das pessoas e em diversas dreas cientificas ou artisticas, algumas mais perceptiveis, como a
geometria e a aritmética por exemplo. No entanto, € inegdvel que observar e compreender essa
proximidade é um desafio a alunos (seja da Educagdo Basica, graduagdo ou pds-graduacgdo) e
até mesmo aos professores, que lidam constantemente com situagdes do tipo “para que serve

18s0?”.

Nesse contexto, o fato de ter certa afinidade com a musica, por ser um musico ama-
dor, e o interesse em explorar esse “casamento” entre a teoria musical e a matematica tem sido
um agente motivador na elaborac@o e no desenvolvimento deste projeto que, além dos obje-
tivos elencados, visa mostrar implicitamente a beleza da matematica em uma das mais belas

expressoes artisticas: a musica.

Além disso, especificamente a musica relacionada as teorias de Fourier € um tema ainda
pouco explorado e com um nimero de publica¢des reduzido em comparacio a outros temas,

despertando ainda mais o interesse pelo assunto.

1.2 OBJETIVOS

Tendo em vista 0 exposto nas secdes anteriores apresentam-se os seguintes objetivos

para o presente trabalho:

i Descrever, historicamente, a construcdo da relacdo entre a matematica e a teoria musical;
ii Apresentar topicos de teoria musical;
i1 Compreender a construcdo das escalas musicais € os conceitos matematicos envolvidos;
iv Interpretar matematicamente as principais caracteristicas do som;
v Descrever os conceitos de Séries e Transformadas de Fourier;
vi Apresentar as principais relagcdes entre Séries e Transformadas de Fourier e a teoria mu-
sical;

1.3  METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS

Na busca por respostas a questdo problema e em face aos objetivos tragados, o trabalho
foi desenvolvido apoiado na metodologia de pesquisa qualitativa exploratoria, pelo fato de que

esse tipo de pesquisa
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(...) tem como objetivo proporcionar maior familiaridade com o problema,
com vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipéteses. Pode-se dizer
que estas pesquisas tem como objetivo principal o aprimoramento de ideias ou
a descoberta de intui¢des. Seu planejamento €, portanto, bastante flexivel, de
modo que possibilite a consideracdo dos mais variados aspectos relativos ao
fato estudado. (GIL, 2002, p. 41).

Embora bastante flexivel, na maioria dos casos a pesquisa exploratdria envolve levan-
tamento bibliografico e andlise de exemplos que possam ajudar na compreensdo. De acordo
com SALVADOR (1986), a revisao bibliografica € um instrumento de pesquisa caracterizado
pela consulta em documentos escritos originais primarios e sua principal vantagem encontra-se
no fato de permitir ao investigador a cobertura de uma gama de fendmenos muito ampla (GIL,
2002).

A partir da defini¢do do problema e dos objetivos, o desenvolvimento deste trabalho
iniciou-se com a investigacdo e consulta sobre o tema em diversas publica¢des nacionais e es-
trangeiras, para a partir dai desenvolver os capitulos de forma a proporcionar boa compreensao

sobre 0s aspectos musicais e matematicos que abrangem o assunto.

Os graficos gerados para a andlise dos espectros de frequéncias (apéndices) foram obti-
dos com o uso de um notebook com microfone integrado para capturar o som dos instrumentos
(sax tenor, clarinete, 6rgdo eletronico, violino, dentre outros), executados pelo préprio autor
e, por meio de softwares, obtidas as ondas em fun¢do do tempo ou da frequéncia. Embora as
gravacgdes nao tenham sido realizadas em estidio acustico, as influéncias sofridas devido a qua-
lidade dos equipamentos ou do ambiente utilizado ndo representaram problemas significativos

na elaboracao dos exemplos.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Além deste Capitulo 1, o trabalho apresenta outros quatro capitulos. No Capitulo 2,
descrevem-se um breve histérico da miusica e nogdes bdsicas de teoria musical para facilitar a
compreensdo de alguns termos utilizados no decorrer do trabalho. Apresentam-se neste capi-
tulo, texto que trata da relac@o entre a matemadtica e a musica, conceitos fisicos/mateméticos do

som e as Séries Harmonicas.

No Capitulo 3 sdo abordados conceitos, definicoes matemadticas e exemplos relacio-
nados as Séries e as Transformadas de Fourier, bem como suas representacdes para sinais de

tempo continuo ou discreto.

O Capitulo 4 estabelece-se a interconexao entre os Capitulos 2 e 3, buscando, sobretudo,
ferramentas tedricas que possibilitam alcancar os objetivos propostos pelo trabalho. Descreve-
se as relacdes entre os conceitos apresentados por Fourier e a teoria musical, buscando alcancar

os objetivos elencados.
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No Capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes obtidas com a pesquisa, bem como, pro-
postas para trabalhos futuros. Apresentam-se ainda, na sequéncia, as referéncias bibliograficas
e apéndices. Nestes estdo contidas as andlises espectrais dos sons de instrumentos musicais,

feitas com o auxilio de softwares.
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2 MATEMATICA E MUSICA

Embora possam aparentar duas dreas tdo distintas, a mudsica e a matemadtica possuem
fortes ligacOes. Os registros histéricos da maioria das civilizacdes remetem, em algum mo-
mento, a presenca da musica e da matemadtica, mesmo que separadas. Mas o desenvolvimento
da musica sempre esteve atrelado a conceitos matematicos, mesmo que implicitos, no entanto,
em alguns momentos essa ligacdo fica especialmente importante, como na criacdo da escala
Pitagdrica ou atualmente, com o uso de tecnologias. Neste capitulo apresentamos um breve
histérico da musica e sua notagdo, nocdes bésicas da teoria musical e ainda a relacdo da ma-
temdtica com a teoria musical. Finalizamos o capitulo explorando alguns aspectos fisicos e

matematicos do som, enfatizando conceitos e caracteristicas das Séries HarmoOnicas.

2.1 BREVE HISTORICO DA MUSICA

Nao hé relatos precisos sobre quando surgiu a musica. Vestigios como pinturas em
cavernas sugerem que o homem pré-historico descobriu os sons da natureza e utilizava a musica
nas cerimOnias e rituais, sejam com gritos, sons produzidos por meio de pedra, madeira, ou

mesmo pelo préprio corpo.

Outras pistas do desenvolvimento musical nesse periodo sdo os fragmentos de supostos
instrumentos musicais, como o 0sso de urso com idade entre 43.000 e 82.000 anos encontrado
nos Alpes da Eslovaquia em 1995, no qual apresentava furos matematicamente distribuidos
capaz de produzir intervalos musicais de tons e semitons (ABDOUNUR, 2006). E possivel que

este seja o instrumento mais antigo conhecido.

Figura 1 — Flauta de osso de urso encontrado nos Alpes da Eslovdquia em 1995

Fonte: www.wikiwand.com/pt/Flauta

Nas grandes civiliza¢des antigas, desde as primeiras surgidas na Mesopotamia entre 0s
rios Tigres e Eufrates até Egito, Grécia e Roma, a musica era muito presente. Na Mesopotamia,
por exemplo, em meio a ruinas das cidades foram descobertos harpas e citaras de origem assiria,

além de que, por meio das pinturas € possivel perceber que esses povos ja usavam instrumentos
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de sopro, de percussdo e de cordas. Além disso, entre os achados hd também registros através
de simbolos cuneiformes que contém informacdes técnicas sobre escalas musicais utilizadas na
época (KILMER, 1998).

No Egito, a musica estava muito ligada ao culto aos deuses e era praticada através dos
cantos tradicionais e de instrumentos como a harpa, a lira, as flautas, além de instrumentos de
percussdo como os tambores. J4 na Grécia, a musica era cultivada como arte e como ciéncia,
visto que era uma das disciplinas fundamentais da educacdo dos jovens. O desenvolvimento
musical grego estabeleceu um importante marco historico com a criacdo dos tetracordes e das
escalas com sete tons, além de que de acordo com ABDOUNUR (2006), tedricos musicais
como Pitdgoras, Arquitas, Aristoxeno, Erastotenes contribuiram com a construgdo de diferentes

escalas.

Influenciados pela arte musical grega, os antigos romanos também tinham uma forte li-
gacdo com a musica. As artes visuais e exemplares encontrados retratam um rico conhecimento
sobre instrumentos musicais de vdrias categorias como os de sopro, de cordas e de percussao,
que eram empregados em orquestras publicas, rituais religiosos ou até mesmo nos servigos
militares. Ha vestigios de manuscritos da notagdo musical romana, no entanto sio de dificil

interpretacdo comparando a notagdo atual.

Desde a queda do Império Romano até meados do século XV, a musica medieval esteve
fortemente ligada ao cristianismo, que se encontrava em rapida expansdao. Nesse periodo, o
Vaticano unifica a prética litdrgica e o Papa Gregério I institucionaliza o Canto Gregoriano, que

consistia em musicas religiosas monofdnicas (linica melodia) sem acompanhamento.

Foi no século XI que a notagdao musical sofreu grandes transformagdes e as simbologias
que eram utilizadas para indicar alteragdes ritmicas ou melddicas, conhecidas como Neumas,
foram substituidas por um sistema de nota¢do com linhas, que atualmente é conhecido por pauta
musical. Além disso, o monge italiano Guido D’ Arezzo (992-1050) designou as notas musicais
como sdo conhecidas atualmente, utilizando as iniciais da primeira estrofe do hino a Sdo Joao
Batista, escrito em latim por Paolo Didcono entre os anos de 720 e 799:

Ut queant laxis,
Resonare fibris,
Mira gestorum,
Famuli Tuorum,
Solve Polluti,
Labii reatum,

Sancte Iohannes.
(COTTA, 2008)

Assim, as notas musicais passaram a ser identificadas como Ut, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si, e pos-
teriormente a silaba Ut foi substituida por D6, sugerida pelo musico italiano Giovanni Battista

Doni (1593-1647) no intuito de facilitar a prontncia.

A partir de entdo, a musica atravessa diversos periodos, incrementando elementos im-

portantes para a evolugdo da sua teoria. Desde a Renascenga (1400-1600), cujas composicoes
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exploravam melodias com transposi¢do de notas e periodo Barroco (1600-1730) marcado pelo
uso da harmonia tonal e o surgimento de diversas formas musicais como a Opera, até a cha-
mada Musica Moderna (primeira metade do século XX), quando foram criados novos efeitos
em harmonias vocais, em instrumentos e nas combinacgdes de escalas e ritmos, denotando uma
linguagem musical que perdura até os dias atuais. Vale ressaltar ainda que, no ano de 1939 foi
estabelecido um padrdo absoluto de frequéncias para as notas musicais, tendo universalizado o

padrao de 440 Hz para a nota 14 (situada acima da nota d6 central do piano).

Atualmente, com o advento de novas tecnologias surgem também instrumentos eletrd-
nicos, sintetizadores de som e a tecnologia de armazenamento digital de som, que pode ser
considerado um passo intermediario fundamental entre o desenvolvimento das escalas e o es-
tado da arte atual na interacao entre Matematica e Miusica (CARVALHO et al., 2009).

2.2 NOCOES BASICAS DE TEORIA MUSICAL

Uma das expressoes artisticas mais importantes da humanidade, a musica esta presente
em todos os lugares, sejam em manifestacoes culturais, religiosas, como fins educacionais ou
até mesmo em tratamentos de enfermidades. Numa visdao mais artistica, BONA (2004) define
musica como a arte de manifestar os diversos afetos de nossa alma mediante o som. Para MED
(1986), a musica € a arte de combinar os sons simultaneamente e sucessivamente, com ordem,

equilibrio e propor¢ao dentro do tempo.

De maneira simplificada, a musica pode ser considerada como a arte de combinar os
sons perceptiveis e os sons imperceptiveis (siléncio) ao ser humano. Vale ressaltar que os
topicos de teoria musical que serdo apresentados sdo apenas nogdes bdsicas, visto que o objetivo
ndo € o aprofundamento da teoria da musica, mas permitir uma iniciacdo musical para facilitar

a compreensao do que serd discutido posteriormente.
2.2.1 Elementos da Teoria Musical

Antes de tentar compreender e interpretar as simbologias presentes em partituras € im-
portante conhecer alguns elementos e propriedades da musica. A musica € dividida em trés

partes fundamentais:

a. Melodia: € o conjunto de sons sucessivos que formam o sentido musical propriamente
dito.

b. Harmonia: conjunto de sons simultdneos obedecendo determinada estética musical, tam-

bém conhecida por acordes.

c. Ritmo: € a combinagao de valores, isto é, a ordem e a propor¢dao em que estao dispostos

0s sons que constituem a melodia e a harmonia.
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Definido como a sensac¢do produzida no ouvido pelas vibracdes de corpos eldsticos
(MED, 1986), o som ¢ caracterizado, no contexto da musica, como som musical (produzido por
vibragdes regulares, se apresenta perfeitamente definido e pode ser grafado) ou ruido (produzido

por vibragdes irregulares e ndo pode ser grafado).

Algumas propriedades da musica estdo diretamente relacionadas as principais caracte-

risticas do som, sendo elas:

a. Altura: estd relacionada a frequéncia das vibragdes e caracteriza o som como ‘“mais

9% ¢

grave”, “mais agudo”, ou intermedidrio.
b. Duragdo: extensdo de um som ou tempo de emissdo de vibragdes.

c. Intensidade: estd relacionada com a amplitude das vibragdes e caracteriza o som como

“mais forte” ou “mais fraco”.

d. Timbre: € a caracteristica sonora que permite identificar a origem do som produzido.
Através do timbre € possivel distinguir o som gerado por um saxofone e um violino, por

exemplo, mesmo que ambos reproduzam um som na mesma frequéncia.

As notas musicais sdo apenas sete: do, ré, mi, fd, sol, ld, si. Essas notas sdo repre-
sentadas em um sistema formado pela disposicao de cinco linhas paralelas horizontais e quatro
espacos intermedidrios, chamados de pentagrama ou pauta. As linhas e os espagos sdo contados

de baixo para cima e servem para identificar o nome e a altura da nota escrita.

Figura 2 — Linhas e espacos de uma pauta ou pentagrama
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Fonte: musicalizandocomfundamentostaylis.blogspot.com.br/2015/09/pentagramas-claves-e-notas-musicais.html

Graficamente, a nota musical € representada com sinal na forma oval e sua posi¢cao no

pentagrama determina se esta € mais aguda ou mais grave.

Figura 3 — Representacdo de notas musicais no pentagrama
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Fonte: teoriamusicalemfoco.com.br/wp-content/uploads/2016/04/notas-musicais-clave-de-f%C3%A1-2.jpg
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Como no pentagrama sé € possivel representar nove notas (Figura 3), as vezes € neces-
sario utilizar linhas suplementares, que sdo curtos segmentos de linhas horizontais que servem
como uma extensdo do pentagrama tanto para cima como para baixo, sendo possivel entdo a
representacdo de notas mais graves ou mais agudas do que aquelas representadas apenas no

pentagrama.

Figura 4 — Notas musicais representadas em linhas suplementares
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Fonte: popliteral.com/br/wp-content/uploads/sites/2/2015/09/suplementary-lines-1.png

E importante destacar que as sete notas citadas anteriormente sao denominadas como
“naturais”, mas existem também as variagdes devido aos “acidentes musicais”, conhecidos por
bemdis e os sustenidos. Para compreender o que sdo esses “acidentes” cabe destacar os concei-

tos de intervalo, tom e semitom:

a. Intervalo: € a diferenca de altura entre duas notas.
b. Semitom: € o menor intervalo entre duas notas musicais.

c. Tom: € o intervalo formado por dois semitons.

O acidente € um sinal que, colocado diante da nota, altera sua entoagdo. O sustenido
(considerado alteragdo ascendente) é representado pelo simbolo “f” e eleva a altura da nota
natural em um semitom. Existe também o dobrado sustenido (x), que eleva o som em um
tom. O bemol (alteracdo descendente) abaixa a altura da nota natural em um semitom e é
representado pela letra “b”, ja o dobrado bemol (bb) abaixa o som da nota em um tom. H4 ainda

o bequadro (}7), que anula o efeito dos demais acidentes.

Os semitons podem ainda ser classificados como semitom natural (quando € formado
por notas naturais e nesse caso, existem apenas dois: mi-fa e si-dd), semitom diatonico (formado
por notas de nomes diferentes, por exemplo: 144-si) ou semitom cromadtico (formado por notas

com mesmo nome, por exemplo, 1db-14).

No pentagrama, além das notas musicais, também sao representadas as pausas, que sao
sinais indicando um intervalo de “siléncio” numa melodia. Tanto as notas quanto as pausas sao
representadas graficamente de acordo com a durac¢do do som e essas figuras sdo chamadas, em
ordem decrescente de duracdo, de semibreve, minima, seminima, colcheia, semicolcheia, fusa

e semifusa, como destacado na Figura 6.
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Figura 5 — Exemplo de acidentes na partitura da musica “Espinha de Bacalhau™ de Severino
Aratjo
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Fonte: www.swiss-jazz.ch/musique-bresilienne/EspinhaBacalh.pdf

Figura 6 — Notas e pausas correspondentes
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Fonte: adriannems.blogspot.com.br/2015/12/figuras-ritmicas-ou-valores.html

Cada figura musical indica o tempo de execugdo de cada nota (ou pausa) numa compo-
sicdo musical. A semibreve possui um tempo de duragcdo duas vezes maior que a minima, e esta
por sua vez, o dobro da seminima e assim por diante, isto €, cada simbolo subsequente tem a
metade do tempo de duracdo do anterior, conforme o esquema representado na Figura 7. Cabe
ressaltar que o tempo de dura¢do de uma determinada nota musical estd relacionado também a

outros aspectos, dentre eles a forma de compasso, que serd esclarecido posteriormente. Cada

Figura 7 — Comparativo entre os valores (tempo de duragcdo) das notas musicais
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Fonte: (BONA, 2004)

figura pode ainda ter seu valor aumentado ou diminuido, caso apareca acompanhada de outros

simbolos, dentre os quais:
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a. Ponto de aumento: € um sinal que, representado a direita da nota ou pausa, aumenta a

metade de sua duracdo. A nota com o ponto é chamada de “pontuada”.

b. Ponto de diminuicdo: € um sinal representado sobre (ou sob) a nota que divide seu va-
lor em duas metades, sendo a primeira de som e a segunda de siléncio. Esse ponto é

conhecido pelos musicos como staccato (italiano) e significa destacado.

c. Fermata: € um sinal sobre a nota ou pausa que indica um prolongamento no tempo da

mesma, ficando a critério do intérprete a sua duracao.

d. Ligadura ou Legato: é uma linha curva grafada sobre (ou sob) a figura indicando que a

passagem de uma nota a outra deve ser feita sem a interrupcao do som, isto €, ligados.
Figura 8 — Pontos de diminuicao.
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Fonte: conservatorio0.tripod.com/pto_cima_pto_baixo_.gif

Figura 9 — Ligadura, fermata e ponto de aumento.
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Fonte: www.abrahamdevar.com/wp-content/uploads/2015/08/fermata-pause-symbol-music-theory-abraham-
devar.jpg

Outro elemento importante na pauta musical e que ird cadenciar e ditar o andamento
da musica é o compasso, que consiste na divisdo da musica em intervalos regulares de tempo.
Os compassos podem ser de 2 tempos (bindrio), 3 tempos (terndrio), 4 tempos (quaternério)
etc., e ainda classificados como simples ou composto. No pentagrama, 0s compassos aparecem
separados por barras perpendiculares as linhas horizontais, sdo as chamadas barras de compasso
(Figura 10).

No inicio de uma pauta € escrita uma fracdo, denominada férmula de compasso, que
determina qual o “tamanho” de cada compasso. O denominador dessa fra¢do determina qual fi-
gura equivale um tempo (1: semibreve, 2: minima, 4: seminima, 8: colcheia, 16: semicolcheia,
32: fusa, 64: semifusa). O numerador indica quantos tempos sao necessarios para completar
um compasso, ou seja, o numerador indica quantidade e o denominador corresponde a quali-
dade da figura. Por exemplo, se uma pauta apresentar a férmula de compasso ?T (1€-se “3 por

4”), significa que cada seminima equivale 1 tempo e o compasso serd formado por 3 seminimas
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(% + }1 + }1) ou outras figuras equivalentes a 3 tempos. Alguns compassos como j—{ e % podem

eventualmente aparecer representados por C e um C cortado, respectivamente.

Figura 10 — Barras de compasso.
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Figura 11 — Pauta com férmula de compasso % preenchidos com diferentes figuras.
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Fonte: www.sotutorial.com/index.php/tutoriais-teorial-musical/teoria-musical-014-formula-de-compasso/

Vale ressaltar que a formula de compasso, embora tenha sido tratada como fracdo, nao
¢ representada na pauta com uma barra entre o numerador e o denominador, no entanto é fécil
Ver que um compasso %, por exemplo, pode ser matematicamente interpretado como a fragdao

simplificada % que equivale dizer que o compasso € formado por metade de uma semibreve.

Os elementos musicais apresentados até aqui estdo relacionados a identificacao de figu-
ras, duracio de acordo com o tipo de compasso, alteragdes de altura devido aos acidentes, dentre
outros, no entanto, hd um elemento imprescindivel na composi¢ao de uma pauta: a clave. De
acordo com MED (1986), clave (vem do latim e significa chave) é um sinal colocado no inicio
da pauta que d4 seu nome a nota escrita em sua linha, tendo as notas subsequentes nomeadas
sucessivamente de acordo com a ordem: doé, ré, mi, fa, sol, 14, si, d6. Atualmente sdo utilizados

trés tipos de claves: de sol, de f4 e de d6, sendo as duas primeiras as mais utilizadas.

A clave de sol escrita sobre a segunda linha do pentagrama tem como base a nota sol,
que antigamente era representada pela letra G, enquanto que a clave de f4 € escrita na quarta
linha e sua simbologia € derivada da letra F, que era a representacdo da nota f4 antes de D’arezzo
renomear as notas (Figura 12). Na Figura 13 € possivel observar a nota sol na segunda linha do

pentagrama (clave de sol) e abaixo, a nota f4 na quarta linha (clave de f4).

Embora todas as notas possam ser representadas em qualquer clave, a clave de sol é

propria para grafar as notas agudas (violino, flauta, clarinete, oboé, voz do soprano ou contralto,
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Figura 12 — Evolucdo das claves de sol e fa.
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Fonte: (MED, 1986, p. 16)

Figura 13 — Nome das notas nas claves de sol e de f4.
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Fonte: musicaeadoracao.com.br/26158/teoria-musical-online-leitura-de-musica-clave-de-sol-e-clave-de-fa/

etc.), ja a clave de fa € utilizada para representar notas graves (violoncelo, tuba, fagote, sax

baixo, contrabaixo, voz do tenor ou baixo, etc.).

E importante destacar ainda outro elemento da teoria musical, a escala. Escala (do latim
“scala”, que significa escada) pode ser definida como uma sucessdo de notas consecutivas as-
cendentes ou descendentes, ou até mesmo como uma sucessao ordenada de sons compreendidos

numa oitava'.

Quanto ao numero de notas, uma escala pode ser classificada como pentatonica (5 no-
tas), hexacordal (6 notas), heptatonica (7 notas), podendo ainda ser natural (diatonica) ou artifi-
cial (cromdtica). A escala diatdnica € uma sequéncia de sete notas diferentes consecutivas com
intervalo de um tom ou um semitom entre elas. A escala cromética é uma sequéncia de doze

semitons consecutivos.

2.3 RELACAO ENTRE A MATEMATICA E A TEORIA MUSICAL

E inegdvel que a matematica sempre esteve presente na histéria da humanidade, desde
0s tempos mais remotos com a contagem de objetos e animais até os dias atuais. Na tentativa de
buscar fundamentos cientificos para explicar fendmenos da natureza, os conceitos matematicos
atrelados a arte tém se intensificado ao longo dos anos, em especial a musica, que apresenta

caracteristicas tdo entrelacadas a matematica que é quase impossivel falar da teoria musical

I Intervalo entre uma nota musical e outra com o dobro ou a metade de sua altura (frequéncia).
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Figura 14 — Escala cromatica ascendente e descendente.
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Fonte: notasdeouro.blogspot.com.br/p/vilino.html

sem recorrer, por diversas vezes, a conceitos matematicos.

Na teoria musical, as propriedades matemdticas ajudam a compreensdo de diversos con-
ceitos como as formulas de compasso, o tempo de cada figura musical, a frequéncia das notas, a
formacdo de escalas, as séries harmonicas, dentre outros. Entretanto € importante ressaltar que
a matematica por si s6 nio explica completamente a musica, nem o contrdrio, mas os estudos
em matematica/musica deixam explicita a forte ligacdo entre essas duas dreas, aparentemente

tao distintas.
2.3.1 Matematica e Musica: da escala pitagorica a escala bem temperada

Desde a Antiguidade, a matematica e a musica possuem profunda relagcdo, apesar dos
registros apresentarem essas duas dreas separadas na maioria das vezes. Mas, segundo AB-
DOUNUR (2006),

(...) os primeiros sinais de casamento entre a matemadtica e a musica surgem
no século VI a. C., quando Pitdgoras, através de experiéncias com sons do
monocdrdio, efetua uma de suas mais belas descobertas, que d4 & luz, na época,
ao quarto ramo da matematica: a musica. Ibid., p. 4

O monocérdio é um instrumento composto por uma Unica corda esticada entre dois ca-
valetes fixos sobre uma prancha ou uma caixa de ressonincia, com um cavalete ou haste mével
sob a corda que a divide em dois segmentos. Atribui-se a Pitdgoras a inven¢do do monocor-
dio, que buscava através de seus experimentos, relagdes entre o comprimento da corda e 0 som

produzido por ela, utilizando razdes entre nimeros inteiros para explicar o fendmeno.

Pitdgoras percebeu que pressionando um ponto situado a % do comprimento da corda em
relagdo a sua extremidade e tocando-a, o som produzido correspondia a oitava do som emitido
pela corda inteira. De maneira andloga, pressionando a corda a % do tamanho total da corda,
ouvia-se a uma quinta acima e a % era obtida uma quarta acima do tom original (Figura 16). De
maneira mais clara, considerando uma corda esticada no monocérdio de comprimento original
12, ao reduzi-la para 6, ouve-se a oitava, para 8 o som emitido € a quinta acima e para 9, é

obtida a quarta. Esses intervalos sdo conhecidos por consonancias pitagoricas.
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Figura 15 — Monocoérdio de Pitdgoras.
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Fonte: matrix.fis.ucm.es/phystorm/experimentos-en-casa/101-expcasacategory/expdinamicasubcategoria/96-el-
monocordio

Figura 16 — Consonancias pitagdricas obtidas pressionando a corda do monocérdio.
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Fonte: O autor

Os pitagoéricos consideravam que os intervalos mencionados, obtidos em instrumentos
de cordas ou mesmo em tubos de ar (como flauta simples composta por tubos de tamanhos
diferentes) cujas dimensodes estivessem relacionadas por fracdes simples, geravam combinagdes
percebidas como agraddveis e essas consonancias eram justificadas pelo fato de que os nimeros
1, 2, 3 e 4 geravam toda a perfeicio (ABDOUNUR, 2006, p. 6). O sistema musical criado por
Pitagoras, no entanto, ndo era suficiente para gerar todos os acordes e sons conhecidos, tornando
interessante estabelecer novos intervalos dentro de uma oitava.

3 2.1

Observe que, considerando os comprimentos da corda do monocoérdio 1, 7 5€75as

4 3
>3°2
atual podem ser denominadas como do, fa, sol e d6 novamente, mas uma oitava acima. A nota

frequéncias das notas produzidas sdo proporcionais a 1 e 2 respectivamente, que na notacao
fa caracteriza um intervalo de quarta (isto €, a quarta nota apds a nota inicial dd), a nota sol,
intervalo de quinta. A razdo entre 2 e % ¢ igual a %, revelando que o intervalo entre a segunda e a
quarta nota € novamente um intervalo de quinta, fato que colaborou com o surgimento de novas
notas, tomando-se uma nota e multiplicando-a ou dividindo-a pelos fatores % ou %1 transpondo

as notas obtidas a oitava referéncia.

A partir dai as notas da escala, utilizando a notacdo moderna e iniciando em do6, teriam

as seguintes razoes:
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Tabela 1 — Gama pitagérica

| D6 | Ré | Mi | Fa | Sol [ La | Si | D6
1 g 1641 3 2 [ 16 [ 128 1
‘ ‘ 9 ‘ 81 ‘ 4 ‘ 3 ‘ 27 ‘ 243 ‘ 2 ‘

Apesar dessa gama pitagérica? ter sido utilizada durante toda a Idade Média e modifi-
cada apenas a partir do século X VI, esse percurso de quintas nem sempre encontrard uma nova
nota com frequéncia equivalente a nota inicial do processo, o que significa dizer que todas as
possiveis notas musicais e suas respectivas frequéncias ndo serdo obtidas nesse processo. Alge-
bricamente € possivel verificar tal fato. Os intervalos de quinta possuem relacdes de frequéncia
%, portanto, tomando uma nota com frequéncia f, apds percorrer m quintas, a nota alcangada
corresponde a frequéncia f. (%)m No entanto, os intervalos de oitavas naturais estdo associa-
dos a frequéncia 2, ou seja, percorrendo n oitavas a nota obtida terd frequéncia multiplicada por
2". Portanto, pode-se afirmar que um nudmero inteiro de quintas jamais serd equivalente a um

ntimero inteiro de oitavas, isto &, f. (3)" # f.2".

As notas produzidas nesse percurso possuem frequéncias intermedidrias as notas da
escala diatonica, que sdo os sustenidos ou os bemdis, de acordo com os intervalos de quinta
tomados. Conforme explica CARVALHO et al. (2009, p. 9), o fato de que cada vez que se
muda o ponto de partida da escala serem obtidas diferentes frequéncias, dificulta na producao de
instrumentos musicais de uso universal e ainda na transposicao da tonalidade de obras musicais.
A partir dai, na busca para solucionar esse problema, a alternativa encontrada foi a construcao
de uma escala composta de 12 partes (semitons) no intervalo de oitava, obtidas inserindo 11
meios geométricos entre o som fundamental e sua oitava, cuja razio é 21]*2, ou seja, tomando 1
como frequéncia do som fundamental, serdo obtidas para as outras notas da gama a sequéncia

2 3 4 11 »
212,212,212, ..., 212, 2. Surge entdo a escala bem temperada.

A Figura 17 ilustra bem a diferencga entre as duas escalas, deixando claro que a espiral
segue infinitamente para a escala ndo temperada enquanto que a escala temperada € distribuida

simetricamente sobre uma circunferéncia, ou seja, permite um ciclo.

Na tabela 2, através do comparativo entre as frequéncias relativas das notas da escala
pitagdrica e da escala bem temperada é possivel notar que algumas notas intermedidrias, como
réft e mib por exemplo, tiveram suas frequéncias unificadas. Esse padrio absoluto de frequéncias
para as notas musicais surgiu apenas em 1939, quando foi estabelecido um padrdo de 440H z
para a nota 14 (situada acida da nota d6 central do piano), mas até entao as orquestras de diversos

paises afinavam de forma diferente seus instrumentos.

Embora o temperamento tenha servido como um meio termo entre as distintas afinacdes
e € utilizada no mundo todo atualmente, hd sons incapazes de serem reproduzidos utilizando

essa gama, como diversos sons na natureza ou até mesmo na execucao de uma musica chinesa,

2 Como era chamada essa sequéncia formada de quintas puras.
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Figura 17 — Escalas temperada e ndo temperada.

Fa# # Sol b

® escala temperada

O escala nao temperad

Fonte: (ABDOUNUR, 2006, p. 14)

Tabela 2 — Comparagdo entre as escalas pitagorica e temperada

Nota | Relagao freq.(Pitagérica) | Freq (Hz) | Relacao freq.(Temperada) | Freq (Hz)
D6 1,000 132,000 1,000 132,000
Dol 1,053 139,061 1,059 139,788
Réb 1,067 140,958 1,059 139,788
Ré 1,125 148,500 1,122 148,104
Réf 1,185 156,444 1,189 156,948
Mib 1,200 158,578 1,189 156,948
Mi 1,265 167,062 1,260 166,320
Fab 1,265 167,062 1,260 166,320
Mif 1,332 175,999 1,335 176,220
Fa 1,333 176,000 1,335 176,220
Faj 1,404 185,415 1,414 186,648
Solb 1,423 187,945 1,414 186,648
Sol 1,500 198,000 1,498 197,736
Solf 1,580 208,592 1,587 209,484
Lab 1,601 211,438 1,587 209,484
La 1,687 222,750 1,682 222,024
Lat 1,777 234,666 1,782 235,224
Sib 1,801 237,867 1,782 235,224
Si 1,898 250,593 1,888 249,216
Déb 1,898 250,593 1,888 249,216
Sif 1,999 263,999 2,000 264,000
D6 2,000 264,000 2,000 264,000

arabe ou indiana j4 que esses povos desenvolveram escalas com 5, 17 e 22 notas respectiva-

mente.
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2.3.2 Aspectos fisicos e matematicos do som

Compreender algumas propriedades musicais implica em conhecer as caracteristicas
fisicas do som, que € a esséncia da musica simplificadamente definida como a arte de combinar
os sons. Antes de definir o som é importante apresentar algumas propriedades das ondas, com

énfase as mecanicas.

As ondas sao movimentos oscilatérios que se propagam em um meio € transportam
energia. H4 duas categorias distintas de ondas, as eletromagnéticas, que nao requerem um meio
material para se propagar, isto €, podem se propagar no vacuo (ondas luminosas, raio-x ou de
radio, por exemplo), e ainda as ondas mecdnicas, que segundo SERWAY e JR (2004), pode ser
definida como a transferéncia de uma perturbacio através de um meio material sem transferir

matéria (por exemplo, 0 som).

Todas as ondas mecanicas requerem uma fonte de perturbacdo, um meio que possa
ser perturbado e algum mecanismo fisico pelo qual as particulas do meio possam influenciar
umas as outras (Ibid., p. 441). Assim, a maioria dos instrumentos musicais produzem som por
meio de vibragdes de cordas (violino, guitarra, contrabaixo, etc.), vibracdes da coluna de ar
(instrumentos de sopro em geral) e vibragdes oriundas de instrumentos de percussdo (bateria,

pandeiro, tamborim, etc.) e quase sempre o meio de propagacgdo € o ar.

De acordo com a dire¢do da vibragao, as ondas mecanicas podem ser classificadas como
transversal, quando as vibracdes das particulas sdo perpendiculares a direcao de propagacao,
ou longitudinal, se oscilam na direcdo de propagacio (SEARS; ZEMANSKY; YOUNG, 1984),
como € o caso das ondas sonoras. A representacdo grifica de uma onda descreve uma curva
cujo comportamento se repete em um determinado periodo, ou seja, € periddica, alternando sua
concavidade para cima e para baixo ao atingir seu valor maximo (crista) ou minimo (vale ou

depressao).

Figura 18 — Representacdo de uma onda.

«+— Comprimento de Onda —»

crista
vale

Fonte: www.lief.if.ufrgs.br/ cloliveira/introducao.html

O som é uma onda mecanica periddica e longitudinal que possui as seguintes caracte-

risticas:
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1. Frequéncia (f): nimero de oscilacdes completas da onda num determinado periodo de
tempo, sendo mais comum a utiliza¢do do hertz (Hz), que significa ciclos por segundo.
Assim, uma frequéncia de 120H z, por exemplo, significa que a onda completa 120 os-
cilagdes em 1 segundo. Musicalmente, é a frequéncia que possibilita classificar a altura
do som, isto €, quanto maior a frequéncia da onda sonora, “mais agudo” esse som se

apresenta c, quanto menor a frequen01a, ‘mais grave sera o som.

Figura 19 — Frequéncia da nota L4 em quatro oitavas diferentes.

110Hz

Wawwa //\/\/\/W\/
\/ \/ \/ /UUUUU

U.ﬂ-!] III.CH D.EIE" D.DD D.D1 0,02

440Hz A 880Hz A

0,00 0.01 0,02 0,00 0,01 0.02

Fonte: espacientifico.weebly.com/tema-5—bloque-xi.html

2. Amplitude (A): é o deslocamento maximo de uma particula com relacdo ao ponto de
equilibrio, isto €, a metade da distancia entre o vale e a crista da onda, e esté relacionada
diretamente a quantidade de energia transportada. A amplitude determina a intensidade

do som (“mais fraco” ou “mais forte’’), medida em decibéis (dB).

3. Comprimento da onda (A): distancia entre uma crista (ou vale) e outra(o), que denota a

distancia percorrida pelo som durante o periodo de vibragdo.

4. Periodo (T): é o tempo minimo necessdrio para que uma particula realize uma oscilagio

completa e € igual ao inverso da frequéncia (f):

T = 7 (1)

5. Velocidade da onda (v): € razdo entre a distancia percorrida pelas ondas e o tempo gasto,
ou seja, a velocidade em que as ondas se deslocam no meio, podendo variar de acordo
com o meio que estd sendo perturbado. As ondas sonoras se deslocam através do ar (a

temperatura de 20°C) com uma velocidade aproximada de 343m/s, j4 numa barra de
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Figura 20 — Ondas senoidais de mesma frequéncia com amplitudes distintas.
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V VY

Som forte (maior amplitude)
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Som fraco (menor amplitude)

Fonte: www.explicatorium.com/cfq-8/caracteristicas-do-som.html

cobre essa velocidade aumenta para 3560m/s. Matematicamente, a velocidade pode ser

representada por:

=fa (2)

Outra caracteristica importante das ondas sonoras € o timbre e estd diretamente relacionada a
qualidade prépria do som, o que permite distinguir sua fonte geradora. Por exemplo, se uma

nota for executada simultaneamente por um diapasio”,

um violino e uma flauta, é possivel
diferenciar o som de cada instrumento mesmo sendo essa nota de altura e intensidade iguais.

Isso acontece porque cada instrumento (ou voz) gera ondas de formato singular (Figura 21).

Para melhor compreensdo do que serd discutido posteriormente, é importante destacar
a representacdo matematica de uma onda, em especial as ondas senoidais que sdo resultados
de oscilagdes em um movimento harmonico simples (MHS), produzidas por uma determinada
fonte. O MHS € o movimento oscilatério que ocorre quando ““a aceleragdo, e portanto, também
a forca resultante, sdo ambas proporcionais e opostas ao deslocamento a partir da posicao de
equilibrio” (TIPPLER; MOSCA, 2006, p. 466).

Matematicamente, a onda senoidal € representada por uma fun¢do cuja equacdo é dada

y = Asen (2; ) 3)

em que a amplitude A representa o valor maximo do deslocamento, y € o deslocamento em uma

por

posicdo qualquer x, A é o comprimento de onda definido e consequentemente, 2~ T influencia

diretamente no seu periodo e é chamado de niimero de onda.

3 Instrumento metélico com formato de forquilha usado para auxiliar na afina¢io de instrumentos ou vozes e

que, ao fazé-lo vibrar emite o som da nota L4 (440H 7).
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Figura 21 — Formatos de ondas.
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Fonte: www.fonologia.org/imagens/img_som_timbre.jpg

E possivel verificar que quando o valor de x é aumentado por um multiplo inteiro de A,

ao se deslocar para a direita com velocidade v, a func@o da onda num instante posterior ¢ €

y:Asen[

T(X - vt)} . 4)

Dessa forma, como v = % entdo substituindo na equacdo anterior obtém-se a Equacgdo (5),

mostrando a natureza periédica de y no espaco e no tempo.

X t

y = Asen|2n (S -7 )] (5)

T

Figura 22 — Onda senoidal se deslocando para a direita com velocidade v (onda progressiva).

3

vt
I .

t=0

l

Fonte: (SERWAY; JR, 2004, p. 447)
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O som, no entanto, € um dos fendmenos ondulatdrios presentes na natureza que nao
pode ser descritos por uma tnica onda, mas por uma combinagdo de vérias ondas progressivas.
Assim, ao tocar um instrumento musical cada nota executada é composta da superposi¢ao de

vérios sons de frequéncias distintas. Essa série de sons é denominada Série Harmonica.
2.3.3 Séries Harmonicas

Um som musical tem sempre uma altura definida e resulta em uma vibrag¢ao ondulatéria
regular. Essa vibragdo é composta pelo som gerador (também conhecido por som fundamental)
e uma série de sons de menor intensidade, mas de frequéncia maior, denominados harmonicos,
formando assim a Série Harmonica. Tomando como exemplo a quarta corda do violoncelo
(nota D6 grave), além de vibrar em toda a sua extensdo, também vibra em sua metade, em sua
terca parte, quarta parte, e assim por diante, gerando sons mais agudos mas de baixa intensidade.
Dessa forma obtém-se a nota D6 (fundamental ou 1° harménico), nota D6 uma oitava acima

(2° harmonico), nota Sol uma oitava acima (3° harmonico), etc.

Figura 23 — Vibracdes em uma corda de comprimento L.

= =

8
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Fonte: espalhandomusica.blogspot.com.br/2014/04/origem-das-notas-musicais-serie.html

Nesse caso, como o comprimento de uma corda € inversamente proporcional a frequén-
cia do som gerado, o som fundamental € o que possui a menor frequéncia, ja o segundo harmo-
nico tem frequéncia duas vezes maior, o terceiro trés vezes maior e assim sucessivamente. Entao
relativamente a frequéncia f; a série harmonica de cada nota musical obedece o seguinte pa-
drao: f1, 2f1, 3f1, 4f1, 5f1, ... . Matematicamente a Série Harmonica € infinita e pode ser

representada como uma fung¢do periddica através de uma soma de funcdes senoidais, ou seja:

f(x)=kysen(2n.f1x)+ kysen(2n.2f1x) + k3sen(2n.3 f1x) + ... (6)
flx)= i knsen(2m.nf1x) (7)
n=1

sendo k, a amplitude (ou intensidade) dos harmonicos e n. f| a frequéncia de cada harmoénico

a partir da frequéncia fundamental f;. E importante ressaltar que a sequencia k, decresce na
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medida que n cresce, ja que os harmonicos sdo cada vez menos intensos enquanto as frequéncias

aumentam linearmente.

Figura 24 — Representacdo dos cinco primeiros harmonicos de uma nota.

W = sinx
Y Resultante y = 0.5.5in2x
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H3
H4 H5

=] .

¥

y = sinx + 0,5sin2x + 0,3sin3x + 0.2sindx + 0,1sinbx

T T

Fonte: www.feiradeciencias.com.br/salal4/image14/14_TO05_05.gif

Na Figura 24 estao representados os cinco primeiros harmonicos provenientes de uma
determinada vibracdo com frequéncias iguais a 1,2,3,4,5,6, etc. e cujas amplitudes k,, foram
atribuidos aleatoriamente, mas decrescentes. A onda resultante da superposi¢ao desses harmo-

nicos € representada pela fungao
y = sen(x) 4+ 0,5sen(2x) 4+ 0,3sen(3x) + 0,2sen(4x) + 0,1 sen(5x) (8)

em que sen(x) representa o 1° harmonico (fundamental), 0,5sen(2x) o 2° harmonico (H2),

0,3sen(3x) o 3° harménico (H3) e assim por diante.

Uma nota musical quando emitida é determinada sempre pelo som gerador, ou seja,
se a frequéncia fundamental corresponder a 440H z, entdo o som corresponde a nota L4 (se-
gunda corda do violino). Os harmonicos que acompanham o som fundamental podem variar de
acordo com cada instrumento musical (ou voz) e sdo fatores determinantes na qualidade sonora,
isto €, o timbre resulta da intensidade e da qualidade dos harmdnicos que acompanham o som
fundamental. Um saxofonista, por exemplo, pode evidenciar diferentes harmonicos soprando
com mais ou menos intensidade, ou até mesmo mudando o posicionamento da boquilha do

instrumento na boca.

Musicalmente, os primeiros harmonicos que acompanham um som gerador podem ser
apresentados no pentagrama, deixando visivel que os intervalos entre o primeiro € os demais
harmonicos estabelecem uma hierarquia entre consonancia e dissonancia*. As seis primeiras

notas, a partir do som gerador, possuem som mais forte e sdo consideradas consonantes e, a

4 Consonantes sio intervalos mais estdveis em que duas notas soam sem que uma cause interferéncia na outra

e sdo agraddveis ao ouvido, ja os intervalos dissonantes sdo instdveis e a vibragdo de uma nota interfere na
outra, causando a sensacdo de “desafinacdo”.
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partir da sétima nota, o som tende a ficar cada vez mais fraco, formando intervalos dissonantes.

Figura 25 — Representagdo dos 16 primeiros harmonicos da nota D6.
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Fonte: www.dirsom.com.br/index_htm_files/Serie%20Harmonica.pdf

Os padrdes de onda produzidos pela maioria dos instrumentos musicais ndo sio se-
noidais, no entanto, como j4 mencionado, as ondas sonoras tem caracteristica periddica. Isso
permite representa-las com precisao arbitraria pela combinag¢ao de um nimero suficientemente
grande de ondas senoidais que formam uma série harmonica, em outras palavras, qualquer fun-
cdo periddica pode ser representada como uma série de termos de seno e de cosseno. A soma
desses termos que representam a forma de onda periddica é denominada Série de Fourier, tema

que serd abordado no capitulo 3.
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Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) foi um matematico e fisico francés famoso
por seus estudos relacionados a decomposicdo de funcdes periddicas em séries trigonométri-
cas convergentes e suas aplicacdes, apresentadas na Théorie analytique de la chaleur (Teoria
Analitica do Calor, 1822).

Este capitulo abordaré as defini¢cdes, os conceitos e exemplos relacionados as Séries e as
Transformadas de Fourier. No entanto, para melhor compreensdo € imprescindivel uma breve

discussao sobre as func¢des ortogonais.

3.1 FUNCOES ORTOGONAIS

Antes de apresentar a definicio de ortogonalidade de funcdes, recordemos algumas pro-

priedades elementares dos vetores.

Dois vetores © = (a,b) e U = (c¢,d) sdo chamados ortogonais se o produto interno entre
eles for nulo, isto é, < i,y >= 0 ou il.V = (ac + bd) = 0. A defini¢do é vilida para vetores com
trés ou mais componentes, embora ndo seja possivel representar geometricamente vetores com

um nimero maior do que trés componentes.

Em particular, pode-se pensar numa fun¢do A(x) como um vetor com uma infinidade
de componentes, sendo o valor de cada componente determinado pela substituicao de valores x
pertencentes ao intervalo [a, b] (SPIEGEL, 1974).

Assim, duas fungdes f(x) e g(x) so ditas ortogonais no intervalo [a, b] se

b
(f.g) = / F(X)g(x)dx =0, ©)

sendo (f,g9) = | ab f(x)g(x)dx definida como o produto interno (ou produto escalar) de f(x) e

g(x) no intervalo [a, b].

2

Exemplo 1. Verifique se as fungdes p(x) = 2x> e g(x) = x? sdo ortogonais em [—2,2].

2 %672
(p.q) :/ 2x3x%dx = {—}
) 31,

Solugdo:

(r.q) =0

Como o produto interno de p(x) e q(x) € zero, entdo as fungdes sdo ortogonais em [-2,2].
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Exemplo 2. Mostre que as fungdes f(x) = sen(x) e g(x) = sen(5x) sdo ortogonais no intervalo
0,7].

Solugao:
Identidade trigonométrica:

cos((k —w)x) —cos((k+w)x)
2

sen(kx)sen(wx) = (10)

Demonstragdo:
I.cos(kx+wx) = cos(kx)cos(wx) —sen(kx)sen(wx)

I1.cos(kx —wx) = cos(kx)cos(wx) + sen(kx) sen(wx)
De II-I tem-se:
cos(kx —wx) —cos(kx +wx) = 2sen(kx)sen(wx)
Logo,
cos((k —w)x) —cos((k+w)x)

[l
2

sen(kx)sen(wx) =

Assim: .
/ sen(x)sen(5x)dx =
0

1

= 5/0 [cos(x —5x) —cos(x+5x)|dx =

1 s
= 5/0 [cos(—4x) — cos(6x)]dx =

1 [sen(4x) sen(6x)} d

2| 4 6 o

_ % lsen4(147r) - sené67r)} oo

Portanto, f(x) = sen(x) e g(x) = sen(5x) sdo ortogonais em [0,7].

Um vetor & é chamado vetor unitdrio ou vetor normalizado se sua magnitude for a
unidade, isto é, se ii.ii = i = 1. Estendendo o conceito, dizemos que a fung¢do A(x) é normal

ou normalizada em [a,b] se
b
/ {A(x)}dx =1 (11)
a

Assim, um conjunto de fungdes {@y(x)}, para k = 1,2,3,..., com as propriedades

b
/ Gr(x)pw(x)dx =0, parak #w

b
/ {¢r(x)}Pdx=1, parak=123,..
a

é chamado ortogonal e ortonormal no intervalo [a,b].
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Exemplo 3. Verifique se o conjunto de func¢des {sen(x),sen(2x),sen(3x),...} é ortogonal no

intervalo [—m,7].

Solugdo:
Deve-se verificar se [”_sen(kx)sen(wx)dx =0, para k # w (k,w € NU{0}):
Substituindo a identidade (10) temos,

/” sen(kx)sen(wx)dx = %/” cos((k —w)x)dx — % /ﬂ cos((k+w)x)dx =

- - -

% [sen((kk_—xw)x) - Sen(ik ++xw>x)} :T _0

Portanto, o conjunto € ortogonal no intervalo dado.

Um vetor qualquer 0 (de trés dimensdes, por exemplo) pode ser expandido em um con-
junto de vetores unitdrios ortogonais i, j, k na forma v = c1i + ¢j + c3k , entdo considerando a

possibilidade de expandir uma func¢do f(x) em um conjunto de fun¢des ortonormais, isto é,
=Y capn(x) a<x<b, (12)
n=1

sdo obtidas as denominadas séries ortonormais que sio generalizagdes das séries de Fourier.

3.2 SERIES DE FOURIER (FS)

Uma fungdo f(x), f: R — R é dita periddica se f(x+7T) = f(x) para todo x € R, em
que T > 0 é o periodo de f.

Suponha f(x) periédica com T = 2, a série de Fourier ou expansio de Fourier corres-

pondente a f(x) é definida por

?O Z ancos(nx)+bysen(nx)), 0<x<2n. (13)

O termo constante "70 ¢ tomado por conveniéncia e a,, b, sao chamados de coeficientes
de Fourier, tais coeficientes serdo apresentados mais adiante. As férmulas

e = cos(x)+isen(x); e " =cos(x)—isen(x)

conhecidas como identidades de Euler, podem ser usadas para escrever as Séries de Fourier

(oo}
Z Cnemx

como

Nn=—oo
onde os coeficientes sdo
a, —ib,, a, +ib, aop
Cp = > i Cp = > ;o n=123,...; C():E
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Assumindo que a funcdo f de periodo 27 tem expansdo em Séries de Fourier, os co-

eficientes ¢, sdo determinados seguindo as propriedades de ortogonalidade das exponenciais

complexas ¢"*, n=0,£1,+2,...,istoé,
g inx ,—imx 0, sen 7£ m
e'te dx =
—n 2n, sen—=m
Demonstracdo:
Para n # m,

T n
/ X e IMY gy — / ez(nfm)xdx
—n —n

Efetuando mudanca de varidvel, segue que

d
u=i(n—m)x; du=i(n—m)xdx = T —x
i(n—m)x
Logo,
w . 1 T
/ el=mx gy — / e'du =
- i(n—m)J_,
_ 1 iln—m)xr _ —i(n—m)m| _
~i(n—m) [e ¢ ] N
1 : : B
= m [cos(n —m)m +isen(n —m)m —cos(n—m)m +isen(n—m)n| =
= (n—m) sen(n—m)nr =0. [
Paran =m

n Ve
/ e M dx = / dx = 2r.
—T7T —T7T

Logo, com f(x) = Y=, c,e'™, segue que

/e T [
f(x)e "™ dx = / cpe'™ | e " dx =
-7 —TT Nn——oo

) b
— Z Cn &MY gy —ome
—TT

n——oo

Consequentemente,

1 [7 ;
Cm = _/ f(x)e "™*dx, param=0,+1,+2,... O
2 |

Assim, os coeficientes de seno e cosseno de Fourier sdo dados por:

ap = 2co :% " f(x)dx (14)
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1 g —inx inx _ l g
an==cp+c_p= I _ﬂf(x)(e +e")dx = - _ﬂf(x)cos(nx)dx (15)
by =i(ch—c_p)= 7 " flx)(e M — ") dx = % " f(x)sen(nx)dx (16)

Portanto, as expansoes

i cne'"™ (17)

n—=—-—oo

ay
> —1—’;(61,1 cos(nx) + by sen(nx)) (18)

sdo chamadas de Séries de Fourier de f(x), sendo a primeira na forma exponencial e a segunda
na forma trigonométrica.
Note que, se f(x) é uma fung¢io periddica par, ou seja, f(—x) = f(x) para todo x, entdo
1 [" 10

f(x)sen(nx)dx = f(+x)sen(nx)dx+ — /f )sen(nx)dx =

/- /g -

0 b
— | reosennn) a4 [ rsen(nad =
T 0

Y/ -

0
= —/ (—f(=x)+ f(x))sen(nx)dx =0, paran=123,..

TJ)-n

Dessa forma, a série de Fourier da func¢@o f(x) pode ser escrita usando apenas termos cossenos

30 i (a cos(nx)) (19)

com coeficientes determinados por

= %/:rf(x) cos(nx)dx = %/_if(x) cos(nx)dx—k%/oﬂf(x) cos(nx)dx =

0 n
= [ fx)cos(-nx)(~dx) + / F(x) cos(nx)dx =
-7 0

T

1 T
= ;/0 (f(—=x)+ f(x))cos(nx)dx =

2 T
_2 / F(x)cos(nx)dx, paran—123..
TJo

Analogamente, se f(x) € uma fungdo impar, isto é, f(—x) = —f(x), entdo
1 [ 1

ap=— [ f(x)cos(nx)dx = f( )cos(nx) dx—i— f )cos(nx)dx =
) _x n

0 T
= [ fx)cos(—nx)(~dx) + / F(x) cos(nx)dx =
- 0
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= —/ﬂ(—f(x) + f(x))cos(nx)dx =0, paran=123,...
0

/s
Desse modo, a série de Fourier da fungdo f(x) pode ser escrita usando apenas termos senos

% + n;(b,, sen(nx)) (20)
cujos coeficientes sdao
1 [" 10
by=— [ f(x)sen(nx)dx = - f( )sen(nx)dx 4+ — / f(x)sen(nx)dx =
T -7

0 bid
— | rosennn) -+ [ sentndx =
- 0

T

1 T
— [ r =0+ f)senuyas =

2 T
_2 / () sen(na)dr,  paran=123...
T Jo

Vale ressaltar que, embora tenha sido considerada f(x) com periodo igual a 27, as

implicacdes apresentadas valem para qualquer funcao periédica com periodo 7" > 0.

De modo simplificado, as Séries de Fourier sdo capazes de representar, exatamente ou
aproximadamente, qualquer func¢do periddica, sendo que a igualdade s6 acontece quando a fun-

cdo é seccionalmente diferenciavel.

o -1, se —mr<x<0
Exemplo 4. Desenvolva a fungao periddica (T = 2rr) dada por g(x) =
1, se0<x<m

em Série de Fourier:
Solugdo:
A Figura 26 mostra o esbogo do grifico da fun¢go g(x). Calculando os coeficientes de Fourier,

temos:

1 T
aoz—/ g(x)dx =0;

TJ)-n

1 [" I
an = —/ g(x)cos(nx)dx = — {/ —cos(nx dx+/ cos(n } 0;
TJ-n T —n 0
b 1 0
/ g(x)sen(nx)dx = — [/ —sen(nx dx+/ sen(n }
-7 0 - 0

_ % [_ (_COSiOn) +cos<n—7m)> +< cos,’(1 +cosn n)ﬂ _
1 {2—2cos(7m)] ~1) 1

T n

Portanto, a Série de Fourier de g é dada por

a = 21— (=1)"
> ng aycos(nx)+bysen(nx)) = ; - [T sen(nx).
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Figura 26 — Grafico da fun¢do g(x).

21y

=3 =2 =1 0 1 2 3

-2

Fonte: O autor

) B I, se5 <x<3 o )
Exemplo 5. Seja a fungdo f(x) = escreva as somas parciais dos cinco
0, selx|>7

primeiros termos da Série de Fourier.

Solugdo:

A Figura 27 apresenta o grafico da fungo f(x) m-periddica, conhecida por onda quadrada.

Figura 27 — Grifico da fun¢do f(x) — onda quadrada.

y
2_
4} = g~
: X
© © g < S
5 4 3 3 1 o 1 3 3 4 5

-2 4

Fonte: O autor

Como f(x) é par, o coeficiente b, da série é igual a zero, ou seja, f(x) =3 + Y~ (a,cos(nx)).

Calculando os coeficientes a,,, obtemos

1 /2
apg = —/ dx =1,
TJ—r/2

1 /"/2 1 n n 2
ay = — cos(x)dx = — [sen (—) —sen (——)] =—
) _np Vs 2 2 n
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Note que as,a4,as,. . .,ax.-. .., (k € N) é sempre zero, o que significa que a onda quadrada

possui apenas as harmonicas inteiras impares.

1 (72 1 |sen () sen(—3F) 2
az = —/ﬂ/zcos(Sx)dx = [ 3 3 =——

1 [7/2 1 |sen(Z sen (—2Z 2
a5:—/ cos(5x)dx = — <2)— ( 2) =
TJ—n/2 T 5 5 Sn

1 [72 1 |sen (£ sen (— 1= 2
a7:—/ cos(7x)dx = — (2>— (=%) =——
T —n/2 T 7 7 771'

Portanto, as primeiras somas parciais da Série de Fourier associada a fun¢do f(x) é dada por

1 2 2 2 2
flx)= 5 + ;cos(x) — gcos(3x) + gcos(Sx) —a cos(7x) + ...
Considerando as fungdes y; = %+ % cos(x), yo = —% cos(3x), y3 = 52 cos(5x)e ys = —71 cos(7x),
observe (Figura 28) que y; representa a frequéncia fundamental e y;, y3, y4 sdo as harmoni-
cas. A onda resultante y; + y» + y3 + y4 (Figura 29) aproxima-se a onda quadrada da funcao
f(x), sendo que quanto maior o nimero de harmonicos somados, melhor serd essa aproximagao

(Figura 30).

Figura 28 — a) Grifico de y; = % + 2c:os( ). b) Gréfico de y, = —l ~cos(3x). ¢) Grifico de
Yz = —cos(Sx) d) Grifico de y4 = —l —cos(7x).

¥ -

al b)

cl d)

Fonte: O autor
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Figura 29 — Grifico das somas parciais dos 5 primeiros termos da série de Fourier de f(x).

12y

Fonte: O autor

Figura 30 — Grifico das somas parciais dos 12 primeiros termos da série de Fourier de f(x).

y
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Fonte: O autor

As defini¢des, conceitos e exemplos abordados até aqui, consideram a expansdao em Sé-
rie de Fourier de func¢des periddicas de periodo 7. No entanto, em meio as discussdes, pode
surgir o seguinte questionamento: o que acontece quando 7 — «? Essa questdo leva a abor-
dagem sobre a integral de Fourier e, portanto, a Transformada de Fourier, desde que f(x) seja

integravel sobre todo o dominio.

3.3 INTEGRAL E TRANSFORMADA DE FOURIER (FT)

Dado o intervalo —L < x < L, a Série de Fourier de uma fungé@o f(x) é dada por f(x) =

i L ; ‘o
*_cpe "L com ¢, = S x)e"*/L qx. Desse modo, reescrevendo o somatério como
2L J-L
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soma de Riemann, segue

Aw = T e w,= nr
L L
Assim,
1 & ;
- AwF. —lwnx’
quando

L
fn=Q2Lcy) = /Lf(x/)eiw"x,dx'

No limite L — oo, w, se torna w, que assume valores continuos em —oo < w < oo. Assim
F, — F(w), onde

f(w)= / F(x)een™ gy,

e ainda,

£(x) 1/°°F(w)e-iwxczw.

:Z .

Portanto, a férmula da integral de Fourier serd

1 ) o ) , )
7 [/ f(x)e'n* dx’] e "“nrdw. 2D

Essa equacdo permite definir a Transformada de Fourier e a transformada inversa.

Seja a Transformada de Fourier denotada por F [f(x)], segue a definigdo:

Flo) =7 1) = [ fleas @
A transformada inversa, ¥ ~![F (w)], recupera a fungio original f(x) e é definida por
1 o .
0 =7 F) =5 [ Pl o @3)

E importante enfatizar que a defini¢io matematica de Transformada de Fourier e a transformada
inversa apresentadas ndo € tinica, em alguns casos pode aparecer o fator \/szﬂ em 7 [f(x)] e em
F ~![F(w)], ou ainda pode aparecer o fator % apenas na férmula da transformada ao invés da
transformada inversa. Enfim, em todos os casos, na férmula da integral de Fourier sempre existe

o fator % quando as duas integrais sao desenvolvidas.

Na pritica, as aplica¢des das Transformadas de Fourier estdo diretamente relacionadas
ao estudo dos sinais. A interacdo didria do ser humano com o ambiente se dd através de di-
versos tipos de sinais, como 0s sonoros e os eletromagnéticos e, em termos matematicos, um
sinal € descrito como uma fungdo do tempo, a qual é o modo como geralmente € visto quando
sua forma de onda é mostrada em um osciloscépio! ou em algum software no computador
(HAYKIN; MOHER, 2008).

1

Instrumento que permite visualizar graficamente sinais elétricos.
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Desse modo, a Transformada de Fourier de um sinal especifica as amplitudes comple-
xas das componentes que constituem a descricdo no dominio da frequéncia ou o espectro desse
sinal, além disso, fornece importantes informagdes sobre a relacao entre o sinal definido no do-
minio do tempo e sua descricdo no dominio da frequéncia. Ja a transformada inversa recupera
o sinal quando dada a descri¢dao no dominio da frequéncia. Em suma, um sinal pode ser carac-
terizado pelo seu modelo espacial ou pelo seu modelo de frequéncias (modelo espectral) e, de

modo geral, o primeiro modelo € utilizado para a sintese e o segundo para a andlise de sinais.
Para garantir a existéncia da Transformada de Fourier de um denominado sinal f(t), é

suficiente, embora ndo necessdrio, que f(¢) satisfaga trés condigdes:

1. Possui um nimero finito de maximos e minimos em qualquer intervalo de tempo finito;
2. Possui um niimero finito de descontinuidades em qualquer intervalo de tempo finito;

3. E absolutamente integravel, ou seja, [_|f(f)|dt < oo.

Essas observagdes sao chamadas de condicdes de Dirichlet, no entanto, todo sinal fisi-
camente realizavel (sinal de voz, por exemplo) garante a existéncia da transformada, podendo
estas serem ignoradas.

‘ . , I, se5xl<t<jy
Exemplo 6. Considere uma funcéo f(¢) de pulso retangular, definida por f(¢) =

0, set<_710ut>%
sua Transformada de Fourier F(w) de f(¢) é dada por

FLf (1) = F(w) = / °° P dr

T :/1/2 1.6/ dt = [e-iwtl )

Utilizando a identidade de Euler, segue que

Flf()]= 2.%.862(1%) = sen%g%) = sinc (2) .
2

O espectro continuo de amplitude do sinal é descrito por |F [f(¢)]], isto &, |sinc (%) | (Figura
31).

3.4 REPRESENTACAO DE FOURIER PARA SINAIS DE TEMPO DIS-
CRETO

Segundo OPPENHEIM e SCHAFER (1998) o termo “sinal” €, de modo intuitivo, apli-

cado para algo que transmite informacdes. Os sinais geralmente transmitem informagdes sobre
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Figura 31 — a) Pulso retangular — fungdo f(z). b) Transformada de Fourier de f(t) — fungdo
sinc. ¢) Espectro de amplitude |sinc (%) |-

f(t)
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Fonte: O autor

o comportamento de um sistema fisico e, muitas vezes, sdo sintetizados com o propdsito de
estabelecer a comunicagao entre pessoas por meio equipamentos eletroeletronicos. Esses sinais
sdo representados matematicamente por meio de funcdes com uma ou mais varidveis, podendo

estas ser continua ou discreta.

As abordagens sobre as Séries e as Transformadas de Fourier feitas até aqui trataram
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exclusivamente de sinais de tempo continuo, que sdo definidos ao longo de um continuum de
tempo e assim, representados por uma variavel continua e sdo denominados sinais analdgicos.
Os sinais de tempo discreto sao denominados sinais digitais, cujo tempo e amplitude assumem

valores discretos, ou seja, 0s sinais sdo representados por uma sequéncia numérica.

Uma sequéncia de nimeros x, em que o enésimo nimero é denotado por x[n], é formal-
mente representada como

x={x[n]}, para —co<n <oo

com n € Z. Na prética, essa sequéncia pode ser obtida por meio de amostragem de um si-
nal analégico, onde nesse caso, o valor numérico do enésimo termo € igual ao valor do sinal

analdgico x,(t) no tempo nT, ou seja,
x[n] = x4(nT), para —co<n<oo

em que T é o periodo da amostra e, consequentemente o periodo de frequéncia. Dessa forma, é

conveniente se referir ao termo x[n] como a enésima amostra da sequéncia.

Figura 32 — Exemplo de sinais de tempo continuo e discreto.

x(t) x[n]

fj\ , q‘r?‘riTjiTo i
<

Sistema Sistema
continuo discreto

Fonte: www.tdps.com.br/wp-content/uploads/2016/07/fig22b.png

3.4.1 Série de Fourier de Tempo Discreto (DTFS) ou Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

A Série de Fourier de Tempo Discreto?, representa um sinal de tempo discreto x[n] com
periodo N como a série
R =Y Alk]et*<on (24)
k=(N)
onde £[n] = x[n], Qo =2n/N é a frequéncia fundamental de x[n|, kQq é a frequéncia do
k-ésimo senoide na superposicao de senoides complexas, N representa o nimero de senoides
complexas distintas da forma /" ¢ k = (N) implica admitir que k varie ao longo de quais-

quer N valores consecutivos. O termo A[k] é o coeficiente aplicado a k-ésima senoide complexa

2 ADTFS normalmente é tratada nas literaturas como DFT, no entanto, para evitar confusdo com a Transformada

de Fourier de Tempo Discreto (DTFT), foi adotado o termo DTFS utilizado por HAYKIN e VEEN (2001).
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e pode ser calculado minimizando o erro médio quadratico (EMQ) entre o sinal e sua represen-
tacdo em série (HAYKIN; VEEN, 2001).

A construgdo da representacdo em série garante a periodicidade do sinal e da prépria
representacdo com o mesmo periodo. Em consequéncia disso, o EMQ serd dado pela média do

quadrado da diferenca entre o sinal e sua representacdo em qualquer periodo, ou seja,

1
EQMZN Z |x[n] — £[n]|%.
n=(N)

De maneira sucinta, quando o EM Q € zero, o erro € nulo para cada valor de n e, consequente-

mente, £[n| = x[n].

A representagdo por DTFS para x|[n] poder4 entdo ser dada por

x[n] = Z Alk]e'kon (25)
k=(N)

A[k]:% Y x[n)e kO (26)
n=(N)

em que x[n] tem periodo fundamental N e x[n], A[k] denotam um par de DTFS que fornecem
uma descricdo completa do sinal. A representacdo pelos coeficientes da DTFS é conhecida
como representacdo de dominio de frequéncia, pois cada coeficiente € associado com uma se-
noide complexa de frequéncia diferente (HAYKIN; VEEN, 2001, p. 171).

3.4.2 Transformada de Fourier de Tempo Discreto (DTFT)

Intuitivamente a DTFT pode ser compreendida a partir da ideia da FS ou da DTFS,
descrevendo um sinal ndo periédico como o limite de um sinal periédico, com o periodo N
tendendo ao infinito. Nesse caso, se X[n] é um sinal periédico de periodo N, entdo um sinal x[n]

ndo periddico de duragdo finita pode ser definido como um periodo de X[7].

A Figura 33 apresenta um exemplo de aproximacao de um sinal ndo periédico com um
sinal periddico de periodo N = 2M + 1. Note que, a medida que M aumenta, as repeti¢cdes
no grifico de x[n] (presentes em X[n]) se distanciam cada vez mais da origem, de modo que,
quando M — o0, X[n] — x[n], isto é,

A}Iiinooi[n] = x|n].

A representagdo por DTFT de x[n| é expressa por

x[n] = %/ X (e dQ, (27)

onde

X () = i x[n]e*".

n—-—oo
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Figura 33 — Aproximacao de um sinal ndo periédico com um sinal periddico.

x[n]

fT ?T?q"‘ ?
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Fonte: (HAYKIN; VEEN, 2001, p. 188)

A transformada X (¢/®) descreve o sinal x[n] como fungdo de frequéncia senoidal Q represen-
tada no dominio da frequéncia, isto é, ela converte o sinal no dominio do tempo para a repre-
sentacdo no dominio da frequéncia de x|[n]. Ja a Equagdo (27), converte o sinal no dominio da

frequéncia pra o dominio do tempo (DTFT inversa).

Em geral, a DTFT € uma representacdo de Fourier apropriada para sinais ndo periédicos
enquanto que a DTFS € utilizada para representar sinais periddicos. Na prdtica, muitas vezes
nao se dispde de uma expressao analitica para a fun¢do que deseja analisar o espectro e com
isso, a DTFS € a representacdo mais utilizada e é determinada com o auxilio de softwares. A
Tabela 3 apresenta a forma de representacdo adequada dos sinais de acordo com sua propriedade

de tempo.
3.4.3 A Transformada Rapida de Fourier (FFT)

Para calcular o espectro da DFT de um sinal de periodo N diretamente pela defini-
¢do, sdo necessdrias aproximadamente N2 multiplicacdes complexas, além de uma quantidade
elevada de adi¢Oes complexas. No entanto, existem algoritmos que permitem reduzir signifi-

cativamente esse cdlculo para N log, N multiplicacdes (OLIVEIRA, 2012), gerando assim uma

Tabela 3 — Relacdo entre propriedades de tempo de um sinal e a representacao de Fourier apro-

priada.
Propriedade de Tempo Periddica Nao Periddica
Continuo FS FT
Discreto DTEFES ou DFT DTFT

Fonte: (HAYKIN; VEEN, 2001, p. 165)



60 Capitulo 3 SERIES E TRANSFORMADAS DE FOURIER

redu¢do no esforco computacional para N extremamente grande. Esse método engenhoso e
altamente eficiente é conhecido como Fast Fourier Transform (FFT) ou Transformada Rapida
de Fourier e estd presente em alguns softwares como o MATHEMATICA™, MATLAB™,

MATHCAD, dentre outros.

E importante destacar que a FET ndo é um tipo de transformada diferente das demais,
mas € uma técnica que permite avaliar DFT de forma mais eficiente e extremamente econdmica.
A FFT portanto tem se mostrado muito atrativa na avaliacdo do espectro e vem sendo usada no
processamento digital de sinais, como por exemplo na andlise espectral do som ou no processo
de filtragem para melhorar a qualidade da imagem em uma ampliacdo fotografica. A tabela 4

mostra um comparativo do nimero de multiplicagdes complexas no calculo da DFT, destacando

a vantagem no uso da FFT.

Tabela 4 — Comparativo da complexidade na avaliagdo da DFT de comprimento N.

N | N?(DFT) | Nlog, N (FFT) | Vantagem
2 4 2 2

4 16 8 2

8 64 24 2,67
16 256 64 4

32 1024 160 6,4
64 4096 284 10,67
128 16384 896 18,29
256 65536 2048 32
512 | 262144 4068 56,89
1024 | 1048576 10240 102,4
2048 | 4194304 22528 186,18
4096 | 16777216 49512 341,33
8192 | 671088964 106496 630,15

Fonte: (OLIVEIRA, 2012, p. 51)
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4 RELACOES ENTRE AS SERIES E TRANSFORMADAS DE FOU-
RIER E A TEORIA MUSICAL

No ambito da teoria musical, os conceitos ligados ao estudo do som e suas proprieda-
des podem ser considerados essenciais na compreensao de fendmenos como a consonancia, a
dissonancia, o timbre, a afinacdo, dentre outros que muitas vezes s@o intuitivamente percebidos
mas pouco explorados matematicamente. Dentre esses fendmenos presentes na misica, as con-
tribuicdes de Fourier estdao fortemente relacionadas as Séries Harmonicas e, consequentemente,

ao timbre.

Do ponto de vista acustico-musical, o principio apresentado por Fourier, de que qual-
quer forma periddica de vibrac@o pode ser obtida pela soma de infinitas vibracdes com frequén-

cias multiplas da vibracdo fundamental, pode ser reescrito como:

Qualquer movimento vibratério de ar na entrada do ouvido correspondente a
um som musical pode ser sempre e de maneira Unica exibido como uma soma
de um niimero infinito de movimentos vibratérios simples, correspondendo aos
sons parciais deste tom musical. (ABDOUNUR, 2006, p. 90).

Nesse contexto, a descoberta de que o ouvido humano analisa sons examinando suas
componentes senoidais (ABDOUNUR, 2006) contribuiu para elucidar problemas que surgiram
com Pitdgoras como explicar o porqué se caracterizam consonancias pela relacdo de pequenos
nuimeros inteiros. A teoria de Fourier reuniu diversos conceitos matematico-musicais capazes
de explicar de maneira satisfatoria esse enigma, estabelecendo que as primeiras componentes da
Série Harmonica (aquelas que sdo melhores percebidas pelo ouvido) correspondem as frequén-
cias associadas aos primeiros termos da Série de Fourier, estabelecendo e justificando as razdes

de pequenos nimeros inteiros na consonancia pitagorica.

Matematicamente, cada componente da Série Harmonica contribui para a formacao de
uma vibragdo e a forca de cada harmonico é determinante na caracteriza¢do do som, esta-
belecendo assim o timbre. Esses harmonicos s@o representados graficamente no espectro de
frequéncias, que mostra a amplitude no dominio da frequéncia, ou seja, ele € capaz de mostrar
quais sao as frequéncias principais que constituem um determinado som. A reacao psicoldgica
as mudangas no espectro de um som é a detec¢do de uma mudanga no timbre ou na quali-
dade desse som, que se justifica pela riqueza ou pobreza dos harmonicos e estio relacionados

diretamente aos termos das Séries de Fourier das funcdes representativas deste som.

A decomposi¢do de uma nota musical em Série de Fourier pode elucidar alguns enig-
mas da harmonia musical percebidas e estabelecidas a partir da pratica, mas que ndo se podia
justificar cientificamente. Por exemplo, para a polifonia a quatro vozes é aconselhado distan-
cias menores que a oitava entre quaisquer duas vozes consecutivas (soprano e contralto, por
exemplo), exceto o tenor e o baixo que podem diferir por intervalos maiores. De acordo com

ABDOUNUR (2006), a justificativa desse fendmeno € perfeitamente aceita pelo simples fato de
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que, ao harmonizar as vozes dessa maneira, faz-se aproximadamente uma repeticao das distan-
cias entre as componentes da decomposi¢do de uma nota em Série de Fourier, onde se verifica

que os harmoOnicos vao se aproximando a medida que se percorre os termos da série.

Além disso, a teoria de Fourier

(...) permite-nos ancorar significados acusticos-musicais outrora sustentados
teoricamente por dogmatismo aritmético e aspectos numerolégicos. Além de
abrir condutos matemadticos na compreensao dos fendmenos mencionados, tal
conceito fornece, ainda, suporte para a compreensao de distintas regras de har-
monia tradicional estabelecidas sobre argumentagdes ndo satisfatérias e (...)
propicia reconfiguracdes e re-representacdes em conceitos, (...), tais como con-
sondncia, harmdnicos, timbre, batimento. Ibid., p. 271.

Embora uma nota musical executada e sua respectiva onda complexa seja, em muitos
casos, analisados no dominio do tempo (Série de Fourier), numa situacio em que se deseja
determinar as frequéncias das senoides que compde essa onda, isto €, os harmonicos desse som,
se faz necessario uma andlise no dominio da frequéncia realizada por meio da Transformada
de Fourier onde, conhecendo a expressao no dominio do tempo x, € possivel obter uma nova

expressdo em funcdo de w, ou seja, em fungdo da frequéncia (F(w)).

A efetiva contribui¢cao da Transformada de Fourier no ambito musical pode ser contem-
plada através de andlises experimentais aplicadas a ondas (sinais), que podem ser geradas por
meio de instrumentos musicais. Essa andlise pode ser feita com o uso de softwares livres como
o Audacity, que permite visualizar a onda do som no dominio do tempo e ainda seu espectro no
dominio da frequéncia, ou o Simple Audio Spectrum Analyser (SpecAn), um programa que uti-
liza a Transformada Répida de Fourier para visualizar em tempo real o espectro de frequéncias

do som capturado por um microfone.

Um bom exemplo de andlise espectral por meio da FFT é apresentado na Figura 34,
que mostra o espectro do som do clarinete emitindo a nota L4 (440Hz) obtido no software
SpecAn. E possivel perceber a presenca de vérios picos de frequéncia, sendo o maior deles,
o som fundamental e os outros, os harmdnicos multiplos do som fundamental, podendo estes
sofrer pequenas variacdes na amplitude de acordo com a qualidade do instrumentista. A Figura

35 mostra o grafico desse som em fungdo do tempo, obtido por meio do software Audacity.

Vale ressaltar que, embora a nota L4 emitida tem frequéncia tabelada em 440H z, na
pratica pode haver uma pequena variagdo para mais ou para menos sem que o ouvido humano
a perceba como “desafinado”. Essa diferenca pode acontecer por diversos fatores relacionados
a qualidade do instrumento ou do préprio musico, no entanto isso nem sempre gera problemas
na execu¢do de uma melodia, visto que o ouvido humano ndo consegue distinguir intervalos

inferiores a % ou 1,0125, a chamada coma pitagdrica.

Outros exemplos de andlise de espectros e formas de onda geradas por diferentes ins-

trumentos musicais estdo presentes nos apéndices desse trabalho.
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Figura 34 — Espectro do som do clarinete Weril 13CH emitindo a nota L4 (440H z).
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Figura 35 — Ondas sonoras do clarinete emitindo a nota L4 (440H z) capturadas pelo software

Audacity.
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Fonte: O autor

4.1 SINTETIZADORES ELETRONICOS

Os sintetizadores de dudio sdo instrumentos eletronicos desenvolvidos para produzir

timbres de instrumentos de sopro, cordas, percussdo ou desenvolver qualquer outro timbre sem

necessariamente imitar algum ja conhecido. Sua implementagao € baseada em varias técnicas e

métodos de sintese, dentre as quais se destaca a chamada sintese aditiva.

Nos sintetizadores aditivos, os diferentes timbres sao obtidos com base na Série de Fou-

rier, isto €, sons complexos sdo produzidos através da superposicao de sons elementares. De

acordo com POLI (1983), a escolha desses sons elementares da sintese aditiva é feita levando
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Figura 36 — Sintetizador de som Roland modelo Juno-Di.

Fonte: cdn.roland.com/assets/images/products/gallery/juno-di_top_gal.jpg

em consideracdo o modelo de andlise de Fourier que permitird analisar os sons de maneira
similar ao ouvido humano e, a partir dai, extrair parametros significativos em termos de percep-
cdo. Assim, qualquer som relativamente periddico pode ser aproximado por um somatdrio de

senoides, distribuindo convenientemente seus harmonicos.

Matematicamente, um sinal pode ser classificado como continuo ou discreto, podendo
ainda ser analdgico ou digital. Na prética, o funcionamento dos sintetizadores baseia-se na cha-
mada Série Quantizada de Fourier, que sdo sinais discretizados cuja amplitude assume somente
valores pré-determinados. De maneira resumida, o sinal de tempo continuo € substituido por
uma sequéncia de valores de tempo discreto por meio de técnicas de amostragem, seguido pelo
processo de quantizacdo do sinal discreto. Nesse contexto, (SOUZA; CINTRA; OLIVEIRA,
2005) destaca a determinag@o do conteido harmonico de um trecho de sinal com o auxilio da
FFT e apresenta um método de quantizacao da Série de Fourier por meio da digitalizacao das
bases de sinais empregada na decomposicao (quantizacdo da base de Riesz-Fourier)(Figura 37).

Para a criacdo de um timbre no sintetizador, a escolha dos harmonicos e suas respectivas am-

Figura 37 — Exemplo de quantizagao de um sinal.
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Fonte: www.ebah.com.br/content/ ABAAAgh-QAL/notas-aula-introducao-ao-processamento-digital-sinais

plitudes pode ser feita de inimeras maneiras, gerando em cada caso uma sonoridade diferente
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que € associada a uma determinada tecla do equipamento.

Exemplo 7. Gerando-se um som fundamental de amplitude 1 e frequéncia de 440H z, pode-se
criar um determinado timbre no sintetizador destacando os harmoénicos 1, 3, 5, 6 ¢ 8, onde a
frequéncia de cada harmdnico serd miltipla da fundamental e as amplitudes serdo determinadas

convenientemente, da seguinte maneira:

a. Primeiro harmdnico (f}): frequéncia 440H z e amplitude 1;

b. Terceiro harmdnico (f3): frequéncia 1320H z e amplitude 0,4;

o

. Quinto harmoénico (f5s): frequéncia 2200H z e amplitude 0,57;
d. Sexto harmdnico (fg): frequéncia 2640H z e amplitude 0,26;

e. Oitavo harménico (f3): frequéncia 3520H z e amplitude 0,17;

Dessa forma, ao se produzir cada um desses harmonicos, a superposi¢do composta pela soma
f1+ f3+ f5+ fe+ fs corresponderd a uma nota musical com um timbre especifico gerado de

acordo com os harmodnicos escolhidos (Figura 38).

Figura 38 — Grificos das fungdes f; = sen(x) (som fundamental), f3 = 0,4sen(3x), fs =
0,57sen(5x), fe = 0,26sen(6x) e fs = 0,17sen(8x) e a onda resultante da soma

fit+f3+fs+fet fs

oA fitfatfstfotfa

o

f
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Fonte: O autor

Além dos sintetizadores eletronicos, instrumentos mais tradicionais como o 6rgao de tu-
bos ou 0 harmédnio! além de produzir sons relativamente simples, possuem registros que quando

abertos possibilitam obter um espectro mais rico, ou seja, as notas sdo obtidas usando-se mais

' Instrumento de teclas similar ao 6rgio, porém ao invés de tubos possui foles, no qual é acionado por meio de

pedais e faz vibrar palhetas metalicas.
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tubos, no caso do 6rgdo, ou mais palhetas vibrando, no caso dos harmonios, soando em dife-
rentes frequéncias a0 mesmo tempo. Isso possibilita uma perceptivel melhora na qualidade e

intensidade do som.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A misica sempre encantou e continuard encantando o ser humano por sua beleza, har-
monia e pela capacidade de despertar emog¢des. Estudos mais aprofundados permitem estabe-
lecer relacdes com diversas dreas do conhecimento e em especial com a matemaética, onde esse

elo muitas vezes pode ser visto como a ciéncia da arte, ou sob outra 6tica, a arte da ci€ncia.

Ao descrever o processo histérico da relagdo entre a matemdtica e a teoria musical, foi
possivel perceber que, mesmo antes dos registros feitos por Pitdgoras e outros estudiosos, a ma-
temadtica sempre esteve presente, mesmo que implicita, no desenvolvimento e na evolucao da
arte musical. A medida que surgiam as descobertas das razdes de niimeros inteiros presentes na
musica e verificados no monocoérdio, diversos conceitos como as consonancias e dissonancias
passaram a ser melhor compreendidos, além de que essas contribui¢des culminaram no desen-
volvimento de uma escala que € amplamente utilizada atualmente, por permitir fechar um ciclo

com doze semitons no intervalo de uma oitava, a escala Temperada.

Face a natureza do tema pesquisado e os conceitos de teoria musical abordados, a com-
preensdo do som como uma onda mecanica longitudinal periddica cuja forma, amplitude e
frequéncia refletem suas caracteristicas, permitiu explorar os conceitos da Série Harmonica e,
consequentemente, perceber a relacdo entre o timbre caracteristico de um determinado som e a
amplitude dos harmodnicos gerados. Essa percepcdo se torna especialmente importante para o
entendimento das teorias de Fourier aplicadas a musica, principalmente a representagdo de um

sinal sonoro como série de termos de senos e cossenos.

As definicdes e conceitos das teorias de Fourier apresentados mostram uma estrutura
matematica capaz de explicar diversos fendmenos no dmbito da teoria musical, dentre eles os
harmonicos do som, o porqué da relacdo entre pequenos nimeros inteiros e consonancias, além
de que as Transformadas de Fourier permitem ainda obter as componentes de frequéncias que
estdo contidas em um sinal de dudio, por exemplo. Cabe citar ainda que com o avango das tec-
nologias, essas Transformadas permitiram a compactacio de arquivos de dudio (formato MP3)
através da anélise espectral do sinal e a eliminagdo dos componentes de frequéncia pratica-
mente imperceptiveis ao ouvido humano, reduzindo seu tamanho consideravelmente sem perda
de qualidade aparente. Além disso, o surgimento da musica eletronica sé foi possivel gragas a
teoria apresentada por Fourier, que possibilitou a criagdo de timbres por meio dos sintetizadores

de audio.

A teoria musical abrange diversos conceitos matematicos, desde os mais simples, en-
volvendo aritmética bdsica, até os mais complexos, como o cdlculo diferencial e integral, o que
a torna um vasto campo a ser explorado por professores e alunos de qualquer nivel de ensino,
mas principalmente da Educagdo Basica, pelo desafio de compreender a importancia da mate-
maética para a humanidade. As teorias de Fourier apresentadas podem ser um meio interessante

para instigar o aluno a conceber a matematica como ferramenta para explicar inimeros fend-
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menos, além de mostrar que sua aplicabilidade perpassa os conceitos de contagens e simples
medi¢des, mas € responsdvel pela existéncia de boa parte das tecnologias que se tem hoje. Este
€, portanto, um interessante caminho que possibilita a compreensdo de saberes matemdticos
e contribui efetivamente no processo de ensino e aprendizagem da matematica na Educacao

Basica.

Contudo, através deste trabalho, espera-se que o tema desperte o interesse de outros
professores e pesquisadores, contribuindo com a ampliagdo do ndmero de publicag¢des e apro-

fundando ainda mais as discussoes sobre as teorias de Fourier aplicadas a teoria musical.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

No entendimento de que ao desenvolver um projeto de pesquisa, abre-se um leque de
possibilidades para o estudo e aprofundamento do tema, segue algumas sugestdes de trabalhos
futuros que poderdo explorar esse vasto campo e preencher possiveis lacunas que possam ter

surgidas no decorrer desta pesquisa.

e As Séries e Transformadas de Fourier no processamento de imagens;
o As Séries Quantizadas de Fourier na compactagdo de arquivos de dudio (MP3);

e Oficinas direcionadas aos professores do Ensino Médio: As relacdes matemaéticas na

teoria musical;

e Oficinas direcionadas aos professores e/ou alunos da Educagdo Bdsica: O timbre e a

matematica - como € possivel distinguir os sons?
e As relacdes matematicas na construgdo de instrumentos musicais;

e Oficinas direcionadas aos alunos da Educacdo Bdasica: As fragdes e o monocordio de

Pitdgoras - Experimento com o violdo.
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APENDICE A - ANALISE ESPECTRAL - SAX TENOR

Espectro de frequéncias e forma de ondas de sinais captados pelos softwares SpecAn e
Audacity. No sax tenor, os trés primeiros harmonicos (tabelados em 440H z, 880H z ¢ 1320H 7)

sdo evidenciados e possui forma de onda aproximadamente triangular.

Figura 39 — Espectro do som do Sax Tenor Eagle ST-503 emitindo a nota L4 (440H 7)
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Figura 40 — Ondas sonoras do Sax Tenor emitindo a nota La (440H z) capturadas pelo software
Audacity
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APENDICE B — ANALISE ESPECTRAL - ORGAO ELETRONICO

Sao evidenciados o primeiro (fundamental), o segundo e o quarto harmodnico (tabelados
em 440H z, 880H z e 1760H z), mas é possivel perceber a presenga do terceiro, quinto e oitavo

harmonicos (1320H z, 2200H z, 3520H z), mesmo que em amplitudes menores.

Figura 41 — Espectro do som do Orgéo Eletrdnico Tokai YX-200II emitindo a nota L4 (440H z)
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Figura 42 — Ondas sonoras do Orgdo Eletronico emitindo a nota L4 (440Hz) capturadas pelo
software Audacity
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APENDICE C - ANALISE ESPECTRAL - VIOLINO

Através do espectro gerado é possivel notar a presenca de varios harmonicos, o que €
uma caracteristica marcante em instrumentos de cordas. Os harmoénicos 1, 3, 6 e 7 (440H z,
1320H z, 2640H z e 3080H z respectivamente) sdo os que apresentam maiores amplitudes, no
entanto também sdo evidenciados (com amplitudes menores) os harmonicos 2, 4, 5, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15 e 17 (880Hz, 1760Hz, 2200H z, 3520H z, 3960H z, 4400H z, 4840H z,
5280Hz, 5720Hz, 6160H z, 6600H z e 7480H z respectivamente). Os pequenos pulsos infe-

riores a frequéncia fundamental foram gerados por ruidos externos no momento da gravagao.

Figura 43 — Espectro do som do Violino modelo Stradivarius emitindo a nota L4 (440H z)
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Figura 44 — Ondas sonoras do Violino emitindo a nota L4 (440H z) capturadas pelo software
Audacity
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APENDICE D - ANALISE ESPECTRAL - FLAUTA TRANSVERSAL

A flauta possui um timbre mais "aveludado", suave, que € uma caracteristica de instru-
mentos que evidenciam uma quantidade menor de harmdnicos. Pode-se perceber um destaque
nos 4 primeiros harmonicos (440H z, 880H z, 1320Hz e 1760H 7).

Figura 45 — Espectro do som da Flauta Transversal Eagle FLO3N emitindo a nota L4 (440H )
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Figura 46 — Ondas sonoras da Flauta emitindo a nota L4 (440H z) capturadas pelo software
Audacity
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APENDICE E - ANALISE ESPECTRAL - VIOLAO

Ao tocar a corda La do violdo, destacaram-se os 4 primeiros harmonicos (110Hz,
220Hz, 330Hz e 440H?z), sendo que o segundo harmdnico ficou mais evidente que o fun-
damental. A amplitude desses harmonicos pode variar de acordo com a intensidade do som ou

da qualidade do instrumento.

Figura 47 — Espectro do som do Violao Gianini emitindo a nota La (110H z)
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Fonte: O Autor

Figura 48 — Ondas sonoras do Violdo emitindo a nota La (110Hz) capturadas pelo software
Audacity
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Figura 49 — Ondas sonoras do Violdo emitindo a nota L4 (110H ) - 3 primeiros segundos
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APENDICE F - SUGESTAO DE OFICINA - EXPERIMENTO COM O
VIOLAO

F.1 Objetivos

Perceber a relac@o entre o comprimento da corda e a frequéncia do som produzido;

Encontrar as notas da escala pitagérica repetindo o experimento feito por Pitdgoras;

Compreender a criagdo da escala pitagorica e a importancia da escala temperada;

Perceber a contribui¢cdo da matemadtica no desenvolvimento da teoria musical.

F.2 Publico-alvo

Alunos da Educagdo Bésica.

F.3 Carga horéria

3 horas-aula, distribuidos entre a apresentacdo dos conceitos iniciais de teoria musical,

experimentos com o violdo e a avaliagdo de aprendizagem.
F.4 Materiais e equipamentos

1. Violao;
2. Fita métrica ou régua;
3. Microafinador digital de violdo/guitarra;

4. Computador com microfone e software para visualizar a frequéncia das notas (caso nao

haja um microafinador);

E.5 Descricdo da atividade

Ap6s a apresentacdo de alguns conceitos basicos de teoria musical (defini¢do de musica,
intervalo, tom/semitom, som musical, timbre), o professor ird propor aos alunos a escolha de

uma corda do violdo (corda L4 110H z, por exemplo) e a execucdo dos seguintes procedimentos:

1. Medir o comprimento da corda (j4 afinada em exatamente 110H z) desde o rastilho até a

pestana (Ver Figura 51). O som emitido serd considerado a frequéncia 1.
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2. Pressionar a corda exatamente na metade de seu comprimento e tocd-la. Espera-se que
a frequéncia da nota emitida seja o dobro da frequéncia inicial, ou seja, a nota La uma

oitava acima 220H z (Frequéncia 2).

3. Obter a frequéncia da nota correspondente a % do comprimento inicial da corda. O som
emitido deve ter % da frequéncia inicial, isto €, nota Mi 165Hz que corresponde a um

intervalo de quinta.

4. Obter a frequéncia da nota correspondente a % do comprimento da corda, ou seja, a nota
Ré (5.110Hz = 146,7Hz).

5. Para cada comprimento de corda verificado anteriormente, medir % do comprimento e
anotar a frequéncia da nota obtida. Caso esta seja maior que 220H z, deve-se dividir por
2 para obter sempre a nota no mesmo intervalo de oitava (de 110Hz a 220Hz). Dessa
forma, ao organizar os resultados observados, serd obtida a escala pitagérica representada
na tabela abaixo:

Tabela S — Escala pitagorica obtida pelo percurso de quintas

NOTAS | La Si D6 | R@ Mi Fi | Sol | La
A 8 64 3 2 16 128 1
FRACAO | 1 5 81 i 3 i 2 2
FREQ(Hz) | 110,00 | 123,75 | 139,22 | 146,67 | 165,00 | 185,62 | 208,83 | 220,00

Figura 50 — Experimento com o violao
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Fonte: www.veterinariosnodiva.com.br/images/escala-violao.jpg

6. Tomar a metade do comprimento da corda e didivi-la em 12 partes igualmente espagadas, fa-
zendo as devidas marcagdes no brago do violdo. Temos entdo uma oitava dividida em 12 partes,
0 que originou a escala temperada onde a frequéncia da nota posterior é sempre a frequéncia ini-

. . I . ) -
cial multiplicada por 212. Nessa etapa o professor pode abrir uma discussao sobre os desafios do
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Figura 51 — Partes do violao
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uso da escala pitagorica, cujas frequéncias das notas percorrendo o intervalo de quintas forma
uma espiral, enquanto que a escala temperada fecha um ciclo, visto que houve uma unificacao

na frequéncia das notas com intervalo muito préximo, por exemplo: Laff — Sib.

F.6 Consideracoes e reflexdes

Por meio da relacdo matemética/musica, o professor poderd explorar diversos assuntos
da matemadtica, como fracdes, progressdo geométrica, logaritmos, dentre outros. Este € ainda
um bom caminho para estabelecer a interdisciplinaridade, podendo ser feita uma parceria com

o professor de fisica para discutir os aspectos fisicos do som, abordando os conceitos de ondas.

Através dessa atividade, espera-se que os alunos compreendam matematicamente como
surgiram as escalas musicais e, acima de tudo, despertem a curiosidade para aprender ainda

mais sobre a teoria musical e a matematica.
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