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"Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que
estudam seriamente esta ciéncia acabam tomados de
uma espécie de paixdo pela mesma. Em verdade, o
que proporciona 0 maximo de prazer ndo €é o
conhecimento e sim a aprendizagem, ndo é a posse,
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atingir a meta."

(Gauss - Carl Fried)
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RESUMO

Determinar raizes ou zeros de funcdes sempre foi um grande desafio enfrentado
por matematicos, e um dos principais objetos de estudo da algebra. Assim, métodos
distintos foram desenvolvidos, em que parte deles se preocupava com as raizes exatas e
outros com raizes aproximadas. Deste Gltimo, destaca-se 0 Método de Newton por sua
eficiéncia e precisdo na obtencédo de raizes aproximadas, que sera objeto de estudo neste
trabalho, cujo objetivo principal é realizar uma abordagem geométrica do método e
apresentar o desenvolvimento de alguns exemplos, bem como um breve histérico de seu

surgimento e uma breve andlise das condi¢des de convergéncia do método.

Palavras-Chave: Método de Newton; raizes aproximadas; abordagem geométrica.
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ABSTRACT

Determining roots or zeros of functions has always been a major challenge faced
by mathematicians, and one of the main objects of study in algebra. Thus different
methods were developed, in which part of them were concerned with the exact roots and
others with approximate roots. Of the latter, the Newton Method is highlighted for its
efficiency and precision in obtaining approximate roots, which will be object of study in
this work, whose main objective is to perform a geometric approach of the method and to
present the development of some examples, as well as a brief history of its emergence
and a brief analysis of the conditions of convergence of the method.

Keywords: Newton's method; Approximate roots; Geometric approach.



INTRODUCAO

Este trabalho tem o intuito de apresentar uma sintese do estudo realizado acerca
do Método Iterativo de Newton analisando a escolha do ponto inicial, a formulacdo do
método, a convergéncia, as falhas, critérios de parada e sua interpretacdo geométrica. O
estudo detalhado deste método se justifica a medida que é frequentemente usado em quase
todos os cursos de graduacdo na area da Matematica Aplicada a ponto de ser contetdo
obrigatdrio do programa da disciplina de Calculo Numérico.

O Método de Newton tem o objetivo de estimar as raizes aproximadas de uma
funcdo a partir de um ponto inicial. Este método é apreciado e de fundamental importancia
por conta de sua eficiéncia, simplicidade de desenvolvimento, velocidade de
convergéncia e precisdo na obtencao de raizes aproximadas.

Serd abordado também neste trabalho, um breve histérico do método, sua
definicédo, deducéo e alguns problemas de aplicacdo do mesmo.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

e No capitulo 1 serd apresentado um breve historico sobre o desenvolvimento do
método.

e No capitulo 2 sera abordado o Método do Ponto Fixo, outro método utilizado para
obtencdo de raizes aproximadas. Este é apresentado por conta de que partes de
seus conceitos estdo presentes no Método de Newton.

e No capitulo 3 sera discutido o Método de Newton para resolucdo de equacdes,
sendo realizado um estudo sobre sua convergéncia, sua interpretacdo geomeétrica
e alguns exemplos.

¢ No capitulo 4 ser& abordado o Método de Newton para sistemas de equacdes ndo
lineares, onde também é feito um estudo sobre sua convergéncia e interpretacao
geométrica e € apresentado também alguns exemplos. Para o caso bidimensional,
ou seja, para sistemas de equacdes ndo foi encontrado na literatura especifica a

abordagem geomeétrica.



1 BREVE ABORDAGEM HISTORICA DO METODO DE NEWTON

Este capitulo apresenta um breve historico sobre a determinacdo de zeros de
funcBes, em especial sobre o Método de Newton e esta baseado nas obras de Boyer
(1996), Eves (2004) e no trabalho de Deuflhard (2012).

Equacdo € uma maneira de modelar situagbes nas quais surgem valores
desconhecidos e se tem uma igualdade. A palavra equacdo vem do latin equatione,
equacionar, que quer dizer igualar, pesar, igualar em peso.

Como os egipcios ndo utilizavam a notagdo algébrica, os métodos de solugéo de
uma equacdo eram complexos e cansativos. Os gregos resolviam equagdes por meio da
geometria, mas foram os arabes que, cultivando a Matematica dos gregos, promoveram
um acentuado progresso nos métodos de resolucdo de equagdes.

No trabalho dos arabes, destaca-se o de Al-Khowarizmi (século 1X), que resolveu
e discutiu equagdes de varios tipos, € considerado 0 matematico arabe de maior expressao
do século IX e escreveu dois livros que desempenharam importante papel na historia da
Matematica. Num deles, sobre a arte hindu de calcular, Al-Khowarizmi faz uma
exposicdo completa dos numerais hindus. O outro, considerado o seu livro mais
importante, Al-jabr wa’l mugdbalah, contém uma exposicdo clara e sistematica sobre
resolucdo de equacoes.

As equacdes ganharam importancia a partir do momento em que passaram a ser
escritas por meio de simbolos matematicos e letras. O primeiro a fazer isso foi o francés
Francois Viete, no final do século XVI. Também foi o primeiro a estudar as propriedades
das equacdes através de expressOes gerais. Gracas a Viete 0s objetos de estudo da
Matematica deixaram de ser somente problemas numéricos sobre precos, idade das
pessoas ou medidas dos lados das figuras e passaram a englobar também as préprias
expressdes algébricas. Para a resolucdo de equacBes correntes distintas foram
desenvolvidas, numa a procura das raizes exatas e na outra a busca das raizes aproximadas
de uma equacdo do tipo f(x) = 0, para x € R.

Em 1600, Francois Viete (1540-1603) projetou uma técnica de perturbagéo para a
solucgéo das equagdes polinomiais escalares, que forneceu uma casa decimal da solugéo
desconhecida por etapa através do calculo explicito de polindmios de perturbacdes
sucessivas. Em termos modernos, o método convergia linearmente. Parece que este
método também tinha sido publicado em 1427 pelo astrbnomo persa e matematico al-
Kashi (1380-1429) em seu trabalho The Key to Aritmética com base no trabalho de al-



Biruni (973-1048) e nédo € claro até que ponto este trabalho foi conhecido a época na
Europa. Por volta de 1647, o método de Viete foi simplificado pelo matemaético inglés
Oughtred (1574-1660).

Em 1664, Isaac Newton (1643-1727) chegou a conhecer o0 método de Viete que
até 1669 tinha melhorado por linearizacdo dos polindbmios sucessivamente decorrentes.
Como exemplo, ele discutiu a solugdo numérica cubica polinomial
f(x) =x3—2x—5=0. Newton comecou por referenciar uma parte inteira da raiz
Xo = 2 e, em seguida, por meio de x = 2 + p, ele obteve a equacgao polinomial

p3 + 6p% + 10p — 1 = 0.
Newton negligenciou os termos de ordem superior e encontrou p ~ 0,1. Em seguida,
inseriu  p = 0,1 + g 0 que resultou na equagéo polinomial
q° +6,3qg% + 11,23q + 0,061 = 0,

novamente negligenciando termos de ordem superior, encontrou q = —0,0054.
Continuando o processo em mais um passo chega a r = 0,00004853 e, por conseguinte,
para a terceira iteragdo obtendo-se

X3 =Xg+p+q+r=209455147.

Pode se notar que as relages 10p — 1 = 0 e 11,23q + 0,061 = 0, dadas anteriormente,

correspondem exatamente a

 fx)

=X — Xn = 7
PRI T )
sendo f'(x,) a derivada de f no ponto x,, e para

q=2x—x =_f(x1)
2 ! f'(x1)

sendo f'(x,) a derivada de f no ponto x;.

Como mostra o exemplo apresentado, ele também observou que, mantendo todas
as casas decimais, 0 numero de valores precisos dobraria em cada etapa, ou seja, a uma
convergéncia quadratica. Em 1687 Newton trabalhou na equagédo

x—esenx =M
onde M é aanomalia média e x a anomalia excéntrica utilizando suas técnicas polinomiais
ja desenvolvidas através da expansao em série de sen(x) e cos(x). No entanto, nenhum
indicio sobre o conceito de derivada é incorporado na resolucéo.

Em 1690, Joseph Raphson (1648-1715) conseguiu evitar o célculo tedioso dos

polindmios sucessivos, jogando o esquema computacional de volta para o polinémio



original; neste esquema agora totalmente interativo, ele também manteve todas as casas
decimais das corre¢Bes. Ele tinha a sensacdo a época de que o seu metodo diferiu do
método de Newton, pelo menos, por sua derivagao.

Em 1740, Thomas Simpson (1710-1761) introduziu derivadas em seu livro
‘Essays on Several Curious and Useful Subjects: in Speculative and Mix'd
Mathematicks’, ilustrado por uma variedade de exemplos. Ele escreveu a iteragdo para
uma equacdo (ndo polinomial) e para um sistema de duas equag¢fes em duas incdgnitas,

a extensao correta para os sistemas pela primeira vez.



2 METODO DO PONTO FIXO

Os resultados obtidos neste capitulo podem ser encontrados em Ruggiero e Lopes
(1996), Burden e Faires (2008) e Franco (2006).

A importéncia de abordarmos este método estd mais nos conceitos que sdo
introduzidos em seu estudo do que em sua eficiéncia computacional.

Seja f(x) uma fungdo com valores reais, f:[a,b] - R, continua em [a, b],
intervalo que contém uma raiz da equacao f(x) = 0. O método consiste em transformar
esta equacdo em uma equivalente x = ¢(x) e a partir de uma aproximacao inicial x,
gerar a sequéncia {x; } de aproximac0es para ¢ pela relacéo x;,; = ¢(x;), de forma que
a funcdo ¢(x) é tal que f(&) = 0 se, e somente se, (&) = &. Transformamos assim o
problema de encontrar um zero de f (x) no problema de encontrar um ponto fixo de ¢(x).

Uma fungdo ¢ (x) que satisfaz a condigdo acima é chamada de fung&o de iteracdo
para a equagdo f(x) = 0.

A forma geral das funcOes de iteragdo ¢(x) é @(x) = x + A(x)f(x), com a
condicdo que em &, ponto fixo de ¢(x), se tenha A(¢) # 0. Mostremos que
fE) =0 @) =¢

(=) Seja & tal que f (&) = 0, entdo

(&) =&+ AR (E) = ¢(§) = & (pois, f(§) = 0).
(&) Se (&) = ¢, entdo
P =§+AGE) ==+ A = A)f(E) =0
como A(¢) # 0, logo
f) =0.
O teorema a seguir nos fornece condigdes suficientes para que 0 processo seja

convergente.

TEOREMA 2.1. Seja ¢ uma raiz da equacdo f(x) = 0, isolada num intervalo I centrada
emé.

Seja ¢(x) uma funcgdo de iteracdo para a equacdo f(x) = 0. Se

)} @(x) e ¢'(x) sdo continuas em I;

i) l'xX)| <M< 1,Vxele

i)  xp €l

entdo a sequéncia {x; } gerada pelo processo iterativo x;.,.; = ¢@(x;) converge para ¢.



DEMONSTRACAO. Note que basta provar que:
)} sex, €1,entdo x;, €1,V k;
i) Ill_r})lo x, = ¢€.
Inicialmente provaremos a primeira parte:
i) & é uma raiz exata da equacéo f(x) = 0.
Assim, f(&) = 0 & & = @(&) e, para qualquer k, temos: x; 1 = @(x)
= Xee1 — & = @) — @ (§) 1
Note que ¢(x) € continua e diferencidvel em I, entdo, pelo Teorema do Valor
Médio, se x;, € I, existe ¢, entre x;, e ¢ tal que
@' (cr) (e — &) = p(xr) — (&)
e assim temos que
Xir1 —§ =0 00) —@(§) = @' (cr) (xx — §), V k
assim,
Xpr1 — § = @' () (e — §)
logo
|Xk41 — &l = @ (i) 1x — &l < |xx — €I, pois, [@'(cp)| < 1
ou seja, a distancia entre x,, € & é estritamente menor que a distancia entre x;, e £, como
I esta centrado em &, temos que se x; € I, entdo x4 € I.
Por hipotese, x, € I, entdo x, € I, V k.
Provaremos agora a segunda parte:
i) De (1) segue que:
Iy — &1 = 1p(x0) — 9 ()] = @' (co)l Ixg — &1 < Mxo — §]
para um c, entre x, e &,
I, = &l = lop(x1) — @) = 1" (e |y — &I < Mlxy — &I < M?|xo — §|
para um c, entre x, e €.
Procedendo de forma anéloga, temos:
|l = &1 = lo(xk-1) — (] = lo"(ck—| |xk—1 — &l < Mxp_q — €|
M|xp_1 — €| SMklxo_ﬂ
para um cy, entre x; e €.

Entdo, 0 < lim lx, — €| < lim M¥|x, — &| = 0, pois por hipdtese 0 < M < 1.

Assim, lim |x, —¢&| =0 = lim x; =¢.
k—o0 k—co



No algoritmo do método do ponto fixo, escolhe-se x; como raiz aproximada de &

se |xg — Xp—1] = [@(xp-1) — X441 | < €.

Observe que |x; — xx—1| < & ndo implica necessariamente que |x, — é| < €.

DEFINICAO 2.1. Seja {x,} uma sequéncia que converge para um numero ¢ e seja
Ey = x;, — & 0 erro na iteracdo k. Se existir um nimero p > 1 e uma constante C > 0,
tais que

lim el — ¢ )

k—oo |E|P
entdo p é chamada de ordem de convergéncia da sequéncia {x;} e C é a constante
Ex

assintotica de erro. Se Ilim E—“ =C, 0 <|C| <1, entdo a convergéncia é pelo menos
—00 k

linear.

Uma vez obtida a ordem de convergéncia p de um método iterativo, ela nos da
uma informacdo sobre a rapidez de convergéncia do processo, pois de (2), podemos
escrever a seguinte relacdo:

|E+1| = C|Ey|? para k — co.

Considerando que a sequéncia {x;} é convergente, temos que E; — 0 quando
k — oo, portanto quanto maior for p, mais proximos de zero estard o valor C|Ej|P
(independentemente do valor de C), o que implica uma convergéncia mais rapida da
sequéncia {x; }. Assim, se dois processos iterativos geram sequéncias {x;} e {x?}, ambas
convergentes para &, com ordem de convergéncia p; € p,, respectivamente, e se
p1 > p =1, 0 processo que gera a sequéncia {xj} converge mais rapidamente que o
outro.

Mostraremos que o método do ponto fixo, em geral, tem convergéncia apenas
linear. Da demonstracdo do Teorema 2.1 temos a relagéo:

X1 — € = @(x) — (&) = @' (C)(x — &)
com Cy entre x;, e &, entdo

Xg+1—§ — <p’(Ck)

Xp—§

tomando o limite quando k — oo, temos

. xk+1—f_- ! 0 . T

lim =" = lim ¢'(Ci) =¢ (lim (o) = ¢'®,

e, portanto, Ilim % = ¢@'(§) = Ce|C| < 1, pois ¢'(x) satisfaz as hipdteses do Teorema
—00 Lg

2.1.



Apresentado o Método do Ponto Fixo, no proximo capitulo sera abordado o

Método de Newton.



3 METODO DE NEWTON

Os resultados obtidos neste capitulo podem ser encontrados em Ruggiero e Lopes
(1996), Burden e Faires (2008), Franco (2006), Ardelean (2012), Garcia (2009), Homeier
(2009), Machado e Alves (2013), Manuel et al (2007), Moreira (2010), Newton (2012),
Polyak (2007) e em Shiskowski e Frinkle (2011).

No estudo do método do ponto fixo abordado no Capitulo 2, concluimos que:

)} uma das condigdes de convergéncia é que |¢'(x)] <M < 1,V x € I, onde
I é um intervalo fechado;

i) a convergéncia do método sera mais rapida quanto menor for |¢@'(¢)].

O que 0 método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia
do método do ponto fixo € escolher para funcdo de iteracdo a funcdo ¢(x) tal que
¢'(§) = 0.

Entdo, dada a equacéo f(x) = 0 e partindo da forma geral para ¢ (x), queremos
obter a funcdo A(x) tal que ¢'(¢) = 0:

p(x) =x+AX)f(x)

= ¢'(x) =1+ A (x)f(x) + A f'(x)
=¢')=1+A4(Of()+Af(©)
= ¢'(©) =1+A4)f" ()

assim, @©=001+A4@)f® =0=4(8) =——

- .|
f(f) ' '
1

Alx) = ek

£(x)

Portanto, dada f(x), a funcdo de iteragdo ¢(x) =x — =

sera tal que

¢'(&) = 0, pois como podemos verificar:
Y=1-— 1= f"(x) _ fF0)f"(x)

v'(x Freor P00
e,como (&) =0, ¢'(§) = 0 (desde que f'(§) # 0).

Assim, escolhido x, a sequéncia {x;} sera determinada por x,,; = xi L)

!
k=012,...



3.1 ABORDAGEM GEOMETRICA DO METODO

O Meétodo de Newton € representado geometricamente da seguinte forma: Dado o
ponto (xk, f (xk)) tracamos a reta L, (x) tangente a curva neste ponto cuja equagao é:
Li(x) = f(xp) + f(x) (x — x.),
Li(x) € um modelo linear que aproxima a funcdo f(x) numa vizinhanca de x.

Encontrando o zero deste modelo, obtemos:

f(xk)
frixg)’

Entdo toma x,,; = x. As retas tangentes podem ser observadas na Figura 1.

L (x)=0ox=x, —

para f'(x) # 0

Figura 1 - Representacdo grafica do Método de Newton

A
fx)

Fonte: RUGGIERO e LOPES (1996, p. 68)

3.2 ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE NEWTON

TEOREMA 3.1. Sejam f(x), f'(x) e f"'(x) continuas num intervalo I que contém a raiz

x=&de f(x) =0.Se f'(§) # 0, entdo existe um intervalo I < I, contendo a raiz ¢, tal

f(xg)

que se x, €I, a sequéncia {x,} gerada pela formula recursiva xy,; = X Gy
k

convergird para a raiz de f(x).

DEMONSTRACAO. Foi apresentado anteriormente no trabalho que o método de

Newton é um método do ponto fixo com funcdo de iteragdo ¢(x) dada por

_f®
jeon

px) =x

10



Portanto, para provar a convergéncia do meétodo, basta verificar que, sob as
hip6teses acima, as hipoteses do Teorema 3.1 estejam satisfeitas para ¢(x), ou seja, €
preciso provar que existe I < I centrado em &, tal que:

i) @ (x) e ¢'(x) sdo continuas em I;

ii) lp'(X)|<M<1,Vxel

Temos que

fx) 0'(x) = SOOfr1(x)
f1(x) [fr(0)1?

Por hipdtese, f'(¢) #+ 0 e, como f'(x) é continua em I, é possivel obter I; c I tal

p(x) =x—=

que f'(x) #0,Vx € I.
Assim, no intervalo I, c I, tem-se que f(x), f'(x) e f"(x) sdo continuas e

f'(x) # 0. Portanto, ¢(x) e ¢'(x) séo continuas em .

FOOfr(x)
[fr(x)]?

escolher I, c I; tal que |¢@'(x)| <M < 1, V x € I, e, ainda mais, I, pode ser escolhido

Agora, ¢'(x) = . Como ¢'(x) é continuaem I, e ¢'(¢) = 0, é possivel

de forma que ¢ seja seu centro.

Concluindo, conseguimos obter um intervalo I, < I, centrado em &, tal que ¢ (x)
e ¢'(x) sejam continuasem I, e |@'(x)| < M < 1,V x € I,. Assim, I = I,.

Portanto, se x, €I, a sequéncia {x,} gerada pelo processo iterativo

Xpp1 = Xp — ]f(( ")) converge para a raiz .

Em geral, afirma-se que o método de Newton converge desde que x, seja

escolhido suficientemente proximo da raiz ¢.

3.3 ALGORITMO

Para determinar uma soluc¢éo para f(x) = 0, dada uma aproximacao inicial xo:
ENTRADA aproximagcdo inicial xo; tolerdncia TOL; nimero méaximo de iteracfes No.
SAIDA solugéo aproximada p ou mensagem de erro.

PASSO 1 Facai=1

PASSO 2 Enquanto i < No, execute 0s passos 3 a 6.
PASSO 3 Faca x = xo — f(xo)/f"(x0). (Calcula x;).
PASSO 4 Se [x — xo| < TOL, entéo

SAIDA (x); (Procedimento concluido com sucesso.)
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PARE
PASSO 5 Facai=i+1.
PASSO 6 Faca xo = X. (Atualiza po.)
PASSO7  SAIDA (‘O método falhou apés No iteragdes, No =, No);
(O procedimento néo foi bem-sucedido.)
PARE

3.4 ORDEM DE CONVERGENCIA

Inicialmente supomos que o método de Newton gera uma sequéncia {x;} que
converge para ¢.

Ao observa-lo como um método do ponto fixo, diriamos que ele tem ordem de
convergéncia linear. Contudo, o fato de sua funcdo de iteracdo ser tal que ¢’ () = 0 nos
permite a demonstrar que a ordem de convergéncia é quadrética, ou seja, p = 2.

Supondo que estdo satisfeitas aqui todas as hipoteses do Teorema 3.1. Temos que

fCxr) f(xx) E f(xr)

= —_—_— = — = — _—_— = _—_
Xk+1 Xk f,(xk) Xk+1 E Xk E f,(xk) k f,(xk) k+1
Considerando o desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno de x;, temos:

£ = FQa) + F100) G — 1) + E522 (x = )2,

sendo Cj, entre x e xj.. Assim,

0= f@&) = ) — f ) (e — &) + L5 (- £)?2

2

= f(a) = £ G — §) = E552 (- £)2 + £

fr(C) p2 _ _ fx)

27600 Tk = T iy T Bk = Bient
Epiq _ fri(Cy)
E} 2f1(xg)
logo,
, frr] lim (Cy) ,
D i B 1y e _ 1 m @] e _ L) = ¢

k— oo EI% - 2 k—oo fr(xg) T2 fl[}l]_)rg)(xk)] T2 f1(é&) T2

Portanto, o método de Newton tem convergéncia quadratica.
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3.5 CONDICOES DE CONVERGENCIA

Quando aplicamos o Método de Newton para se resolver um problema algumas
condicBes para a escolha do ponto inicial (x,) e do intervalo [a,b] precisam ser
cumpridas para se garantir a convergéncia do método.

Seja f: [a, b] - R, duas vezes derivavel, com f"’ continua, se:

e fla)-f(b) <0;
e f'(x)#0,VxE€]labl;
e f"(x) tem sinal constante em (a, b), ou seja, f"'(a) - f"'(b) > 0;
e O valor inicial x,, satisfaz f(xy) - f"'(x) > 0.
Entdo a sequéncia (x,) gerada pelas iteracbes do Método de Newton converge

para a unica raiz do intervalo.

3.6 ESCOLHA DE UMA BOA PRIMEIRA APROXIMACAO

A escolha do valor inicial é considerada boa quando x,, satisfaz a desigualdade
f(xo) - f""(xg) > 0.Se f"(x) deve manter sinal constante paratodo x € R navizinhanca
da raiz ]a, b[, teremos duas situagdes:

1) f(x0) >0,f"(x0) > 0.

2) f(xo) <0,f"(x) <O.
Para cada uma das situagdes por sua vez temos dois casos.
Para o primeiro caso, temos:

e Quando f(xy) >0, f'(xg) >0e f"(xy) > 0, ilustrado na Figura 2.

13



Figura 2 - Representacdo de uma fungéo f(x) com
f(xo) >0, f'(x0) >0e f"(x0) >0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando f(xy) > 0, f'(xy) <0 e f"(x,) > 0, como podemos ver no grafico da

Figura 3:

Figura 3 - Representacdo de uma fungéo f(x) com
f(x0) >0, f'(x0) <0ef"(x) >0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para o segundo caso, temos:
Quando f(xy) <0, f'(xg) > 0e f"(x,) <0, como podemos ver no grafico da
Figura 4:
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Figura 4 — Representacdo de uma funcéo f(x) com
f(x0) <0, f'(xg) >0e f"(x9) <O

T T

LI L I L N G L B B A N N B B

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Quando f(xy) <0, f'(xg) <0ef"(xy) < 0,como podemos observar no grafico

da Figura 5:

Figura 5 — Representagdo de uma funcéo f(x) com
f(x0) <0, f'(xp) <0e f"(x9) <0

fen)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mostraremos analiticamente agora que a escolha de x,, f''(x) deve manter sinal
constante para todo x € R na vizinhanga da raiz ]a, b[, satisfazendo a condigéo
f(xo) - f"(x) > 0 garante a construcdo de uma sequéncia convergente pela direita para

0 primeiro caso e pela esquerda no segundo caso.
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A série de Taylor de f(x) para a raiz r da segunda derivada fica:

f@) =) + f ) —xi)

+

f,'(ZCk) (r _ xk)z

Supondo o primeiro caso onde f(x,) > 0, f'(x) > 0e f"'(x,) > 0,como f(r)=0¢e

por ser raiz da equacdo, entdo o termo @(r—xk)2 > (0. Logo teremos que

obrigatoriamente  f(xy) + f'(x;)(r —x;) <0 de onde isolando r obtemos a

f(xk)
fxr)

sequéncia de aproximacoes a direita de r. O estudo

desigualdade r < x; —

analogos.

3.7 EXEMPLOS

Exemplo 3.7.1. Determine o zero da funcéo f (x) =
entre [1, 4].
Para facilitar foi utilizada a representacao

Figura 6:

= Xy4+1, QUe mostra que neste caso construimos uma

analitico para os outros trés casos séo

x3 — 2x? — 5 com precisdo de 107,

grafica de f(x), conforme mostra a

Figura 6 — Grafico da funcdo f(x) = x3 —2x%2 -5

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

inventario [semnome?2]

v = x73-2x72-5 ! ! : :
[escondido]: v = 4x-13 S T [ A L 1
[escondido]: v = 18.6875x-52.5312 | | H H

,,,,,,,,,,, N

rrrrrrrrrrr e S e GGRRCS REFRFRRSFL

rrrrrrrrrrr b

Fonte: Elaborada pelo autor.

12 iteracdo:

Tomando x, = 2, como f'(x) = 3x2 — 4x, logo
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_ . f&o) _ 5 _(5) _
X1 =X = 505 = x; =2 . = x, = 3,25

note que |x; — x| = 13,25 —-2| =1,25 > E.

Na representacdo grafica apresentado na Figura 7, podemos ver a fungdo f(x) e a
reta tangente ao ponto x, = 2

Figura 7 — Gréfico da funcdo f(x) = x3 — 2x% — 5 e dareta

tangente ao ponto (x, f(xg))

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

inventario [semnome2]

v = x°3-2x°2-5
v = 4x-13 1+

[escondide]: v = 18.6875x-52.5312

xo xl

——
——

Fonte: Elaborada pelo autor.

2% iteracdo:

_ f(xq)

o = 8,203125
2= fr(xq)

18,6875

note que |x, — x,| =12,811036789 — 3,25| = 0,438963211 > E.

= xz = 3,25_

= x, = 2,811036789

Na representacdo grafica apresentada na Figura 8, podemos ver a fungédo f(x) e
as retas tangentes aos pontos x, = 2 e x; = 3,25:
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Figura 8 — Grafico da fungdo f(x) = x3 — 2x% — 5 e das retas

tangentes aos pontos (x,, f (xg)) € (x1, f(x1))

Arquive Equagic Ver Mouse Um Dois Anim Outros

inventario [semnome2]

¥ = x"3-2x"2-5
v = 4x-13
v = 18.6875x-52.5312

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fonte: Elaborada pelo autor.

3% iteracéo:

X5 = x, —L02 — . = 2,811036789 — 2287573, = 2697989502
f(x2) 12,46163633

note que [x3 — x,| = |2,697989502 — 2,811036789| = 0,113047287 > E.

42 jteracdo:

_ f(x3)

X, = 0,080768435
4773 f'(x3)

11,04548405

note que |x, — x3| = |2,690677153 — 2,697989502| = 0,007312349 > E.

= x4 = 2,697989502 — = x4 = 2,690677153

52 iteragéo:

Ye = x f(xq) 0,000325457
ST fi(xy) 10,95652201

note que [xs — x,| = 12,690647449 — 2,690677153| = 0,000000000408 < E.

E assim ¢ atendido o critério de parada.

= x5 = 2,690677153 — = x5 = 2,690647449

Note que mesmo quando o valor inicial ndo satisfaz a condigdo de convergéncia
f(xo) " f"(xg) > 0, é possivel através do método de Newton convergir para a raiz. Como
neste exemplo, onde f(x) =x3—2x2—-5 ¢ f'(x) =6x—4, entdo f(2) =-5 e

f"(2) =8,logo f(2) - f"(2) = (-=5)-8<0.
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Exemplo 3.7.2. Determinar, usando o Método de Newton, a menor raiz positiva da
equacao:

4cosx—e*=0
com erro inferior a 1072.

Para facilitar utilizou-se a representacédo gréfica de f(x), conforme a Figura 9:

Figura 9 - Gréfico da funcdo f(x) = 4cosx — e*

= x

Arquive Equagio Ver Mouse Um Deis Anim Outros

inventario [semnome2]
escondido]: y = -21.012322114x+38.5712
escondido]: y = -9.854674247x+10.97181(
condidol: ¥ = -6.633331384x+6.107312"

AN FPEJ—WE J < Hl ds ::ERZ ﬂ..?\j‘l;ﬂ’

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tomando x, = 3, como f'(x) = —4senx —e* e f''(x) = —4 cosx — e*, note que
f(3) = —24,04550691
f"'(3) = —16,12556694

logo f(xg) - f"(xo) > 0 e entdo x, = 3 € considerada uma boa primeira aproximagao.

12 iteragdo: x; = xy — ]f,(gc")) = x; = 1,835569629
0
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Figura 10 — Gréfico da funcdo f(x) = 4cosx —e* e dareta

tangente ao ponto (xo, f(xo))

Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros

inventario [semnome2]

i = 4%cos (x) —exp (x)
1.0

a8

Fonte: Elaborada pelo autor.

24 jteracdo: x, = x; — % = x, = 1,113362007
1

Figura 11 — Gréfico da funcdo f(x) = 4 cosx — e* e das retas

tangentes aos pontos (xg, f(xg)) € (x1, f(x1))

)
2
Arquivo  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Qutros

inventario [semnome2] ¥y 1

- il e .l

POR 01:41
PTB2  08/04/2017

Y = 4rcos (x)-=xp(x)
v = -21.012322114x+38.57123053
y 8546 x+10. 656
escondido]: y = -6. . 3
l

-1

e

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3% iteragéo: x; = x, — % = x5 = 0,920700678
2

Figura 12 — Gréfico da funcdo f(x) = 4 cosx — e* e das retas

tangentes aos pontos (xo, f (x0)), (x1, £ (x1)) € (x2, f (x2))

Arquive Equacio Ver Mouse Um Dois Anim Qutros

=

5y \

inventario [semnome2]
v = 4*cos(x)-exp (x)
¥ = -21.012322114x+38.57123053
v = -5.854674247x+10.87181656
v =
'

IVEAYARE

\

Fonte: Elaborada pelo autor.

42 iteragio: x, = x5 — ;,((’;3)) = x, = 0,904897937
3

5% iteracao: xs = X, — % = xs = 0,904788223
4

6% iteracao: xg = X5 — jf,((’;s)) — x, = 0,904788217
5

74 iteracio: x, = xg — ;,((’;6)) = x, = 0,904788217
6

Exemplo 3.7.3. Sabemos que a equacdo arctanx = 0 pelo comportamento da fungdo
f(x) = arctan x tem raiz nula, porém note que se tentarmos encontra-la utilizando o
método de Newton, nunca terd um boa primeira aproximagdo, entdo pode convergir,

divergir ou oscilar ciclicamente entre dois valores.
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Figura 13 - Grafico da funcéo f(x) = arctan x

Arquive Equagie Ver Mouse Um Dois Anim Outros

v = arctan(x)
[escondido]: v = 0.340458x+0.47385
[escondido]: y = 0.34045x-0.47385

< >
editer | apagar | dupl | copiar | tabela | familia
wrdiico | eauagio | nome | deiivar | web | fecher

Fonte: Elaborada pelo autor.

12 iteracdo:

Tomando x, = 1,3918, como f'(x) = Tlxz logo

X, = %, —;,((’j;(’))) = x, = —1,3918
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Figura 14 - Grafico da funcdo f(x) = arctan x e da reta tangente ao ponto
xo = 1,3918

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T 0 S E S SO
v = arctan(x)
v = 0.340458x+0.47385
[escondido]: y = 0.34045x-0.47385
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr L T S T It I

>

<
et | spsgar | dup | copisr | tabela | tamiia
oo | Frame | dervar | wen | feshar

‘Fonte: Eléborada pelo autof.
2% iteracéo:
X
Xy = Xy —}{,((xl)) = x,=1,3918
1

Figura 15 - Grafico da funcdo f(x) = arctan x e das retas tangentes

a0s pontos x, = 1,3918 e x; = —1,3918

Amuivo  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

inventario [semnome1] 15%y

¥ = arctan(x)
¥ = 0.340458%+0.47385
¥ = 0.34045x-0.47385

/

< >
edtar | apagar | dupl || copiar | tabels || famiia /
3, 7

xZ /
Vx./m' 20 23 30

0

\

__—

_—

s

' Fonte: Elaborada pelo autor.
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Note que se calcularmos x5 o resultado sera novamente —1,3918, ou seja, ficara
oscilando entre 0s mesmos valores e com isso ndo converge para a raiz da funcédo
fx) =0.

Portanto, neste caso através do método de Newton ndo conseguimos encontrar

uma raiz aproximada.

Exemplo 3.7.4. No software Mathematica (versao free) foi programado um arquivo para
ajudar na visualizacdo do método geometricamente e numericamente. Utilizaremos a
equacdo x3 — 2x? — 5 = 0 para ilustrar.

e Paraa visualizagcdo numeérica do problema utilizamos o algoritmo a seguir:
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Figura 16 - Algoritmo no Software Mathematica

odo de Newton

Infi]=

I"["]:: _
2

3.25

2.81184

2.69799

2.09868

2.69865

solucdo aproximada:

2.69865

erro de aproximacdes sucesivas:

4,50805107%

uidl= | 2.69863

Fonte: Elaborada pelo autor
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Para a visualizacdo geométrica do problema foram digitados no ambiente do
software os seguintes comandos:

expresion=Input["'Digite a func¢éo de x"'];x0=Input["'Digite a primeira
aproximacao™];
f=Function[x,Evaluate[expresion]];
df=Function[x,D[f[x],x]];
g=RecurrenceTable[{newton[n+1]==N[(x-f[x]/df[x])/.x-
>newton[n]],newton[1]==N[x0]},newton,{n,1,9}];menor=Min[g]; maior=Max[g];
If[menor>0,menor=0,Continue];

Manipulate[Show[{Plot[{Evaluate[f[x]/.x->t],Flatten[ Table[(f[x]+df[x](t-x))/.x-
>g[[i1].{i,1,n}11}.{t,menor,maior},PlotStyle-
>{Red,{Blue, Thick}}],ListPlot[Table[{g][[i]],0}.{i,1,n}],PlotStyle-
>PointSize[0.03]]}],Style[{"'Resolucdo pelo método de Newton de","primeira aproximacao
x0="}{TraditionalForm[expresion==0], TraditionalForm[x0]},Bold,Medium],{{n,1,"iteracbes"}
1,93

Que ao executar abre uma janela de entrada de dados sobre a funcéo f(x), como
mostra a imagem a seguir:

Figura 17 - Janela para digitalizacdo da funcéo

2

Digite a fungdo dex

-2xt-3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em seguida abre outra janela para a primeira aproximacao:
Figura 18 - Janela para digitalizacdo do valor inicial

& - %3]

Digite a primeira aproximacgdo

2

0K ] | Cancel

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Entdo teremos uma janela com o controle de iteragdes para visualizar passo a
passo a sequéncia de tangentes e raizes aproximadas:

Figura 19 - Gréficos da funcéo f(x) = x3 — 2x% — 5 e da reta tangente ao ponto

x0=2

{Resolug&o pelo método de Newton de (x3 -2x2-5= 0), primeira aproximacio x0= 2}

iteragdes ||

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 20 - Gréficos da funcdo f(x) = x3 — 2x% — 5 e das retas tangentes

geradas por sucessivas iteracoes

{Resolugéo pelo método de Newton de (M3 -2x%-5= 0), primeira aproximac3o x0= 2}

iteracoes [l

10}

-1ef
-20f
-30f

-sef

-sef

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4 METODO DE NEWTON PARA SISTEMAS DE EQUACOES NAO
LINEARES

Os resultados obtidos neste capitulo podem ser encontrados em Ruggiero e Lopes
(1996), Ardelean (2012), Burden e Faires (2008), Garcia (2009), Homeier (2009),
Machado e Alves (2013), Manuel et al (2007), Moreira (2010), Newton (2012) e em
Polyak (2007).

O método de Newton é o mais amplamente estudado e conhecido para resolver
sistemas de equacGes ndo lineares. No caso de uma equacao nao linear de uma variavel
do tipo f(x) = 0, vimos no Capitulo 3 que, geometricamente, 0 método de Newton
consiste em se tornar um modelo local linear da funcdo f(x) em torno de x, que
corresponde a reta tangente a f (x) em x.

Neste capitulo apresentamos a abordagem do método para sistemas de equagdes

ndo lineares de duas variaveis.

4.1 ABORDAGEM GEOMETRICA DO METODO DE NEWTON PARA
SISTEMAS DE EQUACOES NAO LINEARES DE DUAS VARIAVEIS

O método de Newton para uma equacéo do tipo f(x) = 0 ndo linear tem a sua
interpretacdo geométrica bastante conhecida, haja vista que é comumente abordada em
muitos livros de Célculo Numérico, porém para o caso de um sistema de duas equacdes
de duas varidveis dificilmente sdo tratados nesta perspectiva nas referéncias
bibliogréaficas.

Neste caso, pode-se construir uma visualizagdo da solugdo aproximada de
sistemas de equagbes do tipo {f(x,y) =0,g(x,y) = 0}. Podemos observar que as
superficies z = f(x,y) e z = g(x,y) se interceptam formando uma curva que intercepta
o plano xy no ponto P(ry,7,), onde a primeira aproximacdo é um ponto Py(xy, Vo)
préximo dele, entdo os planos tangentes as superficies no ponto (x,,v,) Se cortam
formando uma reta que corta o plano xy no ponto P; (x;, y;) gue deve estar mais proximo

de (11, r,). Conforme pode ser observada na Figura 21.
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Figura 21 - Representacdo grafica de duas fungdes de duas variaveis

Fonte: Elaborada pelo autor.

As superficies z = f(x,y) e z = g(x,y) se cortam formando uma curva que
passa pelo plano xy pelo ponto P(ry,7,) (ponto verde) raiz do sistema, observemos no

plano xy:

Figura 22 - Representacdo gréfica das curvas de nivel para duas funcGes de duas

varidveis no plano xy

50F T T T L

45k 4

401 d

35F -

25F 1

20F, 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 20

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tomando uma aproximacao inicial P,(x,, y,) (ponto azul) nas proximidades da

raiz conforme ilustra a Figura 23. Veja no plano xy:
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Figura 23 - Representacao grafica das curvas de nivel para duas funcdes de

duas variaveis no plano xy e um ponto inicial P,

sofT ? I T = T

45k 4

a0t 1

35k 4

301 B

(5]
in
T
1

Fonte: Elaborada pelo autor.

O préximo passo sera determinar as equac6es dos planos tangentes das superficies
z=f(x,y) e z=g(x,y) no ponto Py(xy,V,), respectivamente e traca-los junto as
superficies, conforme ilustrado na Figura 24.

Figura 24 - Representacgdo gréfica de duas funcbes de duas varidveis e seus respectivos

planos tangentes
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos observar com mais clareza o processo por meio das interseccdes das
curvas de nivel Cy:f(x,y)=0 e C:g(x,y) =0 no ponto P(ry,r,) a primeira
aproximacgdo P,(x,,y,) (ponto azul) e o ponto do plano xy onde se cortam as retas
intersecdo dos planos tangentes P; (x4, y,) (ponto amarelo), conforme ilustrado na Figura
25.

Figura 25 - Representacao grafica das curvas de nivel para duas funcées de

duas variaveis no plano xy, ponto inicial P, e ponto P;

so0F T T T ]

a0}

[ =]
[
T

[
©

o [T
©

LSg S fw gE e Bi Gu e qohe oh ob 4 af SySeny SfRed §8 )

0.5 1.0 1.5 20

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na seguinte aproximacao utilizamos P;(x;,y,) e obtivemos P,(x,,y,) (ponto

vermelho) e continua o processo convergindo para P(ry,7,) veja na Figura 26.
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Figura 26 - Representacdo grafica das curvas de nivel para duas fungdes de

duas variaveis no plano xy, ponto inicial P,, ponto P; e ponto P,

e T
38f -
[ T
3.6 ™ < = .
L .\
A %
344 = s .
32— -
Py |
284 ]
264 -
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05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 FORMULACAO DO METODO DE NEWTON PARA SISTEMAS DE DUAS
EQUACOES NAO LINEARES

Nesta secdo vamos deduzir as férmulas. Note que a equacdo do plano tangente a

uma superficie z = f(x, y) num ponto (x;,y;) é

z—2z1 = f(x, y1) (x — x1) + £, (e, y1) v — y1)
como sdo duas superficies z = f(x,y) e z = g(x,y). Os planos tangentes de ambas no
ponto (x;,y;) sdo:

z—zy = [ (0, y1) (= x1) + f, (e, y) 7 — >1) ®)

z— 2z = gx (X, y1) (x — 1) + gy (1, 1) (v — ¥1) (4)
sendo z; = f(xy,y,) em (3) e z; = g(xq1,y1) em (4), como (x,,y,) € 0 ponto de
interseccgéo das retas projecéo dos planos no plano xy onde z = 0, entdo temos o sistema
com relacdo a (x5, y,):

—f (1, y1) = fielen, y1) (z —x1) + f5, (1, y1) 2 — y1) ()

—9(x1,¥1) = gx (X1, y1) (2 — x1) + g (%1, y1) (V2 — 1) (6)
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Para isolar x, e y, basta multiplicar (5) por g, (x;,y;) e (6) por — £, (x1, y1), para
eliminar os termos de y somamos as equacdes, observe que as funcdes e derivadas séo
todas avaliadas em (x4, y,), obtemos entdo uma férmula para isolar x,

—f 9yt g fy=—9y fr (G2 —x1) +gx fy - (x2—x1)

f9y—gfy

= Xy = X1 —
2 1 9y fx—9xfy

, para (gy S = Gx fy) #0 (7)

para eliminar os termos x e obter a férmula para y, multiplicamos (5) por g,(x;,y1) €

(6) por —f;(x1,y1) € somamos as equacdes, obtemos
—f9x+t9 fx =9« 'fy(yz —y1) — fx 'gy(YZ - 1)

fx9—Gx'f
:YZ:yl_g_]‘cg_g_ 1para(gy'fx_gx'fy)¢0 (8)
vy fx=9xfy
As formulas (7) e (8) aplicando-as recursivamente com uma aproximacao inicial

(x4, y1), permite construirmos uma sequéncia de aproximacoes (x,,, ¥,), tomando como

X
critério de parada |X,, — X,,+1| < Erro,com X,, = [y"].
n

4.3 CONVERGENCIA DO METODO

Para se determinar os elementos que compde as férmulas de (3) a (8) € necessario
que as funcbes que determinam as superficies sejam continuas e com plano tangente Gnico
para cada ponto na vizinhanca do ponto P(ry,7,), ainda assim pode ter seus pontos
singulares, conforme detalhado nos casos seguintes:

1. Quando um plano tangente a uma curva € paralelo ao plano xy, teremos derivadas

parciais nulas, ou seja, g, (x,y) = gx(x,y) =0o0u f,(x,y) = fr(x,y) = 0.

2. O método ndo funciona também quando g, f; — g f, = 0, isto ocorre também

quando os planos tangentes séo paralelos, pois as derivadas parciais g, = k; * f,

e f, = k, - g, avaliadas no ponto (x;,y;) sdo os coeficientes de inclinacdo das

retas tangentes na direcdo dos eixos x e y e isto significa que séo proporcionais,

isto é, sdo paralelas e portanto os planos onde elas estdo também sédo paralelos e

ndo teriam reta comum de intersecgé&o.

3. O método pode levar a uma redundéncia de valores entre duas aproximacoes a
reta intersec¢do dos planos tangentes no ponto (x;, y;) levem a ponto (x;41, Vi+1)

e a reta de interseccdo dos planos tangentes neste ponto levam de volta ao ponto

(x;,y;) de forma ciclica.

33



4. Podemos ter a reta de intersecgdo dos planos tangentes quase paralela ao plano xy

e neste caso teriamos um ponto (x;, 1, y;+1) fora da vizinhanca da raiz (ry, ;).

4.4 EXEMPLOS

Exemplo 4.4.1

Determinar, usando o Método de Newton, a solucdo do sistema de equacdes:

{ x2+xy+y*—2=0
x2+3xy—y*+y+1=0
. A ... (Xo=—66
Tomando como aproximacao inicial {
yo = 2,3

x, = —3,5700662

12 iteracdo:
k vy, =1,621861
aj ~ (X, =—2,1686753
2 lteragao: y, = 1,1695758
i x =—1,6977762
3 iteracdo: 13 )
¢ y3; = 0,91776541
i 5 = —1,6353746
42 jteracdo: 154 )
¢ vy, = 0,8309499
i 5 = —1,6329974
5 jteracdo: 1%5 )
¢ ys = 0,8228946
62 iteragio: {¥6 T T 1,6329767
ve = 0,8228399
o [x; = —1,6329767
72 iteracdo: 1%7 ,
¢ L v, = 0,8228399
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Figura 27 - Representacdo grafica das fungdes de duas variaveis

fl,y)=x>+xy+y?—2eg(x,y) =x%+3xy —y*+y + 1, e sua 1% iteragéo

iteracbes 1 =

TRl =

1100

150

1-50

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 28 - Representacdo grafica das fungdes de duas variaveis
fl,y)=x>+xy+y2—2eg(x,y) =x*+3xy —y*+y+ 1, esua?iteracdo

iteracoes { =

2 | [E ]+ 2] =]

1.0
005

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 29 - Representacgdo grafica das fungdes de duas variaveis

fl,y) =x>+xy+y?—2eg(x,y) =x%+3xy —y*+y + 1, e sua 3% iteracéo

iteracdes =
B ] =bitlal¥ =
gy 18 25

0.0 W

] 140
120
10
1-20

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 30 - Representacdo grafica das fungdes de duas variaveis

flo,y)=x*+xy+y2—2eg(x,y) =x*+3xy —y*+y+ 1, esuaditeracdo

iteragoes [ =

1.0
0.0 05
140

120

1-20

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 31 - Representacgdo grafica das fungdes de duas variaveis

flo,y)=x>+xy+y?—2eg(x,y) =x%+3xy —y*+y + 1, e sua 5% iteracéo

iteracoes I

=

5 =+ Aax -~

2.0

1.5 R
1.0

140

120

1-20

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 32 - Representacdo grafica das fungdes de duas variaveis

flo,y)=x>+xy+y?—2eg(x,y) =x*+3xy —y*+y + 1, e sua 6% iteragéo

iteragoes (] =
6 | =D+ 2l 2]
vg 18 2'9/\
0.0 0.5
| 140

120

1-20

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 33 — Representacao grafica das curvas de nivel para as funcées
fle,y) =x>+xy+y?>—2eg(x,y) =x*+ 3xy — y* + y + 1 de duas variaveis no

plano xy
{Projecdo no plano z=0}

iteracoes

2.0r

1.5¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 34 — Representacao grafica das curvas de nivel para as funcées
fle,y) =x>+xy+y?—2eg(x,y) =x*+ 3xy — y* + y + 1 de duas variveis no

plano xy, e sua 1? iteragéo

{Projecdo no plano z=0}

iteracdes

0.0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 35 — Representacao grafica das curvas de nivel para as funcées
fle,y) =x>+xy+y?>—2eg(x,y) =x*+ 3xy — y* + y + 1 de duas variaveis no

plano xy, e sua 22 iteragéo
{Projecéo no plano z=0}

iteracbes

2.0r1

1.5¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 36 — Representacao grafica das curvas de nivel para as funcées
fle,y) =x>+xy+y?—2eg(x,y) =x*+ 3xy — y* + y + 1 de duas variveis no

plano xy, e sua 3% iteracéo

{Projecao no plano z=0}

iteracbes
3 -+ RAx¥ -
L]
2.9
1.5} ~
1.0 ‘T
|
Q.5
0.0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 37 — Representacdo grafica das curvas de nivel para as funcoes
fle,y) =x>+xy+y?>—2eg(x,y) =x*+ 3xy — y* + y + 1 de duas variaveis no

plano xy, e sua 42 iteracdo

{Projecao no plano z=0 }

iteracbes

1.0r

)

0.0¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 38 — Representacdo grafica das curvas de nivel para as fungoes
fl,y)=x*+xy+y2—2eg(x,y) =x*+ 3xy —y* + y + 1 de duas varidveis no

plano xy, e sua 5% iteracéo
{Projecéo no plano z=0}

iteragbes

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 39 — Representacao grafica das curvas de nivel para as funcées
fle,y) =x>+xy+y?>—2eg(x,y) =x*+ 3xy — y* + y + 1 de duas variaveis no
plano xy, e sua 62 iteracdo

{Projecédo no plano z=0}

iteracdes
6 -+ rRx¥ -
P ‘ . ‘ .
2.0
1.5s\
b
1.0 1
"‘-:\
9.5 1
0.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.4.2

Determinar uma solugédo para o sistema:

{xz —cos(xy) =1
seny = 2c0osXx

x? —cos(xy) — 1

Note que F(¥) = { seny — 2 cosx

> X - -
X = (y) e que a Jacobiana fica

JFG) = [Zx + ysen(xy) xsen(xy)

2senx cosy
Tomando como aproximacéo inicial (x,,y,) = (1,1) e utilizando o software

Scilab os valores encontrados para as raizes nas iteragdes foram:

x; = 1,7615250
x, = 1,6705957
x; = 1,4180085
x, = 1,3572853
xs = 1,3471224

y, = —0,9294177
y, = 0,0745652
ys = 0,3041000
y, = 0,4350957
ys = 0,4595237
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xg = 1,3468113 ye = 0,4603187
x; = 1,3468109 y, = 0,4603195
xg = 1,3468109 yg = 0,4603195

a partir da sétima iteracdo os valores encontrados foram iguais até a sétima casa decimal.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta do presente trabalho teve como motivacdo o estudo do método de
Newton, que por sua vez mostra-se muito eficiente para determinar raizes aproximadas.

Desde a elaboracédo do projeto desejou-se propor algo que pudesse contribuir com
0 ensino da Matematica na &rea de Célculo Numerico. Neste sentido este trabalho iniciou
apresentando um breve historico sobre o0 método de Newton e seguiu abordando o método
em uma perspectiva geométrica tanto no caso unidimensional (resolucdo de uma equacéo
ndo linear) como também no caso bidimensional (resolucéo de sistema de duas equacgdes
ndo lineares com duas incognitas), para o caso bidimensional ndo foi encontrado na
literatura especifica a abordagem geométrica. Na resolucdo dos problemas foram
apresentados a resolucdo numeérica iterativa e os graficos que ilustram o processo de busca
de solugéo utilizado com o objetivo de propiciar a visualizacéo e facilitar a compreenséo
dos alunos sobre o assunto. Além disso, no estudo foi apresentado alguns casos de de
equacOes ndo lineares em que o método de Newton falha.

Trabalhos como este podem auxiliar outros estudantes que se interessam pelo
método de Newton e por seus resultados. Terminamos assim, por deixar como dica ao
leitor a continuacdo do estudo do método, em especial para sistemas de equagdes nao

lineares.
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