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Resumo

No presente trabalho, investigamos, cuidadosamente, a construcao dos nimeros naturais, in-
teiros, racionais, reais e numeros complexos. Sendo que, o conjunto dos nimeros reais foi obtido
através dos conhecidos métodos: Cortes de Dedekind e Classe de Equivaléncia por Sequéncias de
Cauchy. O estudo consistiu em utilizar os famosos Axiomas de Peano, os quais estao relacionados
aos numeros naturais, em ordem a obter as bem conhecidas propriedades elementares satisfeitas
por todos estes nimeros. E, a partir deste conhecimento, encontramos rigorosamente as provas dos
resultados bésicos envolvendo os ntimeros reais. Este processo em questao foi desenvolvido de ma-
neira construtiva através dos ntmeros inteiros e racionais. Em seguida, mostramos que é possivel
estabelecer a existéncia dos nuimeros complexos, juntamente com suas propriedades aritméticas
mais usuais. Por fim, terminamos cada capitulo do nosso trabalho mostrando algumas possiveis
aplicacoes em cada conjunto trabalhado.

Palavras-chave: Axiomas de Peano; Numeros Reais; Niimeros Complexos;



Abstract

In this work, we investigated the construction of natural, integer, rational, real, complex, qua-
ternion and Octonion numbers. More precisely, the set of real numbers was achieved by applying
two methods: Dedekind Cuts and Equivalence Classes of Cauchy Sequences. Our study is only
based on using Peano Axioms, which are directly related to the natural numbers, in order to get
the basic properties satisfied by these numbers. In addition, we carefully proved the elementary
results involving real numbers. This process in question was developed constructively throughout
of the concepts of the integer and rational numbers. Next, we show that it is possible to establish
the existence of complex numbers along with their more usual arithmetic properties. Finally, we
finish each chapter of our work showing some possible applications in each set worked.

Keywords: Peano Axioms; Real Numbers; Complex Numbers.
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Introducao

Notoriamente, a Teoria dos Niumeros foi de suma importancia para o desenvolvimento cientifico
da civilizagdo, e apesar de ser uma &drea de estudos milenar, é de certa forma surpreendente,
que a Teoria dos Numeros, seja atualmente, uma das areas de pesquisa mais efervescentes da
Matematica e que mais do que nunca, continue a fascinar as atuais geragoes de Matematicos.
Evidente que, ao longo do tempo, esta Teoria passou por algumas transformacoes e quebras de
paradigmas. Nos primordios da sociedade sedentaria, por exemplo, a maneira de trabalhar com
contagem foi aprimorada ao longo dos séculos, de acordo com as problematicas do cotidiano de
antigas civilizacoes. O homem criava situacoes interessantes na contagem de seus objetos, animais
e etc. Por exemplo, ao levar seu rebanho para a pastagem ele relacionava uma pedra para cada
animal, no momento em que ele recolhia os animais fazia a relagao inversa, no caso de sobrar alguma

pedra poderia verificar a falta de algum animal.

Conceda-nos apresentar da forma mais natural possivel, um pouco da histéria desta fascinante
teoria, tentando ao maximo, seguir uma ordem cronolégica da formulacao de cada elemento que
forma tal area, a saber, os numeros Naturais, nimeros Inteiros, nimeros Racionais, Reais e Com-

plexos.

Evidentemente comecaremos com os numeros Naturais. Tais ntmeros tiveram suas origens
com os egipcios, por volta de 1650 a.C., partindo da necessidade de se efetuar calculos rapidos
e precisos (ja que estavam acontecendo muitos progressos, como a construgao das piramides, os
quais marcaram o fim da Pré-Histéria), pois com a contagem concreta (usando pedras, nds ou
riscos em 0ssos) nao estava sendo pratico. Foi quando surgiram as representagoes da quantidade
de objetos através de desenhos: os simbolos. Os egipcios baseavam seu sistema de numeracao em
sete numeros-chave e todos os outros niimeros eram escritos combinando os ntimeros-chave. Para
os egipcios, a ordem dos simbolos nao alterava o nimero em questao. Outros povos (Babilonicos,
Romanos, Gregos, Hindus, Arabes) também criaram o seu préprio sistema de numeracdo, mas

foram os romanos que criaram um sistema de numeracao bem mais pratico e eficiente. Os romanos



aperfeicoaram a representacao do nimero, mas nao usaram simbolos novos para representar os

numeros, usaram as proprias letras do alfabeto.

Os romanos baseavam seu sistema de numeracao em sete nimeros-chave (I,V,X,L,C,D,M). Os
calculos que os romanos utilizavam eram baseados na adi¢ao e na subtracao, dependendo da ordem
em que os numeros-chave apareciam. Este sistema foi adotado por muitos povos, mas ainda era
dificil efetuar cdlculos com o mesmo. Foi quando aconteceu no norte da fndia, por volta do século
V da era crista, uma das mais notdveis invengoes de toda a histéria da Matemdtica: O sistema de
numeracao decimal. Isto aconteceu apds o aperfeicoamento dos simbolos utilizados pelos hindus,
quando houve a ideia de introduzir uma notagao para uma posi¢ao vazia — o zero. Foi quando os
dez simbolos que conhecemos hoje em dia foram criados. Hoje, estes simbolos sdo chamados de
algarismos indo-arabicos. Mas foram os arabes, a partir da metade do século IX, que divulgaram
ao mundo os numeros hindus, apds tradugoes de livros vindos da India. Os 4rabes compreenderam
0 tesouro que os matematicos hindus haviam descoberto. Isto permitiu o desenvolvimento de
sistemas para o armazenamento de grandes numeros. Por isso, o nosso sistema de numeragao
decimal é conhecido como indo-ardbico. Com este sistema de numeragao ficou mais vidvel escrever
qualquer ntumero, por maior que ele fosse, e como estes nimeros foram criados para tornar mais
pratico contar as coisas da natureza, eles foram chamados de nimeros naturais. Com o inicio do
Renascimento (Século XV) surgiu a expansao comercial, que aumentou a circulacao de dinheiro,
obrigando os comerciantes a expressarem situagoes envolvendo lucros e prejuizos. A maneira que

eles encontraram de resolver tais situacoes problemas consistia no uso dos simbolos + e —.

Para suprir a deficiéncia dos Numeros Naturais em resolver operagoes do tipo a — b, com
a < b, é que foi ampliado o conjunto dos naturais formando o conjunto dos nimeros inteiros
{...,—2,-1,0,1,2,3,...} denotado pelo simbolo Z (da palavra alema Zahl, que significa nimero).
Na India, a necessidade de realizar com maior rapidez os calculos oriundos da astronomia fez com
que os sabios hindus se preocupassem em idealizar formas de representagdo numérica que sim-
plificassem esses calculos. Os matematicos hindus se mostraram virtuosos no calculo aritmético e
manipulagoes algébricas que permitiram conceber um novo tipo de simbolo para representar dividas
que posteriormente o Ocidente chamaria de negativo. A primeira vez que explicitamente as regras
que regem a aritmética com os numeros negativos apareceram em uma obra foi na obra de Brah-
magupta, que data do ano 628 d.C. Esse matematico indiano nao sé utilizou os negativos em seus
calculos como os considerou entidades separadas e os dotou de uma aritmética concordante com
a dos naturais. Muitos séculos se passaram para que o interesse pelos nimeros negativos fosse
retomado. Alguns historiadores escreveram que foram problemas com dinheiro que interpretaram o

numero negativo como perda. Negativo — esta palavra pode ter vindo desta época que eram os va-



lores negados quando se obtinha raizes negativas de uma equagao. O filésofo Diofanto, (século III)
em seus estudos, encontrou muitas vezes com os niimeros negativos. Eles apareciam constantemente
em céalculos intermedidrios em muitos problemas de seus Ensaios, denominados de Aritmetika. No
entanto, havia certos problemas para o qual as solugdes eram valores inteiros negativos como, por
exemplo, 4 = 4z + 20. Nestas situagoes Diofanto limitava-se a classificar o problema de absurdo.
Nos séculos XVI e XVII, muitos mateméticos europeus nao apreciavam os nimeros negativos e, se
esses numeros apareciam nos seus calculos, eles consideravam-nos falsos ou impossiveis. Exemplo
deste fato foi nos estudos desenvolvidos por Michael Stifel (1487—1567) que se recusou a admitir

ndmeros negativos como raizes de uma equagao, chamando-lhes de numeri absurdi.

A situagao mudou (a partir do século XVI) quando foi descoberta uma interpretagao geométrica
dos niimeros positivos e negativos como sendo segmentos de direcoes opostas. Foi no Renascimento
que apareceu um numero negativo ligado a uma equacgao algébrica, na obra do matematico francés
Nicolds Chuquet (1445—1500). Trata-se de seu tratado Triparty, escrita em 1484, que contém
uma expressao que poderiamos escrever hoje como 4x = —2. Na época, ainda nao eram usados os
simbolos x, = e —. Simon Stevin (1548—1620) aceita os niimeros negativos como raizes e coeficientes
de equagoes. Admite a adigao de = 4+ (—y) em lugar de considerd-la como subtragao de y & z.
Também tratou de justificar geometricamente a regra de sinais fazendo uso da identidade algébrica:
(a —b)(c —d) = ac — bc — ad + bd. O matematico Albert Girard (1590 —1639) foi o primeiro a
reconhecer, explicitamente, a utilidade algébrica de admitir as raizes negativas e imaginarias como
solugoes formais das equacgoes, porque ele permitia uma regra geral de resolucao na construcao de
equacgoes através de suas raizes. A legitimidade dos nimeros negativos deu-se definitivamente por
Hermann Hankel (1839—1873) em sua obra Teoria do Sistema dos niumeros Complezos, publicada
em 1867. Hankel formulou o principio de permanéncia e das leis formais que estabelece um critério

geral de algumas aplicagoes do conceito de nimero.

Seguindo a linha logica dos nossos estudos, os nimeros fraciondrios foram intuitivamente desco-
bretos na antiguidade, mas, na falta de numeragoes bem constituidas, suas notagoes foram, durante
muito tempo, mal fixadas e inadaptadas as aplicacoes praticas. Nao foram consideradas desde sua
origem como nimeros nem se concebia a nogao de fragao geral 7* como m vezes o inverso de n.
Os egipcios, por exemplo, s6 conheciam as fragdes denominadas unitdrias (as de numerador igual
a 1) e 86 exprimiam as fragoes ordindrias através de somas de fragoes desse tipo (mostraremos ao
longo do trabalho) (por exemplo: % = % + i) Com o passar do tempo, ficou claro que as fragdes
se submetiam as mesmas regras que os inteiros e que eram, portanto, assimildveis aos nimeros
(sendo um inteiro uma fracao de denominador igual a 1). Gragas a esta extensao, os nimeros, que

outrora serviam apenas para recenseamento, tornaram-se marcas adaptadas a inimeros usos. Dai



em diante, nao sé foi possivel comparar duas grandezas por estimag¢ao, mas também dividi-las em
parcelas ou pelo menos supo-las divididas em partes iguais de uma grandeza da mesma espécie esco-
lhida como padrao. Mas, apesar desse progresso, por causa de suas notagoes imperfeitas os antigos
nao foram capazes nem de unificar a notacao de fracdo, nem de construir um sistema coerente para
suas unidades de medida. Assim como os nimeros naturais surgiram da necessidade de contar,
0s nuimeros racionais, que sao expressos pela razao entre dois inteiros, surgiram da necessidade de
medir. Medir e comparar. Para isso foi necessario estabelecer um padrao de comparacao para to-
das as grandezas da mesma espécie, por exemplo, 1 cm para comprimentos, 1 segundo para tempo,
etc. Este padrao estabelece uma unidade de medida da grandeza (comprimentos, areas, tempo,
etc). Medir, portanto, é determinar quantas vezes a unidade estabelecida cabe, por exemplo, no
comprimento que se quer medir. O resultado desta comparacao, que é a medida da grandeza em
relagao & unidade considerada, deve ser expresso por um numero. Na figura abaixo, se conside-
rarmos o segmento CD como a unidade de medida, teremos que o segmento AB mede 4 unidades.

Tomando-se CE como unidade, a medida deste mesmo segmento serd de 8 unidades.

S6 em casos muito especiais a grandeza a ser medida contém um nimero inteiro de vezes a
unidade de medida. O caso mais frequente é o caso da figura abaixo onde, tomando-se a medida u

do segmento CD como unidade, a medida de AB é maior que 3 u e menor que 4 u .

E claro que neste exemplo, podemos subdividir a unidade em partes menores para que cada uma
delas caiba um nimero inteiro de vezes na grandeza a medir, mas o que se pode dizer da medida
de AB em relacao a CD? A dificuldade surge porque, neste caso, a medida m de AB n&o é divisivel
pela medida u de CD. No conjunto dos nimeros inteiros existe a impossibilidade da divisao, isto
é, neste conjunto nem sempre é possivel expressar o resultado de uma medicao ou de uma razao.
Para resolver esse problema criou-se um novo conjunto de nimeros, chamado conjunto dos niimeros
racionais e denotado pelo simbolo Q (de quociente). Um niimero racional p é, portanto, aquele que
pode ser escrito na forma p = * , onde m e n sdo inteiros e n # 0. (Lembre-se que a divisao por zero
nao tem sentido, pois nao existe nenhum nimero que multiplicado por zero seja diferente de 0 e,

portanto, expressoes do tipo % nao estao definidas e expressoes do tipo 0 sa0 indeterminadas). Os



babil6nios, através de sua numeracao de posicdo com base sessenta, foram os primeiros a atribuir
as fragbes uma notagao racional, convertendo-as em fragoes sexagesimais (cujo denominador é igual
a uma poténcia de 60) e exprimindo-as mais ou menos como se exprimem as fragoes de horas em

minutos e segundos:
: _ 33 45
33 min 45s = §5h + 55550

Mas os babilonios nao chegaram ao uso da wvirgule para diferenciar os inteiros das fragoes sexage-
simais da unidade. A expressao (33;45) tanto podia significar 33h 45 min quanto Oh 33 min 45s.
O entendimento ficava estabelecido pelo contexto. Depois deles, os gregos tentaram atribuir uma
notagao geral as fragdes ordinarias, mas sua numeracgao alfabética complicou muito a simbolizagao,
o que os levou a desistir de adotar a notacao sexagesimal de origem babilonica em seus cédlculos com
fragoes. A notacdo moderna das fracoes ordinarias se deve aos hindus, que, devido a sua numeracao
decimal posicional chegaram a simbolizar fracbes mais ou menos como fazemos hoje. Esta notacao
foi depois adotada e aperfeicoada pelos arabes, que inventaram a famosa barra horizontal. Em
seguida, gracas a descoberta das fracoes decimais (aquelas cujo denominador é uma poténcia de
10) foi pouco a pouco transparecendo o interesse em prolongar a numeragao decimal de posigao
no outro sentido, isto é, em termos modernos, na representacao de nimeros depois da virgula. O
que permitiu a notagdo sem nenhuma dificuldade de todas as fracoes, além de mostrar nitidamente
os inteiros como fragoes particulares: aquelas cuja representagao nao comporta nenhum algarismo

depois da virgula.

As conseqiiéncias desta racionalizacdo da nocado e da representacdo das fragoes foram incal-
culaveis em todos os dominios, a comecar pela invencao do sistema métrico. Sistema metrolégico
fundado sobre a base dez, coerente e perfeitamente adaptado ao calculo numérico. Desenvolvido na
Revolugao Francesa (1792) em substituigao aos velhos sistemas de unidades arbitrérias incoerentes

e variaveis.

A numeracgao decimal de posicdo introduziu também a infinita complexidade do universo dos
nameros, e levou os matematicos a um avanco prodigioso. Desde o século VI a.C., os matematicos
gregos, a comecar pela escola Pitagorica, ja tinham descoberto que a diagonal de um quadrado
nao tem medida comum com o seu lado. De fato, tanto pela medida quanto pelo raciocinio, o
comprimento de sua diagonal nao corresponde a um nimero inteiro de metros. Ou seja, uma vez
que tal é o seu comprimento matemético, a v/2 é um ndmero incomensurdvel. Foi a descoberta
do que hoje denominamos nidmeros irracionais, os que nao sao nem inteiros nem fracoes. Esta

descoberta provocou uma grande consternacao entre os Pitagdricos, que pensavam até entdao que os



numeros regem o Universo, isto é, os inteiros naturais e suas combinacoes mais simples, as fragoes
ordindrias positivas. O préprio nome destas grandezas é uma prova desde que foram denominadas
inexprimiveis. A categoria dos numeros irracionais ficou ainda pouco precisa durante séculos por
causa das notagoes imperfeitas de outrora, que nao permitiam a representacao destes nimeros de um
modo coerente, ja que eles eram designados por palavras e valores aproximados aparentemente sem
nenhuma relacao uns com os outros. Como nao era possivel defini-los corretamente, constatou-
se simplesmente a sua existéncia, sem poder implicd-los num raciocinio geral. Beneficiados por
uma notacao numérica muito eficaz e por uma ciéncia cada vez mais avancada, os matematicos
europeus dos tempos modernos conseguiram ter sucesso onde seus antecessores tinham falhado. Eles
descobriram que estes nimeros eram identificdveis a nimeros decimais sem fim, cujos algarismos
apos a virgula nunca se reproduzem na mesma ordem. Descoberta fundamental que permitiu uma
melhor compreensao desta categoria de niimeros, ja que eles tém por caracteristica esta propriedade.
Se o ntimero ¢ irracional a parte decimal ndo segue um padrao, isto é, ndo se repete nunca! Com
o auxilio de um computador, podemos calcular a representacio decimal de /2 e de m com muitas
casas decimais para nos convencer deste fato. Embora estes niimeros com suas aproximacgoes vistas
em computador com até bilhoes de casas decimais sejam convincentes, isto nao basta como uma
prova matematica. E possivel demonstrar logicamente que v/2 é irracional (faremos a prova ao

longo deste trabalho) e também que os niimeros 7 e e sao irracionais.

No entanto, a extensao destes sistemas ainda era necessédria, com o objetivo de obter um qua-
dro claro da relagao entre nimeros e pontos de uma reta, desenvolvendo a nogao de completude,
propriedade que o sistema dos racionais nao tem. Construir a reta numerada completa implica
construir um novo sistema numérico que inclui os racionais, como subsistema. O sistema inclui
todas as razoes entre quantidades geométricas — todos os valores que resultam de medidas — e
muitos desses valores nio sao niimeros racionais. A unido dos ntiimeros racionais com os irracionais,
denominamos Conjunto dos Niimeros Reais. O conceito do conjunto dos niimeros reais passou pelo
matematico Eudoxo, no século IV a.C., o qual tem sua teoria das proporgoes registrada no famoso
livro Elementos de Euclides. Durante a segunda metade do século XIX um crescente nimero de
artigos e livros foram publicados, dedicados a um inico assunto: a defini¢ao precisa de nimero real
e a investigacao de funcgoes reais baseada nessa definicao. Podemos destacar trés campos distintos

de construcao da definicdo de nimero real.

— Heine (1821 - 1881), Thomae (1840 - 1921) e Hilbert (1862 - 1943) defenderam que os
conceitos fundamentais da Analise poderiam, e deveriam, ser construidos simplesmente de uma

maneira formal, desprezando, tanto quanto possivel, os assuntos de ordem filosdfica.



— Hankel (1839 - 1873) e Frege (1848 - 1925) defenderam a ideia tradicional de que a Anélise

deveria ser fundada na nocao de quantidade continua.

Hankel estudou com Riemann (1826 - 1866) bem como com Weierstrass e Kronecker (1823 -
1891). Em 1867 publicou o livro Theorie der Complexen Zahlensysteme, insbesondere der gemeinen
imagindren Zahlen und der Hamiltonschen Quaternionen onde tratou um dos assuntos que carac-
terizou o fim da ciéncia da quantidade. Para Hankel o nimero nao é um objeto, é uma substancia
que existe fora do sujeito e do objeto que lhe deu origem, é um principio independente, tal como

foi visto pelos Pitagoricos.

— Dedekind, Weierstrass (1815 - 1897) e Cantor defenderam que a nogao de quantidade deveria
ser substituida por uma rigorosa construcao aritmética dos nimeros reais, isto é, uma construcao
baseada na nocao de nuimeros naturais ou racionais, que assumiu-se ser menos problematica do
que a nocao de quantidade continua. O conceito sé foi concretizado no século XIX, através dos
matematicos alemaes Cantor e Dedekind, estes construiram os nimeros reais a partir do conjunto
dos racionais: Cantor pelo método conhecido por Classe de Equivaléncia de Sequéncias de Cauchy
e Dedekind por Cortes de Dedekind. Abordaremos os dois tipos de obtencao dos reais nesta

dissertacgao.

Apesar do conjunto dos niimeros reais ser completo, havia uma problematica desde o surgimento
da férmula de Baskara no século XI. Dependendo da equacao quadratica, poderia ocorrer do niimero
delta ser negativo. Entretanto isso nao pertubava muito os matematicos da época. Neste caso eles
simplesmente diziam que o problema nao tinha solucdo. O interesse pelo estudo da Matemadtica
ressurgiu na Europa, mais especificamente na Italia, no século XVI. L4, e no meio da disputa entre
Cardano e Tartaglia pela resolucao da equacao do 3°grau, é que se percebeu que os nimeros reais
nao eram suficientes e as primeiras ideias da criacao do conjunto dos niimeros complexos surgiram.
Questoes realmente perturbadoras surgiram e nao podiam ser ignoradas. Além da extragao de raizes
quadradas de nimeros negativos, também nos deparamos com uma extracao de raizes cubicas de
numeros de natureza desconhecidas. Quando, nas equacgoes de grau 2 a férmula de Baskara levava
a raiz quadrada de numeros negativos, era facil dizer que aquilo indicava a nao existéncia de
solucoes. Agora, entretanto, nota-se que hé equagoes de grau 3 com solucoes reais conhecidas, mas

cuja determinacao passava pela extracao de raizes quadradas de niimeros negativos.

Nao havia como negar que os numeros reais eram insuficientes para se tratar de equacoes
algébricas. O que estava acontecendo no século XVI era semelhante ao que ocorreu no tempo

dos gregos antigos, quando se verificou a insuficiéncia dos nimeros racionais com a construcao



do ndmero v/2, que nao era racional: o conceito de nimero precisava ser estendido. Foi Rafael
Bombelli, engenheiro hidrdulico nascido em Bolonha, Italia, em 1530, quem conseguiu atravessar
a barreira e chegar aos novos numeros. A partir da ideia pioneira de Bombelli, ainda se demorou
mais de dois séculos para que se conseguisse, através de Euler, saber como extrair raizes de niimeros

complexos.

Entretanto, foi na primeira metade do século XVII que os geniais matematicos franceses Pierre
de Fermat e René Descartes inventaram, independentemente e quase simultaneamente, o que hoje
conhecemos por Geometria Analitica. Com o dominio da geometria Analitica Descartes estudou,
entre outras coisas, as equagoes algébricas. Em uma passagem do Discurso do Método Descartes
escreveu a seguinte frase: Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de
uma equacao sao Teais. As vezes elas sio imagindrias. Por esse motivo, até hoje o nimero que
denominamos de raiz de —1 é chamado de niimero imagindrio, termo que se consagrou juntamente
com a expressao numero complexo. Infelizmente, sao designagoes um tanto inadequadas e subjetivas

para objetos matematicos.

Depois de Bombelli, em 1530, outros personagens importantes da Historia da Matematica deram
contribuicées ao desenvolvimento da teoria dos nuimeros complexos, dentre os quais o matematico
francés Abraham de Moivre, amigo de Isaac Newton, e também os irmaos Jacques e Jean Bernoulli.
Mas quem fez o trabalho mais importante e decisivo sobre o assunto foi Euler. Dentre as iniimeras
contribuicées de Euler foi notavel seu empenho na melhoria da simbologia. Muitas das notacoes
que utilizamos hoje foram introduzidas por ele. Dentre as representacoes propostas por Euler
destacamos o i substituindo v/—1. Euler passou a estudar nimeros da forma z = a +bi onde a e b

sdo nimeros reais e i2 = —1. Esses ntimeros sdo chamados de niimeros complexos.

Em resumo, até o século XIX, os nimeros naturais eram vistos como colecoes de unidades;
fragoes eram razoes entre quantidades; nimeros reais eram comprimentos de segmentos e nimeros
complexos eram pontos do plano. Mas os matematicos nao estavam satisfeitos com os resultados
baseados nestas nogoes intuitivas. Era preciso construir uma teoria dos nimeros. Nessa perspectiva,
foi formulado um principio geral para direcionar qualquer generalizagao do conceito de niimero: o
principio da permanéncia das leis do cédlculo. Para construir um novo sistema numérico, como
extensao de um sistema dado, as operagoes devem ser definidas de tal modo que as leis existentes
permanecam. A partir da definicdo axiomética do sistema dos ntmeros naturais, foi construida a
teoria dos inteiros, como pares de niimeros naturais (cuja diferenga m-n vai resultar num ntimero
inteiro positivo ou negativo); a teoria dos nimeros racionais como pares de nimeros inteiros (cujo

quociente m:n vai resultar num ndmero racional); e a teoria dos nimeros reais como seqiiéncias



de racionais (cujo limite vai resultar num ntimero real). Sabemos que grande parte das disciplinas
ministradas nos cursos de Matematica apresenta muito discretamente a origem dos ntimeros reais e
imaginarios (inclusive Fundamentos da Matemética). Além disso, em disciplinas como Anélise Real,
os conjuntos constituidos por esses numeros sao adotados existentes por razoes de falta de tempo
hébil para o cumprimento da ementa. Assim sendo, nosso interesse neste trabalho é a construgao

detalhada dos conjuntos de ntimeros tais como: naturais, inteiros, racionais, reais e complexos.

Enfim, descreveremos resumidamente o que serd feito em todos os capitulos listados neste
texto: No primeiro capitulo formalizaremos o conceito de ntimero natural e apresentaremos suas
propriedades através dos conhecidos Axiomas de Peano, além disso, apresentaremos uma aplicacao
lidica no jogo Torre de Handi. No capitulo seguinte, veremos a construcao do conjunto dos nimeros
inteiros utilizando conceitos como relagoes de equivaléncia e nogoes de Teoria dos Conjuntos e da
estrutura do conjunto anteriormente construido, e ao fim do capitulo, apresentaremos um exemplo
na Astronomia. Por conseguinte, notaremos que a construcao do conjunto dos ntimeros racionais é
feita de maneira andloga a dos inteiros — neste capitulo daremos énfase a aplicacao dos racionais
apresentando ao leitor o Método de Sylvester - . J4 no quarto capitulo, faremos a construcao do
conjunto dos numeros reais aplicando os métodos descritos acima: Cortes de Dedekind e Sequéncias
de Cauchy. Neste capitulo, faremos duas aplicagoes notaveis: A sequéncia de Fibonacci e o Conjunto
de Cantor (Carpete de Sierpinsk). Por fim, no ultimo capitulo, faremos a construgao e aritmetizacao
dos nimeros imagindarios (complexos) e como aplicagao, daremos énfase a equacao da onda, mais

conhecida como equagao de Schrédinger.

E importante ressaltar que toda a dissertacao visa os aspectos aritméticos da construcao dos
conjuntos de numeros citados acima. Portanto, nenhum tipo de aplicagdo, fora do ambiente da
Matematica, serd abordado neste texto. Em contra ponto, trabalharemos em um caminho que este
estudo seja, com excecoes das definigoes de conjunto e fun(;é,(ﬂ, autoconsistente e com uma grande
riqueza de detalhes. Vale também destacar que, [3], e [9] sdo usadas como referéncias principais

neste trabalho.

Em todo o trabalho usaremos a notagao (=) para denotar que estamos interessados em provar
a implicacao direta exposta no resultado em questdao. J& (<) significard que iremos provar a
reciproca da afirmagao estabelecida previamente. O simbolo := serd usado com o sentido de “igual
por definigao”. Para concluir, a)=-b) nos dird que utilizaremos as informagoes dadas no item a)

para obter o que estara estabelecido em b).

'Os conceitos basicos envolvendo conjuntos e fungdes podem ser encontrados com mais detalhes em [7].



Capitulo 1

Construcao dos Numeros Naturais

1.1 Os Axiomas de Peano

Nesta secao, estabeleceremos os Axiomas de Peano E], 0s quais sao apresentados em forma de
postulado (ver Axioma abaixo) e comprovam rigorosamente nossas ideias intuitivas sobre o
conjunto dos ntimeros naturais. Em ordem a entendermos por completo o enunciado deste axioma,
dado logo abaixo, precisamos de alguns conceitos matematicos basicos como, por exemplo, os de

conjuntos e fungoes.

Axioma 1.1 (Axiomas de Peano). Existem um conjunto N (denominado conjunto dos Numeros
Naturais) e uma funcdo s : N — N que satisfazem os seguintes postulados:
A1) s é injetivaP}
A2) Existe um elemento 0 € N tal que 0 ¢ Im(s) (aqui Im(s) é a imagem da aplicagao s);
A3) [Principio da Inducao] Assuma que X C N satisfaz as afirmagdes abaixo:
i) 0 e X;
ii) ke X = s(k) € X.
Entao, X = N.

A aplicacdo s considerada no Axioma tem sua origem na palavra sucessor. Mais precisa-

mente, temos a seguinte definicao.

LQutra referéncia cléssica para construcio dos nimeros naturais é via Teoria dos Conjuntos, no qual pode ser
vista detalhadamente em [5] e [10].
?Uma funcdo f : A — B é chamada injetiva se f(z) = f(y), com z,y € A, implicar = = y.
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Definigao 1.1. A fungao s, dada acima, é denominada fungao (ou aplicagao) sucessor. Além disso,

chamamos s(z) € Im(s) C N sucessor de z, onde z € N.

E importante ressaltar que, o axioma A3) acima dado é conhecido na literatura como o Principio
da Indugao Finita (ou Principio da Indugdo Matemética, ou simplesmente Principio da Inducao).
Além disso, A2), estabelecido acima, garante que N # ) (pois 0 € N) e também que s(0) # 0 (desde
que 0 ¢ Im(s) e s(0) € Im(s)). Portanto, N contém, pelo menos, os elementos distintos 0 e s(0).
Consequentemente, como s é injetora (ver Al)), obtemos que s(0) # s(s(0)). Este fato acrescenta
mais um elemento em N, s(s(0)), o qual é diferente de 0 (através da simples justificativa: 0 ¢ Im(s)
e 5(s(0)) € Im(s)).

Seguindo o processo acima, tomando sucessores de forma iterada, parece que cada elemento
encontrado é diferente de todos aqueles anteriormente obtidos. Devido a esse fato, somos levados a
considerar que N é um conjunto infinito (esta afirmagcao ficard mais clara ao decorrer deste capitulo).

A partir disto, podemos definir quando um conjunto qualquer é infinito da seguinte forma:

Definicao 1.2. Um conjunto X é denominado infinito quando existe uma funcao injetora f : N —

X. Caso contrario, X é chamado finito.

Note que a Deﬁnigéonos garante que um conjunto infinito X estd em bijegéoﬂ com f(N) C X.
Reciprocamente, se existir uma bijecdo f: N — Y, onde Y C X, entao X ¢é infinito (basta compor

f com ainclusao i : Y — X, dada por i(y) = y para todo y € Y).

Observe também que se X é finito e Y C X, entao Y é finito. Caso contrario, existiria injegcao
f:N—=Y. Logo,io f: N — X, onde ¢ é a inclusao de Y em X, seria injetora. Portanto, X seria

infinito. Isto é uma contradicgao.

O primeiro exemplo de conjunto infinito que daremos, usando a definicao acima, é o conjunto
— . : . V .X ~ : 7
N* = N\ {0}. Mais especificamente, provaremos, no resultado abaixo, que a funcao s : N — N* é

uma bijecao.

Teorema 1.1. Seja s : N — N a funcao sucessor. Entdo, sdo vdlidos os sequintes itens:

i) Nenhum nimero natural € sucessor de si prdprio, isto €, s(n) # n para todo n € N;

ii) Im(s) = N*.

3Uma funcéo f : A — B é dita bijetora se esta é injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. Aqui f é denominada
sobrejetora quando Im(f) = B.
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Demonstragao. Primeiramente vamos provar o item i). Para este fim, seja
X ={neN/s(n)#n} CN.

Agora, vamos utilizar o Principio de Indugao para mostrar que X = N. Assim sendo, é facil ver
que 0 € X, pois s(0) # 0 (ja que 0 ¢ Im(s)). Resta somente, entao, verificarmos que vale a seguinte

implicacao:
ke X =s(k)eX.

De fato, se k € X, entdo, pela definicao de X, s(k) # k. Logo, aplicando s, obtemos s(s(k)) # s(k)
(pois s é injetora). Deste modo, s(k) € X. Por fim, pelo Principio da Indugao, X = N. Isto nos
diz que s(n) # n, para todo n € N.

ii) Novamente, aplicaremos o Principio da Indugao ao conjunto X = {0} U Im(s). Dessa forma,
segue facilmente que 0 € X. Agora suponha que k € X. E sabido que s(k) € Im(s) C X; logo,
X = N. Consequentemente, usando o fato que 0 ¢ Im(s), obtém-se Im(s) = N*. O

A partir do Teorema temos que dado n € N* existe um tnico m € N tal que s(m) = n (pois
s : N — N* é uma bijecao). Isto nos possibilita estabelecer a defini¢ao do que significa antecessor
de um nimero natural. Mais especificamente, se n € N* temos que o antecessor de n é o elemento
m € N tal que s(m) = n. Gostariamos de frisar aqui que tal denominagao nao sera utilizada neste

trabalho.

1.2 Operagoes Elementares com Numeros Naturais

Nesta secao, estudaremos duas operacoes sobre o conjunto dos niimeros naturais, as quais serao

chamadas adi¢ao (+ : N x N — N) e multiplicacao (- : N x N — N).

1.2.1 Propriedades Elementares da Adigao
Nesta subsecao, formalizaremos o que significa adicionar nimeros naturais; além disso, provare-

mos algumas propriedades elementares envolvendo tal adigao. Mais precisamente, definimos adicao

da seguinte forma.
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Definicao 1.3. Definimos, recursivamente, a aplicacao + : N x N — N, denominada adigao, que
associa dois nimeros naturais m e n a um outro m + n, do seguinte modo:

{m+0:m;

m+ s(n) = s(m+n). (1.1)

Obs 1.1. E importante ressaltar que, por definicao, 0 é o elemento neutr para a adicao do

naturais.

O resultado a seguir nos mostra como garantir que a adi¢ao, do maneira que esta estabelecida

acima, estd bem definida.

Proposicao 1.1. A adigdo entre niumeros naturais estd bem definida, ou seja, m +n € N para

todo m,n € N.

Demonstragao. Inicialmente, fixe m € N e considere o conjunto
Xm ={neN/m+neN}

Segue diretamente de (1.1) que 0 € X,, (pois m + 0 = m € N). Por outro lado, considere que
k € X,; entdo, m + k € N. Por conseguinte, s(k) € X,,, desde que m + s(k) = s(m + k) € N (ver
(1.1)). Por fim, aplicando o Principio de Indugao, obtemos X,, = N. Isto completa a prova da

proposicao em questao. ]

A partir da definicdo de soma entre numeros naturais é possivel estabelecer a notagao que
estamos acostumados a utilizar no ensino elementar usando a definicao de aplicagao sucessor. Mais

especificamente, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.4. Denotaremos por 1, lé-se “um”, o nimero natural que é sucessor de 0, isto é,
1 = 5(0). Também definimos, 2 = s(1) (lé-se dois), 3 = s(2) (1é-se trés), s(3) = 4 (lé-se quatro), e

assim por diante.

Usando a notac¢ao da Definigao podemos escrever o conjunto dos ntimeros naturais de

maneira usual.

Teorema 1.2. E verdade que N = {0,1,2,3,...}.

4Um elemento 0 de um conjunto A, com uma operacio de adicio estabelecida, é chamado de elemento neutro da
adi¢do se a + 0 = a, para todo a € A.
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Demonstragao. Seja X = {0,1,2,3...}. Claramente, 0 € X. Além disso, o sucessor de cada
elemento de X estd em X. Portanto, pelo Principio da Inducao, X = N. Por fim, N = {0,1,2,3,...}.
O

Note que a Defini¢ao estabelece a forma de adicionar niimeros naturais conhecida na litera-

tura elementar. Com efeito,

i) 1+1=1+s(0)=s(1)=2;
i) 241 =2+ s(0) = 5(2) = 3;
i) 24+2=2+s(1)=s(2+1) = s(3) = 4;

iv) 24+43=2+5(2)=s(2+2) =s(4) =5,

e assim por diante.

Em ordem a apresentar uma nova caracterizagao para a adicao de niimeros naturais, lembremos
a notagao usual de composicao iterada de fungoes. Sendo assim, seja f : X — X uma funcao

definida em um conjunto qualquer X. Defina
fO=1Idx e f*" = fo fm,

onde n € N e Idx(x) = x para todo z € X.

Proposicao 1.2. Sejam m,n € N. Entao, m +n = s"(m).

Demonstragdo. Fixe m € N. Considere o conjunto
X ={neN/m+n=s"(m)}.
Em ordem a provar que X = N, vamos aplicar indugao sobre n. E f4cil ver que 0 € X, pois

m+0=m = Idy,, (m)=s"(m).

Agora mostraremos que se n € X,,, acarreta que s(n) € X,,. De fato,

m+ s(n) :=s(m+n) =s(s"(m))

= 505" (m) =: s (m),
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onde na segunda igualdade acima usamos a hipdtese de indugao. Logo, s(n) € X,,. Assim, pelo

Principio da Indugao , X,, = N. Isto conclui a prova da proposi¢do em questao. 0

Vejamos alguns exemplos de como aplicar a definicao de soma dada na Proposicao [1.2

Exemplo 1.1. E f4cil ver que os itens abaixo sao validos:

i) 245 = 57 (2) = s(s(s(s(s(2))))) = s(s(s(s(3)))) = s(s(s(4))) = s(s(5)) = (6) = 7:

ii) 13+10=25'(13) =so0s0...05(13) = 23.
10 vezes

Ainda precisamos provar a propriedade associativaﬁ (ver Teorema abaixo) para garantir que

a comutatividade entre nimeros naturais, com relacao a adicao, é valida.

Teorema 1.3 (Associatividade). Sejam m,n,p € N. Entdo, m+ (n+p) = (m+n) +p.

Demonstragao. Fixaremos os naturais m e n e aplicaremos inducao sobre p. Sendo assim, considere

o conjunto
Xpn={peN/m+ (n+p)=(m+n)+p}

E f4cil ver que 0 € X, 5, pois
m+(n+0):=m+n=(m+n)+0,

ver (1.1)). Mostraremos agora que o fato de k € X, ,, acarreta que s(k) € X,, . Com efeito, seja
k € Xy n. Entao, m+ (n+k) = (m+n)+k. Por conseguinte, através do uso de (1.1)), encontramos

m+ (n+s(k) = m+sn+k)
= s(m+(n+k))
= s((m+n)+k)
= (m+n)+s(k).

Logo, s(k) € Xy n. Portanto, X, ,, = N. Isto prova o teorema em questao. ]

Agora, vamos provar que a adi¢do entre nimeros naturais é comutativa. Comegaremos mos-
trando, através de uma caracterizagao bem conhecida de um sucessor, que qualquer nimero natural

comuta com 1.

®A igualdade dada no Teorema nos diz que a adicao é associativa.
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Lema 1.1. Seja m € N. Entao, s(m) =m+1 e s(m) =1+ m. Em particular, m+1 =1+ m.

Demonstracao. Para a primeira igualdade acima, temos
m+1=m+s(0) =s(m+0)=s(m).

Ja a prova da segunda igualdade provém de uma aplicagdo do Principio da Indugao ao conjunto
X ={meN/s(m)=1+m}.

Claramente, 0 € X, pois s(0) =1 =140 (ver (1.1)). Seja m € X. Vamos mostrar que s(m) € X.

De fato, como s(m) =14 m (m € X), temos que
1+ s(m) = s(1+m) = s(s(m)),
ou seja, s(m) € X. Assim, pelo Principio da Inducao, temos X = N. Em particular,
m+1=s(m)=1+m,YmeN.
O

Agora, estamos prontos para provar a comutatividadeﬂ com relacao a adigao, entre dois niimeros

naturais.

Teorema 1.4 (Comutatividade). Sejam m,n € N. Entao, n +m = m + n.

Demonstragao. Fixando arbitrariamente m € N e considere o conjunto
Xm ={neN/n+m=m+n}.
Mostremos por inducao sobre n que X,, = N.

Inicialmente, mostraremos que m + 0 = 0 + m. Note que m + 0 = m, por (|1.1). Sendo assim, é

suficiente mostrar que m = 0 4+ m. Para este fim, assuma que
X ={meN/m=0+m}.

Provaremos que X = N. E fécil ver que 0 € X, pois 0 = 0+ 0 (ver ) Agora suponha que

m € X. Logo, m = 0 + m. Por conseguinte, inferimos

5A igualdade exposta no Teorema[l.4 nos diz que a adicio é comutativa.
g P q G
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04 s(m):=s(0+m)=s(m).

Deste modo, s(m) € X. Portanto, X = N. Logo, m+0=m =0+ m.

Agora estamos aptos a provar que X,, = N. Vimos acima que 0 € X,,. Por outro lado,
assumindo o fato de que n € X,,, e aplicando o Lema [1.1|e o Teorema obtemos
m+s(n)=s(m+n)=m+n)+1
=1+ (m+n)=1+(n+m)
=1+n)+m=Mn+1)+m

= s(n) + m.

Portanto, X,,, = N. Isto completa a prova do teorema em questao. ]

O resultado a seguir nos mostra que a lei de cancelamento para a adigéoﬂ definida sobre o

conjunto dos nuimeros naturais, é valida.

Teorema 1.5 (Lei do Cancelamento). Sejam m,n,p € N. Entao, vale a segquinte implica¢ao:

m+p=n+p=m=n.

Demonstracao. Fixe m,n € N e considere o conjunto
Xmn={peN/m+p=n+p=m=n}.

Apliquemos inducao sobre p para mostrar que X,, ,, = N. E facil ver que se m + 0 =n + 0, entao,
por (1.1, temos que

m=m-+0=n+0=n.

Isto nos diz que 0 € X, ,,. Suponhamos, agora, que p € X, , €
m+s(p)=n+s(p).

Deste modo,

s(im+p)=s(n+p).

Consequentemente, como s é injetiva, chegamos a m + p = n + p. Como p € X, ,, entao m = n.
Por fim, pelo Principio da Inducao, concluimos X, , = N. Isto completa a prova do teorema em

questao. [

TA implicacdo estabelecida no Teorema nos diz que a lei do cancelamento para a adicao é valida.
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A seguir, provaremos que o elemento neutro da adicao do naturais é tnico.
Proposicao 1.3. Suponha que exista u € N tal que m +u =m (ou u+m = m) para todo m € N.

Entao, u = 0.

Demonstragao. Se m + u = m, para todo m € N, entao, assumindo m = 0, chegamos a

por (|L.1)). Isto prova a proposigdo em questao. O

1.2.2 Propriedades Elementares da Multiplicagao
Nesta subsecao, definiremos a multiplicagdo envolvendo nimeros naturais juntamente com al-
gumas propriedades elementares relacionadas a esta operagao.

Definicao 1.5. Definimos a aplicacao - : N X N — N, denominada multiplicacdo, que associa dois

numeros naturais m e n a um outro m -n, do sequinte modo:

{ m-0=0; (1.2)

m-(n+1)=m-n+m.

Adiante, em alguns momentos oportunos, adotaremos a notacao de justaposicdo para multi-
plicagao, isto é,
m-n=mn,vm,n € N.

Exemplo 1.2. E f4cil ver que:
1.1:-1=1-(04+1)=1-041=0+1=1;

2.1.2=1-(141)=1-1+1=14+1=2.

Proposicao 1.4. A multiplicacdo estd bem definida, isto €, m-n € N para todo m,n € N,

Demonstracao. Sejam m,n € N, com m fixo. Consideremos o conjunto
Xm={neN/m-neN}

E fécil checar que 0 € X,,, pois m-0=0¢€ N (ver ) Agora, assuma que n € X,, em ordem a
provar que s(n) € X,,. Assim sendo, pelo Lema concluimos que
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m-s(n)=m-(n+1):=m-n+meN,
pois n € X,,, (m-n € N). Portanto, pelo Principio da indu¢ao, X, = N. O

A seguir apresentaremos algumas propriedades elementares envolvendo a multiplicacdo entre

numeros naturais. Entre estas, permita-nos mostrar que 1 é o elemento neutr(ﬁ desta operacao.

Teorema 1.6 (Elemento Neutro). Sejan € N. Entdo, 1 -n=n-1=n.

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que n-1 = n. Com efeito, usando (1.1)), (1.2)) e o Teorema
[I4] segue que

n-1=n-0+1)=n-0+n=0+n=n.
Agora por indugdo em n, mostraremos que 1-n = n. Seja
X ={neN/l-n=n}.

E facil ver que 1-0=0€ X, por 1) Suponha, agora, que n € X. Logo, 1-n = n. Consequen-

temente, obtemos
l-(n+1)=1-n+1=n+1.
Deste modo, n + 1 € X. Por fim, o resultado segue pelo Principio de Inducao. O

O corolério a seguir nos mostra que o elemento neutro da multiplicacao, assim como o da adigao,

entre numeros naturais é unico.

Coroldrio 1.7. Sejap € N tal que n-p=n (oup-n =mn) para todo n € N*. Entao, p=1.

Demonstragdo. Assuma que n =1 € N* (ver Teorema [1.1)) em ordem a obter

Il=1-p=p,
onde na ultima igualdade aplicamos o Teorema Isto mostra que 1 = p. ]

8Um elemento 1 de um conjunto A, com uma operacéo de multiplicacio definida, é chamado de elemento neutro
sea-1=1-a=a, para todo a € A.
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Usando as definigdes dadas em (|1.1) e (1.2), vamos mostrar uma propriedade envolvendo

nidmeros naturais conhecida como distributividade’l
Teorema 1.8 (Distributividade). Sejam m,n,p € N. Entdo, m-(n+p) = m-n+m-p e

(m+n)-p=m-p+n-p.

Demonstragao. Assuma que m e n estdo fixos e considere o conjunto
Xmn={peN/m-(n+p)=m-n+m-p}.

Vamos provar que X, , = N por inducao sobre p. Primeiramente, ¢é ficil checar que
m(n+0) :=mn =: mn + 0 =: mn + n0,

por (L.1) e (1.2). Logo, m(n 4+ 0) = mn + m0. Assim, 0 € X, ,. Mostraremos que se p € X, ,
acarreta que p + 1 € X,, . Com efeito, assumindo que p € X, ,, (isto é, m(n + p) = mn + mp),

chegamos a

m(n+s(p)) =m(n+ (p+1)) =m((n+p) +1)
=m(n+p)+m= (mn+mp)+m
=mn+ (mp+m)=mn+m(p+1)

= mn + ms(p),

onde aplicamos o Lema 0 Teoremae (1.2). Deste modo, s(p) € X,n. Com isso, concluimos,
pelo Principio da Indugao, que X, , = N. Isto prova que a primeira igualdade exposta no Teorema

em questao.

De forma similar , usando indugao sobre p, prova-se que (m+mn)-p = m-p+n-p. De fato, seja
Yoon={peN/(m+n)-p=m-p+n-p}.

E f4cil ver que 0 € Yy, », pois

(m+mn)0=0=040 =m0+ n0.

9A igualdade dada no Teorema nos diz que a propriedade distributiva é vélida.
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Por outro lado, se p € Yy, , entéo (m + n)p = mp + np. Consequentemente,

(m+n)s(p) =(m+n)(p+1)=m+n)p+ (m+n)
= (mp+np)+ (m+n)=mp+m)+ (np+n)
=m(p+1)+n(p+1) =ms(p) +ns(p).

Logo, s(p) € Yy, n. Concluimos, pelo Principio da Indugao, que Yy, ,, = N. O
Permita-nos provar a propriedade associativam para a multiplicacdo de niimeros naturais como
segue.

Teorema 1.9 (Associatividade). Sejam m,n,p € N. Entdo, m-(n-p) = (m-n)-p.

Demonstracao. Fixe m,n € N.Considere que

Xm,n = {p € N/m(np) = (mn)p}

Mostraremos que X, , = N, por inducao. Inicialmente, é ficil ver que 0 € X, ,,, pois
m(n0) =m0 = 0 = (mn)0.

Agora, suponha que p € X, , (ou seja, m(np) = (mn)p). Entao,

m(ns(p)) = m[n(p + 1)] = m(np + n)
= m(np) + mn = (mn)p + (mn)

= (mn)(p +1) = (mn)s(p),

onde aplicamos o Lema e (1.2). Deste modo, s(p) € Xy . Portanto, pelo Principio da Indugéo,

Xmn = N. O teorema em questao segue.
O
Agora, vamos provar que o conjunto dos niimeros naturais nao possui divisores de ZerOE Para
este fim, demonstraremos inicialmente o seguinte resultado:

Lema 1.2. Sejam m,n € N. Entao, m+n=0=m=n=0.

10 A igualdade dada no Teorema nos diz que a associatividade para a multiplicacao é valida.
"Um conjunto A, com uma multiplicacio estabelecida, é dito no conter divisores de zero se z-y = 0, com z,y € A,
implicar x = 0 ou y = 0.
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Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que n # 0. Entao,
n=s(n') =n'+ 1, para algum n’ € N,
pelos Teorema e Lema Consequentemente, pelo Teorema [1.3] chegamos a
O=m+4n=m+®+1)=m+n)+1=s(m+n'),

pelo Lema novamente. Isto é um absurdo, pois zero nao ¢é sucessor de nenhum ndmero (ver

Teorema . Logo, n = 0. Dessa forma, concluimos
O=m+4+n=m+0=m.

Isto completa a prova do lema em questao. O

Vejamos agora como utilizar o Lema para provar que s6 existe uma maneira para que a
multiplicacao entre dois ntimeros naturais resulte em 0: pelo menos um deste elementos tem que

ser 0.

Teorema 1.10. Sejam m,n € N. Entdo, N nao possui divisores de zero, isto €, m-n=0=m =0

oun =20.

Demonstragao. Suponhamos que n # 0. Assim, sendo, temos que
n = s(k) =k + 1, para algum k € N,
ver Teorema [I.I]e Lema[I.I} Segue que
0=mn=m(k+1) =mk+m,

ver (1.2). Logo, pelo Lema obtemos m = 0. O

Para finalizar esta subsecao, mostraremos que a multiplicacdo entre nimeros naturais, assim

como a adicao, é uma operacao comutativa@ Este fato esta verificado no teorema a seguir.

Teorema 1.11 (Comutatividade). Sejam m,n € N. Entdao, n-m =m-n.

12 A jgualdade dada no Teorema nos diz que a propriedade comutativa para a multiplicagao é valida.
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Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que Om = 0Vm € N. Seja X = {m € N/0-m = 0}.
Vamos provar por inducao que X = N. Note que, por (1.2]), 0-0 = 0. Logo, 0 € X. Agora, suponha

que m € X. Dai, 0Om = 0. Dessa forma,
Os(m)=0m+1)=0m+0=0+0=0,

ver Lema[L.1] Isto nos diz que s(m) € X. Logo, X = N.
Agora, fixemos m € N natural arbitrariamente e apliquemos inducao sobre n ao conjunto
Xm={neN/m-n=n-m}.

Temos que 0 € X,,, pois m0 = 0 = Om (ver argumentacao acima). Considere que n € X, (isto é,
mn = nm). Deste modo, pelos Teoremas e encontramos

ms(n) =m(n+1)=mn+m=nm+ 1Im= (n+1)m = s(n)m.

Isto mostra que s(n) € X,,,. Portanto, pelo Principio da Indugao, X, = N. ]

1.3 Relacao de Ordem e Poténcias em N

Nesta secao, faremos um estudo, envolvendo ntimeros naturais, que nos proporcionard comparar
os numeros naturais com a bem conhecida ideia elementar quando um elemento é menor (ou maior)
que o outro; formalizando, assim, a ideia intuitiva de que 0 é menor que 1, 1 é menor do que 2, e

assim por diante. Por fim, mostraremos como definir poténcias de niimeros naturais.

Comecemos com a definicao de uma relagao de ordem em um conjunto qualquer.

Definicao 1.6. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que uma relagdo binaria R é uma relagao

de ordem em X quando esta satisfizer as condices seguintes, para quaisquer z,y, z € X:

i) [Reflexividade]: zRx;
ii) [Antissimetria]: Ry e yRx = = = y;
iii) [Transitividade]: zRy e yRz = zRz.

O par (X, R) é chamado um conjunto ordenado. Quando nao houver possibilidade de confusdo com

a relacao de ordem R, diremos que X é um conjunto ordenado.
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Exemplo 1.3. Sejam m,n € N. Defina uma relagao R da seguinte forma:
mBRn se existe p € N tal que n = m + p.

Mostraremos que R é uma relagdo de ordem em N. De fato,

i) R é reflexiva, pois m = m + 0 (= mRm);

ii) Se mRn e nRm, entdo n = m + p e m = n + ¢ para alguns p,q € N. Substituindo a primeira

igualdade na segunda, e usando associatividade, obtemos
m=n+q=(m+p)+qg=m+(p+q).

Logo, pela lei do cancelamento, encontramos p + g = 0. Portanto, pelo Lema chegamos

a p=q=0. Deste modo, n = m. Isto nos diz que R é antissimétrica;

iii) Por fim, se r € N, mRn e nRr, entdon = m+p’ e r = n+4¢’ para alguns p’, ¢’ € N. Substituindo

a primeira igualdade na segunda, e aplicando a associatividade, obtemos
r=(m+p)+qg=m+ @ +4q).
Portanto, mRr. Isto nos informa que R é transitiva.
A relagao R, definida em N, do exemplo anterior nos possibilita informar quando um ndmero
natural é menor do que ou igual outro.
Definicao 1.7. Sejam n,m € N. Dizemos que n é menor do que ou igual a m, e escreveremos
n < m, se existe p € N tal que m =n + p.
Vimos, no exemplo acima, que < é uma relacao de ordem em N.

Obs 1.2. Neste texto, também utilizaremos as seguintes notacoes:

1. Se n < m e n # m, entao escreveremos n < m e dizemos que n é menor do que m;
2. Escreveremos n > m, como alternativa a m < n. Leremos n é maior do que ou igual a m;

3. Escreveremos n > m, como alternativa a m < n. Leremos n é maior do que m.
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Obs 1.3. E fato que se n < m, com n,m € N, entao existe p € N tal que m =n+p e n # m.
Como p # 0 (caso contrério, teriamos n = m), entdo m = n + p, onde p € N*. Reciprocamente,
sem =n+pcomp € N* tem-se que n < m e p# 0. Se n = m, terlamos n = n + p. Pela lei do
cancelamento, encontrarfamos p = 0 (um absurdo). Dessa forma, resumindo, podemos caracterizar

a relacao < da seguinte forma:
n<m-<m=mn+p,comp e N*.

Exemplo 1.4. E f4cil ver, através da Definicao que:

i) 0<1,poisl=0+4+1e0#1;
ii) 3 <5,jdqueb=3+2;
O exemplo anterior nos informa que 1 > 0. Na verdade, qualquer nimero natural diferente de
0 é maior do que 0. Mais precisamente, apresentamos a seguinte proposicgao.
Proposicao 1.5. Seja n € N*. Entao, n > 0.
Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que n < 0. Entao, pela Defini¢ao existe p € N tal

que 0 = n + p. Assim sendo, aplicando o Lema obtemos que n = 0. Isto é uma contradicao,

pois n € N*. Portanto, n > 0. O
Agora, estamos aptos a provar que o sucessor de qualquer nimero natural é estritamente maior

do que ele proprio.

Proposicao 1.6. Seja n € N. Entdo, s(n) > n.

Demonstragdo. Sabemos do Lema que s(n) = n + 1, para qualquer n € N. Portanto, por

defini¢ao, s(n) > n, para todo n € N (pois 1 # 0). O

Obs 1.4. Poderiamos estabelecer uma prova da proposicao acima usando indugao. De fato, con-

sidere o conjunto
X ={n e N/s(n) > n}.

Note que 0 € X, pois s(0) =1 > 0. Agora, se assumirmos que n € X (s(n) > n), obtemos

sin+1)=(n+1)+1=s(n)+1.
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Como s(n) > n, temos que existe p € N tal que s(n) = n + p. Dessa forma, pela associatividade,
chegamos a

sm)+1l=Mm+p)+l=n+@p+1)=n+1+p) =n+1)+p.

Portanto, s(n + 1) > n + 1. Deste modo, s(n) € X. Por fim, pelo Principio da Indugao, X = N.

O resultado a seguir nos mostra que é sempre possivel comparar dois nimeros naturais através
da Definicao Mais precisamente, temos o seguinte teorema.
Teorema 1.12 (Lei da Tricotomia). Sejam m,n € N. Entdao, somente uma das relagoes abaizo
ocorre:
i) m <n;
ii) m=n;
iii) m > n.
Demonstragdo. Inicialmente, suponha, por absurdo, que i) e ii) valem simultaneamente. Assim,
m<nem=n. Entdo n = m + p = n + p, para algum p € N*. Logo, pela lei do cancelamento,

encontramos p = 0. Isto é uma contradigao, visto que p € N*. De forma andaloga, verifica-se que ii)

e iii) s@o incompativeis.
Agora, suponhamos que i) e iii) ocorrem ao mesmo tempo. Dessa forma, teriamos
n=m+pem=n-+gq,p,q€ N
Consequentemente,
n=m+p=(Mn+q)+p=n+(qg+p).

Portanto, novamente pela lei do cancelamento, obteriamos ¢ + p = 0. Por aplicar o Lema [1.2

chegariamos a p = ¢ = 0 (contradicao).

Mostraremos agora que uma as trés relagoes acontece. Sendo assim, primeiramente, fixe m € N
e considere o conjunto

Xm={neN/n=moun>moun<m}.
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Vamos provar por indugao sobre n, que X,, = N. E f4cil checar que 0 € X,,, pois, pela Proposicao
0 =moum > 0. Assuma que k € X,, (k = mou k > m ou k < m). Assim, devemos

considerar trés situacoes:
12) k=m.
Neste caso, k+ 1 =m + 1. Logo, k + 1 > m e, portanto, s(k) = k+ 1 € X;
22) k> m.
Neste caso, existe p € N* tal que kK = m + p. Entao, por associatividade, chegamos a
kE+1=(m+p)+1=m+(p+1).

Com isso, k+1>m. Dali, s(k) =k+ 1€ X;

3*) k< m.

Neste caso, existe p € N* tal que m = k + p. Dai, como p = s(j) = j + 1, para algum j € N,

tem-se que

m=k+p=k+({G+1)=k+(1+j)=(k+1)+.
Se j =0, entdao s(k) = k + 1 = m e consequentemente s(k) € X, (pois m € X,,). Se j # 0,
entdao m >k + 1 = s(k). Por fim, s(k) € X,,.

Isto completa a prova do teorema em questao. O

A lei da tricotomia, estabelecida acima, equivale dizer que, dados m,n € N, tem-se, necessari-
amente, que m < n ou n < m. Isto nos diz que dois naturais quaisquer sao sempre comparaveis
pela relagao de ordem <. Por isso, dizemos que < é uma relagao de ordem total e; neste caso, N,

munido deste relacao, é dito ser totalmente ordenado.
Proposigcao 1.7. A relagdo <, definida em N ndo € uma relagao de ordem; porém, esta € transitiva

e antissimétrica.

Demonstragcao. Suponhamos que < é reflexiva. Entao, terfamos n < n, para todo n € N. Isto é

uma contradi¢do, ja que n = n (ver Teorema |1.12)).

Mostraremos que < é transitiva. De fato, se m < n e n < p, entao existem ¢,r € N* tais que

n=m+gqep=mn-+r. Segue que,
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p=n+r=m+q) +r=m-+(qg+r),

onde g 4+ r # 0; caso contrario, ¢ = r = 0 (ver Lema [1.2]). Logo, m < p. Isto nos informa que < é

transitiva.
Por fim, por vacuidade, se m # n entao m < n ou n < m, pela tricotomia. Isto nos diz que a
antissimetria é satisfeita por <. O
E importante notar que, a proposicao anterior pode ser reformulada com a relacdo > no lugar

de <.

Agora vamos estabelecer um resultado que apresenta de que maneira podemos utilizar a relacao

de ordem < juntamente com as operacoes de adi¢ao e multiplicagao entre nimeros naturais.

Teorema 1.13. Sejam m,n,p € N. Entdo, sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:

i)n<mentp<m+p;

i) n <m = np < mp. A reciproca é verdadeira se p € N*.

Demonstragao. i) (=) Se n < m, entdo existe p’ € N tal que m = n + p/. Segue que,
m+p=n+p)+p=n+@ +p)=n+@p@+p)=n+p)+p.

De onde, obtemos n +p < m + p.

(<) Reciprocamente, considere que n +p < m + p. Entdo, m + p = (n + p) + d para algum
d € N. Dali,

m+p=n+p)+d=n+(p+d) =n+(d+p) = (n+d)+p.
Pela lei do cancelamento, chegamos a m = n + d. Logo, n < m.

ii) (=) Assuma que n < m, entdo existe ¢ € N tal que m = n + ¢. Multiplicando ambos os lados

da igualdade por p, obtemos

mp = (n+q)p=np+ qp.

Portanto, np < mp.

(<) Pela lei da tricotomia, se n ¢« m entdo n > m. Logo, n = m + d, para algum d € N*.

Multiplicando ambos os lados da igualdade por p € N*, obtemos
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np = (m +d)p = mp + dp.

Portanto, mp < np, pois dp € N*.
O

Obs 1.5. A reformulacao do teorema acima para a relagdo > segue passos andlogos aos da prova

estabelecida acima.

Vejamos como reescrever o teorema acima substituindo a relagao de ordem < por <.

Proposigao 1.8. Sejam n,m,p € N. Entdo, sao vdlidas as sequintes afirmacdes:

i)n<ment+p<m+p;

ii) n <m < np < mp, fornecido que p # 0.

Demonstragao. i) (=) Se n < m entédo existe p’ € N* tal que m = n + p’. Segue que,
m+p=m+p)+p=n+@ +p)=n+{+p)=0n+p) +p.

De onde obtemos n +p < m + p.

(<) Reciprocamente, assuma que n + p < m + p. Sendo assim, m + p = (n + p) + d, para
algum d € N*. Dali,

m+p=mn+p)+d=n+(p+d) =n+(d+p) =(n+d) +p.

Pela lei do cancelamento, chegamos a m = n + d com d # 0. Por fim, n < m.

ii) (=) Se n < m entao existe ¢ € N* tal que m = n + ¢. Multiplicando ambos os lados desta

igualdade, por p, obtemos

mp = (n+q)p=np+ qp.

Como p,q # 0, entao gp # 0. Assim, temos que np < mp.

(<) Pela lei da tricotomia, se n £ m, entdo n > m. Logo, pelo Teorema concluimos
que np > mp.

Isto conlcui a prova da proposicao em questao. O
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Obs 1.6. A demostracao da proposicao anterior para a relagao > é andloga a que fizemos.

A seguir, provaremos que a lei do cancelamento para a multiplicagéﬂ de niimeros naturais,
assim como para a adigao, é valida. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
Teorema 1.14 (Lei do Cancelamento). Sejam n,m,p € N, com p # 0. Entao, np = mp = n = m.
Demonstragao. Suponha, por absurdo, que n # m. Entao, pela tricotomia, temos que n < m ou

m < n. Assim sendo, se n < m, terfamos np < mp (ver Proposigao [L.8)). Por outro lado, se m < n,

terfamos mp < np (ver Proposigao [1.8]). Isto prova o teorema em questao. ]
O resultado a seguir tem como uma de suas aplicagoes a prova de que o Unico elemento inversivel

de N é 1.

Proposicao 1.9. Sejam n,m € N. Entao,n <m<n+1<m.

Demonstragao. (=) Considere que n < m entdo m = n + p, para algum p € N*. Sabemos que,

p = s(c) = c+ 1, para um certo ¢ € N. Dessa forma, concluimos que
m=n+p=n+(c+1)=n+1+c)=n+1)+c

Consequentemente, chegamos a n+ 1 < m.

(<) Se n+ 1 < m, entao
n<sn)=n+1<m.

Portanto, por transitividade, encontramos n < m. O

O resultado abaixo nos mostra que o tinico ntimero natural que possui inverso multiplicativﬂ
é 1, o qual é dado pelo préprio 1. Mais especificamente, temos a seguinte proposicao.
Proposigao 1.10. Sejam n,m € N tais que nm =1, entdon =m = 1.

Demonstragao. Note que se nm = 1, entao n,m # 0 (caso contrario, nm = 0). Dessa forma,

temos que 0 < n,m (ver Proposicao [1.5)). Com isso, concluimos que 1 < n,m (ver Proposicao [1.9).

13 A implicacio dada no Teorema nos diz que a lei do cancelamento para a multiplicagao é valida.
14Seja A um conjunto, com uma multiplicacdo definida, dizemos que b € A é inverso dea € Asea-b=b-a = 1.
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Suponha, por contradi¢ao que 1 < n (ou seja, que n # 1). Logo, pela Proposigao inferimos
m=ml <mn=nm=1.
Isto é um absurdo, pois m > 1 (ver tricotomia). Por fim, n = 1. Consequentemente,
m=1m=nm=1.
O

Agora, vamos mostrar que a soma de dois nimeros naturais resulta em 1 se, e somente se, um

deles é 0 e o outro é 1.

Proposigao 1.11. Sejam n,m € N numeros naturais. Entdo,n+m=1=n=1em =0 ou
m=1en=0.

Demonstragao. Suponhamos n # 0, entdo n = s(a) = a + 1, para algum a € N. Segue, dai, que

l=n4+m=(a+1)+m=>01+a)+m=1+ (a+m).

Logo, pela lei do cancelamento, chegamos a a +m = 0. Assim, pela Proposic¢ao [1.2] encontramos
a =m = 0. Portanto, n =041 =1 e m = 0. Por outro lado, se n = 0, entao m = 0+ m = 1.

Assim,n=0em = 1. O
Ja sabemos que 0+2 = 240 = 2. Vamos mostrar agora que a tnica outra maneira de somarmos

dois naturais resultando em 2 é somando 1 a ele préprio.

Proposicao 1.12. Sejam n,m € N. Entado,nm #0en+m=2=n=m = 1.

Demonstragao. Note que, n # 0 e m # 0 (pois nm # 0). Entao, n = s(a) =a+1em = s(b) = b+1

para alguns a,b € N. Dal, segue que
2=n+m=(a+1)+(b+1)=(a+1)+(1+b)=(a+2)+b=2+a)+b=2+(a+D).

Assim, pela lei do cancelamento, encontramos a + b = 0. Logo, pela Proposi¢ao [I.2] temos que

a=b=0. Portantoon=0+1=1em=04+1=1. ]

A seguir, provaremos que a multiplicagao entre dois nimeros naturais nao nulos é maior do que

ou igual a qualquer um de seus fatores.
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Proposicao 1.13. Sejam n,m € N. Entao, nm # 0 = n < nm.

Demonstragao. Se nm # 0, entao n,m # 0. Logo, n,m > 0 (ver Proposic¢ao . Dail <n,m
(ver Proposicao [1.9)). Por conseguinte, multiplicando a desigualdade 1 < m por n, obtemos n =
nl < nm. O]

Vejamos abaixo uma adaptacao do Principio da Inducao.

Lema 1.3. Seja X um subconjunto de N satisfazendo as afirmagoes abaizo:

i) ae X

i) neX=n+1eX.
Entdo, {a+m/m € N} C X.

Demonstragao. Considere o conjunto
Y={meN/a+me X}.

Mostraremos por inducao sobre m que Y = N. Primeiramente, é facil verificar que 0 € Y, pois
a+0=aecX (pori)). Agora assuma que m € Y. Por conseguinte a +m € X. Portanto, por ii),
concluimos que (a+m)+1 € X. Logo, pelo Teorema[1.3] chegamos a a+ s(m) = a+ (m+1) € X.
Dessa forma, s(m) € Y. Portanto pelo Principio da Indugao, Y = N. O

Como uma aplicagao do Lema acima, provaremos a seguinte proposigao.
Proposicao 1.14. Seja n € N*. Entdo, s"(0) # s¥(0), para todo k < n.
Demonstracio. Seja X = {n € N*/s"(0) # s¥(0),¥k < n}. Mostraremos, usando o Lema que
X = N*. De fato,

i) 1€ X, pois s1(0) = s(0) =1 # 0 = s%(0);

ii) Seja n € X, ou seja, s"(0) # s¥(0), para todo k < n. Mostraremos que n + 1 € X. De fato,
aplicando s (ver Teorema, obtemos

s"FH0) # s¥11(0), VE < n.
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O que nos diz que s"*1(0) # s'(0), para todo 1 <1 < n. Como também s"*1(0) # 0 = s°(0)
(ver Teorema , conclufmos que s"*1(0) # s'(0), para todo | < n + 1. Logo, n+1 € X.

Portanto, pelo Lema |1.3] concluimos que X = N*.

Agora vejamos como definir uma poténcia envolvendo niimeros naturais.

Definigao 1.8. Sejam a,n € N com a # 0. Definimos a poténcia a”, recursivamente, por

1, se n = 0;

a'=1< a, sen=1;
k

a®-a, sen>1 onden=1+k com k € N*,
Aqui a é chamado base da poténcia e n o expoente.

Exemplo 1.5. E f4cil ver que
23=922.2=(2-2)-2=4-2=38.

Obs 1.7. Podemos checar que a™ € N, para todo n € N. De fato, seja X = {n € N/a"™ € N}. Dessa
forma, 0 € X, pois a’ = 1 € N. Considere que n € X, isto é, a” € N. Com isso,

a*™ = g™t = g"q € N,

desde que a™,a € N. Isto nos informa que s(n) € X. Por indugao, concluimos que X = N.

A seguir mostraremos que para realizarmos o produto de poténcias de mesma base, é suficiente

repetir a base e somar os expoentes.

Proposicao 1.15. Sejam a,m,n € N, tais que a # 0. Entdo, a™ ™ = a™ - a™.

Demonstragdo. Fixe m € N e considere X,,, = {n € N/a™*" =a™ - a"}. E facil verificar que

Logo, 0 € X. Suponha agora que n € X,,. Assim, a™*" = a™ - a". Dal,

am+s(n) — am+(n+1) _ a(m+n)+1 — g™t g = (am . an) ca=am- (an . a) —a™. gt

Dessa forma, s(n) € X. Logo, X = N. O
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Nosso interesse, agora, é provar que a aplicagao n — a”, onde a,n € N e a > 1, é bijetora. Para

este fim, verificaremos a veracidade dos dois seguintes lemas.
Lema 1.4. Sejam a,n € N tais que a # 0. Entdo, a™ # 0.

Demonstragio. Seja X = {n € N/a™ # 0}. B facil checar que a® = 1 # 0. Logo, 0 € X. Suponha
que n € X. Assim, a” # 0. Portanto,

a*™ ="t =" . q £ 0,

pois @ # 0 e a™ # 0. Dessa forma, s(n) € X. Isto nos informa, pelo Principio da Indugao, que

X =N. O

Lema 1.5. Sejam a,n € N tais que a > 1. Entdo, a" =1 =n=0.

Demonstragdo. Suponhamos que a = 1 e n # 0. Entao, existe m € N tal que n = s(m). Isto nos

diz que n = m + 1. Deste modo, chegamos a

Portanto, pela Proposigao [1.10, obtém-se @ = 1. Isto contradiz o fato de que a # 1. O

Como aplicagdo da proposi¢do acima temos o seguinte corolario. Tal resultado terd papel

importante na prova da enumerabilidade de Q.

n

Corolario 1.15. Sejam a,m,n € N tais que a > 1. Entdo, a™ =a" = m =n.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que a” = a™ e m # n. Sem perda de generalidade, podemos

supor que m > n. Dali, existe ¢ € N* tal que m = n + ¢. Dai, pela Proposicao chegamos a

aa? = a1 = a™ = a".

Como a™ # 0 (ver Lema|1.4]), entdo, pela lei do corte, temos que a? = 1. Portanto, pelo Lema

obtemos ¢ = 0. Isto é um absurdo (¢ € N*). Dessa forma, concluimos que m = n. O

Sabemos que N = {0,1,2,....}, ou seja, N é formado por 0 e seus sucessores. Da relagao de

ordem em N e suas propriedades, decorre que 0 < 1 < 2 < ..., isto é, se n € N, entado n < s(n)
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(pois 0 < 1 e s(n) =n+1). Além disso, ndo ha naturais compreendidos entre n e s(n), qualquer
que seja n € N; caso contrario, se existisse r € N tal que n < r < n + 1 teriamos, pelo teorema

anterior, que n + 1 <n < n+ 1 (uma contradigdo pela tricotomia).

Assim, vemos que os Axiomas de Peano e suas consequéncias cumprem o objetivo de tornar

rigoroso o conceito de nimero natural.

1.4 Principio da Boa Ordem, Indugao na Segunda Forma e Algo-
ritmo da Divisao

Nesta secao, provaremos o Principio da Boa Ordem por aplicar o axioma do Principio da
Inducao. Além disso, mostraremos que, na verdade, este primeiro principio é equivalente ao se-
gundo. Por fim, exibiremos uma forma alternativa de apresentar o Principio da Indugao, o chamado

Segundo Principio da Inducao.

Comecemos caracterizando o que significa elemento minimo em qualquer conjunto.

Definicao 1.9. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que zg € X é um elemento minimo se

xo < x para todo z € X. A notagao deste zg é dada por xg = min X.

Exemplo 1.6. Note que min{0,1,2} =0 e minN = 0.

O exemplo acima lista dois subconjuntos de N que possuem elemento minimo. Na verdade,

todo subconjunto de N, exceto o vazio, tem um minimo.

Teorema 1.16 (Principio da Boa Ordem). Todo subconjunto ndo vazio de N possui um elemento

minimo.

Demonstragdao. Seja X um tal subconjunto de N e consideremos o conjunto M = {n € N/n <
x,Vx € X}. Claro que 0 € M, pois 0 < z, para todo z € X C N. Como X # &, entao existe
y € X. Note que y + 1 nao pertence a M, pois y + 1 > y. Sendo assim, podemos concluir que
M # N. Como 0 € M e M # N, deve existir z9 € M tal que xo + 1 ¢ M; caso contrario, pelo
Principio da Indugao, M deveria ser N. Afirmamos que um tal zg é o elemento minimo de X, isto é,
zo = min X. Como zg € M, entao xy < x, para todo = € X. Sé falta verificar que g € X. Vamos
supor o contrério, que zp ¢ X. Entao zp < z, para todo x € X. Pela Proposigao teriamos
xo + 1 <z, para todo x € X. Como um resultado, segue que xg + 1 € M. Isto é uma contradicao

(zo+ 1 ¢ M). Logo xp € X. O
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Vimos no Teorema que o Principio da Inducao pode ser utilizado para provar o Principio
da Boa Ordem. Gostariamos de ressaltar que a reciproca para esta afirmagao é verdadeira e serd

provada no préximo corolario.

Corolério 1.17 (Principio da Inducdo). Seja X subconjunto de N com as seguintes propriedades:

i) 0eX;

i) neX=n+1eX.
Entdo, X = N.

Demonstragao. Seja K = N\X. Suponhamos que X # &. Entao, existe a = min K (ver Teorema
1.16)). Dai, temos que a ¢ X (a € K). Além disso, 0 ¢ K (pois 0 € X); dessa forma, a # 0.
Consequentemente, a = s(b) = b+ 1, com b € N. Com isso, b ¢ X; caso contrario, por ii), terfamos
a=b+1€ X (mas, a ¢ X). Logo, b € K. Por outro lado, b < s(b) = a. Isto é um absurdo, por
usar a tricotomia. Portanto, K = @. Por fim, X = N. O

Vamos agora enunciar o Segundo Principio da Inducao (também chamado Principio da Indugao
na Segunda Forma). Por isso, podemos renomear o Principio da Induc@o (ver Axiomas de Peano)

como Primeiro Principio da Induc¢ao ou Principio da Indugao na Primeira Forma.

Teorema 1.18 (Segundo Principio de Indugao). Seja X C N. Considere as seguintes afirmagoes
sao verdadeira:

i) 0 e X;

ii) n € X, fornecido que X contém todos os niimeros naturais m tais que m < n.
Entao, X = N.

Demonstragao. Seja K = N\ X. Afirmamos que K = &. Com efeito, se K nao fosse vazio, existiria
p = min K (ver Teorema . Por i), terfamos que p # 0 (0 € X e p ¢ X). Logo, p > 0 (ver
Proposigao . Entao, para todo nimero natural m < p (0 seria um desses elementos), teriamos
que m nao pertenceria a K (p = min K), ou equivalentemente, m estaria em X. Por ii), obterfamos

p € X. Isto é um absurdo. Dessa forma, X = N. O
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Uma outra aplicagao do Principio da Boa Ordem estd exposta no préximo teorema. Tal resul-
tado pode ser encontrado na literatura nomeado como Algoritmo da Divisdo de Euclides e mostra
como dividir um nimero natural por outro (observe que, ndo necessariamente, o resultado é um

elemento de N).

Teorema 1.19 (Algoritmo da Divisao). Sejam n € N e d € N*. Entao, existem unicos q,7 € N
tais que

n=dq+r, com0<r<d.

Aquin,d,q e r sdo chamados dividendo, divisor, quociente e resto na divisao de n por d.

Demonstragao. Existéncia: Por hipdtese d > 0. Logo, d > 1 (ver Proposigao [1.9). Se assumirmos

que d = 1, entao considere que ¢ =n e r = 0 em ordem a obter
n=1-n+0=dg+7,onde 0 <r <d.
Note que se n < d, entao, sendo ¢ = 0 e r = n, obtemos
n=d-0+n=dg+r,onde 0 <r=n<d.

Portanto, podemos assumir que n > d > 1 (tricotomia).

Afirmamos que existe gy € N tal que
dgo < n < d(qo+1). (1.3)
Suponha, por contradigao, que
n<dqoun>d(g+1),YqgeN. (1.4)

Assim, considere o conjunto
X ={q € N/n > dqg}.

Vamos provar, por inducao sobre ¢, que X = N. Com efeito, 0 € X, poisn > 0 =d-0. Além
disso, se ¢ € X, temos que n > dq. Logo, por , concluimos que n > d(q + 1) = ds(q). Entao,
s(q) € X. Por isso, pelo Principio da Indugao, X = N. Deste modo, n € X, ou seja, n > dn. Como
n > d > 0, inferimos que 1 > d. Mas, 1 < d. Isto é um absurdo, pela tricotomia. Sendo assim
é valida.

Com isso,
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Y ={qeN/dg<n<dg+1)}#0,
pois gy € Y. Pelo Principio da Boa Ordem, existe g = minY. Como ¢; € Y, tem-se que
dg1 <n <d(q+1).
Portanto, existe 1 € N tal que n = dg; + r1; além disso,
dg1 +r1 < dq +d,
ou equivalentemente, 0 < r; < d (lembre que r; € N). Por fim, existem g1, € N tais que
n =dq + 71, onde 0 < r; <d.
Unicidade: Suponha que existem g2 e 7o € N tais que
n = dgs + 19, onde 0 < ry < d.
Somando dgs a esta ultima desigualdade encontramos
dgo <n <dg+d=d(g+1).

Isto significa que g2 € Y. Porém, g1 = minY. Consequentemente, q; < gq2. Suponha, por absurdo,

que ¢1 < qo. Assim, existe s € N* tal que g2 = g1 + s. Dali, obtemos
dgi+r =n=dgp+ro=d(qg +s)+ry=dq +ds+rs.
Pela lei do cancelamento, temos que
r1 =ds +1rs.
Por conseguinte, pelo fato que d > 0 e s > 1 (ver Proposicao , podemos escrever
r1 > ds > d.

Isto é um absurdo, pois r1 < d (tricotomia). Por fim, g1 = ¢2. Assim,

38



dgi +ri=n=dg + 19 =dq + 9.

Pela lei do cancelamento, chegamos a 11 = ro. Isto finaliza a prova do teorema em questao. ]

Uma aplicagao que podemos compartilhar com o leitor, para o Algoritmo da divisdo, é que
qualquer nidmero natural n se escreve na forma n = 2k (neste caso, n é dito natural par) ou

n =2k + 1 (aqui, n é chamado natural {mpar), onde k, k¥’ € N.

Proposicao 1.16. Sejam 2N = {2n/n € N} (conjunto dos niumeros naturais pares) e 2N + 1 =
{2m + 1/m € N} (conjunto dos nimeros naturais impares). Entdo, N =2NU (2N + 1).

Demonstragdo. Seja n € N. Pelo Algoritmo da divisdo, temos que existem tnicos ¢,r € N tais que
n=2q+r,onde 0 <r < 2.
Vimos que r = 0 ou 1. Logo,
n=2qoun=2q+ 1.

Assim, n € 2N ou n € 2N+ 1. Isto prova que N C 2NU (2N +1). A inclus@o reciproca é trivial. [

1.5 Enumerabilidade de N

Nesta se¢ao, estamos interessados em provar que o conjunto dos nimeros naturais é enumeravel.

Para este fim, definamos o que significa enumerabilidade.

Definigao 1.10. Seja X um conjunto qualquer. Se X ¢ finito ou se existe uma bijecao entre o
conjunto X e N, dizemos que X é enumeréve]@ Dizemos ainda que qualquer bijecao de N em um

conjunto enumeravel X chama-se enumeragao para X.

O primeiro exemplo de conjunto enumeravel é o proprio N.

Teorema 1.20. N é enumerdvel.

Demonstragao. Considere a fungao identidade Iy : N — N definida por In(n) = n, para todon € N.

E facil ver que Iy é injetora, pois

5 . z . 7 ~ . ’ .
15Conjuntos Enumeraveis também sio chamados de Conjuntos Contéveis.
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IN(n()) = IN(nl) = ng="nq.

A sobrejetividade é também facilmente verificavel, basta tomarmos n € N em ordem a garantir que

In(n) = n. Portanto, N é enumeravel. O

Na verdade, demonstraremos que qualquer subconjunto de N é enumeravel. Para este fim,

precisaremos do seguinte lema.

Lema 1.6. Sejam X um subconjunto de um conjunto universo U e A, n € N, uma familia de

subconjuntos de U. Entao,

X\(UnenAn) = Nnen(X\An) € X\(NnenAn) = Unen(X\Ap).

Demonstragao. 1) E f4cil ver que
€ X\(Upen4p) ©x€eXex ¢ Upendp s rzeXexd Ay, VneNs e X\A4,,VneN
S 2 € Mpen(X\Ay).
ii) Também temos que
r € X\(Mpen4p) ©ze€Xexd Mpendn ez eXexd Ayy,ng e Nz e X\A4,,,n0 €N

& 2 € Upen(X\Ap).

Estamos pronto para provar que X C N é sempre enumeravel.
Proposicao 1.17. Todo subconjunto de N € enumerdvel.
Demonstracao. Seja X C N. Se X é finito entdo, por definicdo, X é enumeravel. Considere, entao,
que X é infinito. Logo, pelo Teorema existe g = min X (X # ()). Como X ¢ infinito, o
conjunto Yy = X\{xo} é nao vazio. Novamente, pelo Teorema existe 1 = min Yy. Obtidos

ZO, L1, T2y ..y Tn(n € N) da forma acima, encontramos z,+1 = minY,, = X\{zo, z1, z2, ...., x» }, que

existe, pois Y,, é nao vazio (ver Teorema [1.16)), para todo n natural; caso contrario, X seria finito.

Afirmamos que
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X = {$0,$1,$2, vy Ty } = {.7)0} U {1‘0,1‘1} U...= UnENAna

onde A,, = {zo,x1, 2, ...,2,}. De fato, pelo Lema temos que

X\(UnENAn) = ﬂnEN(X\An) = mnENYn-

Assim, se existisse x € X\ (UpenAy), esse z também seria elemento de Ny,enY;,, e como tal, deveria
ser maior do que xq (pois g = min X ), por estar em Yy = X\{zo}, que deveria também ser maior
do que z1(pois 1 = min Yp) e por estar em Y; (Y1 = X\{zo,x1}) e, assim sucessivamente x deveria

ser maior do que x,, para todo n € N.

Afirmamos que

onde I, = {0,1,2,3,...,xz}. Com efeito, se z € X\I;, entao z € X ez >z Como x> x,, para

todo n € N, tem-se que z > Ty, para todo n € N. O que implica que
.fUl S ﬂnGNYTLa

j4 que ' € X e 2 # w,, para todo n € N. Consequentemente, = & X\ (UnenA4,,). Por (1.5),

concluimos que
UnENAn C I:c

Como I, ¢ finito, entdo UpenApn = {20, 21, ..., Zn, ...} (@i # 4,1 # j) também o é. Mas isto é um

absurdo, pela construgao dos z),s. Por fim, X\ (Un,enAy) = (0. Consequentemente, X = UpenAyn =

{zo, 21, .0 Ty, ...} O
Abaixo exibimos mais uma maneira de obtermos conjuntos enumeraveis.

Proposigcao 1.18. A unidao de uma familia finita de conjuntos infinitos enumeraveis é infinito

enumeravel.

Demonstragdo. Vamos primeiramente provar que A U B é enumerével, se A e B o sao.

Suponhamos, primeiramente, que A N B = @&. Como A é enumerdvel, existe uma funcao

fi + A — N bijetora. Defina ¢g; : N — 2N, por gi1(n) = 2n para todo n € N. E fécil ver que
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g1 ¢ bijetora. Como para todo 2n existe n, tal que g1(n) = 2n entdao g; é sobrejetiva. Além
disso, se gi(m) = g1(n) temos que m = n, logo a funcdo é bijetora. Sendo assim, a funcao
hi = gi10fi1 : A— 2N, dada por hi(z) = 2f1(z) é bijetora. Do mesmo modo, como B é enumeravel
existe uma fungao bijetora fo : B — N. Defina g2 : N — 2N + 1, por g2(n) = 2n + 1 para todo
n € N, analogamente ao que foi feito acima, concluimos que go é bijetora. Desta forma, obtemos
ha : gao fa: B— 2N+1, dada por ha(x) = 2fa(x) + 1, bijetora. Sendo assim, f: AUB — N, dada

por:

| hi(n), sen € A,
fn) = { ha(n), sen € B,

é bijetora. Como AN B = &, f estd bem definida e como 2NU (2N + 1) = N (ver Proposigao [1.16]),

concluimos que AU B é enumerével.

Seja agora, AN B # &. Considere agora que C' = A\B. Claramente, temos que BN C = &,

portanto pelo que ja foi demonstrado acima, C'U B é enumeravel.

Sejam agora Aj, Ag, As, ..., A, conjuntos enumerdveis. Temos que mostrar que Upcy 2. n1 Ak
é enumeravel. Provaremos por inducao finita. Sabemos que se n = 2 isto é verdade, entdo supo-
nhamos que Ugeq 2. n—1} Ak € enumerdvel e provemos que Ugeqi 2, ) Ak também é. Dai, como
Uke{1,2,..n—1} Ak € enumeravel e A, também, obviamente, (k € {1,2,U...,n —1} Ag) U A, é enu-

meravel, como queriamos. O

O fato de um subconjunto de N ser enumerdvel pode ser generalizado para um conjunto enu-

meravel qualquer da seguinte forma:

Proposigao 1.19. Todo subconjunto de um conjunto enumeravel é enumeravel.

Demonstragao. Seja X um conjunto enumeravel e Y um subconjunto de X. Se X ¢ finito, entao
Y é finito e, por definicdo, Y é enumeravel. Assuma, que X é infinito. Novamente, se Y ¢é finito,
entdo Y é enumerdvel. Considere, dessa forma, que Y é infinito. Como X (infinito) é enumerével,
entdo existe uma funcdo f : X — N bijetora. Dessa forma, tomemos fly : Y — N (restricao de f a
Y'), como isso, f(Y) C N, dai pela Proposi(;éo f(Y) é enumerével. Logo, existe g: f(Y) — N
bijetora. Sabendo que g e f|y sao bijetoras, obtemos que g o f|y : Y — N é bijetora, portanto Y é

enumeravel, como queriamos. O
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1.6 Aplicacao lidica dos nimeros naturais (Torre de Handi)

A torre de Handi, também conhecida por torre de bramanismo ou quebra-cabegas do fim do
mundo, foi inventada e vendida como brinquedo, no ano de 1883, pelo matematico francés Edouard
Lucas. Segundo ele, o jogo que era popular na China e no Japao veio do Vietna. O matematico foi
inspirado por uma lenda Hindu, a qual falava de um templo em Benares, cidade Santa da fndia,
onde existia uma torre sagrada do bramanismo, cuja fungao era melhorar a disciplina mental dos
jovens monges. De acordo com a lenda, no grande templo de Benares, debaixo da cipula que marca
o centro do mundo, hd uma placa de bronze sobre a qual estao fixadas trés hastes de diamante.
Em uma dessas hastes, o deus Brama, no momento da criacao do mundo, colocou 64 discos de ouro
puro, de forma que o disco maior ficasse sobre a placa de bronze e os outros decrescendo até chegar
ao topo. A atribuicdo que os monges receberam foi de transferir a torre formada pelos discos, de
uma haste para outra, usando a terceira como auxiliar com as restricoes de movimentar um disco
por vez e de nunca colocar um disco maior sobre um menor. Os monges deveriam trabalhar com
eficiéncia noite e dia e, quando terminassem o trabalho, o templo seria transformado em pé e o

mundo acabaria.

O jogo consiste em uma base de madeira onde estao firmados trés hastes verticais, e um certo
nimero de discos de madeira, de didametros diferentes, furados no centro. Vamos chamar de A, B

e C, as trés hastes, conforme a figura.

Figura 1.1: Torre de Handi

No comeco do jogo os discos estao todos enfiados na haste A, em ordem decrescente de tamanho,
com o menor disco acima de todos. O objetivo é mover todos os discos, de A para C, obedecendo
as seguintes regras:
1)Somente um disco pode ser posto de cada vez.

2)Um disco maior nunca pode ser posto sobre um disco menor.

As perguntas naturais que surgem sao as seguintes:
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1. O jogo tem solucao para cada n € N7
2. Caso afirmativo, qual é o nimero minimo T(n) de movimentos para resolver o problema com n

discos.

Inicialmente, mostraremos de forma intuitiva, que a primeira afirmagao é valida. Depois, usando
indugao matematica, formalmente, vamos ver que a resposta a primeira pergunta de fato é afirma-
tiva para qualquer que seja o valor de n. Em seguida, deduziremos uma férmula que nos fornecera

o nimero T(n).
Considere a sentenga aberta p(n) : o jogo com n discos tem solugao.
Obviamente, p(1) é verdade.

Consideremos agora um caso geral com n discos. Vamos imaginar que os discos tenham sido

numerados de cima para baixo: 1,2,...,n. O menor disco é o 1, e o maior é o n.

Para remover o disco n é preciso tirar todos de cima, ou seja, tirar todos os n — 1 discos que
estdo acima dele, lembrando-se que queremos mover os discos todos para a haste C, e o disco n
é o que deve ficar mais embaixo nesta haste. Entao é preferivel colocar os outros discos na haste
B, ou seja, devemos mover os n — 1 discos menores, de A para B um de cada vez respeitando as
regras. Feito isso removemos o disco n para a haste C. Agora, para mover os n — 1 discos para C,

sz

s6 é possivel se for repetindo o jogo, de modo a passar todos os discos (um a um) de B para C.

Podemos observar que temos que fazer o jogo com n — 1 discos duas vezes: primeiro movemos
os n — 1 discos de A para B (usando C como intermediério). Isto descobre o disco n . Movemos
entdo n para C. Agora jogamos com os n — 1 discos mais uma vez: de B para C, usando A como
intermedidrio e com isto empilhamos todos em C sem violar as regras. Mas, usaremos uma maior
formalidade e demonstraremos usando o principio de indugdo. Entao, vamos agora provar que é

verdade a seguinte sentenga:
Vn, p(n) = p(n+1)

De fato, vamos supor, para um valor n arbitrario, que p(n) é verdade, ou seja, que o jogo com

n discos tem solugao, e provar que o jogo com n + 1 discos tem solugao.

Para ver isto, inicialmente resolva o problema para os n discos superiores da pilha, transferindo-

os para uma das hastes livre (isto é possivel, pois o problema com n discos tem solugao):

Em seguida, transfira o disco que restou na pilha original (o maior dos discos) para a haste
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Figura 1.2: Tipo de Jogada

vazia. Feito isso, resolva novamente o problema para os n discos que estao juntos, transferindo-os

para a haste que contém o maior dos discos: Isto mostra que o problema com n + 1 discos possui

Figura 1.3: Termini do Jogo

solugdo, e, portanto, pelo principio de inducao, que p(n) é verdade para todo n € N*.
Vamos entao verificar qual é o nimero minimo de movimentos.

Para facilitar, vamos dizer que o nimero minimo de movimentos necessarios para completar o

jogo de n discos é T(n). Como nao ha como chegar ao disco n sem mover os n — 1 de cima, entao
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o nimero de movimentos que fizemos para isto é T'(n — 1). Como movemos os n — 1 para a haste
B, a haste C esta livre, logo podemos mover o disco n para C, ou seja, o nimero de movimentos
desde o comego do jogo é de T'(n — 1) + 1. Entao, falta mover os n — 1 discos de B para C, para

ficarem em cima do disco n , ou seja, o nimero minimo de movimentos para fazer isto é T'(n — 1).

Logo desde o comeco do jogo fizemos T'(n — 1) + 1+ T(n — 1) = 2T(n — 1) + 1 movimentos.
Pelo que vimos na andlise do jogo, mostramos que nao é possivel fazer um nimero menor de
movimentos, entdao T(n) é o menor nimero de movimentos para completar o jogo de n discos, ou
seja T'(n) = 2T (n — 1) + 1. Ja vimos que T'(1) = 1. Logo, T(2) = 2T(1)+1=3,T7(3) =7,
T(4) = 15, T(5) = 31, T(6) = 63.

Por meio de tentativas, descobrimos que para um disco o nimero de movimentos é apenas
um, colocando o disco direto na haste C. Para dois discos é 3 se comecarmos na haste B ou 6
se comecarmos na haste C. Para trés discos é 7 se comecarmos na haste C ou 14 se comecarmos
na haste B. Repetindo o processo para 4,5,...,n discos, podemos observar que se o niimero inicial
de discos da torre inicial for impar, o primeiro disco da torre devera ser colocado, inicialmente,
na haste C e, se o nimero inicial de discos da torre for par, o primeiro disco da torre deverd ser

colocado, inicialmente, na haste B.

Tabelando estes resultados temos:

N° de discos | Quantidade minima de movimentos
1
3
7
15
31
63

Y| O | W[ N =

Observando a tabela vemos que:

1-3—-7—-15—31—63...
Note que a diferenga entre os termos da sequencia acima é dada pela sequencia 2 —+ 4 — 8 — 16 —

32 — 64...

Podemos notar entao, que o ntimero somado é sempre o dobro do anterior, que ja havia sido
somado. Analisando mais atentamente a tabela, temos que o resultado da quantidade minima de

movimentos é sempre 1 a menos do nimero que foi somado, ou resumidamente:
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N° de discos | Quantidade minima de movimentos | N° somado
1 1 -1 42
2 3 -1 +4
3 7 -1 48
4 15 -1 +16
5 31 -1 +32
6 63 -1 464

Veja que o numero somado é um ntumero do tipo 2", e assim a sequéncia de nimeros somados
forma a PG: (2,4,8,16,32,...) de razao ¢ = 2 . Logo, a quantidade minima de movimentos é igual

ao nimero somado menos 1, ou seja, igual a 2" — 1. Entao descobrimos que T'(n) = 2™ — 1.

Como obtivemos a féormula a partir de alguns dados numéricos, queremos saber se ¢ mesmo
verdadeira. Para isso vamos usar o principio de indu¢ao finita. Ja vimos que T'(1) = 1, ou seja,
21 — 1 = 1; a férmula vale neste caso. Suponhamos que T'(n) = 2" — 1, queremos mostrar que
T(n+1) = 2" — 1. Temos que a hipétese de inducao, isto é, a suposicao de que a proposicio vale
paran é T'(n) = 2" —1. Temos que T'(n+1) = 27 (n) + 1 através do resultado obtido anteriormente
(T'(n) =2T(n—1)+1).

Comecamos com T'(n + 1) = 27'(n) + 1. Como, pela hipdtese de indugao, T'(n) = 2" — 1,
podemos substituir isto na primeira férmula para obter:

Tn+1)=2T(n)+1=202"-1)+1=2"" -1

que era o resultado esperado. Logo a féormula T'(n) = 2™ — 1 vale para qualquer n natural.

Assim, pode-se descobrir que a quantidade minima de movimentos necessarios para se efetuar a
tarefa com os 64 discos é de 18.446.073.709.551.615 movimentos, levando os monges, muitos bilhoes

de anos para efetuar a tarefa.

Contudo, o leitor ndo deve preocupar-se com a iminéncia do fim do mundo pois, se, a cada
segundo um sacerdote movesse um disco, o tempo minimo para que ocorresse a fatalidade seria de

um bilhao de séculos!
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Capitulo 2

Construcao dos Numeros Inteiros

Neste capitulo, estudaremos a construgao dos chamados ntimeros inteiros a partir da estrutura
aritmética que abordamos no capitulo anterior para N e das nocoes basicas de relacées de equi-
valéncia. Aproveitamos para ressaltar que as propriedades mais elementares, envolvendo nimeros

naturais, serao utilizadas, a partir de agora, sem maiores explicacoes.

2.1 O Conjunto dos Numeros Inteiros

Faremos uso da defini¢ao de relacao de equivaléncia para estabelecer quem sao os elementos que
vao formar o conjunto dos nimeros inteiros. A referéncia que serviu como base nesta secao estd

apresentada em [3].
Definigao 2.1. Seja X um conjunto. Uma relacao binaria R em X diz-se uma relacao de equi-
valéncia se esta satisfizer as seguintes propriedades:
i) [Reflexividade]: zRx, para todo z € X;
ii) [Simetria]: z,y € X e xRy = yRx;
iii) [Transitividade|: z,y,z € X, xRy e yRz = zRz.
O exemplo que daremos, aqui neste capitulo, para uma relacdo de equivaléncia estd implicito
na defini¢ao que segue.

Definigao 2.2. Sejam (a,b), (¢,d) € N x N. Dizemos que (a,b) é equivalente a (¢, d), e escrevemos

(a,b) ~ (¢,d), quando a +d = b+ c.
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Vamos, agora, provar que, de fato, a relagdo binaria ~, definida acima, é de equivaléncia.

Proposigao 2.1. A relacdo ~, estabelecida na Definicdo € uma relacao de equivaléncia.
Demonstragao. E f4cil ver que

i) (a,b) ~ (a,b), pois a+b=">b+ a.

(ii) Se (a,b) ~ (¢, d), entdo a +d = b+ c. Logo, c+ b = d+ a. Dai, (¢,d) ~ (a,b).

(iii) Se (a,b) ~ (¢, d) e (c,d) ~ (e, f), entdo a+d = b+c e também c+ f = d+e. Portanto, tem-se
(a+fl+d=(a+d)+f=0b+c)+f=b+(c+f)=b+(d+e)=(b+e)+d.

Logo, a+ f = b+ e. O que nos diz que (a,b) ~ (e, f).

Por fim, ~ é uma relacdo de equivaléncia. O

Defini¢ao 2.3. Seja (a,b) € N x N. O conjunto

—~

a, b) = {(x,y) € N x N/(x,y) ~ (a7 b)}

é chamado a classe de equivaléncia do par ordenado (a,b) com relagao a ~ .

Exemplo 2.1. Por exemplo, é facil checar que

i) m = {(4?0)7 (57 1)’ (6,2),(7,3), }a

ii) (0,4) ={(0,4),(1,5),(2,6),(3,7),...};

iii) (6,2) = {(4,0), (5,1),(6,2),(7,3),...}.

Abaixo, estabelecemos a definicdo do conjunto dos niimeros inteiros.

Definicao 2.4. Definimos o conjuntos dos nimeros inteiros, e denotamos por Z, como sendo o

conjunto quociente N x N/ ~ isto é,

Z=(NxN/~)={(a,b)/(a,b) € N x N}.

No restante deste capitulo, exibiremos condicoes para que a definicao de Z, dada acima, coincida

com a conhecida do ensino elementar.
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2.2 Operacoes Elementares com Numeros Inteiros

Nesta se¢ao, como em N, definiremos as operagoes de adicao, + : Z X Z — Z, e multiplicacao,
-2 Z X Z — Z, em Z. Além disso, estabeleceremos algumas propriedades elementares envolvendo

estas duas operacoes.

2.2.1 Propriedades Elementares da Adigcao em 7Z

Comecemos definindo como somar dois nimeros inteiros.

Defini¢ao 2.5. Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos a adigao (a,b) + (¢,d) como sendo o inteiro

(a+c,b+d).

Exemplo 2.2. E f4cil checar que:

1. (0,1)+(2,3) =(0+2,1+3) = (2,4);

2. 424+ 1D =0A+1,2+1) = (53).

Vamos agora provar que dois elementos de N x N sao equivalentes se, e somente se, estes

representam a mesma classe de equivaléncia.

Lema 2.1. Sejam (a,b) e (a/,b') € N x N. Entao, (a,b) ~ (a',V) < (a,b) = (a/, V).

Demonstragao. (<) Note que, (a,b) € (a,b) = (a/,b). Logo, (a,b) ~ (a’,b').

(=) Suponha, agora, que (z,y) € (a,b), entdao (z,y) ~ (a,b). Assim, (z,y) ~ (a,b) ~ (d’, V),

por hipétese. Dessa forma, (z,y) € (a/,b'). Consequentemente, (a,b) C (a’, ). A inclusdo reciproca

¢é analoga. O

Note que a defini¢ao de adig@o entre dois inteiros é realizada através de classes de equivaléncia.

Portanto, precisamos verificar se esta depende dos elementos que representam tais classes.

Proposigao 2.2. Sejam (a,b) e (¢c,d) € Z. Se (a,b) = (a',V) e (c,d) = (¢, d'), entio (a,b)+(c,d) =
(', b))+ (c,d).

Demonstragao. Como (a,b) = (a’,b'), entao, pelo Lema temos que (a,b) ~ (a’,V’). Segue deste

fato que a+b' = b+a’. Da mesma maneira, (¢,d) = (¢, d") < (¢,d) ~ (¢, d'). Assim, c+d =d+¢.
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Por outro lado, temos que

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) e (a/,0) + (¢,d') = (! + UV + d').

Mostraremos que as duas expressoes dos lados direitos das igualdades acima coincidem. Pelo Lema

[2.1] isso equivale a mostrar que
(a+c,b+d)~(a+ 0 +d).
Mas, é verdade que
(a+c)+ W +d)=(a+V)+(c+d)=((b+d)+(d+)=(b+d)+ (d+).

O resultado segue da Definicao O

Agora, estamos interessados em provar que a adicdo de numeros inteiros satisfaz propriedades
elementares tais como: associatividade, comutatividade, existéncia de um tnico elemento neutro
e lei do cancelamento. Comparando com os elementos de N, veremos que cada nimero inteiro

apresentard um simétrico aditivo, o que nao ¢é verificado em N.

Comecemos provando que a adicao em Z ¢é associativa.

Teorema 2.1 (Associatividade). Sejam (a,b), (¢,d), (e, f) € Z. Entao,

[(a7 b) + (Cv d)] + (67 f) = (aa b) + [<C7 d) + (67 f)]

Demonstracao. E f4cil checar que

[(a,0) + (c,d)] + (e, /) =(a+c,b+d)+ (e, f) =((a+c)+e, (b+d)+ f)
=(a+(c+e)b+(d+f))=(ab)+ (ct+ed+f)
= (a,b) +[(c;d) + (e, f)].

Isto completa a prova do teorema em questao. ]

Agora, permita-nos enunciar e demonstrar a propriedade comutativa.

Teorema 2.2 (Comutatividade). Sejam (a,b), (¢,d) € Z. Entdo, (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b).
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Demonstracao. Observe que,

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b).

Isto completa a prova deste teorema. O

Usando o elemento neutro da adigdo em N, 0, é possivel provar que (0,0) é o elemento neutro

da adicao entre ntimeros inteiros.

Teorema 2.3 (Elemento Neutro). Seja (a,b) € Z. Entao, (a,b) + (0,0) = (a,b).

Demonstragcao. Podemos escrever o seguinte:

(a,b) +(0,0) = (a+0,b+40) = (a,b).

Portanto, (0,0) é o elemento neutro aditivo em Z. O

A lei do cancelamento exposta em N, com relagdo a adicao, também é valida em Z. Mais

precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4 (Lei do Cancelamento). Seja (a,b), (¢,d), (e, f) € Z. Entao,

(a,b) + (e, f) = (¢,d) + (e, f) = (a,b) = (c,d).

Demonstracao. De fato, por hipdtese, temos que

(a+eb+ f)=(c+e,d+ f).

Dai, pela Definigao [2.5] chegamos a

(a+e)+(d+f)=(c+e)+ (b+ f).

Logo,
(a+d)+(e+ f)=(b+c)+ (e+ f).

Com isso, aplicando a lei do cancelamento em N, obtemos a +d = b + ¢, isto é, (a,b) ~ (¢,d). O
Lema [2.1{ nos informa que (a,b) = (¢, d). O
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A seguir provaremos que cada nimero inteiro tem um simétricdﬂ Este fato nao é valido em N.

Teorema 2.5 (Simétrico). Dado (a,b) € Z, existe um unico (¢,d) € Z tal que (a,b)+(c,d) = (0,0).

Na verdade, temos que (c,d) = (b, a).

Demonstracao. Vamos provar primeiramente a existéncia. Assim sendo, note que

(a,b) + (b,a) = (a+b,b+a) = (0,0).

De fato, segue da igualdade (a+b)+0 = 0+ (b+a) que (a+b,b+a) ~ (0,0). Portanto, pelo Lema
obtemos (a + b,b+ a) = (0,0). Com isso, (a,b) + (b,a) = (0,0).

Agora, chequemos a unicidade do simétrico. Consideremos que existe (¢/,d’) tal que (a,b) +
(¢,d") =1(0,0). Assim,

(a,b) + (¢,d") = (0,0) = (a,b) + (b, a).

Pela lei do cancelamento, concluimos que (¢/,d’) = (b, a). Portanto, o elemento simétrico existe e é

unico. O

Definigao 2.6. Dado o € Z, o unico § € Z tal que a + 8 = (0,0) é chamado simétrico de « e é

denotado por —a.

Exemplo 2.3. E facil ver que (0,1) e (2,5) sio os simétricos de (1,0) e (5,2), respectivamente,

em 7.

Lembre que verificamos, na Proposigao que o Unico elemento natural que possui simétrico
(com uma definicao anédloga a dada acima) é 0. Assim sendo, o conjunto Z ja apresenta uma

propriedade que nao é observada em N.

E importante ressaltar que provamos que o + (—a) = (0,0) (ver Teorema [2.5), onde o = (a, b)

e —a = (b,a) € Z. A existéncia e a unicidade do simétrico para cada elemento de Z nos permite

que definamos uma terceira operagao em Z (esta nao estd bem estabelecida em N).

Definigao 2.7. A subtracao em Z, denotada por — : Z X Z — Z, é a operacao definida da seguinte

forma: Se «, 3 € Z, entao

a—f:=a+(-08).

1Seja A um conjunto com uma adi¢do definida. Assuma que a € A. Um elemento b € A é denominado simétrico
deasea+b=b+a=0.
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Note que a subtragao de o € Z por B € Z é, na verdade, a adi¢ao de o com o simétrico de .

Exemplo 2.4. Um simples exemplo de subtragao pode ser dado pelas seguintes igualdades:

(0,1) — (2,5) = (0,1) + (5,2) = (5,3).

Vejamos algumas regras de sinal envolvendo a subtragao em Z.

Proposicao 2.3. Sejam «, B, € Z. Entao, vale as sequintes igualdades:

i) —(—a)=a;

i) —a+B=8—a;

iii) a — (=p) =a+ 3;
iv) —a—f=—(a+p);

v) a—=(B+y)=a-8-7.

~—
@
=
I
—
A3
S
~—

Demonstragao. Consideremos que a = (a, b

i) Se a = (a,b), entao

ii) Pela comutatividade, temos que
B—a:=F+(-a)=(—a)+B=—a+p.

iii) Por i), obtemos

atf=a+[-(=f)=a—=(=h).

iv) Pela comutatividade, chegamos a

—(a+pB) = —[(a,b) + (¢,d)] = —(a+c,b+d)
=(b+d,a+c)=(ba)+ (d,c)
= (d,c) + (b,a) = —(¢,d) + [—(a, b)]
=—f+(—a)=—§—a.
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v) Por fim, segue, de iv) e da associatividade, que

a—B+y)=a+[-B+y)]=a+(=F-7)
=la+ (=B + (=) =a—-3+ ()
=a—pF—".

2.2.2 Propriedades Elementares da Multiplicagcao em 7Z

Nesta subsecgao, apresentaremos uma definicao para a multiplicacao entre dois ntimeros inteiros
quaisquer. Além disso, mostraremos que algumas propriedades elementares, ja conhecidas do ensino

elementar, sao, de fato, verdadeiras.

Definicao 2.8. Dados (a,b), (¢,d) € Z, definimos o produto (a,b) - (¢,d) como sendo o inteiro
(ac + bd, ad + be).

Permita-nos informar que, em alguns momentos, denotaremos a multiplicacao de (a, b) por (¢, d)

da seguinte maneira: (a,b) (c,d).

Exemplo 2.5. E f4cil checar que:

1. (4,2)-(10,7) = (4-10+2-7,4- 7+ 2- 10) = (54, 48);

2. (3,5)- (10,7) = (3-10+5-7,3-7+5-10) = (65, 71).

Como a definicao de multiplicacao entre dois inteiros, assim como a adi¢ao, depende de classes
de equivaléncia, provaremos que os representantes de cada uma das classes envolvidas nao alteram

o resultado da operacao.

Proposicao 2.4. Sejam (a,b), (a/,V), (c,d), (¢, d") € Z. Se (a,b) = (a/, V) € (¢,d) = (¢, d’), entao
(a,b) - (c,d) = (a/, V) - (d,d).

Demonstragdo. Como (a,b) = (a/,V') e (¢,d) = (¢/,d’), entao

a+b =b+d ec+d=d+.

Dai temos,
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i(at+?)-d=0B+d)
i (b+d)-d=(@+V)-d
i (a4+b)-c=(0b+d)-c
iv (b+d)-d=(a+V)-d
vc+d)-d=(d+)-d
vi (d+d)-b =(c+d)-V
vii (c+d)-a=(d+)-a
vili (d+¢)-b=(c+d)-b

Somando os termos dos primeiros membros das equacoes acima e igualando a soma dos termos dos

segundos membros, obtemos dai ,apds algumas manipulagoes algébricas, que:

2(ac +bd+d'd +b'd)+acd +bc+ad'd+bd + ca' +da+db + b
=2(ad+bc+ad'd +Vd)+dc+bd +ad +bd+dad +a+cb + db.

E usando a lei do cancelamento em N, obtemos

ac+bd+dd +bcd =ad+bc+acd +bd.

O que significa dizer que (a,b) - (¢,d) = (/,V') - (¢/,d’) (ver Lema . O

Vamos provar que a multiplicagdo em Z, assim como a adig¢ao, é associativa, comutativa, tem
um unico elemento neutro e satisfaz a lei do cancelamento. Além disso, mostraremos que a distri-

butividade da multiplicacao com relagao a adicdo em Z também é vélida.

Comecemos com a prova da comutatividade.

Teorema 2.6 (Comutatividade). Sejam (a,b), (c,d) € Z. Entdo, (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b).
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Demonstracao. As seguintes igualdades sao validas:

(a,b) - (¢,d) = (ac+ bd, ad + be)
= (ca+ db,da + cb)

Permita-nos provar que a multiplicacdo entre niimeros inteiros é associativa.

Teorema 2.7 (Associatividade). Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € Z. Entao,

[(av b) ’ (C, d)] ) (67 f) = (a7 b) ’ [(Cv d) : (ea f)]

Demonstragao. E facil ver que

[(a,b) - (c,d)] - (e, f) = (ac+ bd,ad + bc) - (e, f)
(ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)
(ac)e + (bd)e + (ad) f + (be) f, (ac) f + (bd) f + (ad)e + (be)e)

(
= (
(
= (a(ce) + b(de) + a(df) + b(cf), alcf) + b(df) + a(de) + b(ce))
= (
= (
= (

a(ce + df) + b(ef + de),a(cf + de) + b(ce + df))
a,b) - (ce +df,cf + de)
a,b) - [(¢,d) - (e, f)].

O elemento neutro da multiplicacdo entre nimeros naturais é dado por (1,0). Mais precisa-

mente, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.8 (Elemento Neutro). Sejam (a,b) € Z. Entao, (a,b) - (1,0) = (a,b).

Demonstragdo. As seguintes igualdades sdo verdadeiras:

(a,b)-(1,0)=(a-1+b-0,a-0+b-1)=(a+0,0+b) = (a,b).

Logo, (1,0) é o elemento neutro multiplicativo em Z. O
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Agora faremos a prova para a propriedade distributiva, a qual relaciona em uma mesma igual-

dade as operacgoes de adicao e multiplicacao entre ntimeros inteiros.

Teorema 2.9 (Distributividade). Sejam (a,b), (¢,d), (e, f) € Z. Entao,

(a,0) - [(¢,;d) + (e, )] = (a,0) - (¢, d) + (a,b) - (e, f)-

Demonstragdo. A distributividade segue diretamente das seguintes igualdades:

(a,b) - [(¢,d) + (e, f)] = (a,b) - (c+ e, d + f)

alc+e)+b(d+ f),ald+ f) +blc+e))
ac+ ae +bd + bf,ad + af + be + be)
(ac+bd) + (ae + bf), (ad + be) + (af + be))
ac + bd, ad + bc) + (ae + bf,af + be)

) ( ) (a7b)'(e7f)'

(a,
=
= (
=
=
= (a,

Isto completa a prova do teorema em questao. ]

E facil ver que a distributividade

[(CL?b) + (Cvd)] : (e7f) = (CL,C) ’ (eaf) + (C’d) ) (€7f)7
segue diretamente da comutatividade.

Resta-nos provar a lei de cancelamento para a multiplicacdo entre niimeros inteiros.

Teorema 2.10. Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € Z com (e, f) # (0,0). Entdo,

(a,0) - (e, ) = (¢,d) - (e, [) = (a,b) = (¢, d).

Demonstragao. Através da igualdade (a,b) - (e, f) = (¢,d) - (e, f), concluimos que

(ae +bf,af +be) = (ce + df, cf + de).
Logo, pelo Lema [2.1] chegamos a
(ae+bf,af +be) ~ (ce + df,cf + de).

Portanto,
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ae+bf +cf +de=af + be+ ce+df.
Usando a aritmética dos niimeros naturais nessa igualdade, obtemos

e(a+d)+ f(b+c)=elb+c)+ fla+d).

Por hipétese, concluimos que e # f ((e, f) # (0,0)). Suponhamos, sem perda de generalidade, que
e > f. Dai e = f + k, para algum k € N*. Segue, dai, que

(f+k)a+d)+ fb+ec)=(f+k)(b+c)+ fla+d).
Assim sendo, obtemos
fla+d)+k(a+d)+ f(b+c)=fla+d)+k(b+c)+ f(b+c).

Usando o cancelamento aditivo em N, obtemos k(a + d) = k(b + ¢). Como k € N*, segue, do
cancelamento multiplicativo em N, que a + d = b + ¢. Consequentemente, (a,b) ~ (¢,d). Por fim,
pelo Lema encontramos (a, b) = (¢, d). O

Como na definicao da multiplicacdo entre niimeros naturais, provaremos a seguir que qualquer

nimero inteiro multiplicado por (0,0) resulta em (0,0).

Proposicao 2.5. Seja o € Z. Entao, (0,0) - o = (0,0).

Demonstrag¢ao. Note que,

=(0,0) - (a,b)
—0-a+0-5,0-b+0-a)
=(0

+0,0+0)
=(0,0).

Isto completa a prova da proposicao em questao. O

E também verdade que o conjunto dos ntimeros inteiros nao possui divisores de zero. Mais

precisamente, temos o resultado abaixo.

Proposicao 2.6. Sejam «,f € Z tais que o - B = (0,0), entdo o = (0,0) ou 5= (0,0).
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Demonstracdo. Pela Proposicao temos que (0,0) - v = (0,0), para todo v € Z. Suponhamos
que B # (0,0). Segue, dai, que

(030)'ﬁ:(0’0):a'/8~

Pela lei do cancelamento em Z, concluimos que a = (0, 0). ]

Agora, mostraremos que as famosas regras de sinais, com relagdo a multiplicagdo, entre os
numeros inteiros sao validas.
Proposigao 2.7 (Regra de Sinais). Se a, 8 € Z, entdo (—a)-8 = —(a-8) = a-(=p) e (—)- (=) =
a-f.

Demonstragao. Se o = (a,b) e 8 = (¢,d), entdao —a = (b,a) e —f = (d, ¢). Inicialmente mostrare-

mos que (—a)-f=—a-f =a-(—pF). De fato,

(—a)- B =(b,a)- (¢,d) = (bc+ ad,bd + ac) = (ad + be, ac + bd).

Analogamente, temos

—(a- B) = —(ac+ bd,ad + be) = (ad + be, ac + bd)

e também

a-(=p) = (a,b) - (d,c) = (ad + bc,ac + bd).
Logo, podemos concluir
(—a)-B=—-a-B=a-(=P).

Veremos agora que (—a) - (=) = a - f. E f4cil ver que

(—a)- (=) = (b,a)-(d;)
bd + ac, bc + ad)

ac + bd, ad + be)




Isto prova a proposicao em questao. ]
Para terminar esta subsecao, exibiremos uma prova para a distributividade que envolve a mul-
tiplicacao e a subtracao entre ntimeros inteiros.

Proposicao 2.8. Sejam «, 3,y € Z. Entio, a-(f—7) =a - —a-7.
Demonstracao. Através da Proposicao as seguintes igualdades sao claramente verdadeiras:

a-(B-7)i=a-[B+ ()] =a-B+a-(—) = af+(~ay) = af - a.

2.3 Relagao de Ordem em Z

Nesta secao, estamos interessados em discutir uma relagado de ordem para o conjunto dos
numeros inteiros; além disso, mostraremos que tal relagao é compativel com as operagoes de mul-
tiplicacao e adicao em Z, definidas na secao anterior. Por fim, provaremos que a lei de tricotomia

permanece valida em Z.

Comecemos, por usar a relagdo de ordem de N, mostrando como definir quando um nimero

inteiro é menor do que ou igual a outro.

Definicao 2.9. Sejam (a,b),(c,d) € Z. Dizemos que (a,b) é menor do que ou igual a (¢,d), e

escrevemos (a,b) < (¢,d), quando a +d < b+ c.

Os sfmbolos >, > e < definem-se de forma andloga.

A primeira informacao que desejamos transmitir, neste momento, é que a relacdo binaria <,

definida acima, é uma relacao de ordem.

Proposicao 2.9. A relacio <, estabelecida acima, € uma relacdo de ordem em Z.

Demonstragdo. Sejam, o = (a,b), 5 = (¢,d) e vy = (e, f) € Z. Assim,

i) [Reflexividade]: Como a + b = b+ a, temos que (a,b) < (a,b);
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ii) [Antissimetria]: Suponhamos (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (a,b). Assim,

at+d<b+cect+b<d+a,

donde concluimos, pela tricotomia em N, que a +d = b+ ¢, isto é, (a,b) = (¢,d) (ver Lema

2.1).

iii) [Transitividade]: Se (a,b) < (¢,d) e (¢, d) < (e, f), temos que

at+d<b+cec+f<d+e.
Dai, somando f a desigualdade acima, chegamos a
(a+d)+f<(b+c)+ f.
Logo, inferimos
(a+f)+d<b+(c+f)<b+(d+e).

Consequentemente, (a+ f)+d < (b+e)+d. Aplicando as propriedades da relagdo de ordem

em N, obtemos

a+ f<b+e.

LOgO, (a/7 b) S (67 f)'
Isto demonstra que < é uma relagao de ordem. ]
Permita-nos checar a veracidade da compatibilidade da relagao < com as operacoes de adicao
e multiplicacao entre os nimeros inteiros.
Proposigao 2.10. Sejam «, 8,y € Z. Entao, valem as sequintes afirmagcoes:

i) a<Beaty< Bty

i) a < B = ay < By, ondey > (0,0). A reciproca desta afirmacdao é verdadeira se considerarmos

~v > (0,0).
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iii) « < B8 = ay > B, onde v < (0,0). A reciproca desta implica¢ao € vdlida se assumirmos

v < (0,0).

Demonstragdo. Sejam o = (a,b), = (c,d) e v = (e, f).

i) (=) Se a <, entao a+d < b+c. Somando e+ f em ambos os lados desta tltima desigualdade,

obtemos
(at+e)+(d+f)=(a+d)+(e+f)<(bt+c)+(e+f)=(0+f)+(cte).
Segue que,
(at+e)+(d+f) <+ f)+(ct+e).

Portanto, podemos concluir

(a+e b+ f) <(c+ed+f).

Com isso, chegamos a

(a,0) + (e, f) < (¢, d) + (e, f).

Por fim, inferimos que a + v < 8 + 7.

(<) Agora, consideremos (a,b) + (e, f) < (¢,d) + (e, f). Dali,

(a+e b+ f)<(cted+f).
Assim sendo, podemos escrever
at+e+d+f<b+f+c+te.
Aplicando a lei do cancelamento de N, temos que
a+d<b+ec

Logo, a < .

ii) (=) A hipétese se reescreve como: a +d < b+ ce f < e. Logo, existem p,q € N tais que

b+c=(a+d)+pee=f+q. (2.1)

Dessa forma, obtemos
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(b+cle=(a+d+plee(b+c)f =(a+d+p)f.
Por conseguinte, chegamos a
be+ce=ae+de+peebf+cf=af +df +pf.

Segue que
ac+de+pe+bf +cf =af +df +pf + be+ ce. (2.2)
Por outro lado, por (2.1)), também temos que
pe =pf +pq (2.3)

Assim, substituindo (2.3 em ([2.2)), encontramos
ac+de+pf+pg+bf+cf =af +df +pf + be+ ce.

Segue que
ac+de+bf +cf <af +df + be + ce,

desde que pg > 0. Com isso, encontramos
ae+bf +cf +de < af + be + ce + df.

Isto nos diz que ay < Bv.

(<) Suponha, agora, que oy < v, com v > (0,0). Logo,
(a+d)e+(b+e)f <(a+d)f+ (b+c)e

e também f < e. Sabemos que e = f + p, onde p € N*. Logo,

(a+d)(f+p)+O+c)f <(at+d)f+ O+c)(f+Dp)

Pela lei do cancelamento em N, chegamos a (a + d)p < (b+ ¢)p. Como p > 0 (ver Proposicao
, entdo temos que a + d < b+ c. Isto nos informa que a < 3.

iii) Primeiramente, note que as seguintes equivaléncias sao validas para quaisquer o = (a,b), 8 =

(c,d),y= (e, f) € Z:

a(=y) <B(=) & (a,0)-(f,e) <(c,d)-(f,e)
< (af +be,ae+bf) < (cf + de,ce + df)
& af+betce+df <ae+bf+cf+de
& (ce+df,cf +de) < (ae+bf,af + be)
& (¢,d)- (e f) < (a,b)- (e, f)
& ay > py. (2.4)
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(=) Por hipétese, temos que

(e, f)

IN

(0,0) =e< f=1(0,0) < (f,e)=—n.

Dai, como o < e —y > (0,0), por ii), temos a(—v) < 5(—~). Por fim, por 1' chegamos
aay = fy.
(<) Agora suponhamos que oy > By ey < (0,0). Por 1’ concluimos que a(—y) < B(—7).

Como

(evf)<(070):>€<f:>(070)<m:_77

entdo, por ii), inferimos que a < .
Isto completa a prova do teorema em questao. ]

Gostariamos de destacar que a lei da tricotomia, provada para o conjunto N, também vale para

o conjunto dos nuimeros inteiros. Comecemos demonstrando o seguinte lema.

Lema 2.2. Seja o € Z. Entao, apenas uma das situagoes deve ocorrer: a = (0,0) ou a < (0,0)

ou o > (0,0).

Demonstragao. Seja a = (a,b). E sabido, através da tricotomia em N, que ou a = b ou a < b ou

a > b. Dali, concluimos que oua+0=b+0oua+0<b+0oua+0>0b+ 0. Portanto, ou

a=(0,0) ou a < (0,0) ou a > (0,0). O

Agora estamos prontos para enunciar e provar a lei da tricotomia para nimeros inteiros.

Corolario 2.11 (Tricotomia). Sejam «, 5 € Z. Entdo, apenas uma das situagoes sequintes deve
ocorrer: a = f3, ou a < B ou a > 3.

Demonstragao. Considere que o = W ef= m Pela tricotomia em N, temos que dados z,y
naturais, apenas uma das situagdes seguintes ocorre: x =y ou z < y ou x > y. Tomemos x = a+d
e y = b+ c. Dai, obtemos que oua+d=b+coua+d<b+coua+d>b+c Portanto, ou
a=pFfoua<pfoua>Pp. O
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2.4 Caracterizacao Usual de Z

Nesta sec¢ao, utilizaremos as defini¢oes, bem como as propriedades, das relagoes <, <, >,> em
7., definida na secao anterior, com a finalidade de provar que o conjunto dos niimeros inteiros pode

ser identificado com a apresentacao usual dada no ensino elementar.

Permita-nos comecgar com a definicao de nimeros inteiros positivos, negativos, nao negativos e
nao positivos.

Definigao 2.10. Dado (a,b) € Z, dizemos que:

i) (a,b) é positivo quando (a,b) > (0,0);

ii) (a,b) é nao negativo quando (a,b) > (0,0);

iii) (a,b) é negativo quando (a,b) < (0,0);

iv) (a,b) é nao positivo quando (a,b) < (0,0).

Observe que (a,b) > (0,0) significa a +0 > b+ 0, ou seja, a > b. De maneira andloga, temos

que

(a,b) > (0,0) < a >0, (a,b) < (0,0) ©a<be (a,b) <(0,0) <= a<b.

Note ainda que se (a,b) é positivo, entao existe m € N*, tal que a = b+ m. Logo, a +0 = b+ m.
Dessa forma, (a,b) = (m,0) (ver Lema . Analogamente, se (a,b) é negativo, entao b = a + n,
para algum n € N*. Com isso, b+ 0 = a +n. O que significa (a,b) = (0,n) (ver Lema . Essas

observacoes, juntamente com a lei da tricotomia em Z, nos dizem que

7 ={(0,n)/n € N*} U{(0,0)} U {(m,0)/m € N*},

sendo a uniao disjunta.

A partir das observagoes feitas, passaremos a utilizar as seguintes notagcoes:

7+ = {(0,n)/n € N*}, Z_ = Z* U(0,0), Z% = {(m,0)/m € N*} e Z, = Z% U(0,0).

Consequentemente, Z = Z* U Z* U {(0,0)}.

Observe ainda que o conjunto, Z; esta em bijecao com N, esta bijecao mostra que Z, é uma

copia algébrica de N, no sentido dado pelo teorema abaixo:
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Teorema 2.12. Seja fy : N — Z dada por fy(m) = (m,0), para todo m € N. Entao, valem as

seguintes afirmacoes:

i) fn € injetora;
i) fu(m+n) = fu(m)+ fn(n);
iii) fn(m-n) = fu(m) - fu(n);

iv) m <n <& fy(m) < fn(n), isto é, fy é uma fungao estritamente crescente.

A funcao fy: N — Z acima é chamada imersao de N em Z. Esta imersao mostra que Z é infinito,

pois fy € injetora e N é infinito (através da aplicagao identidade).

Demonstracdo. Note que

i) fn(m) = fn(n) & (M,0)=(n,0)&m+0=0+n<m=n.

ii) fu(m)+ fn(n) = (m,0) + (n,0) = (m+n,0) = fy(m+ n);

iii) fn(m) - fn(n) = (m,0) - (n,0) = (mn+0-0,0) = (mn,0) = fy(mn);

iv) m<nem+0<0+n<s (m,0) < (n0)< fnim) < fy(n).

Isto completa a prova do teorema em questao. ]

Note que, o teorema acima nos mostrou que o conjunto fy(N) = Z, possui a mesma estrutura

algébrica que N. Por exemplo, 2 +7 =9, em N, corresponde, via fy, (2,0) + (7,0) = (9,0) em Z.

Da mesma forma, 2 -7 = 14 corresponde via fy, (2,0) - (7,0) = (14,0). Finalmente, a relacao de

2 < 7 se preserva via fy, com (2,0) < (7,0). Em outras palavras, ordem em Z é uma extensao da

ordem em N.

Observe que se a € N, o simétrico de (a,0) é (0,a), logo identificando (a,0) com a através fy,

obtemos —a = —(a,0) = (0,a). Obtemos assim, sob a identificacao de N com Z, via fx, que

Z={-a/ae N*}U{0} UN* ={..., —aq,...,—1,0,1,...,a,...}.
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Dai passamos a adotar esta identificacao, considerando assim N um subconjunto de Z. Sob tal

identificacao, obtemos, para n e m naturais, que

n—m=(n,0) — (m,0) = (n,0) +[—(m,0)] = (n,0) + (0,m) = (n,m).

Exemplo 2.6. Vamos efetuar as seguintes operacoes em Z:

1) 3—5=(3,5)=(0,2) = —2;

2) 13— 8= (13,8) = (5,0) = 5;

3) (=3)-5=1(0,3) - (5,0) = (0,15) = —15.

Vejamos, agora, como interpretar a regra de sinais para nimeros inteiros, usando a identificacao

dada acima.

Proposicao 2.11. Sejam x,y € Z. Entdo, os sequintes itens valem:

i)x>0ey>0=x-y>0;
i) z<0ey<0=z-y>0;

iii) z<0ey>0=z-y<0.

Demonstragao. Primeiramente, como x, y e 0 sao inteiros, entdo podemos identifica-los com (z,0),

(y,0) e (0,0).

i) Como z e y sdo inteiros positivos, podemos identifica-los com (z,0) > (0,0) e (y,0) > (0,0), via

o Teorema Dali,

(x,0) - (y,0) > (0,0) - (y,0) = (0,0).

Logo, =z -y > 0.

ii) Se x <0 ey <0, entao (x,0) < (0,0) e (y,0) < (0,0). Logo,

(x,0) - (y,0) > (z,0) - (0,0) = (0,0).

Portanto, xy > 0.

iii) Se z <0 ey > 0, entao (z,0) < (0,0) e (y,0) > (0,0). Assim sendo,

(2,0) - (y,0) < (z,0) - (0,0) = (0,0).

Portanto, xy < 0.
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2.5 Principio da Boa Ordem em 7Z

Nesta secao, estamos interessados em provar o Principio da Boa Ordem para subconjuntos de
numeros inteiros. Primeiramente, vamos definir quando um subconjunto de Z ¢é limitado superior

e inferiormente.

Definigcao 2.11. Seja X um subconjunto nao vazio de Z. Dizemos que X ¢é limitado inferiormente
se existe a € Z tal que a < x, para todo x € X. Tal a é chamado cota inferior de X. Analogamente,
dizemos que X ¢é limitado superiormente se existe 8 € Z tal que x < 3, para todo z € X. Tal 8 ¢

denominado cota superior de X.

Exemplo 2.7. Trivialmente, o niimero 0 é cota inferior para N C Z, pois 0 < z, para todo z € N.

Da mesma forma, —1 o é, bem como qualquer inteiro negativo.

Proposicao 2.12. O conjunto N € ilimitado em Z, isto é, N nao admite cota superior em Z.
Demonstragdo. Veremos que dado « € Z, existe x € N tal que a < z. A prova desta afirmagao
serd dividida em trés casos:

1) Se a =0, basta tomarmos x = 1 € N, que teremos « < x.

2) Se a < 0, basta tomarmos qualquer natural x, que teremos « < x.

3) Se a > 0 podemos concluir que o € N* e consequentemente o < s(a) € N. Assim sendo, para

todo a > 0 em Z, existe um x = s(a) € N, tal que a < z.

Permita-nos provar o Principio da Boa Ordem para o conjunto dos niimeros inteiros Z. KEste
mesmo principio ja foi provado ser valido em N. Neste caso, qualquer subconjunto ji possuia a
propriedade de ser limitado inferiormente em Z; com isso, esta condi¢ao nao precisava ser assumida
como hipétese. Em geral, os subconjuntos de Z nao possuem esta caracteristica. Portanto, tal

suposicao sera considerada no préximo teorema.

Teorema 2.13 (Principio da Boa Ordem em Z). Seja X C Z ndo vazio e limitado inferiormente.

Entao X possui elemento minimo.
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Demonstragao. Seja o uma cota inferior de X, isto é, a < z,Vo € X (com « € Z). Considere o
conjunto X' = {z — a/z € X}. Claramente, X' C N (identificado com Z,) e, pelo Principio da

Boa Ordem em N, o conjunto X /, possui elemento minimo, digamos m’. Assim,
meX em <y VyeX.

Como m’ € X', m' é da forma m — «, para algum m € X. Afirmamos que m = m/ 4+ « ¢é elemento
minimo de X. Sé falta verificar que m < x, Vo € X, mas isso equivaleam —a <z —a, Vo € X,
ou seja, m' < y,Vy € X l, que é verdade pela definicao de m’. Logo, m é o elemento minimo de
X. O

O resultado a seguir nos garante que nao existe nimero inteiro entre 0 e 1.

Corolario 2.14. Seja x € Z tal que 0 < z < 1. Entdo, x = 1.

Demonstragdo. Seja X = {x € Z/0 < x < 1}. Segue dai que, X # &, pelo fato de 1 € X e X é
limitado inferiormente por 0. Pelo Principio da Boa Ordem, X possui elemento minimo, digamos
m. Suponhamos que 0 < m < 1. Assim, 0 < m? < m < 1, o que implica que m? € X, contrariando

a minimalidade de m. Assim, m = 1 e, consequentemente X = {1}. O

Mais é verdade, nao existe nenhum nimero inteiro entre dois inteiros consecutivos. Mais preci-

samente, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.15. Sejam n,x € Z tais quen < <n -+ 1. Entao, x =n+ 1.

Demonstrag¢do. Note que,
n<r<n+ls0<z—m<l1.

Como n,x € Z, entdao x — n € Z. Assim, pelo Corolério tem-se que x — n = 1. Por fim,
r=n+1. O

2.6 Modbdulo e Algoritmo da Divisao em Z

Nesta secao, definiremos o médulo de um ntmero inteiro em ordem a garantir que os tnicos

elementos inversiveis em Z sao 1 e —1.
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Definigao 2.12. Seja x € Z. Definimos o valor absoluto de x (ou médulo de x), denotado por ||,

como sendo:

z, sex > 0;
o] = { -z, sex <0. (2.5)
Exemplo 2.8. | — 6| = |6| = 6; |0] = 0.

Proposicao 2.13. As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

1) |[z]| =02 =0;
2) |z| >0, Vz € Z;
3) [ey| = l=llyl, Va,y € Z;

4) Para n € N* tem-se: |z| = n se, e somente se, z =n ou x = —n.

Demonstragdo. 1) (=) Primeiramente, note que se |z| = 0, entdo devemos considerar os seguintes

Casos:

e Se x > 0, entdo = = |z| = 0, contradicao pela tricotomia em Z.
e Se x < 0, entdo —x = |x| = 0, novamente contradi¢ao pela tricotomia em Z.

Logo, x = 0.

(<) Segue da defini¢ao de médulo.

2) Consideremos os casos abaixo:

e Se x > 0, por defini¢ao, |z| = x > 0;

e Se x < 0, por defini¢ao, |x| = —z. Por outro lado, temos que, x < 0 = —z > 0. Portanto,
|z| > 0.

3) Para mostrar que |zy| = |z||y|, para todo =,y € Z. Vamos considerar 4 casos:
e Sex =0 ouy =0, temos que zy = 0. Logo, |xy] = 0. Como |z| = 0, claramente,

|#|ly] = 0+ |y| = 0. Logo, |zy| = |z[y].
eSex<0ey>0(ocasox >0ey <0 éandlogo), entdo zy < 0, isto é, |xry| = —xy. Por

outro lado, temos que |z| = —z e |y| = y. Sendo assim,

lz|ly| = (—2) -y = —wy.
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Logo, |zy| = [x|y|-
eSex <0ey <0, entao zy > 0, assim |zy| = xy. Por outro lado, temos |z| = —z e |y| = —y.
Dai,

|zllyl = (=2) - (=y) = 2.
Logo, |zy| = [x|y|-
eSex >0ey >0, entdo zy > 0. Assim, |zy| = xy = |z||y|]. Portanto, |zy| = |z||yl,
Vz,y € Z.

4) (=) Suponha que |z| = n.
e Se x > 0, entao |z| = z. Logo, = = |z| = n.

e Se x < 0, entao |r| = —x. Sendo assim, —x = |z| = n. Portanto, z = —n.

(<) Vamos estudar dois casos:

e Se © = n, entao |z| = [n|. Como n € N*, temos que |n| = n, ou seja, |z| = n.
e Se v = —n, entdo |z| = | — n|. Como n € N*, temos que n > 0 = —n < 0. Sendo assim,
| — n| = —(—n) = n. Portanto, |z| = n.

Estamos prontos para provar que nenhum nimero inteiro admite inverso multiplicativo, exceto

—lel.

Proposicao 2.14. Os unicos elementos inversiveis de Z sdo 1 e —1. Um elemento © € Z diz-se

inversivel se existe y € Z tal que xy = 1.

Demonstracao. Note que o elemento 0 nao é inversivel em Z; caso contrario, existiria um y € Z,

tal que 0 -y = 1. Mas, 0-y = 0. Dai, teriamos 0 = 1. Absurdo!

Seja x € Z* e y € Z tais que xy = 1. Segue que 1 = |zy| = |z||y|]. Como |z|] > 0e |y| >0
e |z|ly] = 1, entao |x| > 0 e |y| > 0 e dai resulta que |z| > 1 e |y| > 1. Multiplicando ambos os
membros da ultima desigualdade por |z|, obtemos

L= [zfly] = || > 1,

de onde segue que |z| = 1 (ver tricotomia). Portanto, pela Proposicao x=1ouz = —1, como

queriamos. O
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O proéximo resultado nos mostra como dividir um niimero inteiro por outro (observe que, nao

necessariamente, o resultado é um elemento de 7Z).

Teorema 2.16 (Algoritmo da Divisdao em Z). Sejam z,d € Z tais que d > 0. Entdo, existe inicos

q,7 € Z tais que
r=dqg+r, onde 0 <r <d.
Aqui z,d,q e r sao chamados dividendo, divisor, quociente e resto na divisdo de x por d.

Demonstragdo. Existéncia: Primeiramente, note que se existe ¢’ € Z tal que z = dq’, entao basta

assumir r = 0 para obter
xr=dq +0=dq¢ +r,com0<r <d.

Caso contrario, x # dk, para todo k € Z, existe q € Z tal que
dg < x<d(g+1). (2.6)

De fato, se x > 0, entdo, pela prova do Teorema (Algoritmo da Divisao em N), podemos

garantir que tal g existe e é natural. Se x < 0, entao —x > 0; por conseguinte, existe ¢ € N tal que
dg < —x <d(q+1),

ver Teorema (Algoritmo da divisao em N). Assim, por (2.6)), segue que 0 < z — dq < d, basta
somar —dq a (2.6). Seja r = x — dq € Z. Assim,

r=dq+r,com 0 <r <d.
Unicidade: Suponhamos, agora, que existam q1,71 € Z tais que
x=dq +1r1,onde 0 <7 <d.
Assim, conclui-se que

dg+r=x=dq +r1.
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Logo, d(q — q1) = r1 — r. Assuma, por absurdo, que 71 # r. Sem perda de generalidade, considere

que 1 > r. Dal,
dlg—q1) =1 —r>0.

Todavia, d > 0. Dessa forma, ¢ — q; > 0, isto é, ¢ — ¢1 > 1 (ver Proposicao . Por conseguinte,
r=dqg—q)+r=>d

pois ¢ —q1 > 1,d > 0er > 0. Isto é um absurdo, pois r; < d (tricotomia). Dessa forma, r = r.

Consequentemente,
dlg—q)=r—r=0.
Por fim, ¢ = ¢1 (pois d > 0). O

E importante ressaltar que o Algoritmo da divisdo em Z pode ser considerado com divisor

negativo. Neste caso a divisao de x € Z por d € Z* ¢é dada através da igualdade
x=dq+r,onde 0 <r <|d,
onde ¢ e r sdo tnicos. Basta dividir x por —d > 0 para obter tinicos ¢, € Z tais que
x=(=d)g+r,com 0 <r<—d=|[d|,

ver Teorema, Dai, x = d(—q) +r, com 0 < r < |d].

Uma aplicagdo que podemos fornecer para o Algoritmo da divisdo em Z é que qualquer nimero
inteiro n se escreve na forma n = 2k (neste caso, n é dito inteiro par) ou n = 2k’ + 1 (aqui, n é

chamado inteiro {mpar), onde k, k' € Z.

Proposicao 2.15. Sejam 2Z = {2n/n € Z} (conjunto dos nimeros inteiros pares) e 2Z + 1 =
{2m + 1/m € Z} (conjunto dos nimeros inteiros impares). Entao, Z = 27 J (2Z + 1).

Demonstracao. Seja n € Z. Pelo Algoritmo da divisao em Z, temos que existem unicos q,r € Z

tais que
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n=2¢+r,onde 0 <r < 2.
Vimos que r = 0 ou 1 (r € N). Logo,
n=2qoun=2q+ 1.

Assim, n € 2Z ou n € 2Z+ 1. Isto prova que Z C 2Z U (2Z + 1). A inclusao reciproca é trivial. [

2.7 Fatorizacao Unica em Z

Nosso objetivo, nesta secao, é provar o famoso Teorema Fundamental da Aritmética. Este, por

sua vez, fala sobre a fatorizagdo de um nimero inteiro em um produto de niimeros primos.
Primeiramente, vamos definir o significado de um nimero inteiro ser miltiplo de um outro.

Definigao 2.13. Seja x € Z. Os numeros inteiros da forma kxz, k € Z, sao chamados miltiplos de
xz. Neste caso, também dizemos que tais niimeros sao divisiveis por x ou que x é um divisor de tais

valores.
Exemplo 2.9. Os multiplos do niimero inteiro 2 sao
0,+2,+4,46, ...

Definigao 2.14. Sejam z,y € Z. Dizemos que x divide y, e escrevemos x|y, quando 3k € Z tal

que y = kx, i.e, quando y é um multiplo de =x.

Obs 2.1. z|y < y é divisivel por z < x é um divisor de y.

A seguir, apresentaremos alguns propriedades elementares envolvendo |.

Proposicao 2.16. Sejam x,y,z € Z. Os sequintes itens sao verdadeiros:

i) [Reflezividade]: z|x;
i) zly eylz = o =y;

iii) [Transitividade]: x|y e y|z = x|z;

Demonstragao. i) Note que x = = - 1,Vx € Z. Logo, x|x.
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ii) Se x|y e y|z, entdao q1, g2 € Z tais que

Yy=qr exr=qay.

Logo,

r = q(qz) = (2q1).

Se x = 0, entao o resultado tem seguimento trivial. Assim, considere que x # 0. Pela lei do
corte, chegamos a g2q; = 1. Portanto, pela Proposicao concluimos que ¢; = +1. Por

fim, y = +x.

iii) Se z|y e y|z, entao 3q1, g2 € Z tais que

Yy=qxez=qay.

Dali,
2= @(qr) = (gq).

Logo, x|z (pois qoq1 € Z).

Agora vejamos como podemos definir, precisamente, um nimero inteiro primo.

Definigao 2.15. Seja p € Z. Dizemos que p é nimero primo se

i) p#0ep# £l

ii) d|p = d = £p ou d = £1 (os tunicos divisores de p sdo +p e *1).

Um ndmero que nao é primo é chamado composto.

Exemplo 2.10. 6 é um nimero composto, pois 2|6. Por outro lado, 2 é um ndmero primo, pois

os unicos divisores de 2 sao +1 e £2.

Lema 2.3. Sejam p,x € Z, tais que p # 0. Se p € primo e pt x, entdo existem y,z € Z tais que
1=py+zz.
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Demonstragdo. Suponha, inicialmente, que p € N*. Seja X = {pa + zb € N*/a,b € Z}. Como
pe X,poisp=p-1+x-0>0, entdo X # (). Logo, pelo Principio da Boa Ordem em N, temos

que existe d = min X. Como d € X, entao
d=py+zxz,y,z € Z.
Vamos provar que d = 1. Ja sabemos que d > 1. Suponha, entao, por contradigdo, que d > 1.

Pelo Algoritmo da Divisao, temos que existem tnicos ¢, € Z tais que p = dg+r, onde 0 < r < d.

Desta forma,
r=p—dq=p—pyq—zzq=p(l —yq) + z(zq).

Isto nos diz que r € X. Mas, 0 < r < d = min X. Logo, r = 0. Com isso, p = dgq. Portanto, d|p.
Consequentemente, como p é primo e d > 1, chegamos a d = p. Analogamente, pelo Algoritmo da

Divisao, temos que existem tinicos ¢/, 7" € Z tais que x = dq’ + 1/, onde 0 < 7’ < d. Desta forma,
' =x—dq =z —pyqd — 22¢ = p(—yq) + x(1 — 2¢').

Isto nos diz que ' € X. Todavia, 0 < 7’ < d = min X. Deste modo, ' = 0. Com isso, x = dq¢’ = pq'.

Por fim, p|z. Isto é uma contradigdo (p { z). Por conseguinte, d = 1, isto é,

1l=py+2xz, 9,2 €Z.

O caso p < 0 é trivial, pois, nesta situacao, —p > 0 e, dai,
1=(-py+uzz,y,2€Z.

Portanto, 1 = p(—y) + zz, —y, z € Z. O

A seguir estabeleceremos uma outra maneira de caracterizar nimeros inteiros primos.

Teorema 2.17 (Lema de Euclides). Sejam p,z,y € Z tais que p # 0. Entao, p € primo se, e

somente se, plry = plx ou ply .

Demonstra¢do. (=) Seja p primo e suponha que p|ry. Considere que p t z. Dali, pelo Lema
existem ag, by € Z tais que 1 = agp + bpz. Como p|zy, entdo xy = pk, para algum k € Z. Logo,

y = aopy + bory = (aoy)p + (bok)p = [aoy + bok]p = ply.
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(<) Suponha que p|ry = p|x ou ply. Se p ndo é primo, entdo Jx # +p e x # +1 tal que
z|p. Dai Jy € Z tal que p = xy. Dessa forma, p|ry. Consequentemente, p|z ou ply. Se p|x, entao
x = £p (j& que z|p). Isto é uma contradicao (x # £p). Se ply, entdo y = +p (j& que y|p). Dai,
p = ap. Deste modo, pela lei do cancelamento, x = +1. Um absurdo (x # +1). Por fim, p é

primo. O

O Teorema [2.17] pode ser generalizado da seguinte forma:

Proposicao 2.17. Sejam p,x1, xa,...,xn € Z tais que p # 0. Entdo, p € primo se, e somente se,
plry - xo - ... - xy = plz; para algum i =1,2,...,n.
Demonstragdo. Faremos a prova por inducao sobre n. Seja
X={neN/plxy -xo-...- xyp = plr;;i =1,2,...,n}.
Nada hé a fazer com o caso n = 1. Considere que
plry-xzo - xpy = plri,i=1,2,..,n.

Suponha que n € X, isto é, p|xy-xe-... -y Tpi1, entao, pelo Teorema|2.17] temos que p|zy-x2-... 2y
ou p|x,y1. Dessa forma, p|z;, para algum ¢ = 1,2,...,n + 1, pela hipétese de indugao. Isto nos diz

que n+ 1 € X. Dessa forma, X = N*. O
Precisaremos do lema abaixo para provar o Teorema Fundamental da Aritmética.

Lema 2.4. Seja x € Z tal que © # 0 e x # £1. Entdo, min{y € Z/y > 1,y|x} € primo.

Demonstragdo. Seja S ={y € Z/y > 1,y|z}. Note que |x| > 1 (z # 0) e |z||z. Dali, || € S. Isto

nos diz que S # (). Além disso, S ¢ limitado inferiormente por 1. Pelo Principio da Boa Ordem,

Ip =min S. Como p € S, entao p > 1. Logo, p# 0 e p # +£1.

Agora suponha, por absurdo, que existe ¢ € Z tal que g # +1 e ¢ # £p e ¢q|p. Consequentemente,
lgl > 1 e |q||p. Dessa forma, 1 < |g| < p. De fato, se |q| > p (|q| # p), entdo, usando que |q||p
(p = |qlk, para algum k € Z7), terfamos

p=lqlk >pk>p, keZ.

Uma contradi¢go. Como p € S, entdo p|x. Dai, por transitividade, |q||p € p|z = |q||z. Isto nos diz

que 1 < |g] < p e |g||z. Ou seja, |g| € S e |¢| < p=minS. Um absurdo! Por fim, p é primo. O
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Teorema 2.18 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja x € Z tal que © > 1. Entao existem
P1,D2, ..., Pk NUMeros primos positivos (k > 1) tais que x = py - ... - pg. Além disso, x = q1 - ... - gs,

onde q1,q2, ...,qs (s > 1) sdo nimeros primos positivos, entio k = s e cada p; € igual a um g;.

Demonstragao. Usaremos o Principio da Indugdo na Segunda forma sobre x.

i) Sex=2,entdo r =2, comk=1ep; =2.

ii) Agora suponhamos que para todo y € Z tal que 2 <y < z, tem-se que y = py - ... P/, (k' >1),
onde p; é primo positivo, para todo i = 1,2, ...,k’. Pelo Lema temos que dp primo tal
que p > 1 e p|lx. Assim, 3¢ € Z tal que x = gp. Note que se ¢ = 1, entdo z = p e o resultado
estaria provado. Se ¢ fosse primo, entdo x = gp. Assim sendo, o resultado seguiria. Dessa
forma, considere que 2 < ¢ < z (¢ > 1). Por hipétese de indugao, ¢ = p1 - ... - p/, onde p; é
primo positivo, para todo i = 1,2, ...,k". Portanto, = p; - ... - p,s - p. Por fim, o resultado é
valido por indugao.

Agora suponha que

T=PpP1- Pk =4q1" (s,
onde g; e p; sdo primos positivos, para todo j =1,2,...,s ei=1,2,.... k. Assim, p1]q - ... - ¢s.
Pelo Lema p1]gj, para algum j = 1,2,...,s. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que p1]g1. Como q; é primo, entao p; = +¢1 (ja que p; # £1). Como p1,q1 > 0, entao p; = q1.

Portanto,
q1-p2- .- Pk =4q1°Qq2 " ... " (s.
Logo,
a2 PE—q2 .- qs) =0.
Isto nos diz que
P2 ... "PEk=Qq2" ... (Qs.

Considere que k # s. Sem perda de generalidade, digamos que k < s. Usando o processo
acima, chegamos a

I'=qkt1- - s
Isto implicaria, pela Preposicao que gx+1 = £1. Um absurdo! Logo, k = s e p; = ¢,
para todo i =1,2,..., k.
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Obs 2.2. Sejax € Ztal que x # 0 e © # £1. Se x > 0, podemos escrever x como um produto finito
de inteiros primos positivos de maneira tnica (Teorema Fundamental da Aritmética). Se x < 0,
entdao —x = py - ... - pg, onde p; é primo positivo, para todo ¢ = 1,2,.... k. Logo, x = —p1 - ... - pg.
Geralmente, temos, entdo, * = £p; - ... - px onde os p; é primo positivo, para todo i — 1,2,....k (a

igualdade acontecendo de maneira tnica).

2.8 Enumerabilidade de 7Z

Nesta secao, estamos interessados em provar que o conjunto dos nimeros inteiros Z, assim como

N, é enumeravel. Vamos direto ao nosso objetivo.

Teorema 2.19. Z é enumeravel.

Demonstragao. Vamos provar que o : Z — N definida por

o(n) = 2n —1, se n > 0;
o —2n, sen <0,

é bijetora. Na verdade, vamos mostrar que o é inversivel exibindo sua inversa. De fato, seja

o~ ' :N = Z, dada por
o_l(n)— k+1, sen=2k+1;
N —K', sen =2k,
onde k, k" € Z. Podemos ver que, se n > 0, temos que
o loon)=0cYon)=ct2n-1)=0c"2n-1)+1)=n—-1)+1=n.
Por outro lado, podemos concluir, para n < 0, que
o loo(n)=0"Yon)) =0"-2n)=0"12(-n)) = —(-n) =n.
Do mesmo modo, podemos concluir, para n = 2k + 1, que

cooln)=0c(c"t2k+1)=0ck+1)=2(k+1)—1=2k+1=n.

Por outro lado, inferimos, para n = 2k’, que
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goo ! (n) = 0o(07 (2K)) = o(—k) = (=2)(—K') = 2K' = n.
Como o~ ! o o = Iy (identidade) e 0 0 0~ = Iz (identidade), fica claro que o é inversivel. Logo, o

é bijetora. Por fim, Z é enumeravel. O

2.9 Uma aplicagcao dos niimeros inteiros
2.9.1 Congruéncia

Além da aritmética usual no conjunto dos nimeros inteiros, podemos explorar uma aritmética
modular que envolve o conceito de congruéncia médulo m (m inteiro maior que 1) . Carl Friedrich
Gauss foi o grande introdutor da congruéncia, ele comecou a mostrar ao mundo a congruéncia a
partir de um trabalho realizado em 1801, Disquisitiones Arithmeticae, quando tinha apenas 24 anos
de idade. Varias ideias usadas na teoria dos niimeros foram introduzidas neste trabalho, até mesmo

o simbolo usado na congruéncia atualmente foi o que Gauss usou naquela época.

As operagoes de adicido e multiplicagao sdo definidas em um conjunto finito Zm cujos elementos
sao classes residuais, sendo cada classe, um subconjunto de nimeros inteiros que tém restos da
divisao por m sempre iguais a um determinado resto r. A congruéncia modulo m e aritmética
modular tém muitas aplicacées. Dentre elas, a justificativa para critérios de divisibilidade, exem-
plificacao de conceitos que envolvem as propriedades das operagoes, construcao de codigos e no
estudo e modelagem de fenémenos periédicos que envolvem diferentes campos do conhecimento

como: matematica (teoria dos jogos, teoria dos grafos), fisica, artes, misica e etc..

A ideia de congruéncia é a seguinte: quando nos deparamos com um problema que relacione
divisbes, potenciacoes, etc., por que nao trabalhamos com os restos das divisoes ao invés dos préprios
numeros? Quer dizer, por que nao nos esquecemos dos numeros e ficamos apenas com os restos?
Uma vez que esses restos sdo menores do que os nimeros, é de se esperar que isso simplifique a
solucao desses problemas, o que de fato ocorre! Antes da nossa aplicacao, vamos ver um pouco de

teoria.

2.9.2 Congruéncia Médulo M

A congruéncia médulo m é uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos ntmeros inteiros de

tal forma que dados dois inteiros a e b, a é congruente a b médulo m, onde m é um ndmero inteiro
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positivo, se e somente se, a diferenca a — b for divisivel por m. Usaremos a notagao por a = b(mod

m), se os nimeros inteiros a e b sdo congruentes médulo m (m > Z, m > 0).
Sao validos os seguintes resultados:

Se a e b sao inteiros, temos que a = b(mod m) se, e somente se, existir um inteiro q tal que

a—b=q.m.

A congruéncia define uma relacao de equivaléncia, pois atende as propriedades reflexiva, simétrica

e Transitiva.

Se a, b, ¢ e m sao inteiros, m > 0, tais que a = b(mod m), entao:
e Se a = b(mod m) existe um nimero inteiro k tal que a = b+ km;
e Sempre a = a(mod m);
e Se a = b(mod m) entdo b = a(mod m);
e Se a = b(mod m) e b = ¢(mod m) entdao a = ¢(mod m);
e Se ac = b(mod m) e ¢ = d(mod m) entao ad = b(mod m);
e Se a = b(mod m), entao (a + ¢) = (b+ ¢)(mod m), onde ¢ é um inteiro;
eSea=b

od m), entao (a —c¢) = (b — ¢)(mod m), onde ¢ é um inteiro;

),

e Se a = b(mod m), entao a.c = b.c(mod m), onde ¢ é um inteiro;
)
)

e Se a = b(mod m

(m
(

e Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m) entdo a + ¢ = b+ d(mod m);
( e ¢ = d(mod m) entdao a — ¢ = b — d(mod m);
(

e Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m) entao a.c = b.d(mod m);

e Se a.c = b.c(mod m), entao a = b(mod m/d), onde d é o maximo divisor comum de ¢ e m.

2.9.3 Aritmética Modular

Neste texto, vamos considerar o conjunto Z,, = 0,1,2,..,m — 1, sendo m um ndmero inteiro
positivo e r pertencente a Z,, uma classe residual, ou seja, r = y pertencentes a Z : r = y(mod m).
Podemos observar que a classe residual r é formada por todos os niimeros inteiros cuja divisao por
m tem resto r. Definimos entao as seguintes operacoes médulo m. Para todo a e b pertencentes a

Loy, temMOS:

1. a4+ b=r,se r éoresto da divisdo de (a + b) por m;
2. r = (a+ b)(mod m) (adi¢do modular)

3. a.b = s se s é o resto da divisao de (a.b) por m;
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4. s = (a.b)(mod m) (multiplicagdo modular)

Por exemplo, dado Z7 = 0,1,2,...7—1=0,1,2,..,6 entdo, 3+ 5= (3+5) =1, pois 3+5 = 8
e o resto da divisao de 8 por 7 é 1 , logo 8 = 1(mod 7) e 4.5 = (4.5) = 6, pois 4 vezes 5 é 20 e o
resto da divisao de 20 por 7 é 6, logo 20 = 6(mod 7).

As operacoes acima estdo bem definidas e independem dos representantes das classes. Na
aritmética modular, trabalhamos com o conceito de congruéncia médulo m. Sao validas as seguintes

propriedades em relacdo as operagoes de adicao e multiplicacao modular:

Sejam a, b, ¢ elementos quaisquer de Z,, e m um numero inteiro positivo entao,

1. a+ b e a.b pertencem a Z,, (fechamento)
2. a+b=">b+a e a.b=b.a (comutatividade)
3. (a+b)+c=a+ (b+c) e (a.b).c = a.(b.c)(associatividade)

4. a+0=04+a =aea.l = l.a = a ( existéncia de elemento neutro, sendo 0 e 1, respectivamente,
os elementos neutros da adicao e da multiplicagdo em Z,,). No caso da multiplicagao, a nao

pode ser igual a 0.
5. a.(b+ ¢) = a.b+ a.c (distributividade)

6. a+ (m—a)=(m—a)+a=0 (sendo m- a o elemento simétrico aditivo de a em Z,,)

Além das propriedades acima, podemos garantir que, um elemento de Z,, terd simétrico multipli-
cativo (inverso) se ele e m forem primos entre si e diferentes de 0. Nesse caso, dado a pertencente
a Zpy, tal que MDC(a,m)=1 entdo existe b pertencente a Z,,, tal que a.b = 1. Em Zg, todos os
elementos tém simétrico aditivo, o mesmo nao acontece quanto aos simétricos multiplicativos. Por
exemplo, como o MDC(2,6)=2, logo nao existe y tal que 2.y = 1. De fato, 2.0 =0,2.1 =2,2.2 =4,
23=0,24=2,25=4.

2.9.4 A equacgao linear numa variavel

Consideramos a equagao

azr = b(mod m)
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De acordo com as definicbes dadas, um inteiro = serd uma solucao se existir y € 7Z tal que
ar — b = my. Seja d = mdc(a,m); resulta diretamente da dltima equacao que para que exista

solucao é necessério que d | b pois b = ax — my.

Por outro lado, sabemos que existem inteiros xg e yg tais que
axy +myg =d

g € Yo podem ser determinados por aplicagao do algoritmo de FEuclides com que se calcula d.

Mas entao, se d | b, temos que

aa:é—km —=b
Od yOd—

. . b . .
e vemos que a equacao modular tem a solugdo x = xog (ou, mais precisamente, a classe de

congruéncia deste nimero).

Que outras solugdes (ndo congruentes com esta, claro) existem? Suponhamos que z e w satis-

fazem igualmente az — mw = b; entao:

az—mw:ax—my@a(z—x):m(w—y)@%(z—m):%(w—y)

a m . . .. . .
mas, como g (§] E Sa0 primos entre S1, 1SSO 1mphca que:

| (z - =)
ou seja

zzaz+k‘m

d

Duas solugoes desta forma serdo congruentes m médulo m se d | k. Temos portanto d solugoes

distintas, correspondendo aos valores 0 < k < d. Resumindo,

Proposicao 2.18. Para m € N, a inteiro e d = mdc(a.m), a equagdo

ax = b(mod m)

84



tem d solugoes distintas se d | b e nao tem solugoes caso contrdrio. Se xo e yo sGo inteiros

satisfazendo axg + myg = d, as solugdes do primeiro caso sGo
b m
ro—t+k—,0<k<d
Od d >~

E importante notar a seguinte interpretagao deste resultado no caso d = 1; mde(a,m) = 1
significa que a classe de a é invertivel para a multiplicacdo em Z,,: se au + mv = 1, entao a classe

de u é a inversa da classe de a; a solugao da congruéncia
azr = b(mod m)

é, como numa equacdo "habitual”, z = a~'b (em que a~! designa a classe inversa da de a).

Por outro lado, no caso geral, se d = mdc(a, m) divide b podemos observar que

(mod E)

b
amzb(modm)@m\(ax—b)@m\(—w—f)ﬁgng

d ' d d
Assim, podemos comecar por encontrar a solugao (dnica) ¢ desta dltima congruéncia e notar

~ A e m

que as solugbes da congruéncia inicial s@o as classes (mod m) dadas por ¢ + k:E com 0 < k < d,
~ A , - . m

que sao as classes de congruéncia médulo m que estao contidas na classe de t mod(E).

2.9.5 Um exemplo na Astronomia

Agora podemos realizar a nossa aplicagdo do capitulo.

Trés satélites passarao sobre o Rio esta noite. O primeiro a 1 hora da madrugada, o segundo as
4 horas e o terceiro as 8 horas da manha. Cada satélite tem um periodo diferente. O primeiro leva
13 horas para completar uma volta em torno da Terra, o segundo 15 horas e o terceiro 19 horas.
Determine quantas horas decorrerao, a partir da meia noite, até que os trés satélites passem ao

mesmo tempo sobre o Rio.

Formulando o problema, usando nossa interpretacao do médulo como o periodo de um movi-
mento que se repete a intervalos regulares. Neste caso, o movimento é o dos satélites que giram em

torno da Terra.

Chamaremos de z o ntimero de horas, contadas a partir da meia noite de hoje, quando os trés

satélites passarao juntos sobre o Rio. O primeiro satélite passa sobre o Rio a cada 13 horas, a
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contar da 1 da madrugada. Logo precisamos ter x = 1 + 13.n; para algum inteiro positivo n; que
representa o nimero de voltas que o satélite 1 tem que dar em torno da Terra antes que passe junto

com os dois outros satélites.

As equagoes correspondentes aos outros dois satélites sdo: x =4+ 15.n3 e z = 8 + 19.n3; onde

ng e ng representam o numero de voltas que os satélites 2 e 3 darao antes dos trés passarem juntos.

Podemos formular estas equacoes em termos de congruéncia, o que nos da:

z =1 (mod 13)
x =4 (mod 15)
z =8 (mod 19)

Comegaremos a solucao com as duas iltimas equacoes. Tomando a tltima equagao e substituindo-

a na penultima congruéncia, obtemos: 8 + 19n3 = 4(mod 15); que equivale a 19n3 = —4(mod 15).
Como 19 = 4(mod 15), isto nos da: 4ng = —4( mod 15). Como 4 é inversivel médulo 15,
podemos canceld-lo de modo que n3 = —1 = 14(mod 15).

Assim, ng = 14 + 15.n4 , para algum inteiro positivo ny. Mas, segundo a terceira equacao,

x = 84 19.n3. Combinando estas duas expressoes temos x = 8 + 19(14 + 15.ny4) = 274 + 285.n4.

O que isso representa? Certamente nao é a solucdo do problema, ja que sequer usamos as
condigoes impostas pelo primeiro satélite. Entretanto, como é facil verificar usando congruéncias,
x = 274 + 285.n4 nos da uma solugao das duas tltimas equagoes. Isto significa que esta familia
de solucdes deve corresponder aos tempos nos quais os satélites 2 e 3 passam juntos sobre o Rio.
E quanto ao satélite 17 Para incluir na solugéo a informagao referente ao primeiro satélite, basta
encontrar as solugoes da forma z = 274 + 285.ny4 ( isto é, as solugdes comuns aos satélites 2 e 3)
que, além disso, satisfazem a congruéncia x = 1(mod 13), relativa ao primeiro satélite. Efetuando
a substituigao, temos: 274 + 285.n4 = 1(mod 13); que depois da redugao médulo 13 nos dé:
1+ 12.n4 = 1(mod 13).

Logo 12n4 = 0(mod 13) e , como 12 é inversivel médulo 13, concluimos que n4 = 13.n5. Desta
forma, a solucao final serd: = = 274 + 285n4 = 274 + 285(13.n5) = 274 + 3705.n5, onde é facil

verificar substituindo esta formula para = nas congruéncias abaixo:

x = 1(mod 13)
x = 4(mod 15)
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x = 8(mod 19)

Resta-nos explicitar o que esta solucao nos diz sobre os satélites. Em primeiro lugar, como é
facil verificar, 274 é o menos inteiro positivo que satisfaz as trés congruéncias acima. Portanto, os
satélites passam juntos sobre o céu do Rio pela primeira vez 274 horas depois da meia noite de
hoje. Isto equivale a 11 dias e 10 horas. Mas isto ndo é tudo. Afinal, ndo importa qual seja o valor
de ns, a férmula 274 4+ 3705.n5 nos dé uma solugao do problema. Portanto, depois de passar juntos
uma vez sobre o Rio 274 horas depois da zero hora de hoje, os satélites passarao juntos novamente

a cada 3705 horas; isto é, a cada 154 dias e 9 horas.
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Capitulo 3

Construcao dos Numeros Racionais

Neste capitulo, estudaremos a construgao dos chamados niimeros racionais a partir da estrutura
aritmética que temos em Z e das propriedades da relagao de equivaléncia exposta no capitulo

anterior. A referéncia que serviu como base neste capitulo esta apresentada em [3].

3.1 O Conjunto dos Numeros Racionais

Nesta secao, definiremos precisamente o conjunto dos niimeros racionais através de uma relacao
de equivaléncia que relaciona um nimero inteiro e outro nao nulo. Tal relacao pode ser definida da

seguinte forma:

Definigao 3.1. Sejam (a,b), (¢,d) € Z x Z*. Dizemos que (a, b) é equivalente a (¢, d), e escrevemos

(a,b) ~ (¢,d), quando ad = be.

Exemplo 3.1. E facil ver que (1,3) ~ (2,6), pois 1 -6 = 3 -2 = 6. Também podemos verificar que
(1,2) ~ (2,4) ~ (31, —62).

A seguir vamos provar que a relagao ~, definida acima, é, de fato, uma relagao de equivaléncia.

Proposicao 3.1. A relagao bindria ~, dada na Defini¢ao [3.1], é de equivaléncia.

Demonstragao. Mostraremos que ~ é reflexiva, simétrica e transitiva. Sejam (a,b), (¢,d), (e, f) €

7 X 7.*.

i) [Reflexividade]: Como ab = ba, temos que (a,b) ~ (a,b).
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ii) [Simetrial: Se (a,b) ~ (¢, d), entdo ad = be. Logo, ¢b = da. Por fim, (¢,d) ~ (a,b).
iii) [Transitividade]: Se (a,b) ~ (c,d) e (¢, d) ~ (e, f), entao
ad = be (3.1)
e também
cf = de. (3.2)
Agora, multiplicando por f e por b, obtemos

adf = bef e bef = bde.

Logo, adf = bde. Pela lei do cancelamento, concluimos que, af = be (d # 0). Dai, (a,b) ~

(e, f). Como querfamos demonstrar.

Se considerarmos, por um momento, nossas nocgoes intuitivas de nimeros racionais. Temos

que, ad = bc < § = 3, ou seja, se as divisoes de a por b e ¢ por d coincidem, podemos dizer

que (a,b) ~ (¢,d). Em ordem a fazer com que essas ideias sejam verificadas, impomos seguinte

definicao.
Definigao 3.2. Seja (a,b) € Z x Z*. Definimos, e denotamos, por { a classe de equivaléncia do

par (a,b) pela relagao ~, isto é,

% = {(z,9) € Z x Z*/(z,y) ~ (a,b)}.

Exemplo 3.2. E f4cil checar que

1 k *

5 =@y €ZxZ7/(,y) ~ (1,2)} = {(z.y) € Zx Z"/22 = y}.
Assim, temos que (1,2) € 3; (—31,—62) € 3; (2,5) ¢ 1. Da mesma forma, chegamos a

2 = {(0,) €ZX T (r,y) ~ (5,10} = {(z,) € Zx [z = 5y},

Com isso, encontramos o seguinte: (5,1) € 2; (—10,-2) € 2; (2,5) ¢ 2.

Agora estamos prontos para caracterizar quando § = §, se (a,b), (c,d) € Z x Z*.

Teorema 3.1. Sejam (a,b),(c,d) € Z x Z*. Entdo, § = § se, e somente se, ad = bc.
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Demonstragdo. (=) Suponha que § = . Note que (a,b) € § = 5. Logo, (a,b) ~ (c,d).
(<) Assuma que (a,b) ~ (¢, d). Se (z,y) € ¢, entdo (z,y) ~ (a,b) ~ (c,d). Portanto, (z,y) ~
(¢,d), ou seja, (z,y) € §. Isto nos informa que § C 5. A inclusdo reciproca ¢ andloga. O
Em ordem a finalizar esta se¢ao, vamos definir o conjunto dos ntimeros racionais.

Definicao 3.3. Denotaremos por Q, e denominamos conjunto dos nimeros racionais, o conjunto

quociente de Z x Z* pela relagao de equivaléncia ~, isto é,

Q=(Zx7Z")] ~= {%/a €Z,bec Z*}.
3.2 Operacoes Elementares com Numeros Racionais

Nesta secao, estamos interessados em desenvolver as propriedades aritméticas, conhecidas do

ensino elementar, envolvendo a adicao e a multiplicagao de niimeros racionais.

3.2.1 Propriedades Elementares da Adicao em Q

Nesta subsecao, apresentaremos a definicdo de adigao entre nimeros racionais e provaremos
propriedades que esta operagao acarreta como, por exemplo, associatividade, comutatividade, entre

outras.

Definicao 3.4. Sejam 3,5 € Q. Definimos a operacao chamada adigao em Q, +: Q x Q — Q, por

c ad + be
d b-d

+

a
b
Obs 3.1. O sinal de adicao no primeiro membro, nas igualdades acima, se refere a operacao de

adicao em Q; enquanto que, no segundo membro a adicao e a multiplicacao estao relacionadas a Z.

Exemplo 3.3. E f4cil ver que
2 5 2:3+4-5 6420 26 13

4 3 4.3 12 12 6

Lembrando que um elemento racional é uma classe de equivaléncia, permita-nos mostrar que a

adicao em Q estd bem definida.
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Demonstragao. E fato que temos, por hipétese, que

/ ’

ab = ba
e também que
ed = dc.
Por outro lado, sabemos que
g+g_ ad + be o g/+£_ dd +b'¢
b d  bd vod o bd

~

!
Queremos mostrar que § + 5 = Z—, + %, ou seja,

(ad+be)b'd =bd(a'd +b'c).
Porém, se multiplicarmos (3.3|) por dd e por bb/, obtemos
ab'dd = ba'dd
e também
cd'bt = dd'vt/

Somando (3.5 a (3.6)), segue que,

(ad+be)b'd =bd(a'd +bc).

Abaixo, estabeleceremos que a adigao, envolvendo nimeros racionais, é comutativa

Teorema 3.2 (Comutatividade). Sejam r,s € Q. Entdo, r +s=s+r.

Demonstragao. Sejam r = ¢ e 5. Entao, é facil ver que

ad+bc_cb+da c

C
i~ b a at

Isto completa a prova do teorema em questao.

r+s=-+

=S+

SalS]
SalS]
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A seguir mostraremos que a associatividade para a adicao de niimeros racionais, assim com em
N e Z, é vélida.

Teorema 3.3 (Associatividade). Sejam r,s,t € Q. Entdo, (r+s)+t=1r+ (s+1).

Demonstragao. r=¢,s=get= % Dessa forma, podemos concluir que
a ¢ e ad+bc e
(T+S)+t— (g—Fg)‘F?—T"F?
_ (ad+be)f + (bd)e  a(df) + b(cf + de)
(bd) f b(df)
_a,ceftde _a (e e
b af b d f
=r+(s+t)
Como queriamos demonstrar. O

A adicao entre ntimeros racionais admite um tnico elemento neutro e este é dado por %

Teorema 3.4 (Elemento Neutro). % € o unico elemento de Q tal que r =1 + %, para todo r € Q.

Demonstragdo. Assuma que r = 3. Logo,

al+b0 a

L0
"TI1T b1 b

1

L0
0 _

Sl RS

Isto prova que % é o elemento neutro para a adicao em Q. Resta-nos provar que este é tnico.

Suponhamos que existe s € Q tal que r = r 4+ s, para todo » € Q. Com isso, obtemos

0 0+ +0
- = — S=S — = 8.
1 1 1

Portanto, s = % O

A seguir, provaremos que dado um nimero racional podemos sempre obter um simétrico a este,

com relacao a adicao em Q.

Teorema 3.5 (Simétrico). Seja r € Q. Entdo, existe um unico v’ € Q tal que r + 1’ = %

Demonstragdo. Considere que r = 3. Tomemos 7’ = 5% em ordem a obter

r+r'—g+;a—7ab+b(_a) _L_Q
b b b-b bbb 1
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Isto nos informa que 7’ é o simétrico de r. Agora, vamos provar que este elemento é inico. Sendo

assim, considere que existe s € Q tal que r + s = %. Logo, pelas propriedades associativa e

comutativa, chegamos a

0 0 0
r/:r/+I:T,+(T+S):(T,+T)+S:(T+r,)+szI+S:S+I:8'

Dai, concluimos que ' = s’. O

Definicao 3.5. O elemento 7’ tal que r + 7' = %, devido a sua unicidade, é denotado por —r, este

é chamado simétrico de r.

N gz -1 2 o sgs 1 -1 -1 _ 0
Exemplo 3.4. E facil checar que 5= é o simétrico de 5 em Q, pois 5 + 5 = 7.

No resultado abaixo, mostraremos que a lei do cancelamento com relacao a adicdo em QQ é uma

heranca desta mesma lei, observada pela adicao e também pela multiplicagao em Z.

Teorema 3.6 (Lei do Cancelamento). Sejam r,s,t € Q. Entdo, r+s=t+s < r=1.

Demonstragao. Sejam r = ¢, s= et = ? € Q. Entao,

r+s—t+s@g+f—g+f@ad+bc—ed+fc
B b d f d bd  fd

& (ad+be)fd = bd(ed + cf) < (ad+ be)f = b(ed + cf)
& adf + bef = bed + bef < adf = bed

a e
Saf=bes - =—
S r=t.
Isto completa a prova do teorema em questao. ]

Para finalizar esta subsecao, apresentaremos outras maneiras de caracterizar o elemento simétrico

a um numero racional.

a —a —a

Proposigao 3.3. Seja § € Q. Entdo, —¢ = & = 5* = —=}.

Demonstragao. Sabemos, pelo que ja foi denotado acima, que —% = 5*. Além disso,

a a a(=b)+ba 0 0

b T b= b(=b) 1
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Por unicidade do simétrico, temos que 5* = <. Por fim, é facil ver, através da prova do Teorema

3.5} que

Como queriamos demonstrar. O

E importante ressaltar que, a proposicao acima nos permite informar que qualquer nimero

racional 7 pode ser escrito na forma 7, com b > 0, desde que —; = —¢, para qualquer 3 € Q.

3.2.2 Propriedades Elementares da Multiplicacao em Q

Nesta subsecao, definiremos a multiplicacao entre niimeros racionais e demonstraremos propri-
edades que esta operagao implica como, por exemplo, associatividade, comutatividade, elemento

neutro, entre outras.

a c¢

Definigao 3.6. Sejam 7,5 € Q. Definimos a operagao chamada multiplicagao (- : Q x Q — Q),

por
a ¢ a-c

b d T bd
Obs 3.2. O sinal de multiplicagdo no primeiro membro, na igualdade acima, se refere a operagao
de multiplicagdo em Q; enquanto que, no segundo membro a multiplicacdo esta relacionada a Z.
Utilizaremos, porém, a mesma notacao, neste trabalho.

ac
Em alguns momentos, escreveremos b para representar

SRS
alo

Exemplo 3.5. E facil checar que
2.

ot

W _s
0

D _ 10
3 4.3 12

=N

Como os elementos de Q sao dados por classes de equivaléncia, entao precisamos estabelecer
que a multiplicacao entre niimeros racionais estd bem definida.
’

o= . a a c ¢ a __a c_ ¢ ~
Proposicao 3.4. Sejam ¢, 47,5, 5 € Q. Se 3 = i€ g =, entdo

~
~

a ¢ d ¢
b d UV d’
Demonstragao. Como
ac d ¢ dd

— e — + —

4. _ac
b d bd vV d bd’
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entdao desejamos provar que ach/d’ = bda'c’. Por hipétese, temos que ab’ = ba’ e e¢d’ = dc’. Dessa
forma, multiplicando, estas igualdades por cd’ e ba’, respectivamente, obtemos acbt/d’ = cd'ba’ =

bdd'c’. O

Permita-nos provar que a multiplicagdo entre nimeros racionais satisfaz a propriedade comuta-

tiva.

Teorema 3.7 (Comutatividade). Sejam r,s € Q. Entdo, r-s=s-r.

Demonstragao. Sejam r = § e s = 5. Entao,

_a,c_ac_ca_c a_
"SR d T bvd b d b

O

Agora verifiquemos que a multiplicagao, assim como em N e Z, é associativa.

Teorema 3.8 (Associatividade). Sejam r,s,t € Q. Entao, (r-s)-t=1-(s-t).

Demonstragdo. Sejamr = ¢, s =g et = % € Q. Entao,
(ros)t=(2.5) Sote e lade _aleg _a ce_a (CC) (.
b d/ f bd f (bd)f b(df) b df b \d f

Como queriamos provar. O

Assim como a adicdo em Q, a multiplicagdo em QQ tem um 1nico elemento neutro, o qual é dado

1
por 1.

—

Teorema 3.9 (Elemento Neutro). % € Q € o unico elemento tal que r - =1, para todo r € Q.

Demonstragdo. Seja r = ¢. Dessa forma, temos que

1 al

1Ty 1T -

_a
1 bl b

Suponhamos, agora, que existe s € Q tal que r - s = r, para todo r € Q. Dessa forma, pelo

Teorema [3.7], obtemos

1 1 1
—=-.5=8-- =35.
1 1 1
Isto conclui a prova do teorema em questao. O



O resultado abaixo mostra que qualquer racional nao nulo tem inverso multiplicativo (tal

afirmacao nao é valida em N e Z).

—

Teorema 3.10 (Inverso). Seja r € Q*. Entao, existe um tnico " € Q tal que r-r" = 3.

Demonstragdao. Se r = § # % € Q, entao a,b € Q*. Assim, podemos definir r” = g € Q em ordem

obter

A A

n_a b _ab 1
b a

Agora, vamos provar a unicidade para r”. Suponhamos a existéncia de s € Q que seja também

inverso de r. Dai, r - s = % Logo, pelos Teoremas e chegamos a

1 1
= -f:r”-(r~s):(r”-r)-s:(r-r”)~8:I-s:s-I:s.

Dai, concluimos que 7’ = s.

O]

Definigao 3.7. O elemento r” tal que r-r”" = % (ser # %), por sua unicidade, é denotado por r~!

e é chamado inverso de 7.
Exemplo 3.6 E f4cil checar que 3 é o inverso de £, jd que 3.1 =1
-0. 1 35 ) 1°'3° 1
Permita-nos enunciar e demonstrar uma propriedade que envolve as operagoes de adicdo e

multiplicacao em Q.

Teorema 3.11 (Distributividade). Sejam r,s,t € Q. Entao, r-(s+1t)=7r-s+r-t.

afc e a (cf +de
=5 (5+7) =5 (U5
_alcf +de) acf+ ade
b(dfy — bdf

fac+dae b facH dae
T df b dbf
_ b(fac+dae)  (ac)(bf)+ (bd)(ae)
ooedf) o (bd)(bf)

ac ae a ¢ a e
W b AT
=r-s+r-t.

Isto completa aprova do teorema em questao. O
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Provaremos, agora, que a lei do cancelamento é valida também para a multiplicagdo em Q.

Teorema 3.12. Sejam r,s,t € Q tais que r # % Entao, s-r=t-r< s=t.

Demonstragdo. Sejam s = ¢, t = g er = ? #* % em Q. Entao, pela lei do cancelamento em Z,
chegamos a
e @6 _C € e ce
sr=tre - —=—--—- & — = —
b f d f bf df
& aedf = cebf < adef = beef
a c
Sad=bces - = -
b d
& s =1,
pois e, f # 0. Como queriamos provar. O

A proposi¢ao abaixo nos informa que se multiplicarmos qualquer niimero racional pelo elemento

neutro da adigao em Q teremos como resultados este préprio elemento nulo.

[e=]

.= ‘ ~ 0 _
Proposicao 3.5. Sejam r € Q. Entdo, r- 7 = 7.

Demonstragao. E f4cil checar que

0

Pela lei do cancelamento, chegamos a 7 - 7 =

=lo
]

Para finalizar esta subsecao, permita-nos mostrar que o conjunto dos nimeros racionais nao

possui divisores de zero. Mais especificamente, temos a seguinte proposicao.

sz : ~ _0 _
Proposicao 3.6. Sejam r,s € Q. Entao, r-s=7 =r=

(=

-0
ou s =7

1

Demonstragao. Considere que r # % em ordem a obter um r~! € Q que satisfaz r—1 - r = % Com

isso, por usar o fato que r - s = %, inferimos que
1 -1 -1 1 0_0
8—1 s=(r r)-s=r (r-s)=r 1= 1
ver Proposicao Por fim, s = % O
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3.3 Relacao de Ordem em Q

Nesta se¢ao, provaremos que QQ, assim como N e Z, é um conjunto totalmente ordenado. A

relagao que caracteriza o conjunto dos niimeros racionais desta forma estd definida logo abaixo.

Ressaltamos que, a partir de agora, consideraremos que todos os niimeros racionais ¢ satisfazem
b> 0.

Definicao 3.8. Sejam § e 5 € Q tais que b,d > 0. Dizemos que { é menor do que ou igual a 3, e

escrevemos % < g, quando ad < be.
Os sfmbolos >, > e < sao definidos de forma andloga a estabelecida acima.
Proposigao 3.7. A relagcao <, dada na Defini¢do estd bem definida e € uma relacdo de ordem

em Q.

Demonstragao. Mostraremos, inicialmente, que a relacdo < estd bem definida, isto é,

/ /

a’
<=-= =<
v

o
(o)

17

Q.\ﬁ
@\@
Q.\ﬁ
&\

@ _ ‘i
b b’

&

Dessa forma, temos que

ab = bd',cd = dc’ e ad < be.

Logo, multiplicando a desigualdade acima por d’ > 0, encontramos add’ < bcd’. Deste modo,

add’ < bdc'. Multiplicando esta desigualdade por o', obtemos

a'bdd = ab'dd < J'bdb'.

/=
IN
SRS

Como b, d > 0, entao, pela lei do cancelamento em Z, obtemos a’d’ < ¢'b'. Portanto,

Vejamos, agora, que a relacao < é, de fato, uma relagao de ordem.

i) [Reflexividade]: Sabemos da comutatividade em Z, que ab = ba. Logo, § < 7.

ii) [Antissimetria]: Sejam ¢, 5 € Q tais que § < § e § < #. Dessa forma, inferimos

ad < bec = ¢b < da.

Donde concluimos, pela tricotomia em Z, que ad = be. Logo, 7 = 3.
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iii) [Transitividade]: Sejam %, 5,? €Q, taisque § < Je ¢ < % Com isso,
ad < bce cf < de.

Multiplicando as desigualdades acima, respectivamente, por f e b, obtemos
adf < bcf = cfb < deb.

Assim, adf < deb. Pela lei do cancelamento em Z, concluimos que af < be (d > 0). Por

conseguinte, chegamos a § < ?
Isto prova que < é uma relagao de ordem. O

A seguir, provaremos a compatibilidade entre as operacoes de adicdo e multiplicacdo com a

relagao de ordem em Q.

Teorema 3.13 (Compatibilidade). Sejam r,s,t € Q. Entao, as sequintes afirmagdes sio vdlidas:

)r<ser+t<s+t;
ii) r<s,t> % =r-t<s-t. A reciproca desta afirmacao é verdadeira, se t > %;

iii) r <s,t < % =r-t>s-t. A reciproca desta implicacdo vale, se t < %;
Demonstragao. Sejam r = ¢, s= et = ? € Q, como b,d, f > 0. Entao, é ficil checar que

i)
% E<:>>ad§bc
adf <bcf < daf + dbe < bef + dbe
< d(af +be) <blcf +de) < df(af +be) <bf(cf + de)
af +be _cf+de a e ¢ e
< S+ < 4z
& of = <:>b—|—f_d+f
Sr+t<s+t.

U

ii) Primeiramente, note que

< ad < be

ﬂ
IA
»
SRS
alo

e também

v
== o
v
[l =)

| ®
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Dai,

r§s<:>ad<bc:>ade<bce

ce
< adef < bee <:>
fsted @<y
a © c.c Sr-t<s-t
— J— —_ . — ”" . S . .
< f d f B
E importante notar que se t > 0 (e > 0), entdo a implicacdo acima se torna equivaléncia.

Logo, ii) segue.
iii) Primeiramente, note que r < set < % é equivalente a ad < bc e e < 0. Segue, dai, que

r<s<ad<bc< adf <bef

:>adfe>bcfe<:>bf_2;
La e ce

b f—d f
Sr-t>s-t.

Note que a implicagdo acima se torna equivaléncia se t < 0 (e < 0). Portanto, iii) segue.
Estes argumentos provam que < é uma relacao de ordem em Q. O

O proximo resultado nos informa que < é uma relagao de ordem total em Q e, consequentemente,

@, munido desta relacao, é um conjunto totalmente ordenado.

Teorema 3.14 (Tricotomia). Sejam r,s € Q. Entdo, somente uma das situagdes sequintes ocorre:
r=sour<sour>s.

Demonstragdo. Sejam r = 7,5 = ¢ € Q, com b,d > 0. Comparemos os inteiros ad e bc. Pela
tricotomia em Z, ou ad = bc, cujo caso ocorre r = s, ou ad < bc, em cujo caso ocorre r < s, ou
ad > be, em cujo caso ocorre r > s. Além disso, a validade de uma da afirmacoes exclui a validade

das outras duas. O

3.4 Caracterizacao Usual de Q

Através da caracterizagao usual de Z, podemos escrever o conjunto dos niimeros racionais como
a unido disjunta Q = Q* UQ%U{%}, onde Q% = {$/(a,b) € Z% xZ%} e Q* = {%/(a,b) € Z* xZ}.
Também denotamos, Q_ = Q* U {%} , Qy =QL U {%} e Q" ={3/(a,b) € Z* x Z*}.
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Permita-nos, agora, identificar o conjunto Z como um subconjunto de Q.
Teorema 3.15. Seja fz7 : Z — Q uma aplicagcdo dada por
n
fz(n) = I,Vn €Z.

Entao, sao verdadeiras ass sequintes afirmacades:

i) fz € injetora;
ii) fz(m+n)= fz(m)+ fz(n),¥n,m € Z;
iii) fz(mn) = fz(m) - fz(n),Yn,m € Z;

iv) m <n < fz(m) < fz(n),n,m € Z.
Demonstragdo. Sejam n,m € Z. Entao,

i) Mostremos que fz é injetora. Com efeito,

=—m-1=1-nm=n.

fz(m) = fz(n) & 1

m_n
1

ii) Agora, vamos provar que f7 preserva a estrutura algébrica de Z, isto é,

n m n-1+41-m n+m
fz(n) + fz(m) = -+ — = = = fz(n+m).
1 1 1-1 1
iii) Analogamente, temos que
n m mn-m nm
fo(n) - fa(m) = 1 -5 =44 = — = falnm)

iv) Por fim, mostremos que f7 preserva a relacao de ordem de Z. De fato,

m<n<:>m'1<n-1<:>%<?@fz(m)<fz(n).

Isto completa a prova do teorema em questao. ]
Assim, o conjunto fz(Z) = {}/n € Z} é uma cdpia algébrica de Z em Q. Essa imersao de Z

em Q também mostra que QQ € infinito, j4 que Z contém uma copia de N. Além disso, através da

identificacao fz, temos que N C Z C Q.
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3.5 Enumerabilidade de Q

Nesta secao, estamos interessados em provar que o conjunto dos nimeros racionais Q, assim

com N e Z, é enumeravel.

Primeiramente, utilizaremos o Teorema para provar que qualquer niimero racional positivo
poder ser escrito de modo tnico como uma fragao irredutivel. Mais precisamente, temos o seguinte

lema.

a a m
n

Lema 3.1. Seja § € QY. FEntao existem tnicos m,n € N* tais que § = 7%, onde m,n sao

relativamente primos, isto €, m e n ndo sdo divisiveis.

Demonstracao. Considere as decomposi¢oes em fatores primos de a e de b, dadas pelo Teorema

a ka’

Seja k o produto de todos os fatores primos comuns a a e b, de modo que § = 7%, onde d’
e b’ sdo relativamente primos. Assim, § = Z—,/. Se houvesse uma fracao irredutivel 7 igual a ‘g—,/, a
propriedade fundamental das fracoes nos daria a’d = V'c, o que, pela unicidade de decomposicao de
fatores primos, obrigaria d a conter, em sua decomposi¢ao (ver Teorema , os fatores primos

de b’ e vice-versa, o mesmo ocorrendo para a’ e ¢, ou seja, ' =ce b =d. O
) ) b

Lema 3.2. Q% e Q" sdo enumerdveis.

Demonstracao. Consideremos os nimeros racionais escritos na forma irredutivel, dada no Lema

Seja f: Q% — N dada por
m . om LT y
f(—n):2 3LV e QL

Se f(%) = f(%), entdo 2™ - 3" = 2™ . 3" Dafi, pelo Teorema e Lema concluimos que
om —9m' e 3n = 3" istoé, m=m'en =n' (ver Corolério [1.15)), que implica, m - n’ = n - m’.
m _ m/

Deste modo, ™ =

s T ™. Logo, f é injetora e tem como imagem um subconjunto (infinito, pois Q Le

infinito, pelo fato que N* = Z% € Q%) de N, o qual, pelo Lema é enumerdvel.

Agora vamos provar que Q* é enumerdvel. Basta mostrarmos que a aplicagao f : Q* — Q7

dada por
a a
——) =—-,Va,beZ
()= tune,
é bijetora (lembre que —% = 32%). De fato, f ¢é injetora, pois

ar\ _ o _A2 @ _ a2 o @ 42
f< bl)_f< bz>:>b1 52:> b1 by’
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Temos também que f é sobrejetora, ja que se § € Q} temos que f(—§) = §, com —5 € Q*.

Portanto, f é bijetora. Usando o fato que Q7 ser enumerdvel, concluimos que Q* também o é. [l

Agora, estamos prontos para garantir que Q é enumerével.

Teorema 3.16. Q ¢é enumerdvel.

Demonstragdo. Sabemos que Q% e Q* sao enumeraveis (ver Lema [3.2]). Logo, desde que Q =
Q* U{0} UQ7, temos, pela Proposigao que Q é enumeravel ({0} é enumeravel). O

3.6 O Corpo Ordenado Q

Nesta secao, nossa meta é trabalhar com o conjunto dos nimeros racionais QQ observando sua

estrutura de corpo ordenado.

Comecemos assumindo que o conjunto dos niimeros racionais Q estd munido das duas operagoes,
adicao e multiplicacao, estudadas anteriormente. Podemos definir, a partir destas, a subtracao e a

divisao (esta nao é possivel em N e Z) entre niimeros racionais da seguinte forma:
Definigao 3.9. Sejam r, s € Q, define-se a subtracao (— : QxQ — Q) e adivisao (+ : QxQ* — Q),
respectivamente, entre esses dois elementos por

r—s=r+(—s)er-s=r-s L.

onde, no caso da divisao, s # 0. (Estritamente falando, a divisdo nao seria uma operagao em Q,

uma vez que seu dominio nao é Q x Q, mas sim Q x Q*).

A proposicao a seguir nos permite saber que a definicdo de divisdo, dada acima, pode, na

préatica, ser representada com a ideia de fragao estabelecida no ensino elementar.

Proposicao 3.8. Sejam a,b € Z, com b # 0, entdo § + % = ¢. Assim, se identificarmos Z com

. . ‘ 1 a
sua copia fz(Z) em Q, a igualdade acima se escreve a +b= ¢.

Demonstracao. Como a,b € Z,b # 0, temos que
Lb_a (BT _a
11 \1 1
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O resultado abaixo nos mostra que a definicao de divisao, dada acima, é, na pratica, a mesma

da estabelecida no ensino elementar.

Proposigao 3.9. Sejam ¢, 5 € Q, com § # % Entao, §: 5 = ‘g—f =% %.
Demonstragcao. Observe que
a ¢ _a <C)—1_a d ad
b d b \d b ¢ b
Como queriamos demonstrar. ]

Admitindo a identificacdo de Z com fz(Z), é possivel provar que as regras de sinal, estudadas

na ensino béasico, sdo satisfeitas pelos niimeros racionais.

Proposigao 3.10. Sejam r,s € Q. Entdo, sao vdlidos os sequintes itens:

i) rs=0=s=0 our =0;
ii) r>0,s>0=1rs>0;

iii) 7> 0,s <0=rs <0;
iv) r<0,s<0=rs>0;

v) r>0=7r"1>0.

Demonstragdo. Sejam r = ¢ e s = 7.

a

i) Suponhamos r # 0, ou seja, § # % (a#0

~—

. Segue, dai, que,

0 a ¢ ac
1 b d bd
Logo, ac = 0. Isto nos diz que ¢ = 0. Portanto, s = % = 0.

ii) Se § > % e g > %, entdao a > 0 e ¢ > 0. Dal, pelas propriedades de Z, temos que ac > 0.

O . ,
Consequentemente, 77 > 7, isto é, rs > 0.

iii) Se ¢ > %, entao a > 0. Analogamente, se 5 < %, temos que ¢ < 0. Assim, pelas propriedades

de Z, encontramos ac < 0. Portanto, % < %, ou seja, rs < 0.

iv) Se § < %, entao a < 0. Pelo mesmo motivo g < % implica que ¢ < 0. Logo, pelas propriedades

de Z, encontramos ac > 0. Portanto, 37 > % Por fim, rs > 0.
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v) Se § >0, tem-se a > 0. Logo, g € Q ¢é o inverso de 3. Por conseguinte, g >0 (b>0).
O

Ainda considerando a identifica¢ao de Z com fz(Z), mostraremos que entre dois nimeros racio-

nais sempre é possivel encontrar um outro (este é denominado média aritmética entre os extremos).

Proposicao 3.11. Sejam r,s € Q. Ser < s, entior < (r+s)-27! < s.

Demonstracdo. Note que

2r=r4+r<r+s<s4+s=2s.

Segue que, 2r < r+s < 2s. Por fim, multiplicando por 27! € Q, chegamos ar < (r+s)-27' <s. O

Vimos que os conjuntos N e Z sao bem ordenados (ver Teoremas e[2.13)). Porém, o conjunto

dos ntimeros racionais nao verifica tal afirmacao. Mais precisamente, temos a seguinte proposigao.

Proposigao 3.12. Q nao € bem ordenado, isto €, existem em Q subconjuntos ndao vazios e limitados

inferiormente que ndo possuem elemento minimo.

Demonstragio. Fixe qo € Q. Seja X = {§ € Q/qo < ¢}. E facil ver que X # & (pois qo—i—% eX)e
¢é limitado inferiormente por ¢y. Suponhamos que X possua um elemento minimo, digamos j € X.

Assim sendo, j < 7, para todo § € X. Como gg é cota inferior de X, temos que go < j (ja que
j€ X eqy¢ X). Dai, pela Proposicao obtemos (qo +j) - 27! € Q tal que

g < (q+j) 271 <.

Assim sendo, (qgo+7)-27' € X e (go+j) -2~ < j. Um absurdo, visto que j = min X. Portanto,

Q nao é bem ordenado. O

Apesar de Q nao ser bem ordenado, Q possui todas as propriedades aritméticas de Z, além
da propriedade de que todo elemento nao nulo possui inverso. Na linguagem algébrica, qualquer
conjunto munido de duas operagoes, usualmente denotadas por - e 4+, com propriedades aritméticas

andlogas as de Q, chama-se corpo conforme definiremos abaixo.

Definigao 3.10. Um conjunto nao vazio K é um corpo se em K pudermos definir duas operacoes,
denotadas por + : K x K — K (adi¢ao) e - : K x K — K (multiplicacao), satisfazendo as seguintes

propriedades:

105



(F) x+yeKex-ye K,Vr,y € K;
(A1) [Comutatividade Adicao]: z +y =y + x, Vz,y € K
(A2) [Associatividade Adicao|: z + (y +2) = (x +y) + 2, Vz,y,2 € K;

(A3) [Elemento Neutro Adicao]: Existe um elemento em K, denotado por 0, chamado de elemento

neutro da adicao, que satisfaz 0+ x =z + 0=z, Vx € K

(A4) [Simétrico]: Para cada x € K, existe um elemento em K, denotado por —z e chamado de

simétrico de z tal que z + (—z) = (—z) + 2 = 0;
(M1) [Comutatividade Multiplicagaol: -y =y -z, Va,y € K;
(M2) [Associatividade Multiplicagao|: = - (y-2) = (z-vy) - 2z, Vx,y, 2z € K

(M3) [Elemento Neutro Multiplicagao]: Existe um elemento em K, denotado por 1, chamado de

elemento neutro da multiplicagdo, tal que 1-x ==z -1 =2z, Vz € K;

(M4) [Inverso]: Para cada elemento nao nulo z € K, existe um elemento em K, denotado por

2~ !, chamado de inverso multiplicativo de z, tal que z -z~ =271 -2z = 1;

(D) [Distributividade]: (z+y)-z2=2-24+y-z2, Vz,y,z € K.

Além disso, se um corpo tiver munido de uma relacao de ordem compativel com sua operacoes
aritméticas, ele é chamado de corpo ordenado. Adotaremos a seguinte notacao para os elementos de
um corpo ordenado arbitrario K: continuaremos denotando por 0 e por 1 o elemento neutro aditivo
e o neutro multiplicativo de K, respectivamente e, para x um natural maior do que 1, denotaremos
também por x o elemento 1 + 1+ ... + 1 (z vezes) (isto nos diz que N possui uma cépia em K,
pois 0 € K). Assim, seu simétrico, —z, serd —(1+1+1+..+1)=—-1—-1—-1— ... —1 (z vezes)
(isto nos informa que Z admite uma cépia em K). O contexto encarrega-se de deixar claro que o

elemento 3, por exemplo, refere-se ao natural 3 ou ao 3 € K.

E importante ressaltar que tudo o que foi feito neste capitulo nos mostra que Q é um exemplo

de corpo ordenado.
A seguir definiremos poténcias com bases em um corpo ordenado e expoentes inteiros.

Definigcao 3.11. Seja K um corpo ordenado. Seja a € K e n € N. Definimos a poténcia a”
recursivamente como sendo 1, se n = 0 (neste caso, a # 0), por a, se n = 1; e como sendo a - a™ b

paran > 1. Se a # 0 em K, definimos a™" = (a~!)" para todo n € N.
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Precisaremos de algumas propriedades envolvendo poténcias para provarmos a famosa desigual-
dade de Bernoulli (ver Proposigao [3.19).

Proposicao 3.13. Sejam a € K e n,m € Z. Entdo, a"a™ = a™™™.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos, por inducao, que
a"a™ = a""" ¥n € Z,m € N.

Fixe n € Z. Seja X,, = {m € N/a"a™ = a"t™}. E f4cil ver que

Suponha, entdao que m € X,, isto é, a"a™ = a"™™. Portanto,
a"a™t = a"(a™a) = (a"a™)a = a"T™a = q(ntmIHL = gnt(m+1) (3.7)
Logo, m 4+ 1 € X. Por indugao, concluimos que X,, = N.

Observe que se n € N e m € Z, entao

Por fim, se n < 0 e m < 0, encontramos

gtm — a—(—n—m) — (a—l)[(—n)+(—m)] _ (a—l)—n(a—l)—m —. a—(—n)a—(—m) — aa™.
Isto conclui a prova do teorema em questao. ]

Proposicao 3.14. Sejam a € K e n,m € Z. Entao, (a™)™ = a™™.

Demonstracao. O caso em que n,m € N pode ser provado por indugdo. Fixe n € N. Defina
X, = {m eN: (a")™ = a™}. E facil checar que

(@) =1=a"=a"".

Assim, 0 € X,,. Suponha que m € X,,, isto é, (a")™ = a™™. Deste modo, podemos escrever, através
da Proposicao que

(an)erl _ (an)man — g"Mg" = g"Vmtn — an(erl)_
Portanto, m + 1 € X,,. Dessa forma, concluimos que X,, = N.
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Agora, vamos provar que (a”)~! = a™", para todo n € Z. De fato, pela Proposicio temos
que

a*a" =gt = g0 =1,vn e Z.
Portanto, pela unicidade de um elemento inverso, chegamos a (a")~! = a~", para todo n € Z.
Sejam n € N e m < 0. Entao, pelo que foi feito acima, encontramos

(a™)"™ = (an)f(*m) — [(an)fl]fm = (@)™ = a=m(=m) — nm

Por fim, considere que n, m < 0. Assim, pelo que ja foi estabelecido acima, chegamos a
(an)m — (af(fn))m — [(afl)fn]m _ (afl)(fn)m — (afl)fnm _ [(afl)fl]nm — g™,

A proposicao em questao segue. [

A seguir, vamos definir o que significa médulo de um elemento de um corpo ordenado.

Defini¢ao 3.12. Num corpo ordenado K, definimos o médulo (ou valor absoluto) de um elemento
x, como sendo z, se x > 0 e —z se < 0. Usaremos o simbolo |z| para indicar o médulo de z, ou

seja,

x, se x > 0;
|z| =
—x, se x < 0.

Obs 3.3. A Definicao é equivalente a |r| = max{z, —z}, onde z € K. Por conseguinte,
podemos escrever que
|x| >z, —x,Vx € K,
isto é,
—lz| <z < |z|,Vx € K.

Como um resultado, podemos garantir que |z| > 0, para todo = € K.

Vejamos duas maneiras de caracterizar quando um elemento de um corpo ordenado K tem
moédulo menor do que ou igual a um outro elemento deste mesmo conjunto.
Proposicao 3.15. Seja K um corpo ordenado. Seja x,a € K. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:
i) —a<z<a;

ii) r<ae—-z<a;
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iii) |z| < a.

Demonstracao. Os trés itens acima seguem diretamente das equivaléncias abaixo:
—a<z<as -—a<zex<as -—z<aex<as|z|<a.
O
O préximo resultado estabelece algumas propriedades importantes para o médulo de elementos
de corpos ordenados.
Teorema 3.17. Seja K um corpo ordenado. Sejam x,y,z € K. FEntao, valem as afirmagoes
abaizo:
i) |z +yl <z +|yl;
i) |z-yl=lz[-[yl;
i) |z| = [y| < [lz] = |yll < |z —yl;
iv) -z <z —yl+y— 2]
Demonstragao. i) Vimos que
—lel <z <lxle —ly[ <y <ly|.
Adicionando estas igualdades, encontramos
(2| + [y]) <z +y < 2] +yl.
Pela Proposicao isto significa que |z + y| < |z| + |y|.
ii) E facil checar que 22 = ||2, pois || é um dos elementos z ou —z e vale 22 = (—z)2. Logo,
-y = (- y)? =2y =y = (2] - ly])*
Deste modo, chegamos a
[l -yl =[] - lylllle -yl + [2] - [yl] = [ y* = (2] - [y))* = 0.

Segue que, |z -y| = *|z| - |y| (K nado possui divisores de zero - a prova deste fato segue os

passos da Proposi¢ao [3.6). Como |z - y| e |z| - |y| sdo ambos nao negativos, concluimos que

|z -yl = |z - |yl.
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iii) Em virtude de i), temos que

lz| = [(z —y) +y| < |z —y|l+ |yl

O que nos fornece, |z| — |y| < |z — y|. Analogamente, tem-se |y| < |y — x| + |z|. Logo,

— (2| = lyl) < |z —y[. Por fim, |[z] — |y|| <]z —yl.

iv) Por i), obtemos

e —z|=|(x—y)+y—2) < |z —y|+|y— 2|

Isto completa a prova do teorema em questao. ]

Vejamos mais algumas consequéncias que envolvem elementos de um corpo ordenado.

Proposicao 3.16. Seja K um corpo ordenado. Entdo, as sequintes afirmacgdes sdo vdlidas:

i) x-0=0,Vz € K;

ii) se 0 =1, entao K possui um sd elemento;
iii) 22 > 0,vz € K;

iv) se 1 #0, entao 1 >0 > —1;

v) se 1#0, entao K contém uma copia de N, de Z e de Q e é, portanto, infinito.

Demonstragao. 1) E f4cil checar que
z-0=z-(0+0)=z-0+2-0,
para todo = € K. Segue que,
0=2-0+(—2-0)=[z-0+2-0/+(—2-0)=2-0+[z-0+(—2-0))=2-0+0==x-0,
para todo z € K. Portanto, x - 0 = 0, para todo z € K
ii) Por hipétese, 0 = 1. Seja z € K. Dal,
r=z-1=2-0=0,

por i). Logo, K = {0}.
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iii) Dado = € K, tem-se que

ez <0=22>0;
ez =0=22=0;
oz >0=122>0.
Portanto, 22 > 0, para todo = € K.

iv) Se 1 # 0, entao
1=1-1=12>0.

v) Ja discutimos o fato de N e Z possuirem cépias em K (0 € K). Assim sendo, se identificarmos N
e Z com suas respectivas cépias em K, temos que N C Z C K. Por fim, se § € Q, concluimos
que

—a:b=a-blek,

SalES]

desde quea€ Zebec Z}. Por fim, NCZCQ C K.

No que segue, os termos limitado superiormente, inferiormente, cota superior, inferior, elemento

maximo e minimo tém significado andlogo aqueles ja definidos no contexto dos niimeros inteiros.

Proposigao 3.17. O conjunto N € ilimitado superiormente em Q.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradigao, a existéncia de § € Q tal que ; > =, para todo
x € N. Como, por convencao, b > 0, temos que a,b € Z* , ou seja, a,b € N*. Assim, b > 1 (ver
Proposigao . Logo, a > § (ver Proposigao . Note que, se a > ¢, entdao chegariamos a
um absurdo, visto que ¢ é uma cota superior de N em Q (a € N*). Dessa forma, a = § e, por
conseguinte, conclufimos que a +1 > a = 7. De qualquer maneira chegarfamos a outra contradicao,

pelo fato de § ser uma cota superior de Nem Q (a+1 € N*). Portanto, N ¢ ilimitado superiormente

em Q. ]

Proposicao 3.18. Q nao possui elemento mdximo e nem minimo.

Demonstragdo. Suponhamos que Q possua um elemento minimo, digamos, minQ = ¢, ou seja,

g < %, para todo % € Q. E facil ver que, 1= aT_b € Q; além disso, “T_b <3 ((>0),0

que contradiz a minimalidade de . Logo, Q@ nao possui elemento minimo. De forma andloga,

suponhamos que Q possua um elemento médximo, digamos, maxQ = 3, isto é, % < g, para todo
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5 € Q. Claramente, §+1 = % € Q; além disso, § < % (d > 0), o que contradiz a maximalidade

de 5. Portanto, Q também nao possui elemento maximo, como querfamos. ]

Definicao 3.13. Os corpos ordenados para os quais sua cépia de naturais é ilimitada superiormente

sao chamados corpos Arquimedianos.

Exemplo 3.7. Através da Proposicao [3.17, podemos concluir que Q é um exemplo de corpo

Arquimediano.

Vejamos mais duas maneiras de caracterizar corpos ordenados nao triviais como Arquimedianos.

Mais precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.18. Seja K # {0} um corpo ordenado. Entao, as sequintes afirmagcdes sdo equivalentes:

i) K é Arquimediano;
ii) dados a,b € K, com a > 0, existe n € N, tal que na > b;

iii) dado a >0¢€ K, existen € N (C K) tal que n™! < a.

Demonstragdo. i) = ii): Como N ¢ ilimitado superiormente (K é Arquimediano), entdao dados

a>0ebem K, existe n € N tal que b-a~' < n e, portanto, b < n - a.

ii) = iii): Dado a > 0 em K, existe, em virtude de ii), um n € Ntal que n = n-1 > a7}

(1> 0). Logo, n-a > 1. Entdao, n~! < a.

iii) = i): Dado qualquer b > 0 em K, existe, por iii), um n € N tal que n=* < b= (b= > 0), ou
seja, n > b. Assim, nenhum elemento positivo de K pode ser cota superior de N. Por outro lado,

qualquer elemento nao positivo de K é limitado por 1 € N (1 > 0). Por fim, K é Arquimediano. [J

Apresentaremos abaixo uma desigualdade, conhecida como desigualdade de Bernoulli, que de-

sempenhard papel importante na construcao dos ntimeros reais.

Proposicao 3.19 (Desigualdade de Bernoulli). Sejam K wum corpo ordenado e x € K tal que
x > —1. Assuma que n € N*. Entao, (14 x)" > 1+ nx.

Demonstragao. Mostraremos o resultado por indugao em n. Seja X = {n € N*/(1+2z)" > 1+na}.
E f4cil ver que

Q+z)l=14+z>1+1 2z
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Logo 1 € X. Agora suponha que n € X, ou seja, (14 )™ > 1 + nz. Consequentemente,

A+z)" M =0+z)"- 142)> 1 +nz) (1+2)
=14nz+az+nz? =14 n+1z+na?
>14+ (n+ 1)z,

pois x + 1 > 0. Portanto, n + 1 € X. Isto nos diz que X = N*. Como queriamos mostrar. ]

Em ordem a motivarmos a construcao do conjunto dos nimeros reais, provamos abaixo que é
possivel mostrar a existéncia de um nimero que nao é racional (no préximo capitulo construiremos

tal conjunto, o qual contém tal elemento). Mais precisamente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.20. A equacdo x> = 2 ndo tem solucdo em Q.

Demonstragdo. Suponhamos que a equacio 2> = 2 admite solucio em Q, digamos = = 7 €Q
(irredutivel) soluciona a equacao anterior. Assim sendo,

a2_a'a_a a_(a)2_2
2 b-b b b \b) T

O que implica que a? = 2 - b?, isto é, a = 2k, com k € Q. Dai,
2-b% =a® = (2k)? = 4k%

Logo, b* = 2k%. Por conseguinte, b = 2k, com ki € Q. O que nos diz que 7 ¢ redutivel, uma

contradicdo pela suposicao feita. Portanto, a equacio x? = 2 nio tem soluciao em Q. ]

3.7 Sequéncias em Q

Nesta se¢ao, nossa meta é definir sequéncias em QQ e apresentar algumas propriedades satisfei-
tas por estas mesmas aplicagoes em ordem a construir o conjunto dos nimeros reais no proximo

capitulo.

3.7.1 Limites de Sequéncias em Q

Nesta subsecao, estamos interessados em definir limites de sequéncias envolvendo nimeros ra-
cionais. E importante destacar aqui que o processo de construcao do conjunto dos nimeros reais

através destas sequéncias remete a Cantor.
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Definicao 3.14. Uma sequéncia de numeros racionais é uma aplicacao x : N* — @, que associa
a cada ndmero natural ndo nulo n um numero racional definido por z(n) = x, (chamado termo

geral), denotada por = (z)nen+ = (21, 22, ...), onde z,, € Q, para todo n € N*.

Gostariamos de ressaltar que, quando nao houver possibilidade de confusao, denotaremos a
sequéncia, definida acima, simplesmente por (z,,).

Abaixo definimos quando uma sequéncia de niimeros racionais converge.

Defini¢ao 3.15. Dizemos que uma sequéncia (x,) converge para a € Q e indicamos por z,, — a,

ou ainda, lim x, = a, se para um dado ¢ € Q7 existe ng € N* tal que, Vn > ng, com n € N*,
n—oo

tem-se |z, —al < €.

Permita-nos exibir alguns exemplos de sequéncias convergentes.

Exemplo 3.8. Considere uma sequéncia constante (z,), isto é, z, = ¢ € Q, para todo n € N*.

Logo, dado € € Q7 , temos que
|zp —c| =|c—¢c|=0<¢e,VneN.

Neste caso, ng = 1 € N*. Dessa forma, toda sequéncia (c¢),en+ constante, com ¢ € Q é convergente

€ converge para cC.

Exemplo 3.9. Considere a sequéncia (%) Afirmamos que lim % = 0. Com efeito, dado € € Q7 ,
n—oo

por Q ser Arquimediano, Ing € N* tal que % < ng. Portanto, Vn > ng, obtemos

Proposicao 3.21. O limite de uma sequéncia, quando existe, € unico.

Demonstragdo. Suponhamos que a # b, de forma que x,, — a e x,, — b. Tomando € = |b — a| > 0,

temos que ¢ € Q7. Mas, como z,, — a, entao

dn; € N* tal que n > n; = |z, —al| <

\lfg)

E, por outro lado x,, — b, assim

dng € N* tal que n > ng = |z, — b| <

M
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Seja ng =max{ni, na}, assim temos que para todo n > ng, encontramos

e ¢
sz\b—a\:\b—wn—i-a?n—a\S\b—a:n]+]xn—a\<§+§:€.

O que é um absurdo. Portanto a = b. O

Agora, estabelecemos a seguinte definicdo de sequéncias limitadas.

Defini¢ao 3.16. Uma sequéncia (x,) de nimeros racionais diz-se limitada se existe ¢ € Q7 tal

que |z,| < ¢, para todo n € N*.

Obs 3.4. Esta definicao pode ser dada de forma equivalente da seguinte maneira: Uma sequéncia
de (x,) de niimeros racionais, diz-se limitada se existem a,b € Q, de forma que a < x,, < b para
todo n € N*. De fato, se a < x,, < b entao ¢ pode ser tomado de forma que ¢ > max{|al,|b|} e,

reciprocamente, se |z,| < ¢, entdo a = —ce b = c.

Teorema 3.19. Se lim z, =0 e (y,) é uma sequéncia limitada, entdo lim z,y, = 0.
n—o0 n—oo

Demonstragao. Existe ¢ € QY tal que |y,| < ¢ para todo n € N*. Dado € € Q7 , como li_>m Ty =0,
n oo

podemos encontrar ng € N* tal que n > ng = |z,| < % Logo, para todo n > ng, obtemos
€
!:rnyn\ = ’anyn’ < E -C=E¢.

Isto mostra que lim z,y, = 0. O
n—oo

A seguir, apresentamos algumas propriedades bésicas que envolvem limites de sequéncias.

Teorema 3.20. Sejam (x,) e (yn) sequéncias em Q. Se lim z, = a e lim y, = b, entdo sao
n—oo n—oo

vdlidas as sequintes afirmacoes:

i) lim (z, £ yn) =atb;
n—oo

ii) lim z,y, = ab;
n—oo

i) lim % =2 seb£0.
n—00 Y, b

Demonstragdo. i) Dado € € Q7 , existem n; e ng em N* tais que

3

n2n1:>\xn—a]<gen2n2:>]yn—b\<2
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Tomando nyg = max{ni,n2} € N*, encontramos, para todo n > ny,

g £
|@m+wg—m+bﬂzm%—aﬂwwfbﬂgun—d+wn—M<§+§:a

Isto prova que lim (z, + y,) = a+b.
n—oo
Analogamente ao caso acima, tem-se que dado € € Q7 , existem n3 e ng em N* tais que
€ €
n2n3:>|xn—a|<§en2n4:|yn—b|<§.

Assumindo ns = max{ns,ns} € N*, chegamos, para todo n > ns, a

[(@n = n) = (@ = )| = |20 = ) + [~ = ]| < | —al + Jpa —b] < 5 + 5 =<

Portanto, lim (z, —y,) = a —b.
n—oo

ii) Primeiramente, note que
TnlYn — ab = TpYn — Tpb + xpb — ab = zy(yn — b) + (2, — a)b,Vn € N*.

Ora (z,) ¢ uma sequéncia limitada e lim (y, —b) = 0. Logo, pelo Teorema lim [z, (yn —

n—oo n—oo
b)] = 0. Por motivo semelhante, li_>m [(zn, — a)b] = 0. Assim, temos que
n—oo

lim (xn,y, —ab) = lim [z, (y, — b)] + lim [(z, — a)b] =0,

n—oo n—oo n—00

donde lim z,y, = ab.
n—oo

eoe . 2
iii) Notemos que, como y,b — b?, existe ng € N* tal que n > ng = y,b > % (basta tomar
e=U¢ Q* e achar o ng correspondente). Segue que para todo n > ng, — é um nimero

=5 eQ; 0 p . Segue que p > s p

1
inferior a b%' Logo, a sequéncia <> ¢é limitada. Ora, é facil notar que
Yn

T, a br, —ayp 1
In @ _ 20 T gy )—.

Como

lim (bx,, — ay,) = ab—ab =0,

n—oo

segue, do Teorema |3.19, que lim (xﬂ - a) = 0. Portanto, lim In _

n—00 \ Y, b n—00 Yy,

Sl IS

O resultado abaixo nos mostra que o limite é compativel com a relacao de ordem em Q.
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Teorema 3.21. Sejam (), (yn) sequéncias de nimeros racionais tais que T, < yn, para todo

n € N*. Se lim x, =a e lim y, = b, entdo a < b.
n—oo n—oo

Demonstrag¢ao. Suponhamos a > b. Como z,, — a e y, — b, podemos tomar ¢ = ‘IT_Z’ € QY para

obter n; € N tal que para todo n > nq, tem-se |z, — a| < ¢, isto é, a — € < x,, ou seja, CLTH’ < In.

Analogamente, obtém-se no € N tal que para todo n > ng, chega-se a |y, — b| < ¢, isto é,

Yn < b+ €, ou seja, y, < “TH’. Tomando nyg = max{ni,ne} € N*, temos

a+b

UYn < < T, YN > ng.

Isto contraria a hipétese x,, < yy,Vn € N*. Por fim, a < b. ]

Um caso particular para o Teorema pode ser enunciado como segue.
Corolério 3.22. Sejam ¢ € Q e (x,) uma sequéncia de nimeros racionais. Se x, < b para todo

n € N* e lim x, = a, entdo a <b.
n—oo

Demonstracao. Basta usarmos o Teorema [3.21| e tomarmos y, = b,Vn € N. O

Obs 3.5. Se z,, <0, Vn € N*, entdo lim z,, caso exista, é menor do que ou igual a 0 (basta usar
n—oo

o Teorema com y, = 0,Vn € N*).

Obs 3.6. Se y, > 0, Vn € N*, entao li_>m Yn, caso exista, é maior do que ou igual a 0 (basta usar
n [o.¢]
o Teorema com z, = 0,Vn € N¥).

Obs 3.7. Observe que se x,, > 0, Vn € N* nao significa que lim z, > 0 (mesmo que este elemento
n—oo

exista). Considere, por exemplo, a sequéncia z,, = %, a qual satisfaz lim =z, = 0.
n—oo

3.7.2 Sequéncias de Cauchy em Q

Nesta subsecao, nossa meta é definir sequéncias de Cauchy em Q e apresentar algumas propri-
edades satisfeitas por estas mesmas aplicacoes em ordem a construir o conjunto dos niimeros reais

no préximo capitulo.

Definigao 3.17. Uma sequéncia (x,) de elementos em Q é chamada sequéncia de Cauchy, se dado

e € Qf, existe ng € N tal que, Vm,n € N*, com m,n > ng, tem-se |z, — x| < €.

A proposigao abaixo nos diz que toda sequéncia de Cauchy de ntimeros racionais é limitada.
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Proposicao 3.22. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. Entdo, (x,) €

limitada.

Demonstracao. Para e =1 > 0, existe ng € N* tal que,
VYm,n € N*, com m,n > ng = |z, — x| < 1.

Em particular, |z, — zp,| < 1 para todo m > ng. Mas, para todo m > ng, temos

[Zm| = |Tm = Tng + Tng| < [T — Tngl + [Tng| <1+ [T -
Sendo ¢ = max{|z1]|, T2, ..., [Tng—1], 1 + |2n,|} € Q, entdo, para todo n € N* temos que |z,| < c.
Portanto, (z,) é limitada. O

A proposicao a seguir nos mostra como provar que a soma de duas sequéncias de Cauchy em Q

é, novamente, uma sequéncia do mesmo tipo.

Teorema 3.23. Sejam (x,,), (yn) sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, entao (x,) =+ (yn) ==

(xn, £ yn) também o é.
Demonstragdo. Como (x,,), (yn) sdo sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, entdo dado ¢ €
Q% , existem ny,no € N* tais que, Vm,n € N¥, tem-se
€ 3

m,n >ny = |x, —xn,| < B em,n >ng = |ym — yn| < 3

Seja ng = max{ni,na}, entao, para todo m,n € N*, com m,n > ng, obtém-se
€ €
[(@m + Ym) = @0+ Yn)| = [(@m — ) £ Ym — Y)| < (@0 — 20)| + [(Ym — yn)| < 5 t5=¢

2

Portanto, (zy,) £ (yn) é sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. O

Nao s6 a adigao, mas a multiplicacao, definida de maneira usual, de sequéncias de Cauchy em

Q gera uma sequéncia do mesma categoria.

Teorema 3.24. Sejam (x,,), (yn) sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, entio (xy) - (yn) :=

(znyn) também o é.

Demonstragao. E f4cil checar que

|xnyn - $mym‘ = |xnyn — Tm¥Yn + TmlYn — xmym|

< |yn||$n - $m| + |$m||yn - ym|,Vn,m € N.
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Como (), (yn) sdo sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, entdo, pela Proposigao
temos que (), (yn) sdo limitadas e, assim, existem c,d € Q7 tais que |z,| < ¢, |yn| < d para todo

n € N*. Tomando k = max{c,d} € Q%, obtemos que
|zn| < ke ly,| <k, Vn e N*.
E dali,

|$nyn - xmym‘ < ’yn”xn - ym| + |l'm”yn - ym| < k‘xn - xm‘ + k’yn - ym|avn € N.

Ainda pelo fato de (x,), (yn) serem sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, dado ¢ € Q%

temos que existem ni,ny € N*, de modo que, para todo m,n € N*, encontramos

3

£
2k '

m,n > ny = |y — Tm| < 5%

em,n > ng = |Yn — Ym| <
Seja ng = max{ni,na}, entao, para todo m,n € N*, com m,n > ng, temos que
€ €
T -z <k - —+4+k - —=¢.
| ZmYm — TnYnl ok 5%

Portanto (xy,) - (yn) é sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. O

Além da adicao e da multiplicacdo, se considerarmos o médulo em cada termo de uma sequéncia

de Cauchy em Q, entao encontramos outra sequéncia do mesmo tipo.

Proposicao 3.23. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. Entdo, (|zy|) € uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Dado € € Q7 , existe ng € N* tal que, para todo m,n € N*, tem-se
m,n > ny = |, — Tm| < e.

Por outro lado, para todo m,n > ng, obtém-se
l|Zn] — |Zm]| < |20 — 2m| < e.

Portanto, (|z,|) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. O

A proposicao abaixo nos garante que se tivermos uma sequéncia, constituida de termos nao
nulos, que nao converge para zero, entao é possivel definir uma outra sequéncia com os inversos dos

termos da sequéncia original. O resultado obtido serd novamente uma sequéncia de Cauchy.
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Proposicao 3.24. Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais tal que li_}In Ty #0
n o

e Tn # 0, para todo n € N*. Entdo, (i) € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Primeiramente observe que

1 1

Tm  Tn

,Vn € N*,

‘xn_xm _ |$n_$m|

LnTm B |Zn||Zm]

Por outro lado, como x, - 0, entao Jeg € Q7 tal que Vy € N* podemos encontrar n, € N* de

forma que n, >y e |z,,| > €o.

Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy, entao, pela Proposi¢ao (|zn|) também o é. Por-
tanto, Im; € N* tal que para todo m,n > my, tem-se que ||z,,| — |2,|| < . Deste modo, infere-se

[|Xm| = [2n,,, || < %, para todo m > m;. Entao,

N < |zm| — |xm1| < |zm| — 0, Ym > my,

ou equivalentemente,
— < z =: k,VYm > mj.
|Zm| €0
Novamente, usando o fato que (z,) é uma sequéncia de Cauchy, temos que existe ny € N* de
modo que
Ym,n € N*, com m,n > ng = |x, — x| < =

k2

Tomando ng = max{mi,ny} € N* temos, para todo n,m € N*, com n,m > ng, que

1 1 Ty — T €
‘7_7:|n m|<72'k2:€.
Isto completa a prova da proposicao em questao. ]

A seguir, provaremos que toda sequéncia convergente de niimeros racionais é uma sequéncia de

Cauchy.

Teorema 3.25. Seja (x,) uma sequéncia convergente de nimeros racionais. Entdo, (x,) € também

uma sequéncia de Cauchy em Q.

Demonstragao. Suponha que z,, — a € Q. Entao, dado € € Q7 , existe ng € N* tal que

3

VneN*,nZnoé\xn—a|<2
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Desse modo, para todo m,n € N*, com m,n > ng, tem-se que

e €
]mn—wm]:]xn—a—i-a—wm]S\xn—al+]xm—a\<§+§:5

Consequentemente, (x,) é uma sequéncia de Cauchy em Q. O

Toda sequéncia convergente de niimeros racionais sao sequéncias de Cauchy em Q, entao ser
sequéncia de Cauchy é uma condigao necesséaria de convergéncia; porém, nao é condicao suficiente.
Na verdade, existem sequéncias de Cauchy em Q que nao converge em ), como mostra o exemplo

a seguir.

Exemplo 3.10. Consideremos (x,) a sequéncia das raizes aproximadas de 2, construida como se

segue:

Seja x1 o maior inteiro tal que xl < 2. Substituindo os possiveis valores para x1 descobrimos

que 1 = 1.

Seja xo o maior racional da forma 1 + 10, onde b; pode ser 0,1,2,... ou 9, determinado por

substituicdo direta de modo que 23 < 2. Fazendo os célculos obtemos by = 4.

Assuma x3 o maior racional da forma 1 + §+ onde by pode ser 0,1, 2, ... ou 9, determinado

02 )
por substituicao direta de modo que :c% < 2. Fazendo os célculos obtemos b, = 1. E assim
sucessivamente. Logo, o termo geral da sequéncia (z,,) para todo n € N* é dado por
4 1 bn
=14+—=4+—== ,V e N*.
+10+102+ +10”

Mostraremos que (x,) nao converge para nenhum nimero racional. Com esta finalidade vamos

inicialmente provar que z2 — 2. Sabemos, através da construcdo acima, que 2 < 2 para todo

1+i+iﬁ-+%+1iﬂ
10 102770 10m '

n € N e também que

Logo,

1+4+1+ +b”+12>2:> +12>2
10 102 10" " 107 T qon

= mn+ﬁ+102n>2
2x 1
2 n
= 2_1"n<ﬁ 1020

Mas, 7101% < 10% e x, < 2 implicam



Como 2 — l‘% > 0, entao
5
2 6 2 _ 9
|z —2|=2—2°< Ton
Assim, dado € € Q7 existe ng € N* tal que ng > % — % (Q é Arquimediano). Assim sendo, temos
que

)
VTLGN,TLZTLOZ>|IE%—2’<W<€,

basta usar a desigualdade de Bernoulli. Portanto, 22 — 2. Agora vamos provar que (z,) é uma

sequéncia de Cauchy.

Acabamos de provar que (z2) é convergente. Assim sendo, em consequéncia do Teorema

2

segue que (x;) é uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado ¢ € Q7 existe ng € N* tal que

Vn,m € N,n,m > ng = |22, — 22| < 2.

Mas, por distributividade, podemos concluir que

2e

1T — T || T + Tn| = |22, — 22| < 26 = |20 — 20| < m

Como |z, + x| > 2 (ver construgao de (z,)), entdo, para todo m,n > ng, temos

2 2
\xm—xnl<7g<—€:€.
| T + 2] 2

Isto nos mostra que (z,,) é de Cauchy em Q.

Suponhamos, finalmente, que existe um nimero racional § tal que x,, — ¢, entao, pelo Teorema

a

2 Ly o .
chegamos a 22 — (5) . Porém, ja provamos que 2 — 2. Como o limite de uma sequéncia

, C - < (a\? )
de niimeros racionais é Uinico, de acordo com a Proposicao [3.21] entao (Z) = 2. J4 provamos que

isto é um absurdo. Logo, (z,,) ndo converge para nenhum nimero racional.

3.8 Aplicagao dos racionais (Método de Sylvester)

Nossa aplicacao neste capitulo, inicialmente, serd uma aplicacao de um método proposto pelo
matematico James Joseph Sylvester (1814 - 1897). Sylvester propds escrever um nimero racional
a, 0 < a < 1, como soma de fragdes unitarias. Vamos chamar de fracGes unitarias as fragoes de

numerador 1. Toda fracao unitaria pode ser desdobrada como soma de duas fracoes unitdrias.
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James Joseph Sylvester

Professor e matemaético inglés nascido em Londres, um dos criadores da algebra moderna e
publicou numerosos trabalhos, notadamente sobre polinémios. Contribuiu fundamentalmente no
desenvolvimento da teoria matricial, teoria dos invariantes, teoria dos nimeros e andlise combi-
natéria. Desempenhou papel fundamental no desenvolvimento da matematica nos Estados Unidos
na segunda metade do século XIX, quando professor da Universidade Johns Hopkins e fundador
do American Journal of Mathematics. Criou a palavra totiente, pela qual é reconhecida a Funcao
totiente de Euler, usada em teoria dos ntimeros e criptografia RSA, a qual foi usada por Leonhard

Euler para provar o Pequeno Teorema de Fermat.

Freqiientou duas escolas primarias em Londres, e teve a instrucao secundéria na Royal Institu-
tion em Liverpool. Entrou (1833) e fez graduacao no St. John’s College, em Cambridge e teve como
colegas dois outros matemdticos famosos: Duncan Gregory e George Green. Para obter o grau era
necessario para um estudante assinar um juramento religioso para a Igreja de Inglaterra, mas como
ele era judeu, e de temperamento irrequieto e irreverente, recusou-se a fazer o juramento necessério
e, assim, nao pode se formar e, assim, também nao pode ganhar o Smith’s prize nem o Fellowship.
Foi ensinar fisica na University of London (1838) onde seu professor De Morgan também ensinava,
um dos poucos lugares que nao o vetaram por causa da sua religiao, 14 permanecendo durante trés
anos. Eleito Fellow da Royal Society (1839), foi ensinar na Universidade da Virginia (1841), onde
ficou apenas trés meses, fugindo para Nova lorque depois de bater em um estudante que o tinha
insultado, e voltando para a Inglaterra. No periodo seguinte (1841-1850), formou-se em direito e
trabalhou como atudrio e advogado, mas deu instrucao de matematica. Entao, conheceu Cayley,
que também era um advogado, opostamente um sujeito de temperamento décil. Ambos trabalha-
ram nos tribunais da Pousada de Lincoln em Londres e tornaram-se grandes amigos e resolveram
abandonar as leis para se dedicarem a matematica. Desenvolveram importante trabalho em teo-
ria de matrizes para estudos de geometria (1851) e editaram varias publicagbes conjuntas sobre
a teoria das invariantes, chegando a serem chamados de gémeos invariantes. Tornou-se professor
de matemadtica na Royal Military Academy em Woolwich (1854) e ganhou a Royal Society Royal
Medal (1861). Aposentado compulsoriamente da academia militar aos 55 anos, publicou The Laws
of Verse, um texto matematico em versos do qual muito se envaidecia, ponto de as vezes se assinar
”J. J. Sylvester, autor de As Leis de Verso”. Tornou-se o segundo presidente London Mathematical
Society (1866-1868), substituindo De Morgan. Voltou aos Estados Unidos (1876), desta vez para a
entao recém-fundada Johns Hopkins University, onde ficou (1876-1883), e fundou (1878) o Ameri-

can Journal of Mathematics, a primeira revista de matemética dos EEUU. Voltou a Inglaterra para

123



ensinar na Universidade de Oxford, convidado para a cadeira de Savilian Professor of Geometry
(1883). Foi agraciado com Royal Society Copley Medal (1880) e foi o primeiro ganhador da meda-
lha de ouro que a Sociedade premiou em honra a De Morgan, a De Morgan Medal (1887). Com
atritos com os estudantes e sofrendo de perda de meméria, voltou a Londres (1892) onde dedicou

seus ultimos anos ao Athenaeum.
O método
Vejamos a descricdo do método:
i) achar a maior fragdo unitaria que seja menor que a fragdo dada
ii) subtrair essa fragao unitdria da fragao dada
iii) achar a maior fragdo unitdria menor que a diferenga obtida em ii

iv) subtrair desta diferenga, a fragdo unitaria obtida em iii

v) continuar o processo até que uma das diferencas seja fracdo unitaria.

Aplicacao do método

. . N . ~ .13
Agora iremos aplicar esse processo a seguinte fragao: g5
Resolucao:

1 _ 13

2 <35 =>20<13a

Logo a = 2 é o menor natural para o qual a desigualdade se verifica.

3

1 _ 1 & unitiri 5o 83 1,3 1,1, 1
Como 50 — 7 = 1ap © unitaria, entao 535 =5+ 55 =53+ 7 + 145-

Uma outra aplicagao

Seja K um corpo. Uma aplicacao bijetora f : K — K se diz um automorfismo de K se:
flx+y)=f(z)+ f(y) e f(zy) = f(2)f(y), para todo par de elementos z,y € K. Mostre, através
das etapas seguintes, que o unico automorfismo f de Q é a aplicacao idéntica: i) f(1) = 1; ii)
f(=a) = —f(a),Ya € Q; i) f(m) = m,Ym € Z; iv) f(%) _ (%),\m N v) f() =" vm,n €
Z,n # Q.
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Resolugao: ii) Como f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), entao, pela lei do cancelamento da adicao,
f(0) = 0. Assim, Va € Q: f(_il) +1f(a) = f((—a) —i— a) = f(0) = 0; entao, f(—a) = —f(a). iv)
L= J(0) = F(2) = fu) = St d) = FC) S+ 1) = nf(h) = f(1) = L.
v) Admitindo n > 0, o que sempre é possivel, f(2) = f(m.2) = f(m)f(2)=m.L =2

n
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Capitulo 4

Construcao do Nimeros Reais

Neste capitulo, estudaremos a construgao dos chamados ntimeros reais a partir dos ntimeros
racionais através de dois métodos diferentes: Cortes de Dedekind e Sequéncias de Cauchy (referimos

a [6 7,8, @, 7).

4.1 Construcao por Cortes de Dedekind

Permita-nos comegcarmos a construcao dos ntimeros reais pelos famosos cortes de Dedekind. E
importante ressaltar que a teoria desenvolvida no capitulo anterior é imprescindivel para o enten-

dimento desta segao.

4.1.1 Conjunto dos Cortes
Nesta subsec¢ao, definiremos qual é significado matematico para cortes e classificaremos quais
cortes admitem cota superior minima.

Definigao 4.1. Um conjunto « de nimeros racionais diz-se um corte se satisfizer as seguintes

condicoes:
i) a#beas#Q
ii) serecaes<r, se€Q,entao s € o

iii) « nao admite elemento maximo.

Vejamos um exemplo de conjunto que é um corte e outros que nao satisfazem a definicao acima.
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Exemplo 4.1. O conjunto o = {z € Q/z < 2} é um corte.

i) Como 0 € o temos que o # (). Além disso, « #= Q, pois 1 € Qe 1 ¢ «;
ii) Sejar € aes<r (com s € Q); assim, s <r < % Dai, temos s < % Logo, s € «;
iii) Suponhamos que exista um elemento méximo em «, digamos x = max «.. Dai, segue que r < z

para todo r € a, entao x < % Através da Proposicao concluimos que

3 3
<27t Sy < =,
x (33—1—5) ;

O que é um contradicao, visto que x = max a. Logo, a nao possui elemento maximo.

Portanto, a é um corte.

Exemplo 4.2. O conjunto f = {z € Q/z > g} nao é um corte. Note que 1 € 8, 0¢ Se 0 < 1.
Portanto, 8 nao é um corte.

Exemplo 4.3. O conjunto v = {z € Q/z < %} nao é um corte. Observe que % é o elemento

méximo de 7. Este fato contraria o item iii) da Defini¢ao Portanto, v nao é um corte.

Exemplo 4.4. O conjunto § = {z € Q/ -3 <z < %} nao é um corte. De fato, sejar=1€d e
s =—4 € Q; logo, —4 ¢ §. Portanto, 6 ndo é um corte.

Exemplo 4.5. § = Q* ndo é um corte. Qualquer que seja 7 > 0 temos que r € #. Mas s =0 € Q,

satisfaz s < r e s ¢ §. Portanto, § nao é um corte.
Exemplo 4.6. w = {1,4,%} nao é um corte. Note que r =4 c¢ we s =2 € Q (com s < r).
Todavia, 2 ¢ w. Portanto, w nao é um corte.

A seguir provaremos que todo corte é limitado superiormente em Q.

Proposigao 4.1. Seja v um corte. Entao, v € limitado superiormente.

Demonstracao. Seja v um corte. Suponhamos, por absurdo, que v € ilimitado superiormente em
Q, i.e, que para cada a € Q Ir, € v, tal que a < r,. Assim, do fato que () # v # Q (item i) da
Definicao , temos que Jag € Q com ag ¢ 7. Para ap € Q, Iy, € v tal que ap < rq,. Logo,
ap € 7 pelo item ii) da Definicao [A.1] Isto é um absurdo (ag ¢ 7). Portanto, todo corte ¢ limitado

superiormente em Q. ]

O resultado abaixo nos mostra como caracterizar todas as cotas superiores de um corte.
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Proposigao 4.2. Seja o um corte e r € Q. Entdo, r € cota superior de o se, e somente se,

r € Q\a.

Demonstragao. (=) Se r é cota superior de «, entdo r nao pode pertencer a «, caso contrario r

seria elemento maximo de «. Isto contradiz o item iii) da defini¢ao de corte.

(<) Se r € Q\a, entao r é cota superior de «, pois, caso contrario, haveria s € a tal que r < s,

o que, pelo item ii) da definigdo de corte, obrigaria r a pertencer a «. Isto é uma contradi¢ao. [J

A proposicao abaixo nos mostra como exemplificar alguns cortes que admitem cota superior

minima.

Proposigao 4.3. Ser € Q ea={x € Q/x < r}, entdo o é um corte e r é a menor cota superior

de o.

Demonstragao. Vejamos como justificar cada item da definigdo de corte para a.

i) a#0, poisz=r—1¢€a. Além disso, « #Q, pois r ¢ a e r € Q.
ii) Sejam s € a, t € Q e t < s. Assim, t < s < r. Consequentemente, ¢ < r. Portanto t € «;

iii) Suponha, por absurdo, que exista um elemento s = maxa. Dai terfamos s < r (s € «)
e, portanto s < 27!(s +r) < r. Contrariando a maximalidade de s (27 '(s +7) € a e

5 < 271(s+7)). Logo, temos que o nio possui elemento maximo.

Portanto o é um corte. Agora mostraremos que r é a menor cota superior de a. De fato, pela
Proposigao concluimos que r é cota superior de «, ja que 7 € Q\a. Além disso, se s € Q é
cota superior de @ e s < r, terlamos s € a (o é um corte). Assim, s seria o elemento méximo de
a, contradizendo assim o fato de « ser corte. Portanto, r < s para toda cota superior s € «, isto

é, r é a menor cota superior de a. ]

Definigao 4.2. Os cortes do tipo da Preposi¢ao [4.3] sdo denominados cortes racionais e sao repre-

sentados por ¥, i.e.,

r* ={reQ/x <r},

onde 7 € Q.

O resultado abaixo comprova que a reciproca da Proposicao [4.3| é verdadeira.
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Proposigao 4.4. Todo corte que possui cota superior minima € racional.

Demonstragdo. Seja v um corte com cota superior minima, digamos r. Assim, x < r, Vx € . Note
que r ¢ 7; caso contrario r € v, terfamos que r seria um maximo para 7. Isto é um absurdo de

acordo com a definicao de corte. Logo, © < r, Vx € 7.

Afirmamos que v = r*. De fato, seja s € r*, entdo s € Q e s < r. Pela minimalidade de r,
temos que s nao é cota superior de . Dessa forma, Jxg € v tal que s < xg. Como v é um corte,
entdo s € 7. Logo, r* C ~. Reciprocamente, se x € v entdao = < r (pelo que ja foi feito acima). Isto

nos diz que z € r*. Portanto, v C r*. Por fim, v = r*, i.e., 7 é um corte racional.

Vejamos um exemplo de um corte que nao é racional

Teorema 4.1. Seja a = Q* U{z € Q, /2% < 2}. Entdo a é um corte que nio é racional.

Demonstra¢do. Primeiramente vamos mostrar que « é um corte.

i) a# 0, pois 0 € a. Além disso, o # Q, pois 3€ Qe 3 ¢ o

ii) Sejam r € a e s € Q, com s < r. Dal,

e se s € QF, entdo s €

ese s >0, entdo s2 <r? <2 (r €a),ouseja, s € q;

iii) Para cada r € « é possivel encontrar um racional s tal que r < s (isto significa que « nao

possui maximo). De fato, suponhamos que r € «. Dessa forma,

esercQf entdos=1caer<s;

2—r2

oser>Oer2<2,tomemoshe@com0<h<min{l,m

(use a média aritmética para

garantir a existéncia de h). Seja s = r + h. Logo, s € Q e r < s. Além disso,
s2=r24+2rh+h?> =72+ (h +2r)h.

Como 0 < h < 1, temos que
s <r? 4+ (14 2r)h.

2—r2

Por outro lado, como h < 577,

chegamos a

2 — 2

2 2
2 —r°c=2.
2744_1<r—|— r

s <ri4 (14 2r)

Portanto, s € a. Donde, concluimos que « é um corte.
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Mostraremos agora que o nao possui cota superior minima (a Proposigao nos diz que « nao é
racional). Os racionais que ndo pertencem a « sdo os positivos que tém quadrado maior ou igual
a 2. Além disso, sabemos que nao existe racional cujo quadrado é igual a 2 (ver Proposigao .
Sendo assim, ¢ é uma cota superior de a se ¢ € Q7 e ¢*> > 2. Mostraremos que, para cada cota
superior p, encontraremos outra cota superior ¢ tal que ¢ < p. De fato, seja p uma cota superior
de o, ou seja, p € Q. ep?>2. Sejaq:p—pz—f. Assim, 0 < ¢ < p, pois p> —2>0¢e

2_2 2_22 2_2 2
q2:p2—2pp —i—(p ) :2+<p ) > 2.
2p 2p 2p

Logo, ¢ < p e ¢> > 2. Como querfamos demonstrar. O

Para finalizar esta subsecao acrescentaremos um notagao para o conjunto de todos os cortes.

Definicao 4.3. Denotaremos por R o conjunto de todos os cortes, i.e.,

R ={a C Q/a é um corte}.

4.1.2 Relacao de Ordem Envolvendo Cortes

Nesta subsecao, definiremos uma relacao de ordem em R. Mais precisamente, esclareceremos
quando um corte é menor do que ou igual a outro.
Definicao 4.4. Sejam «, 8 € R. Dizemos que a é menor do que 3, e escrevemos a < 3, quando
B\ar # 0.

Os simbolos <, >, > podem ser definidos de maneira natural, através da definicao de < dada
acima.
Exemplo 4.7. Vejamos alguns exemplos para a definicao acima.
1) () <4, pois 2 € 4°\(3)";
2) 0* < 1*, pois 3 € 1*\0%;
3) (—3)* < 0%, pois —1 € 0*\(—3)*;

4) Seja a o corte do Teorema Entdo o < 2, pois 15 € 2*\a.
Vejamos abaixo como definir os sinais dos cortes, através da definigdo dada acima.
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Definicao 4.5. Dizemos que o € R é um corte positivo se a > 0*. Analogamente, chamamos «
corte negativo se @ < 0*. « é dito corte nao negativo se a < 0*. Se escrevermos a > 0%, entao

dizemos que « é um corte nao positivo.

Exemplo 4.8. O corte 1* é positivo, pois 1* > 0*. Ja (—3)* é negativo, fornecido que (—3)* < 0*.

A seguir, daremos mais duas propriedades envolvendo cortes racionais.

Proposigao 4.5. Sejam p,q € Q. Entao valem as sequintes equivaléncias:

) pr=¢"ep=q
ii) p* <g*ep<q.

*

Demonstragdo. i) (=) Suponha que p* = ¢*. Entao se z € p*, temos que = < ¢ (pois = € ¢¥).
Entao, ¢ é uma cota superior para p*. Assim, q ¢ p*. Logo, p < q. Por outro lado, se x € ¢*,
temos que z < p. Dai, p é cota superior de ¢*, Deste modo p ¢ ¢*. Assim ¢ < p. Portanto,
p=gq.

(«) Trivial.

ii) (=) Como p* < ¢*, temos que Iz € ¢*, tal que = ¢ p*, ouseja, x <gep <z. Daip <z <gq.
Logo, p < q.
(<) Se p < ¢, entao p € ¢*. E por defini¢ao temos que p ¢ p*. Portanto p* < ¢*.

O]

O resultado abaixo mostra como caracterizar as relagoes < e <, por utilizar a inclusao entre

conjuntos.

Proposigao 4.6. Sejam «, 8 € R. Entao sao vélidas as equivaléncias abaixo:

i)a<feaCfea#s;

iil) a<pfeacp.

Demonstragdo. i) (=) Se a < 3, entdao 3xp € S\ (pois f\a # &). Logo, zg € B e xog ¢ o (isto ja
garante que « # [3). Agora, seja r € «, entao r nao pode ser maior do que x¢; caso contrério,

xg < r, terfamos, pela definigao de corte, ¢ € a. Isto é uma contradi¢ao! (z¢ ¢ «). Portanto,

r < zg. Como zg € f e B é um corte, entao r € 5. Dessa forma, o C .

131



(<) Suponha que o C 8 e a # 3. Entao, 3y € 5 tal que 2y ¢ . Logo, xp € B\«a. Portanto,
a < p.

ii) (=) Se a < f3, entdo, pelo item anterior, tem-se que o C . Se a = 3, entdo, trivialmente,
temos que o C f3.

(<) Se a C B e a # [, entao, pelo item anterior, concluimos que o < 3. Se o = 3, entao

a < g.

O teorema a seguir mostra que os elementos de C' satisfazem a tricotomia.

Teorema 4.2 (Tricotomia). Sejam «, 5 € R. Entdo, ou o = ou o < f ou o > f3.

Demonstragao. E claro que o = [ exclui as outras duas possibilidades (pela definigao de igualdade
de conjuntos). De modo andlogo, as outras possibilidades @ <  ou a > [ claramente excluem
a = f. Mostremos que as desigualdades se excluem mutuamente. Suponhamos o contrario, ou
seja, que o < e o > [ ocorram simultaneamente. Entao, existem r € f\a e s € a\f. Como
r € fes ¢ [ encontramos r < s. Caso contrario, s < r, terfamos s € 3, pela defini¢cao de corte.
Analogamente, temos s < r (usando o fato que s € a e r ¢ ), contradizendo a lei da tricotomia
em Q. Concluimos que no maximo uma das trés possibilidades ocorre. Para mostrar que uma delas
necessariamente ocorre, temos que o =  ou a # 5. Se a = 3, nao ha nada a provar. Suponhamos
a # 8. Entao a\f # 0 ou f\a # (. No primeiro caso, § < a e, no segundo caso, chegamos a
a < f. O

agora estamos prontos para estabelecermos uma relacao de ordem em R.

Teorema 4.3. A relacao < é uma relacao de ordem em R.

Demonstragao. i) [Reflexiva: Seja a € R. Claramente a C «, daf a <
ii) [Antissimetria]: Sejam o, 8 € R, com o < 8 e § < a, pela tricotomia em R, temos que o = 3;

iii) [Transitividade]: Sejam «, 8,y € R, com a < 8 e 3 < ~. Da Proposicao[4.6] tiramos que a C 3

e B C v e, das propriedades de conjuntos, concluimos que o C 7, ou seja, a < 7.

Portanto, < é uma relacao de ordem em R. ]
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4.1.3 Operacgoes Elementares Envolvendo Cortes

Nesta subsecao, vamos estabelecer a definicao das operacoes de adigao e multiplicacao em R.

Além disso, mostraremos as propriedades mais elementares provenientes destas operacoes.

Definicao 4.6. Sejam «, 8 € R. Denotamos por a + 3, e chamamos adicao entre « e 3, o seguinte
conjunto:

a+p:={r+s€Q/re€a,secp}

A proposicao a seguir nos mostra que a adigao entre dois cortes é novamente um corte. Portanto,

a adicao é uma aplicacdo da forma + : R x R — R.

Proposicao 4.7. Sejam o, 8 € R. Entao o + 5 € R.

Demonstracao. Mostraremos que « + [ satisfaz as trés condigoes da definicao de corte.

i) Como a,3 € R, entao a + 3 # 0 (desde que o # 0 e 8 # (). Além disso, existem t € Q\«
eu € Q\pB (pois @ # Q e f # Q). Consequentemente, ¢t e s sdo cotas superiores de « e 3,
respectivamente. Dai,

t>r,Vreaeu>s,Vs ep.

Por conseguinte,

t+u>r+sVreaVsep,

ouseja, t+u ¢ a+ . Logo a+ f # Q;

ii) Sejamr € a+fes<r (s € Q). Mostremos que s € a + 3. Lembre que r = p+ ¢, com p € «
e g € 8. Entao, s < p+ ¢. Podemos escrever s = p+ ¢ com ¢ < q (¢ =s—p € Q). Note
que ¢ € B (pela defini¢ao de corte). Logo, s =p+ ¢, comp € ae ¢ € 3, ou seja, s € a+ ;

iii) Vamos mostrar que em o+ 3 néo hé elemento maximo, ou seja, dado r € a+ 3, existe s € a+f
com s > r. Com efeito, sejar = p+ ¢, com p € a e ¢ € 3. Sabemos que existe p’ € a com
p’ > p (ver item iii) da Defini¢ao |4.1]). Portanto, o racional s = p' +¢q € a+ 3 é maior do que

r.

Vejamos, abaixo, que a adigao de cortes racionais resulta em outro corte racional.

Proposicao 4.8. Se p,q € Q, entao p* + ¢* = (p+q)*.
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Demonstragao. Primeiramente, vamos provar que p* + ¢* C (p + q)*. Seja z € p* + ¢*, entao

r=a+bcoma€p ebeq*. Dai,a<peb<q. Assim,

r=a+b<p+yq,

*

isto é, x € (p + ¢)*. Reciprocamente, vamos mostrar que (p + q)* C p* + ¢*. Sejay € (p + ¢)*,

entao y < p+q. Seja y = c+d, com

y P g y ., q p
= — _ — = dzf —_ — =,
‘ToT T T T
E facil ver que ¢ < p, pois
c:y+£—g<p<:)y<p+q
2 2 2
e também d < ¢, ja que
d:y+g—]—j<q©y<p+q,
2 2 2
isto é, c € p* e d € ¢*. Portanto, y = c+ d € p* + ¢*. Por fim, p* + ¢* = (p+ ¢)*. O

o teorema abaixo no mostra que os elementos de R satisfazem a propriedade comutativa.

Teorema 4.4 (Comutatividade). Sejam «, 8 € R. Entdo, a + =+ «.

Demonstragao. E f4cil checar que

a+pf={r+seQ/rea,sepf}={s+reQ/seprealt=0+a.

Isto completa a prova em questao. ]

Agora, provemos a associatividade em R.

Teorema 4.5 (Associatividade). Sejam «, 3,7y € R. Entao, (a + 8) +~v=a+ (8+7).

Demonstracao. Note que

(a+B)+v={r+seQ/rea+p,secy}
={(a+b)+scQ/aca,beB,sc}
={a+(b+s)eQlacab+seB+}
={a+ceQ/aca,cecB+r}
=a+(f+1)
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O elemento neutro da adigdo em R é dado por 0*.

Teorema 4.6 (Elemento Neutro). Seja a € R. Entao, o + 0% = «. Além disso, 0* € o unico

elemento de R que satisfaz esta igualdade.

Demonstragdo. Desejamos verificar as duas inclusoes: o+ 0* C av e « C o + 0*.

(a+0" C a): Sejar € a+0*. Entaor = p+q,com p € a e ¢ € 0*. Assim, ¢ < 0. Dessa forma,
r < p e, portanto, a partir do item ii) da Defini¢ao temos que r € a.

(a C a+0%): Seja agora r € a.. Sabendo que existe s € a com s > r (ver item iii) da Defini¢ao
4.1)), podemos expressar r como r = s+ (r — s), onde r — s € 0*. Por fim, r € a4+ 0*. Deste modo,
a C a+ 0%

Suponha que v € R é tal que a + v = « para todo o € R. Entao,
Y=7+0"=0"+~=0%

Isto conclui a prova do teorema em questao. ]

O lema a seguir serd 1til na busca por um simétrico para cada elemento de R.

Lema 4.1. Sejam o € R e r € Q%. Entdo, existem p,q € Q, tais que p € o, ¢ & «, q nao € cota

superior minima de « e g — p =T1.

Demonstragao. Como « é um corte « # &. Logo, s € a. Assim sendo, seja Y = {n € N/s, € a},
onde

Sp =58+ nr,Vn € N.

E f4cil ver que
so=s5+0-r=s5¢€qa.
Logo, 0 € Y. Isto nos diz que Y # &. Por outro lado, como « é um corte, entao 3gp € Q\a. Dessa

forma, go é uma cota superior de «. Isto nos diz que x < qg, para todo x € «. Consequentemente,

sn < qo, para todo n € Y, ou equivalentemente,

—S
n<q0

,Vn ey,

onde s < qp (s € a) e r € Q. Com isso, podemos concluir que Y ¢é finito. Dessa forma, existe

m €Y tal que m+ 1 ¢ Y. Isto nos informa que
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s+mreaes+ (m+1)ré¢a.

Deste modo, temos que s + (m + 1)r é cota superior de a.
Suponhamos que s + (m + 1)r é uma cota superior minima de «, entdo assuma que
1 T
p:s+(m+§)req:s+(m+1)r+§.

E facil ver que ¢ —p = r. Além disso, p € «; caso contrério, p seria uma cota superior de «
(peQ\a)ep <s+(m+1)r (reQf). Isto contradiz a minimalidade de s+ (m + 1)r. Por fim, ¢

é uma cota superior, a qual ndo é minima, de « (ja que ¢ > s + (m + 1)r). Logo, ¢ € Q\«.
Agora considere que s+ (m + 1)r nao é cota superior minima de «, entdo assuma que
p=s+mreq=s+(m+1)r
Vimos acima que p € a e que ¢ € Q\a ndo é uma cota superior minima de a. Além disso,

q—p=r. ]

O teorema abaixo nos mostra como representar o simétrico, com relagdo a adicdo, para cada

elemento de R.

Teorema 4.7 (Simétrico). Seja a € R. Entdo, existe um unico 5 € R tal que oo + = 0*.

Demonstragdo. De inicio, mostremos a unicidade de tal 5. Suponhamos que a+ 81 = a+ 52 = 0*.

Dessa forma, obtemos

B2 = P2+ 0"=Ba+ (a+ 1) = (Ba+a)+ 51 =0"+ 1 = b1

Provemos agora a existéncia de um corte § que satisfaga o + 5 = 0*. Assim sendo, seja
B ={peQ/—p¢ anao é cota superior minima de a}.

Vamos provar que 3 é um corte.

i) Para mostrar que 3 # (), consideremos dois casos:
e o nao possui cota superior minima:s:

Como « é um corte, entdao a # Q e, portanto, g € Q tal que ¢ ¢ «. Assim, basta tomar

p = —q € Q. Consequentemente, —p = q ¢ «. Logo, p € [ (a nado possui cota superior
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minima) e, assim, 3 # (.

e ( possui cota superior minima m:

Como m é cota superior minima de «, entdo m ¢ « (caso contrario, m seria elemento méximo
de «, contrariando o item iii) da Defini¢ao . Com isso, m+1¢ a. Sejap=—-m—1¢€Q.
Entao, —p =m+ 1 ¢ «a; além disso, —p = m + 1 # m. Portanto, p € 8 e consequentemente,

B#0.

Para mostrar que 8 # Q, consideremos os mesmos dois casos:

e o nao possui cota superior minima:

Como « é um corte, entdo o # 0, dai Ir € a (r € Q). Tomemos p = —r € Q. Assim,
—p=re€a. Logo,p¢ fepecQ.

e ( possui cota superior minima m:

Como m é cota superior minima de «, entdo m — 1 € « (caso contrario, m — 1 seria cota

superior de @ menor do que m). Sejap = —m+1 € Q, entdo —p = m — 1 € a. Portanto,

pg¢BepeQ.

ii) Sejam p € B e ¢ € Q tais que ¢ < p. Mostremos que ¢ € . Como p € 3, entdao —p ¢ « (isto
significa que —p é cota superior de o) e —p nao é cota superior minima de o. Como ¢ < p,
entdo —p < —q. Dai, —q¢ ¢ « (pois, —p ¢ «). Além disso, concluimos que —¢q é cota superior
de a. Temos também que —g nao é cota superior minima de « (pois do contrario, —q < —p).

Como g € Q, —q ¢ a e —q nao é cota superior minima de «, concluimos que g € 3.

iii) Seja p € 3, queremos mostrar que Jg € § tal que p < ¢q. Dividiremos a prova desta afirmacao
em dois casos:

e (o nao possui cota superior minima:

Como —p ¢ « e —p nao é cota superior minima de «, entao existe uma cota superior r de «
(r ¢ ), tal que r < —p. Assim, ¢ = —r € (8 (desde que a nao possui cota superior minima)
e p < —r = q. Logo, B nao possui elemento maximo.

e o possui cota superior minima m:

Seja q = %“‘p € Q. Como p €  temos que —p é uma cota superior de o (pois —p ¢ «), mas

nao a minima de «; portanto, m < —p. Dai, p < —m. Sendo assim,

__m+p_ _m P _P_ P_

Ty T g taTatyTR
Por outro lado,

_m—-p_m p_m m__

1= 7 2 2 g =™

137



Entao, —q ¢ a (caso contrario, —q < m) . Finalmente, como q € Q, —q ¢ a e —¢ nao é cota
superior minima de o (—q # m), temos que ¢ € f e p < q. Logo, 8 nao possui elemento

maximo.
Portanto, 8 é um corte.

Para finalizar, basta mostra que a+ 8 = 0* . Para isso, mostremos que a4+ C 0* e 0* C a+ .

Sejax € o+ f,comzx =a+b,a€ aebe f (lembre que b € § significa —b ¢ « nao é cota
superior minima de ). Como a € e —b ¢ «, temos que a < —b (caso contrario, —b < a implicaria

—b € ). Dai, z = a+ b < 0. Logo, concluimos que x € 0*.

Reciprocamente, seja p € 0*. Por defini¢ao, p < 0 (—p > 0). Aplicando o Lema existem
r € aer ¢ a, com 1’ nao sendo cota superior minima de «, tais que ' —r = —p . Segue que

p=r+(—r"),comr € ae—r €. Portanto, p € a + . Isto nos informa que 0* C a + (.
Por fim, a4+ 8 = 0*. O

Definigao 4.7. Denotaremos 3, encontrado no Teorema [£.7} por —« e o chamaremos simétrico de

«. Além disso, —a é dado por
—a={peQ/—p¢ anio é cota superior minima de a}.

Com a definicao de simétrico em maos podemos estabelecer quem é o simétrico de um corte

racional em R.

Proposicao 4.9. Seja g € Q. Entao, —q¢* = (—q)*.

Demonstracao. Seja g € Q. Entao, pela Proposicao chega-se a
¢+ (=q)" =g+ (-¢)]" =0"

Como o simétrico é unico, entdao —q* = (—q)*. O

Através da existéncia e unicidade do elemento simétrico para cada elemento de R, podemos

definir a operacao de subtracao em R.

Definigao 4.8. Sejam «, 8 € R. Definimos a subtracao em R por
)
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Exemplo 4.9. E f4cil checar que

I
—
+
0
[\)
=
*

I
—~

|
—_
~—
*

Proposicao 4.10. Sejam «, 8,7 € R. Entdo, sdo vdlidas as seguintes afirmagoes:

i) —(—a)=a;
i) —a+8=5-q
iii) a — (=8) = a+ f;
iv) —a—f=—(a+p5);
v) a—(B+y)=a-B—1.
Demonstracdo. i) Note que
a+(—a)=—-a+a=0"
Portanto, —(—a) = a;

ii) Também podemos escrever

B-—a=p+(—a)=—a+ 5

iii) Por i), segue que

a—(=f)=a+[-(=p)=a+p;
iv) Pela unicidade do simétrico, temos que
(a=B)+(a+ ) =(~a+a)+(-B+8) =0
implica que —a — 8 = —(a + f);

v) Por fim, por iv), chegamos a

a—(B+y)=at+[-B+N]=a-F-7.

Teorema 4.8. Sejam «a, 3,y € R. Entdo,
alBeaty< B+,
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Demonstragao. (=) Temos, pela Proposigao que
aty<B+yEea+yC B+

Assim sendo, sejat € a4+, ouseja, t =r+scomr € aes €y ComoaCf (& a<p, pela
Proposigao [4.6)), entdao r € 8. Consequentemente, t =r+s € [+, isto é, a+~y C S+ . Portanto
aty< B+

(<) Reciprocamente, suponha que oo + v < g + 7. Pelo que foi feito acima, concluimos que

(a@+7)+ (=) <B+7)+ (=),

ou equvalentemente, por associatividade, temos que

at+y+ (=] <B+ v+ (=)

Portanto, chegamos a
a+0" < B +0%

Por fim, podemos escrever a@ < 3. Deste modo, o teorema em questao segue.

Proposicao 4.11. Seja a € R. Entao, a < 0* & —a > 0*.

Demonstragao. (=) Como a < 0*, entdo, por definigao, ¢ € 0* tal que ¢ ¢ . Vamos admitir,
sem perda de generalidade, que ¢ nao é cota superior minima de a. Como ¢ € 0%, entdo ¢ < 0.
Denote —r = ¢, o que nos fornece r > 0. Assim, vemos que r € —« jd que —r = ¢ ¢ « nao é cota

superior minima de «, e que r ¢ 0*. O que nos garante que —a > 0*.

(<) Suponha que —a > 0*. Entao, existe p € —a e p ¢ 0*. Isto nos diz que —p ¢ « (pois —p
é cota superior de ), —p nao é cota superior minima de « (ver definigao de simétrico) e p > 0.
Como —p nao é uma cota superior minima de «, entao existe ¢ cota superior de a (¢ ¢ «) tal que
q < —p. Sejar =27"tg+ (—p)] € Q, entdo ¢ < r < —p. Como « é um corte, entdo r ¢ o (caso
contrario, ¢ € «, um absurdo). Além disso, como p > 0, temos que r < —p < 0. Portanto, r < 0.

Isto nos diz que r ¢ o e 7 € 0*. Por fim, r € 0*\a. Consequentemente, o < 0*. O

A partir de agora, nossa meta é definir a multiplicagao entre dois cortes. Permita-nos comegar

estabelecendo o que significa multiplicar dois cortes nao negativos.
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Definigao 4.9. Sejam a, 8 € R tais que a > 0%, > 0*. Definimos a multiplicagao « - 8 (ou af3)

como sendo o conjunto

a-B=Q U{reQ/r=pq,peaqepf,p>04q>0}

A proposicao a seguir prova que a multiplicagdo entre dois cortes nao negativos é novamente

um corte nao negativo.

Proposigao 4.12. Sejam o, 8 € R tais que o, B > 0*. Entdo, af € um corte e af > 0*.

Demonstragdo. Mostraremos primeiramente que o8 é um corte.

i) Como p = —1 € af, logo af # (). Por outro lado, temos que Ipg € Q tal que py ¢ o (o # Q)
e Jqo € Q tal que qo ¢ B (6 # Q). Mostremos que ppgyp ¢ af. Suponhamos que poqy € a3,
ou seja, Ip € a, ¢ € B, p > 0 e g > 0 tais que ppgo = pg. Nao podemos ter py < p (pois,
obterfamos py € «), nem gy < ¢ (pois, terfamos ¢p € (). Dessa forma, p < py e ¢ < qo.

Dai, pg < pogo- O que é uma contradigao, visto que pogop = pq. Portanto, pogo ¢ af e assim

af # Q;

ii) Sejam r € af e s <r (s € Q). Precisamos mostrar que s € af3. De fato, se s < 0, temos que
s € Q*, logo s € af. Suponhamos que s > 0 e, portanto, > 0. Pelo fato de r € a3, entao
existem p € o e ¢ € [, tais que r = pqg com p > 0, ¢ > 0. Como r > 0, segue que p > 0 e

s
p

O que é um absurdo, ja que s < r por hipdtese. Logo, devemos ter ¢ < q. Mas, como ¢ € [,

q>0. Tomemos t =2 (s >0ep>0=1t2>0). Se q <t, terfamos pg < pt, ou seja, s > 7.
entao t € B (8 é corte). Desse modo, como s = pt, com p € o, t € $ com p > 0 et > 0, entdo

s € ap.

iii) Mostremos agora que a8 nao possui elemento méximo, isto é, dado r € af, Is € af tal que

r <s.

De fato, se r < 0 basta tomar s = 5§ <0 (s € aff) em ordem a obter s > r.

Suponhamos agora r > 0. Neste caso, 7 = pg, como p € o, ¢ € B, p > 0 e q > 0. Sabemos
que existem t € e u € 5 tais que p < t e ¢ < u (jd que « e  nao possuem méaximos). Logo,
r = pq < tu. Tomando s = tu , temos s € af (pois s =tu com t € a,u € 5,t >0eu>0)e

s > r. Portanto, aff nao tem maximo.

Deste modo, a8 é um corte.
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Por fim, vamos provar que a8 > 0*. Com efeito, se o, 3 > 0%, entao dIp € o e ¢ € (B tais que
p,q & 0*. Assim, p,q > 0. Logo, pg > 0. Deste modo, podemos concluir que pg € aff. Dali, pg € a8
e pq ¢ 0*. Isto nos diz que af > 0*. Se a = 0* ou f = 0%, entdao af = Q* = 0*. Por fim,
af > 0%, O

Para definir a multiplicacao de cortes com, pleo menos, um dos fatores sendo negativo, traba-
lharemos com a noc¢ao de médulo em R. Mais precisamente, temos a seguinte definicao.

Definicao 4.10. Dado a € R definimos o médulo (ou o valor absoluto) de «, representado por |a/],

do seguinte modo:
a, se a > 0%
laf = *
—a, se a < 0.

Vejamos algumas propriedades basicas envolvendo o médulo de elementos de R.

Proposicao 4.13. Seja o € R. Entdo, as sequintes afirmacdes sao validas:

1) laf = 0%;

2) |a| =0* & a = 0%

3) [ —al=lal

Demonstragdo. i) Se o > 0%, entao |a| = a > 0*. Se o < 0%, entao, pela Proposigao temos
que —a > 0*. Logo, |a| = —a > 0%

ii) (=) Suponha que |a| = 0*. Assim, se o > 0%, temos que o = || = 0*. Isto é uma contradicao.
Agora, se a < 0%, temos que —a = |a| = 0*. Logo, @ = 0*. Novamente uma contradigao.

Logo, pela tricotomia em R, o = 0*.

(<) Seja o = 0%, entao, por definigdo de médulo, |o| = o = 0%;
iii) Sabemos, através da Proposigao que se a > 0%, entao —a < 0*. Logo,
laf =a=—(-a)=[-al
Por outro lado, se a < 0%, entao —a > 0*. Assim,

ol = —a = —al.

Isto completa a prova da proposicao em questao. O
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Estamos prontos para definir as multiplicagoes que restam entre dois cortes.

Definigcao 4.11. Se «, 8 € R, definimos:

8= —|a||B], se a < 0%, 8 >0 oua>0*"p5<0%
T lallgl sea<o0n <o

A proposicao abaixo, mostra como devemos proceder com as usuais regras de sinal envolvendo
a multiplicacao em R.

Proposigao 4.14. Sejam «, 8 € R. Entdo,
(—a)B =a(=B) =—aB, e(—a)(—B) = ap.
Demonstragcdo. Vamos separar a prova em quatro casos.
e Casol: > 0*e g > 0"

Neste caso, temos que —a < 0* e — < 0*. Dalf,

(—a)B = —[—al|f] = —|a||f] = —ap, (4.1)

a(=p) = —lof| - Bl = —|al[f| = —ap (4.2)

e também

(—a)(=8) == | —al| = B = |a]|B] = aB. (4.3)
e Caso 2: a<0*e g <0%

Aqui —a > 0* e —3 > 0*. Por (4.3)), obtemos

(~a)f == —| — allg] = ~[(-a)(~B)) = ~{[~ (@)~ (B} = b,
o(=B) = ~lal| = 8] = ~[(~a)(~B)] = ~{[~(~a)][~(~B)]} = ~0p

e também
e Caso 3: a>0%*e 8 <0
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Neste caso, —a < 0* e —( > 0*. Com isso, por (4.2) e , encontramos

(—a)f = | = al|| = |af|B] = a(=p)
= —{=la(=8)l} = ~{a[-(=P)]}
= —ap,

e também

)(=B) == —[—al| = B| = —|a]| - 8]
= —[a(-p)] = —[-ap]
= af.

n
Q

e Caso 4: @ < 0% e > 0*:
Aqui —a > 0% e —f < 0*. Logo, por (1)), encontramos
(—a)B=—{=[(-a)B} = —{[-(-)]B} = —ap,
a(=B) = la|| = B] = |al|B| = (~)B = —af
e também

(—a)(=B) :== [ —al| = B] = =[] — al|B]]
= —[(-a)B] = —[-af]
= af.
O

O teorema abaixo, demonstra que nao importa a ordem que realizamos a multiplicagao entre

dois elementos de R .

Teorema 4.9 (Comutatividade). Sejam «, 8 € R. Entdo, aff = fa.

Demonstragao. Vamos dividir a prova deste resultado em quatro casos.
Caso 1: Assuma «, 3 > 0*:

Seja r € aff. Se r < 0, entdo r € Sa (ver definigao de multiplicagdo). Suponhamos r > 0.

Entao, r =pg,p€a,qe B, p>0eq>0. Portanto, r=pg=qp,q€ B, pEa,g>0ep>0,isto
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é, r € Ba. Logo af C fa. Analogamente r € fa = r € af, ou seja, fa C af. Isto nos garante

que af = Pa.
Caso 2: Considere que a < 0* e g > 0*:

Logo,
aff = —|al[f| = —|Blla] = Ba.

Caso 3: Suponha que a < 0* e 8 < 0*:
E f4cil ver que

af = |o||f] = |Blla| = Bo.
Caso 4: Assuma a > 0* e § < 0*:

Dessa forma,

aff = —la||p] = —[flla] = Ba.

A seguir, provaremos que a associatividade, com relacdo a multiplicacao, é valida em R.

Teorema 4.10 (Associatividade). Sejam «, 8,7 € R. Entao, (af)y = a(87).

Demonstragao. Dividiremos, novamente, a prova deste teorema em oito casos:
. *,
Caso 1: Assuma «, 3,y > 0*:

Esta propriedade tem demonstracao andloga a anterior, se dando imediatamente pela associa-

tividade dos racionais, ou seja,

re(af)y = 2€Qour=pgpcaB,qcy,p>0,¢d>0
= z€Q ouz=(rs)g,r €a,s€pB,q€y,rsq>0
= z€Q” ouz=r(sq),r €a,s€pB,q€y,rsq>0
= xz€Q" ouzxz=rt,rea,tefy,rt>0
=

T € af).
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Reciprocamente,

y € a(B) yeQlouy=pgp€aq€fBy,pqg>0
y€Q ouy=p(rs),p€a,ref,seyprs>0
yeQ ouy=(pr)s,p€a,r €p,s€~y,p,r,s>0
yeQ ouy=ts,teaf,secy,t,s>0

y € (af)y.

N

Logo, a(B7) = (aB)y-
Caso 2: Considere a < 0*,5 < 0* e v > 0*:

Dessa forma, chegamos a

(@B)y = (lallB))y = lal(|8l7) = (=) [(=B)] = (=a)[=(87)] = a(B7).

Caso3:a>0"<0"evy>0"

E f4cil checar que

(@B)y = [=|elBlly = —(lal|B])v
= —lal(|8]y) = —a[(-8)7]
= —a[-B7] = —[-a(B7)]
= a(fy).

Caso 4: Assuma o > 0%, 8 < 0% e v < 0*:

Através do Caso 1, encontramos

(aB)y = [=lal|Blly = (llIB)(—)
= [a|[|B](=7)] = [(=B8)(=7)]
= a(B7).

Caso 5: Considere a < 0*,8 < 0% ey < 0*:
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Veja que

(@B)y = (lel|B))y = (| 1B [=(=7)]
= —(al[B)) (=) = =|e|[|B](=)]
= —(=)[(=B) (=] = [ (=)[(=B)(—7)]
= a(fy).

Caso 6: Suponha «, 3 > 0% e v < 0*:

Neste caso, temos que

(aB)y == (af)[~(—7)] = —(aB) (=)
= —a[B(—7)] = (=a)(=B7)
= a(By).

Caso 7: Assuma a < 0%, 8 > 0% e v < 0*:

Note que

(@B)y = —(lelB])y = = (|e[B) [~ ()]
= [le|BI1(=7) = lallIBI(=)]
= —a[B(—7)] = —a[-57]
= a(B7).

Caso 8: Considere que o < 0%, > 0* e v > 0*:

Assim sendo, chegamos a

(aB)y = =(lellBl)y = —lal(|8])
= —(=a)(B7) = [=(=a)](67)
= a(B)-

O resultado abaixo nos apresenta qual é o elemento neutro da multiplicagao em R.

Teorema 4.11 (Elemento Neutro). Seja o« € R. Entdo, o - 1* = a. Além disso, 1* € o unico

elemento de R que satisfaz esta igualdade.
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Demonstragao. Dividiremos a prova deste teorema em dois casos:
Caso 1: Assuma que « > 0*:

Seja r € a - 1*. Suponha primeiramente que r < 0. Se a = 0*, entao r € 0* = a. Portanto,
r € a. Sea> 0% entdo Jp € a tal que p ¢ 0*. Dessa forma, r < 0 < p. Logo, r € a (poisp € a e

a é um corte).

Suponhamos agora que r > 0. Assim, r = pgcom p € o, g € 1*, p>0e q > 0. Como q € 1%,

temos que, ¢ < 1. Dai, r = pg < p. Como p € a, r < p e a é corte, entao r € a. Logo, a-1* C a.

Por outro lado, considere que 7 € a. Se r < 0 entao r € « - 1%, por definicdo de multiplicacao.

Suponhamos agora que 7 > 0. Tomemos p € « tal que 0 < r < p (pois & ndo tem maximo). Se

T

9=5

Assim sendo, r € a - 1*. Portanto, o C - 1*. Logo, a = « - 1%.

entao 0 < ¢ < 1 e portanto ¢ € 1*. Por outro lado, r = pq, p € a, g € 1*, p > 0, ¢ > 0.

Caso 2: Considere que a < 0*:

Com isso, podemos concluir que —a > 0* (ver Proposicao [4.11)). Dessa forma, concluimos, pelo

caso anterior, que

Q

I

[

|
£

Il

[

|
£
[
X

I

[—(—a)] - 1" =a- 1"
Portanto, 1* é o elemento neutro da multiplicacao.

Agora, suponhamos que existe 8 € R tal que

af = a,Va € R.
Assim,
1"=1*-=3-1"=4.
Isto mostra que 1* é o tinico elemento neutro de R. ]

Permita-nos, agora, provarmos a distributividade em R.

Teorema 4.12 (Distributividade). Sejam «a, 8,7 € R. Entao, a(8+7v) = af + .

Demonstragcdo. Dividiremos esta prova em seis casos:

Caso 1: Assuma que «, 3,y > 0*.
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Sabemos que 5 > 0" e v > 0%, implicam que
B+y=0"+y=7y2=0"

Logo, S+« > 0*. Dessa forma,

af+v)=Q U{reQ/r=pg,com0<pecaeld<qgef+~}

Como0<gepf+~vy,entato0<g=y+z2 comye fezecr. Logo,ser e a(f+7), entdo r € Q%
our =ply+z2),onde0 <pceaeld<y+zcomyée Pfezer Comisso, r=py+ pz, com
0<pea,yepf,zevel<y+ 2z Poroutro lado, temos que

a,é’:@*_U{r/GQ/T,:p/y’,comogp/Eangy,EB},
ay=Q* U{r' eQ/r" =p"2",com0<p cae0<z en}
e também
af+ay={s+tecQ/scafetcar}

Assim, os elementos de a8 + oy sdo de uma das formas seguintes:

a) a+b, coma,be Q*;
b) a+p 2, comacQ*,0<p ceae0<2 en;
¢) Py +b,combeQ ,0<p €aeld<y €p;

d) p’y/+p”z”,com0§p/ea,OSyleﬂ,OSpHEQeng”67.

Vamos primeiramente provar que os elementos de «(f + 7) s@o escritos por uma das expressoes
acima. De fato, se o elemento de a(f + ) é racional negativo, entao este é dado por a); portanto,
este também estd em a8 + ay. Agora considere um elemento de «(f + ) da forma py + pz, com
0<pea,yep,ze€vyeld<y+z Sey,z >0, entdo py + pz estd representado em d) e;
consequentemente, pertence a af + ay. Se y < 0 e z > 0, entdo py + pz é da forma dada em b) (se
p > 0)oud) (se p=0); em ambos os casos, py + pz € af + ay. Sey >0 e z < 0, entdo py + pz
é da forma estabelecida em c¢) (se p > 0) ou d) (se p = 0); em qualquer caso py + pz € aff + av.
Concluimos que a(f8 +7) C af + a.
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Reciprocamente, tomemos agora um elemento de af + ay da forma a). E ébvio que este
pertence a (8 + 7y), por definicdo de multiplicagdo. Se o elemento de aff + ay é da forma b), isto
é, a +p”z“, com 0 < p“ cae0<z € ~v. Note que, se p” = 0, entao a —|—p“z” = a < 0. Logo,
a+p 7z €a(f+7). Assuma que p” > 0. Sea+p 2" <0, entdo a+p 2" € a(f + ). Considere,
entao que a +p"z” > 0. Logo,

Dal, z% +2" > 0. Sejay = z%' Entdo, y < 0 (y € 0* C B); logo, y € B. Além disso, y + 2z > 0.

Portanto,

m"on 1" non n"on

a ” " "
a+tpz =p(Z)+pz =py+pz,0<p €a,yeB,0<z €v,y+2">0.
P

Isto nos diz que a +p"2" € a(B + 7). Se o elemento de aff + a7y é da forma c), faz-se de maneira
andloga ao item b. Se o elemento de a8 + ay é da forma d), ou seja, py +p'2" com0<p €a,

0<y €B,0<p €ae0<z €~. Suponhamosp > p, entio

m"on "o

py+pz =py-pyt+pytpz =@-p)ytpy+pz <0+tpy+pz =py+p 2z €a(f+y).
Dai, py +p 2 € a(f 4 ) (corte). Suporemos agora, que p’ <p, temos

n"on mnon

py +pz =py +pz —pz +pz =py +pz +z(-p +p)<py +pz €a(B+).
Como «(f8 + ) é um corte, entao py +p'2 € a(B + 7). Portanto, af + ay C a8 + 7). Logo,
a(f+7)=af+ay.

Caso 2: Assuma a < 0% e 3,7 > 0*:

Aqui, temos que

a(f+7)=—(-a)(B+7) =-[(-)B + (-«

I
o
|
L
=
|
|
£
=2
I
|
|
Q
=
+
T ~—

o
Q

=
[w—

=af + ay.

Caso 3: Considere que a, 8 < 0% e v > 0*:

Note que, se 8+ v < 0%, entao

a(f+7) + (—a)yy = (—a)(=B =) + (—a)y = (—a)[-B =7 +1]



Assim, somando o simétrico de (—a)y em ambos os lados da igualdade resultante, encontramos

a(f+7v)=af+[-(—a)y] =aB +ay.

Agora, se 8+ v > 0%, entao

af+(-a)(B+7) = (=a)(=B)+ (-)[B+1]

Dessa forma, aff + [—(—a)y] = —(—a)(8 + ), 0 que nos diz que a5 + ay = a8 + 7).
Caso 4: Assuma «, 3,y < 0* :

Veja que
B+y <0 +y=7y<0%

Logo, pela Proposicao [4.11] chegamos a

a(f+7) = (—a)[-(B+7)] = () (=8 —7)
= (—a)[(=B) + (=7)] = (=) (=B) + (=) (=)
= OZB + ary,

desde que —a, —f3, —y > 0*.
Caso 5: Suponha que a < 0* e 8,7 > 0" :

Note que, 8 + v > 0*. Consequentemente,

a(f+7v) = —la||+] = —[(=a)(B +7)]
= —[(—a)B+ (—a)7] = —[-af — a7
=af + ay.

Caso 6: Assuma o > 0" e 3,7 < 0*:

Sabemos que

B+y<0"+y=v<0%
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Assim,

a(f+7) =—|o[B+ 7] = —a[- (B +7)]
=—a(=B—7) = —[a(=h) + a(-)]
= —(~aB) - (~ay) =af +ay.

O]

A seguir, provaremos que quando multiplicamos qualquer elemento de R por 0* encontramos

novamente o elemento neutro da adigao 0*.

Teorema 4.13. Seja o € R. Entao, o - 0* = 0*.

Demonstracao. Note que, pela distributividade, que
a-0"=a-(0"4+0")=a-0"+a-0".
Dai, somando —« - 0%, em ambos os lados da igualdade, obtemos

0*=a-0"+(—a-0") =(a-0*+a- 0"+ (—a-0%)
=a-0"+[a- 0"+ (—a-0")]=a-0"+0"=a-0".

Portanto, a - 0* = 0*. ]
Agora, vejamos como provar a compatibilidade entre a relacdo de ordem < e a operacao de

multiplicacao em R.

Teorema 4.14. Sejam «, 3,7 € R. Entao, vale os sequintes itens:

i) a<B,7>0"=ay<pBy;

i) a <B,7<0" = ay > By.

Demonstragdao. i) Como « < 3, entao, pelo Teorema temos que
0"=a+(—a) <+ (—a).

Logo, B+ (—a) > 0*. Além disso, como vy > 0%, entao [+ (—a)]y > 0%, pela Proposicao [4.12]
Dai, por distributividade, concluimos que v + (—a)y > 0* e, novamente, pelo Teorema
podemos escrever 3y > avy, isto é, ay < (7;
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ii) Como a < f3, logo, pelo Teorema obtemos
0"=a+(—a) <+ (—a).

Com isso, inferimos 8 + (—a) > 0*. Como —v > 0* (ver Proposigao {4.11)), encontramos
B+ (—a)](—v) > 0*, pela Proposi¢ao Dai, por distributividade, chegamos a 3(—) +
(—a)(—7) > 0* e, novamente, pelo Teorema encontramos 3y < ay, ou seja, ay > (7.

O]

Em ordem a definir o inverso multiplicativo para cada elemento ndo nulo de R, mostremos o

seguinte resultado.

Teorema 4.15. Seja a € R, com a > 0*. O conjunto 3 = Q_U{p € Q/p~! & a} € um corte.
Além disso, g > 0*.

Demonstragao. i) Note que 0 € 8, portanto 8 # (). Como « > 0%, entdo J¢ € « tal que ¢ ¢ 0*.
Assim, ¢ € a e ¢ > 0. Como « é um corte, entdo dp € « tal que 0 < ¢ < p. Dessa forma,
encontramos p € a que satisfaz p > 0. Vamos provar agora que p~! ¢ 3. De fato, se p~! € 3,
entdo terfamos que p = (p~1)~! ¢ «, o que é contradicio (p € ). Logo, p~! ¢ 3, ou seja,

temos pelo menos, um elemento em Q, tal que, este elemento nao estd em 3, isto é, B # Q.

ii) Sejap € feq € Q com ¢ < p. Devemos mostrar que ¢ € . Se ¢ < 0, entdo g € 3, pela
definicao de 3. Suponhamos entao ¢ > 0. Assim, temos 0 < ¢ < p . Dai, como p,q € Q} e
q < p, pelas propriedades dos racionais, p~! < ¢71. Comop~! ¢ a (p € B e p > 0), segue que

¢ ' ¢ a (a éum corte). Assim, q € f3.

iii) Seja p € . Mostraremos que existe ¢ € § tal que p < ¢. Suponha que p < 0. Afirmamos
que Jgo ¢ « tal que gy > 0. De fato, sabemos que Ipy € Q tal que py ¢ o (o # Q). Assim,
se po > 0, basta tomar gy = pg nada ha a fazer. Considere que pg < 0. Como vimos acima
Jp' € a tal que 0 < p/. Como a é um corte, pg € a, o que é um absurdo. Assim, qal efe
p<0<gq'

Vamos supor agora que p > 0. Como p € B e p > 0, entdo p~! ¢ a. Sem perda de

-1
generalidade, suponhamos ¢y < p~!. Tomemos s = %. Assim temos que ¢y < s < p~ L.

1

Tomando ¢ = s~!, chegamos a ¢ > p > 0. Portanto, ¢ > 0. Além disso, ¢~ = s ¢ a (pois

s>qoeqo¢ a). Logo, g € 8. Portanto, 8 nao possui elemento méximo.

Isto prova que 8 é um corte. Por fim, observe que 0* = Q* C 5,0 € e 0 ¢ 0*. Assim,
8> 0", d
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Defini¢ao 4.12. Seja o um corte tal que a # 0*. Se a > 0%, entao o corte § do Teorema
é denotado por a~! e chamado de inverso de a. Se a < 0%, entdo definimos o inverso de a como

1

sendo ot = —|a| 7L

Vamos provar que o~ 1 € R é, de fato, o inverso multiplicativo de @ € R, se a £ 0*.

Teorema 4.16. Seja o € R, com o # 0*. Entdo, aa™! = 1*. Além disso, o inverso de o é tinico.

Demonstragdao. Consideremos dois casos, a > 0" e a < 0* (tricotomia).

e Caso o > 0*:

Vamos, primeiramente, provar que aa~! C 1*. Assim sendo, seja r € aa™ .

1

Se r < 0, entao

, entdo existem s € a, p € a~! tais que r = sp, com
1

r € 1*. Suponhamos r > 0. Como r € aa™
s>0ep>0(r>0). Comopealep>0 3¢g€al, tal que p<q (a!écorte). Logo,
gléa(g>0)eqgt<p!l Comoscaeq!é¢a,temos s < q ! Dai, temos sq < 1. Assim,

r=sp<sq<1,ouseja, r € 1*. Dessa forma, aa™' C 1*.

Reciprocamente, seja r € 1*. Se r < 0, entdo r € aa™', pela definicio de multiplicacdo. Se
r=20,temos 7 = p-0,onde p € o, 0 € a~! e p > 0 (confira a existéncia deste p na prova do
Teorema . Logo, 7 € aa~!. Suponhamos 0 < 7 < 1. Seja s € & com s > 0 (s existe ver prova
do Teorema. Seja n o menor natural (Principio da Boa Ordem) que satisfaz s(r—1)" ¢ « (este
n existe, pois 71 > 1 e se s(r~1)" € a, Vn € N, terfamos a = Q. De fato, seja z € Q, seja ng € N
tal que no(r~' —1) > (zs~! — 1) (Q é Arquimediano). Dai, utilizando a desigualdade de Bernoulli,

obterfamos
s(rmHM =514+ (=1 > sl +ng(r ™t —1)] >s(1+as ' —1) =uz.

Logo, chegarfamos que = € « (a é corte), o que é uma contradigao). Tomemos p; = s(r~ )" ! € o
et=s(r"1)" ¢ a. Seja ps € a tal que p; < p2 (@ nao tem maximo). Tomemos q; = t*1p2_1p1, ou

seja, qfl = tpgpfl. Assim, devemos ter,
p1<p2=pip;' <popyl =1 <papyl =t <tpopy =t <gqp

Como t ¢ a, entao gy ldae q ! néo é cota superior minima de o (pois ¢ é uma cota superior
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minima de o menor que q; ! salientando que este elemento é qualquer ). Temos ainda,

poqr =t 'py
pagi = [S(’I“_l)n]_ls(’l“_l)n_l
paqp = s (r~H) s(rm )"

poqi = (r 1)t =m

a1 =t"py';m

A

1

Como py € a e q1 € a~! (pois qfl ¢ ), entdo r € aa~!. Deste modo, 1* C aa~!. Por fim,

concluimos que aa™ ! = 1*.

e Caso a < 0*:

1

Por definicdo, temos que a~! = —|a|~!. Como |a|~! > 0%, entdo —|a|™! < 0* (ver Proposicio

4.11)), ou seja, a~! < 0*. Dai, pela definicdo de produto,

aa™ = |alle”! = |a| = |a| 7Y = [allla]7!| = [ofja| 7t = 1.

Resta provarmos a unicidade. Suponhamos a existéncia de v € R tal que ay = 1*. Dessa forma,
v=7-1"=7(aa™") = (ya)a " = (ay)a” = 1" (@) =a”".

Isto nos diz que v = o~ 1. O

Com a definicao de inverso multiplicativo em R, podemos estabelecer as reciprocas das afirmacoes

dadas no Teorema (.14

Teorema 4.17. Sejam «, 3,7 € R. Entao, vale os sequintes itens:

i) Sey > 0%, entao ay < fy=a < f;

ii) Se v < 0%, entao ay > By = a < (.

Demonstragdo. i) Vimos no Teoremald.15, que v~ > 0*. Portanto, pelo Teorema chegamos a
(ay)y~t < (By)y~!. Por usar a associatividade, encontramos a(yy~!) < B(yy~!). Aplicando

o Teorema [4.16] concluimos que a < j;

ii) Usando a prova do Teorema inferimos que y~! < 0*. Portanto, pelo Teorema obtemos
(ay)y~! < (By)y~ L. Por associatividade, resulta a(yy~!) < B(yy~!). Aplicando o Teorema
chegamos a o < §3.
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Isto conclui a prova do teorema em questao. ]

Abaixo, esclarecemos por que R nao possui divisor de zero.

Proposigao 4.15. Sejam «, 5 € R. Entao, aff = 0* se, e somente se, a = 0* ou § = 0*.

Demonstragdo. (=) Considere que a3 = 0* e suponhamos que 3 # 0*. Dai, 337! € R tal que
BB~ = 1*. Assim,
a=a-1"=a(BB ) =(aB)B =071 =0

(<) Se a = 0* ou 8 = 0%, entdo ja foi provado que a8 = 0*. O

O resultado abaixo mostra que é o corte racional de um produto de nimeros racionais.

Proposicao 4.16. Sejam p,q € Q. Entao, p*q* = (pq)*.

Demonstracao. Caso p,q > 0:

Vamos provar, primeiramente, que p*¢* C (pq)*. Assim, seja r € p*¢*. Entao r < 0 ou r = st,
comp>s>0eqg>t>0(p*>0"eq" >0%); de modo que, r < 0 our = st < pq. Logo, r € (pq)*.
Reciprocamente, seja r € (pq)*, entdo podemos afirmar que ou r < 0 ou 0 < r < pg. Se r < 0,
claramente r € p*q*, pela definicdo de multiplicacao. Se 0 < r < pq, entao existem pi1,q; € Q tais
que 0 <p1 <p,0<q <qger < pq < pq (basta escolher gi,p; > 0 tais que le <q <qe
o <p< p). Salientemos que p; € p* e ¢1 € ¢*. Assim, p1q; € p*q*. Logo, r € p*¢* (p*¢* é um

corte).
Casop>0eq<O:
Neste caso, temos que
pq" =—=Ip'lld"| = —p*(=¢") = —p"(=@)" = =[p(=q)]" = —[=pq]" = (pa)".
Casop<0eq>0:
Aqui, é possivel escrever

*

p*q" = —p*ll¢*] = —(=p")¢" = —(=p)"¢" = —[(-=p)d]" = —[-pd]" = (pq)".

Casop<0eqg<O:
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Analogamente, chegamos a

p'a" = p*llg"[ = (=p)(=¢") = (=p)"(=0)" = [(=p)(=a)]" = (pa)".
Caso p=0ouq=0:
Neste caso, (pg)* = 0" = p*q*. O

Para exemplificar a definigao de inverso multiplicativo provaremos o seguinte corolario, o qual

busca pelo inverso de um corte racional.

Corolario 4.18. Sejam p € Q*. Entdo, (p*)~! = (p~1)*.

Demonstragao. Por aplicar a Proposicao [4.16] chegamos a
-1 -1
P ) =p ) =1"
Pela unicidade do elemento inverso, concluimos que (p*)~! = (p~1)*. O
O nosso interesse agora é provar que existe um corte racional entre dois cortes quaisquer dados.
Primeiramente, trabalharemos com a seguinte Proposicao.

Proposicao 4.17. Seja o € R. Entdo, r € a & r* < a.

Demonstragao. (=) Suponha que r € a. Como r ¢ r*, entdo r* < a.

(<) Reciprocamente, se 7 < « temos que existe s € a\r* (s € a e s ¢ r*). Entdo, s > re

s € a. Logo, r € a (o é um corte). O
Teorema 4.19. Sejam «, 8 € R tais que o < 5. Entdo, existe um corte racional r* € R tal que
a<rt<p.
Demonstragao. Dividiremos esta prova em dois casos.

Caso 1 : Considere que a é um corte racional, digamos a = s*.

Como « < 3, existe r € B\« (r racional). Assim, r € fer ¢ a = s*. Logo, r > s. Afirmamos

que 7 > s; caso contrario, f\a = {s}, isto é, 8 = aU {s} contrariando a condigao iii) da defini¢ao
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de corte (s seria um méaximo de ). De r € § e r ¢ r*(definidao de corte racional), obtemos r* < 3.

Por outro lado, como s < r, entdo a = s* < r*. Portanto, a < r* < .
Caso 2 : o nao é um corte racional.

Como a < f3, existe r € B\« (r racional). De r € S\«, temos que r € fer ¢ a. Comor € e
r & r*, obtemos r* < 3. Mas, r é cota superior de « (pois r ¢ «) e a nao é corte racional, entao r
nao ¢ cota superior minima de . Logo, 3s cota superior de o (s ¢ «) tal que s < r, ou seja, existe

s € r*\a. Deste modo, a < r*. Por fim, o < r* < f. O

Temos, entao, R munido de duas operacoes e de uma relacao de ordem obedecendo as mesmas
leis aritméticas dos racionais. Assim, resgatando a linguagem algébrica da Se¢ao [3.6] R ¢, como Q,

um corpo ordenado.

Para finalizar esta subsecao, gostariamos de ressaltar que, a partir do que foi provado acima, é

possivel definir a operagao de divisao em R.

Definigao 4.13. Sejam «, 5 € R, com S # 0*. Definimos a divisao de a por 8 em R, e denotamos
%, por
= afL.

™| 2

Note que esta operacao associa dois elementos de R a um outro elemento de R.

*

Proposicao 4.18. Sejam p,q € Q. Entado, (2) =—.
q

Demonstracao. Esta proposicao segue diretamente de alguns resultados, ja provados, para cortes

racionais. De fato,

ZL*: * *71: * 71*: .71*28*
- =p"(q") prlg ) =pmaqa) (q)

4.1.4 Caracterizacao Usual dos Nimeros Reais

Iniciaremos esta subsecao mostrando uma maneira de identificar um nimero racional ¢ com o

respectivo corte racional ¢* em R. Deste modo, teremos uma copia de Q em R.

Proposigao 4.19. A aplicacio fg : Q — R, dada por fo(r) = r*, para todo r € Q, satisfaz as

sequintes afirmagoes:
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i) fo € injetora;

ii) fo(r)+ fa(s) = fo(r +s);
i) fo(r)fo(s) = fo(rs);
iv) fo(r) < fo(s) & r <s.

Demonstragdo. A Proposicao nos garante que fgp € injetora e satisfaz iv). Os itens ii) e iii)
foram provados nas Proposigoes [4.8] e respectivamente. O

Mais uma vez, obtivemos uma cépia algébrica de um conjunto em outro, desta vez, fo(Q) é a
cépia de Q em R, sendo fo(Q) precisamente o conjunto dos cortes racionais. Vimos também que

hé em R cortes nao racionais. Assim, R\ fo(Q) # 0.

Definigao 4.14. O conjunto R dos cortes serd, a partir de agora, denominado de conjunto dos
numeros reais. Os cortes racionais serao identificados, via injecao fg, com os nimeros racionais.

Todo corte que nao for racional serd denominado niimero irracional.
A identificacao de fp(Q) com Q nos permite escrever Q C R. O conjunto R\Q representa o
conjunto dos nimeros irracionais.

Os resultados seguintes mostram que, apesar da semelhanga entre as propriedades aritméticas

e de ordem entre Q e R, hd uma importante propriedade de R que Q ndo possui, a da completude.

Teorema 4.20 (Dedekind). Sejam A, B C R tais que:

i) R=AU B;

ii) AnB=10;

iii) A#0 e B#0;

iv) ac A, peB=a<pf.

Nessas condigoes, existe um unico v € R tal que o < v < 3, para todo o € A e para todo € B.

Demonstragao. Ezisténcia: Seja v = {r € Q/r € a, para algum o € A}. Mostremos que v é um

corte.
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i) v # 0 resulta imediatamente de A # ) e de que qualquer elemento de A é um corte. Para
mostrar que v # Q, tomemos 3 € B (B # ). Seja s ¢  um racional (8 é um corte). Como
aC f,Vae A (a<p),entdo s ¢ «, Va € A. De onde obtemos s ¢ 7. Dai, v # Q.

ii) Sejam r € y e s < r. Logo, r € a para algum a € A e, como s < r, entdo s € a de onde segue

que s € 7.

iii) Se r € ~, entdo r € a para algum o € A. Como « é um corte, existe s € a tal que s > r. Logo,

5 €.

Assim, v € R e temos que o < 7y, Ya € A, pois pela definicao de -, sabemos que a C v, Vo € A.
Mostremos agora que v < 5, V5 € B. Suponhamos que exista § € B com 3 < «. Neste caso, existe
um racional r» € v\3. Por pertencer a «, r é um elemento de algum a € A e, ndo sendo elemento

de 3, obtemos 8 < . Isto contradiz iv). Por fim, a <y < ,Va € Ae 5 € B.

Unicidade: suponhamos que existam dois nimeros reais distintos y; e v satisfazendo o enunci-
ado acima. Sem perda de generalidade assuma que vy, < 2. Consideremos 3 tal que 71 < 3 < 72,
o que é possivel pelo Teorema m De v3 < 72 resulta v3 € A, pois 8 > v2 (> 73), para todo
B8 € BeR = AU B. Analogamente, de y; < 73, resulta v3 € B. Dessa forma, vy3 € AN B. Mas,
AN B = (. Contradi¢ao! O

Corolério 4.21. Nas condi¢oes do Teorema 20, ou existe max A, ou min B.

Demonstragdo. Seja v € R encontrado no Teorema [£.20] Entéao, v estd ou em A ou em B, pelas
hipéteses i) e ii) deste mesmo resultado. Portanto, se v € A, entdo 7 = max A e, se v € B, tem-se

~ = min B. O

De maneira informal temos que R nao ha lacunas, ou é ”"completo”. O mesmo nao podemos

dizer sobre Q. Conforme veremos na proposiao abaixo.

Proposicao 4.20. Considere os seguintes subconjuntos de Q:
A=Q  U{rcQy/2? <2} e B={z € Q, /2> > 2}.

A e B satisfazem as hipoteses do teorema anterior, com Q no lugar de R, mas ndo existe r € Q

satisfazendo a <r <b,Va € A eVb € B.
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Demonstragcao. Suponha, por absurdo, que existe 7 € Q: a < r < b, Va € A e Vb € B. Entéao,
r ¢ A [r é uma cota superior do corte A (A é um corte de acordo com o teorema 4.1)]. Dai, r € B,

jaque Q= AUB. Logo, r>0er?>2 Sejal<e< ’”2272. Assim,

T

(r—e)?=r?—2re+e*>r?—2r¢

2
-2
>r2—2rL):r2—r2+2
2r
= 2.
Dessa forma, r — e € B, o que é um absurdo (r —e < 7). O

Notemos, informalmente, que em R nao hé lacunas, mas, em Q ha. Por esta razao, dizemos

que R é completo.

Para finalizar esta subsecao, permita-nos listar a usual notacao para intervalos de nimeros reais,

que sao os subconjuntos de R dos seguintes tipos, onde a e b sao reais com a < b:

1. (a,b) = {x € R/a < x < b};
2. [a,b) = {z € R/a < z < b};
3. (a,b = {z € R/a < x < b};
4. la,b) = {x € R/a < x < b};
5. (a,+00) = {r € R/z > a};
6. [a,+00) = {z € R/z > a};
7. (—00,a) = {z € R/z < a};
8. (—00,a] ={z € R/x < a};

9. (—o0,4+00) =R.

4.1.5 Completude de R

Nesta subsecao, definiremos o significado de infimo e supremo de conjuntos limitados em R.

Definigao 4.15. Seja A C R. Estabelecemos as seguintes definigoes:
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i) Dizemos que A é limitado superiormente se existe k € R tal que k > z, Vo € A. Um tal k diz-se

cota superior de A;

ii) Dizemos que A é limitado inferiormente se existe y € R tal que y < z, Vo € A. Um tal y diz-se

cota inferior de A;
iii) A diz-se limitado se for limitado superior e inferiormente;

iv) Suponhamos que A seja limitado superiormente e que s é uma cota superior minima de A (no
sentido de que qualquer cota superior de A seja maior ou igual a s). Neste caso, s diz-se

supremo de A e é denotado por sup A.

v) De modo andlogo, define-se infimo de A (para conjuntos A limitados inferiormente), denotado

por inf A, como sendo uma cota inferior maxima para o conjunto A.

A seguir apresentaremos exemplos sobre as defini¢coes dadas acima.

Proposicao 4.21. As sequintes afirmagoes sdo vdlida:

i) Seja A={L1/n e N*}. Assim, A € limitado, supA =1 e inf A = 0;

ii) B={z € R/z > 0}. Entao, B ¢ limitado inferiormente e inf B = 0.
Demonstragao. De fato,

i) Sabemos que 0 < %, Vn € N*, ou seja, 0 é cota inferior de A. Seja y > 0, vamos provar que y
nao é cota inferior de A. Usando o fato de Q ser Arquimediano, temos que dn € N* tal que
% < n, isto é, y > % e % € A. Portanto, inf A = 0.

Por outro lado, sabemos também que n > 1,¥n € N*. Logo, + < 1,Vn € N*. Assim,

n

sup A =1 (pois 1 € A);

ii) Note que qualquer r € R, tal que r < 0 é uma cota inferior de B. Precisamos mostrar que 0 é
a maior cota inferior de B. De fato, se » > 0, entao r nao pode ser cota inferior de B, pois

% €Be % < r. Portanto, inf B = 0.

O]

O resultado a seguir garante a unicidade do supremo, caso exista, para conjuntos limitados

superiormente em R.
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Proposicao 4.22. Um subconjunto nao vazio de R admite, no maximo, um supremo.

Demonstragdo. Seja A C R nao vazio. Suponhamos que existam a; = sup 4 e ag = sup A. Dali,
a1,as < x, para todo x cota superior de A. Assim, usando o fato de aq e as serem cotas superiores
de A, obtemos

algageazgal.

Portanto, a; = ag (tricotomia). Isto nos diz que se o supremo de um conjunto nao vazio existe,

entao este é unico. O

Agora, vamos provar a existéncia do supremo para qualquer subconjunto de R nédo vazio e

limitado superiormente (esta propriedade nao é vélida em N, Z e Q).

Teorema 4.22. Seja X C R um conjunto nao vazio e limitado superiormente. Entdo, sup X € R

existe.

Demonstragao. Definamos
A={a€eR/a <z, para algum = € X},

isto é, A é o conjunto constituido pelos niimeros reais que nao sdo cotas superiores de X. Seja
B =R\A, isto é, B é o conjunto constituido pelas cotas superiores de X. Vamos verificar que A e

B satisfazem as condigoes do Teorema

As condigoes i) e ii) sdo claramente vélidas. Quanto a iii), temos que, sendo X # (), existe
x € X e, portanto, qualquer a < x é elemento de A. Logo, A # (). Além disso, como X é limitado
superiormente, B # (). Para verificar iv), sejam o € A e 8 € B. Assim, existe z € X tal que a < .

Como 8 > z (B é cota superior de X)), obtemos 5 > a.

Pelo Corolério ou A possui méximo, ou B possui minimo. Vamos mostrar que a primeira
alternativa nao pode ocorrer, de onde decorrerd que B possui minimo, que é a tese do teorema.
~ . ) . . . !
Tomemos, entdao, a arbitrario em A. Assim, existe x € X tal que a < x. Consideremos a tal
! / ’ ~ . ’ . ’
que o < o < z. Logo, @« € A e a < a. Portanto, A nado possui mdximo. Como queriamos

verificar. O

O teorema a seguir garante que R, assim como Q, é um corpo Arquimediano.

Teorema 4.23. O conjunto N dos naturais € ilimitado em R.
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Demonstragdo. Suponhamos que N é limitado superiormente em R e seja a« = supN (N # ().
Assim, a > n,Vn € N. Comon+1 € N,Vn € N, entdo n+ 1 < «, para todo n € N. Logo, obtemos
a—1>n, para todo n € N, isto é, o — 1 é cota superior para Ne o — 1 < a = supN. Isto é uma

contradi¢gao. Por fim, N nao é limitado em R. O

Provaremos agora a existéncia de nimeros nao racionais em R (note que a definigdo dada

para poténcia no capitulo sobre Q pode ser aplicada a R (ver Definigao [3.11]), juntamente com as
propriedades dadas nas Proposicoes e|3.14).

Proposigao 4.23. Erxiste um unico nidmero real positivo cujo quadrado € 2, isto €, a equacdo

z? = 2 tem uma tUnica solucdo real positiva. Tal solucdo é denotada por v/2.

Demonstragao. Seja X = {z € Ri/xQ < 2} E claro que X # (0, pois 1 € X. X é limitado

2 < 32 que é

superiormente, por exemplo, pelo nimero 3. De fato, 0 < x < 3 equivale a =
verdadeira para x € X, pois, para esses ntimeros, 22 < 2. Pelo Teorema m X possui supremo,
digamos s = sup X. Mostremos que s> = 2, por exclusdo dos casos s> < 2 e s> > 2, de onde seguird

a afirmacao.
Suponhamos s? < 2. Entdo, podemos escolher h € R tal que 0 < h < min{1, %} Dessa
forma, obtemos

(s+h)?=s%+2sh+h?><s®>+2sh+h
2

2541
ou seja, (s+h)? < 2; logo, s+h € X, contradizendo o fato de que s é cota superior de X (s < s+h).

=52+ h(2s+1) <s?+ “(2s+1) =2,

Suponhamos agora s> > 2. Entdo, podemos escolher h € R tal que 0 < h < 522—;2 para obter

s2—2

(s —h)? = 5% —2sh+ h? > s — 2s 5
s

> 2,

isto é, (s — h)? > 2, logo s — h > x, Vo € X, contradizendo o fato de s ser a menor cota superior
de X (s —h < s).

Por fim, s> = 2. Como querfamos demonstrar. O

4.1.6 Representagao Decimal dos Niimeros Reais

Em ordem a representar cada ntmero real de forma decimal, precisamos estabelecer o conceito

de soma infinita em R. Mais precisamente, temos a definicao abaixo.
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Definigao 4.16. Seja x,, € R, para todo n € N*. A soma infinita

1+ X2+ ...+ Ty + ...

o0

(e e]
é chamada série de nimeros reais. Esta é denotada por E Zp. Dizemos que ) x, = = € R quando

n=1 n=1

dado ¢ real positivo existe ng € N* tal que Vn > ng, com n € N*, tem-se
lsn — x| < g,

onde s, = x1 + T3 + ... + Ty, Vn € N,

Vejamos, a seguir, um exemplo de série envolvendo ntimeros reais.

[e.e]

Exemplo 4.10. Considere que a,r € R% . A série de ntimeros reais E ar™ ! é chamada de série
n=1

geométrica de razao r.

oo
n—1 _ _a
Afirmamos que ) ar"™ = 7%,

n=1

sempre que r < 1.
De fato, é facil ver que, para n € N*, vale
_ 2 n
Sp=a-+ar—+ar”+...4+ar".

Multiplicando s,,, descrita acima, por r € R% , obtemos

rs, = ar + ar® + ... + ar" L.

a(l—rnt1)

7 (1 =7 >0). Dado ¢ real positivo, existe, pela

Logo, s, — s, = a — ar"tl. Assim, s, =
propriedade Arquimediana, ng € N tal que

S r a 1 1—17r
n —_ =1 .
01, (

Dai. para todo n > ng, com n € N*| tem-se

Com efeito,
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Mas, pela desigualdade de Bernoulli, chegamos a
1\t 1 n+1 1
() :[1+<—1>] Zl+(n+1)< T)
r r r
1—r 1—r 1—r
21+(n0+1)<>=1+n0< >+
r r r

r a l1—r|1-—7r 1—r
> 14 —1- +
1—r|(1-r)e r T T

14 a 1 1—r+1—r_ a
a (1—r)e r r (1—r)

o0
Portanto, Y ar" ! = -2 .
n=1

Veja que, por exemplo, temos
00 [e's) n—1 9
1 -z
3 9 _ S (LY - 1w g
10 10 \ 10 1- 2
n=1 n=1

10

Portanto, se considerarmos a notacao usual de nimeros decimais, conhecida do ensino elementar,
que serd melhor justificada a seguir, temos que 0,999... = 1 (o qual pode ser escrito também na

forma 1,000...) Analogamente, obtemos 1,4999... = 1, 5; ja que,
9

9 =09 /1\"! o5
1,4 —— =14 — = — 1.4+ 100
’ +nzl10n+1 ’ +nzl100 <10> AT

10

9

00 90

L4+10 =14+ —
10
1=

1,440 1,5.
Vamos, agora, estudar a representagao decimal dos nimeros reais. Para isso, comecemos com

o seguinte lema.

Lema 4.2. Seja a € Ry. FEntao, existe um mdzrimo mg € N tal que mg < «. Além disso,

0<a—mg<l1.

Demonstragao. Consideremos o conjunto A = {n € N/n < a}. Mostremos que A possui um
elemento maximo. De fato, para B = {p € N/p > a} temos que B C N e ainda B # (), pois, como
vimos N é ilimitado em R. Com isso, pelo Principio da Boa Ordem, B possui um elemento minimo,
digamos, pg = min B. Dessa forma, a < pg < p,Vp € B (pg € B). Desse modo, pg — 1 ¢ B, ou seja,
po — 1 < «; logo, pg — 1 € A.

Afirmamos que pg — 1 é o maximo de A, isto é, pg — 1 > n para todo n € A. Com efeito,

suponhamos pg — 1 < ng para algum ng € A. Dai, pg — 1 < ng < «, ou ainda, pg < ng < «, o que
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é uma contradicao, pois pp > «. Denotando my = pg — 1, obtemos mg < a < mg+1 (mg € A e

mo+1¢ A), donde 0 < a—mp < 1. O

No teorema a seguir, estudaremos a representacao decimal dos nimeros reais nao negativos

menores do que 1.

Teorema 4.24. As sequintes afirmacdes sao verdadeiras:

i) A cada nimero real o, tal que 0 < o < 1, corresponde uma inica sequéncia de digitos, denotada
por (ng)ken+, i.e., uma aplicagio n : N* — R, satisfazendo:
a) 0 <n,<9,Vke N
b) (nk)ken+ ndo possui infinitos digitos consecutivos iguais a 9;
c) definindo, Sy = 5 + ... + %,Vk} € N*, concluimos que o = sup S, onde S = {Sx, € R/k €
N*}.

ii) Reciprocamente, a cada sequéncia de digitos (ng)ken+, satisfazendo a) e b) acima, e definindo

Sk como em c¢), corresponde um tnico nimero real « tal que o« = supS € [0,1), onde
S ={S, € R/k € N*}.

Demonstragdo. i) Seja ni o maior natural tal que 0 < 10a —n1 < 1 (ver Lema[4.2)). Logo, 1§ = a
e0<n <9 (0<ax<l).
Se 7 = «, associamos a a a sequéncia (n1,0,0,0...) (neste caso S = «a,Vk € N*; logo,

a=sup?9).
Se 1§ < @, temos que Jny o maior nimero natural tal que

ni ny
4 <
0 12 ="

Tal ng existe e satisfaz 0 < ng <9, ja que
2 ny
ng < 10%(a — E) < ng < 10(10c — ny) < 10,

ver Lema [1.2]

Se 1§ +1gz = @, associamos a a a sequéncia (n1,n2,0,0,0...) (neste caso, S1 < Sy, = a, Vk > 2;

assim, a = sup ).

Se % + ﬁ)% < «, tomamos ng como o maior natural satisfazendo

n n2

L2
— .
10 102 108 =
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(Aqui 0 < (103a — 10%n; — 10n2) — n3 < 1). Logo, nz < 10[10%a — (10n1 + ng)] < 10.
Consequentemente, 0 < n3 < 9. Neste caso, a corresponde a (nj,n2,ns,0,...) (note que,

S1 < 89 < Sk = a,Vk > 3; assim a = sup 5).

Seguindo este processo, assuma que foram encontrados ni,ns,...,np_1 naturais entre 0 e 9

tais que
n1 n2 Ng—1 k=1, k—2
E+1702+m+ 0k1<a60<10 —10""*ny — ... — 10np_o — np—1 < 1.

Logo, existe nj o maior inteiro tal que

L2 <
0 f1z TR =
(Aqui 0 < 10 — 10¥"Iny — ... — 10ng_; — ngx < 1), com ny satisfazendo, necessariamente,
0 < ng <9 (pois, np < 10(10F 1 — 10520y — ... —np_1) < 9).

A «, associamos a sequéncia (ny)ren+ determinada na construgao acima. O fato de que esta

sequéncia nao possui infinitos noves consecutivos vem do fato de estarmos aplicando as ideias
expostas no Exemplo

Consideremos agora S e S como na primeira parte do teorema e verifiquemos que, de fato,
a = supS. «a é cota superior de S, por construgao (a > Si,Vk € N*). Seja  um real
positivo menor do que «. Mostremos que S nao pode ser cota superior de S. Como R
< a — (3 (isto segue, como j4 foi feito antes,

< a — B (pois, 10f0q — 10k G, =

é Arquimediano, existe kg € N tal que 10%0
da desigualdade de Bernoulli). Logo, a — Sk, < 10%.0
10k — 10fg_1 — ... — 10ng,—1 — ng, < 1), de onde segue que § < Sk,, para algum ko € N*.

Como queriamos. Portanto o = sup S.

ii) Reciprocamente, dada uma sequéncia (ng)gen+, com 0 < ni <9, para todo k, como foi estabe-

lecido acima. E facil ver que

3
=

Sph=H+. .+ <H+.+E< <210n: :

o

O~

onde A é encontrado pelo fato de nao termos infinitos noves na sequéncia (ng)ren+. S

limitado superiormente por 1. Assim, « = supS (S # ()) é o numero real associado &
sequéncia (ng)gen+. Note que 0 < o < 1 (pois, 0 < A < 1).
Isto conclui a prova do teorema em questao. O

Estamos prontos para estabelecer a representacao de qualquer niimero real da maneira conhecida

do ensino elementar.
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Definicao 4.17. Estabelecemos, em R, as seguintes definigoes:

i) Dado um nimero real a, com 0 < «a < 1, seja (ng)ren+ a sequéncia de digitos correspondente
a «, sem infinitos noves consecutivos, construida na primeira parte do teorema acima. A
representagao decimal de « se define como sendo a expressao 0,ni1nongng.... Se np # 0 e
n; = 0, para todo [ > k, convenciona-se representar 0, ninonsng... por 0, ninsnsgng...nk, que

sera dita representacao decimal finita de «;

ii) Se a > 1, sabemos que existe ng € N o maior natural tal que 0 < a—ng < 1 (np < «) (ver Lema
4.2)). Seja 0,n1n9nsng...ng... a representagao decimal de o — ng definida em i). Definimos a

expressao decimal de o como sendo a expressao ng, n1M2N3N4... N

iii) Se a < 0, definimos sua representagao decimal como sendo —z, onde x é a representacao

decimal de —a.

Nossas representacoes decimais nao consideram, entao, expressoes com infinitos noves conse-
cutivos, como 0,999.... Vimos no Exemplo [£.10] que é possivel, no entanto, atribuir a elas um
significado similar ao das expressoes sem infinitos noves consecutivos. Mais precisamente, vimos
que a representacao decimal de 1 é, pela definicdo acima, 1,00000..., que convencionamos represen-
tar pelo préprio simbolo 1. Dessa forma, escrevemos 0,999... = 1 (para mais detalhes ver Exemplo

1.10).

Deste modo, estamos apontando para o fato de que representacoes decimais finitas ou periédicas
(aquelas que contém uma repeticao sucessiva de um bloco de digitos) correspondem os nimeros
racionais. De fato, seja 0 < a < 1, onde a = 0,a109...cc, um nuimero real com representacao
decimal finita. Multiplicando por 10" ambos os membros da igualdade, obtemos

a109...00,

10 Q.

10" = ajas...0p = o =

Do mesmo modo, seja a = 0, ajqs...a,q1Q2...04... UM numero real com representacao decimal

periédica (n > 1). Multiplicando por 10" ambos lados desta igualdade, encontramos
10" = aras...ap, a1s...0p...

Subtraindo os lados destas igualdades na ordem dada, obtemos

a102...00,

10" -1 €Q

10" —a = aqag...0, = o =

De qualquer forma, o € Q. Agora suponha que v > 1 é dado com uma representacao decimal finita

ou periddica. Dai, existe ng € N tal que 0 < o« — ng < 1. Vimos acima que o« — ng € Q. Logo,
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a € Q. Por fim, se a < 0 tem representagao decimal finita ou periddica, entdao —a € Q. Logo,

a € Q.
4.1.7 Nao Enumerabilidade de R

A representagao decimal dos nimeros reais permite demonstrar que R nao é enumeravel (dife-
rentemente de N, Z e Q). Como faremos a seguir. Comecemos discutindo a nao enumerabilidade

de I =(0,1).

Lema 4.3. O intervalo I = (0,1) ndao é enumerdvel.

Demonstragcao. Mostremos que, qualquer que seja a enumeracao estabelecida para elementos de
. . s ~ . ~ . /

I, sempre existird um elemento de I nao considerado na dada enumeracao. De fato, seja I um
. , . , . !
conjunto enumeravel constituido de elementos de I que, portanto, pode ser escrito na forma I =
{zg, 1, 2,...}, onde, para cada n € N, z,, representa a imagem de n por uma certa bijecao de
/ / ~ . .

N em I . Vamos representar cada elemento de I pela sua representacao decimal, dada acima, da

seguinte forma:

xo = 0, ZooZo1Z02---
xIr = O, r10r11212.-.

x2 = 0, x20x21222...

Tl — 0, TEOLE1LED.--

Vamos construir agora um nimero real = € I, diferente de todos os elementos de I através da
seguinte representagdo decimal: 0, agaiasas... onde, 1 < a, < 8 e a,, # Tpn, v € N. Pela corres-
pondéncia bijetora estabelecida acima entre niimeros reais e representagoes decimais sem infinitos
noves, a representacao decimal 0, agaiasas... corresponde a um dnico ntmero real de I que é dife-

/ e
rente de todos os elementos de I . Como queriamos demonstrar. ]

Teorema 4.25. O conjunto dos numeros reais € ndao enumerdvel.

Demonstragdo. Como I = (0,1) é nao enumerével, entdo pela Proposigao R néo pode ser

enumeravel. O
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4.2 Construcao por Sequéncias de Cauchy

Nesta se¢ao, realizaremos uma construcao alternativa do conjunto dos niimeros reais. Esta se

dard por meio de uma relacao de equivaléncia envolvendo sequéncias de Cauchy em Q.

4.2.1 Classes de Equivaléncia

Nesta subsecao, definiremos classes de equivaléncia para as sequéncias de Cauchy que trabalha-
mos no nosso estudo dos ntimeros racionais. Gostariamos de lembrar que a definicao, juntamente

com todas as propriedades, de médulo, utilizadas a seguir, foi estabelecida na construcao de Q.
Definicao 4.18. Sejam (z,,) e (y,) duas sequéncias de Cauchy de nimeros racionais. Dizemos que
(z1) e (yn) s@o equivalentes, e denotamos por (x,) ~ (yn), se li_}rn | — yn| = 0.
n o
A relacao da Definicao ¢ de equivaléncia como mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 4.24. Se (x,,), (yn) € (zn) sao sequéncias de Cauchy de nimeros racionais e ~ como

na Definicao [4.18] Entao, sao vdlidas as sequintes propriedades:

i) [Reflezividade]: (zy) ~ (zn);
ii) [Simetria]: (z) ~ (yn) < (yn) ~ (Tn);

iii) [Transitividade]: (zy) ~ (yn) € (Yn) ~ (2n) = (Tn) ~ (zn).
Demonstragio. i) E facil ver que (z,,) ~ (), pois |z, — zn| = 0 — 0.
11) Note que (:En) ~ (yn) A4 |$n - yn’ -0 |yn - l'n| -0 (yn) ~ (xn)
iii) () ~ (Yn) € (Yn) ~ (2n) = [2n — Y| = 0 € [yn — 2| = 0. Mas,
|-Tn - Zn‘ = |xn —Yn +Yn — Zn’ < |55n - yn| + ‘yn - Zn|7vn € N*.

Como |z, — yn| — 0 € |yn — zn| — 0, pelo Teorema entao |z, — z,| — 0. Donde,
(@n) ~ (2n)-
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Através da relagao de equivaléncia, dada acima, podemos definir o que significa classe de equi-

valéncia de sequéncias de Cauchy.

Definigao 4.19. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais. Designaremos por [z,]

o conjunto de todas as sequéncias equivalentes a (), isto é,

[zn] = {(yn) € Q/(yn) ~ (zn)}.

Denotaremos por R o conjunto {[z,]/(z,) € Q é de Cauchy}.

Vejamos uma maneira canonica de verificar quando duas classes de equivaléncia sao iguais em

R.

Proposicao 4.25. Sejam [z,] e [yn] € R. Entao, [z,] = [yn] & (xn) ~ (Yn)-
Demonstragao. (=) Com efeito, se [z,] = [yn], entao

(zn) € [zn] = [ynl,

através da propriedade reflexiva de ~. Consequentemente, (z,,) € [y,]. Isto nos diz que, (z,,) ~ (yn).

(<) Reciprocamente, suponhamos que (z,) ~ (yn). Seja (z,) € [xn], entdo (z,) ~ (zy).
Por transitividade, concluimos que (z,) ~ (yn). Portanto, (z,) € [yn]. Isto nos informa que
[2n] C [yn]. Agora considere que (wy,) € [yn]. Assim sendo, (wy,) ~ (y,). Como (z,) ~ (y,), entao
(yn) ~ (zn) (por simetria). Dessa forma, (w,) ~ (x,). Logo, (wy) € [z,]. Portanto, [y,] C [z,]

(por transitividade). Por fim, [z,] = [yn]. O
Adotaremos, a seguir, uma maneira mais simples de denotar classes de sequéncias de Cauchy
convergentes em Q.

Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy convergente em Q, digamos lim z,, = a € Q. Neste caso,
n—0o0
obtemos [a] = [z,]; desde que

lim |z, —a|=0.
n—oo

4.2.2 Relagao de Ordem em R

Nesta subsegao, trataremos de definir o que significa um elemento de R ser menor do que ou

igual a outro. Comecemos com a definigao de quando um elemento de R é maior do que [0].
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Definicao 4.20. Seja [z,] € R. Dizemos que [z,] é maior do que [0], e denotamos [z,,] > [0], se

existem d € Q% e ng € N* tais que, para todo n € N*, tem-se que n > ng = =, > d.

A seguir estabelecemos a definigdo do que significa um elemento de R ser menor do que [0].

Definicao 4.21. Seja [z,,] € R. Dizemos que [z,] é menor do que [0], e denotamos [z,] < [0], se

existem d € Q' e ng € N* tais que, para todo n € N, tem-se que n > ng = z,, < —d.

Agora, estamos prontos para definir quando um elemento de R é menor do que outro.

Definicao 4.22. Sejam [z,], [yn] € R. Dizemos que [z,] é maior do que [y,], e indicamos por
[Tn] > [yn], se [xn — yn] > [0]. Também definimos que [z,] é menor do que [y,], e indicamos por

[2n] < [yn], se [yn — ] > [0].

A relagdo < estd bem definida, ou seja, as classes de equivaléncia que estdo sendo comparadas
independem dos seus representantes.
Proposigao 4.26. Sejam [z,], [yn], [2n] € [wn] € R. Se [x,] = [2n] € [yn] = [wn], entdo

(2] < [yn] = [20] < [wn].

Demonstragdo. Como [y,] > [z,], entdo [y, — x,] > [0]. Dai, existem d € Q% e n; € N* tais que
n>ny =Yy, — Ty >d.
Por outro lado, (z,,) ~ (2n) € (yn) ~ (wy) (pois, [zn] = [2n] € [yn] = [wn]) nos diz que
lim |z, — 2,/ =0e lim |y, —wy,| =0.
Assim sendo, existem no e ng em N* tais que
d d

n>ng = T, — 2| <Zen2n3:>|wn—yn| <Z

Seja ng = max{ny,na,n3} € N*. Deste modo, chegamos a

d
n2n0:>—§<xn—zn+wn—ynexn—yn<—d.

Dessa forma, inferimoes que

d
n2n0:>—§<wn—zn—d.
Logo, adicionando d a desigualdade acima, chegamos a
n2n0:>§<wn—zn.

Donde, [z,] < [wy], uma vez que 4 € Q. O
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Proposigao 4.27 (Tricotomia). Sejam [zy], [yn] € R. Entdo, apenas uma das trés possibilidades

pode ocorrer: [xn] < [yn], ou [xn] = [yn], ou [zn] > [yn]-

Demonstragdo. Vamos mostrar inicialmente que pelo menos uma das trés opgoes ocorre. De fato,
dados [z,] e [yn] € R ou [z,] = [yn], ou [x,] # [yn]. Caso valha a igualdade, entdo nada ha a
verificar. Caso contrario, temos que [z,] e [y,] ndo sdo equivalentes, via relacao de equivaléncia ~.
Dai nh_}rrgo |zn, — yn| # 0. Logo, 3¢ € Q7 tal que para todo n € N*, podemos encontrar m,, € N, com
my > n, que satisfaz

|Tm, — Ym,| > €.
Como (z,) e (yn) sao sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, entao Ing € N* tal que

|Tn — x| < Z e |yn — ym| < Z,Vn,m > ng.

Sendo my, > ng, chegamos a

€

5
|Zn — Ty | < 1°© Yn = Y, | < Z’VTL > nyg.

Por outro lado, @m,,, — Ym,, = € OU Tm,; — Ym,, < —€.

i) Considere que Ty = Ymn, = € COMO, Ty — Ty, > —%,Vn > ng, entao
€
Tp > Tm,, — Z,Vn > ny.

Analogamente, temos que

€
—Yn > Ymng — zavn > ng.
Dessa forma, concluimos que
€ € € € €
xn_yn>xmn0 _Z_ymno _Z:(:L'mno _ymno)_§ Zf_iziyvnzn(%

Donde concluimos que x, — yn > 5,Yn > ng. Isto nos diz que [z,,] > [yn].
ii) Considere que Tmpy — Ymn, < —E- Como z, — Ty, < %,Vn > ng, entao
5
Tp < T, + Z,Vn > ng.
Dessa mesma forma, encontramos
€
—UYn < “Ymn, + Z’VTL > ng.

Dali,

€ 15
:(xm7zo_ymn0)+§§_€+ :—§7Vn2n0

c
4 4 2

Donde concluimos que x, — yn, < —5,V¥n > ng. Isto significa que [z,] < [yn].

€ g
wn_yn<xmn0+7_ymn0+*

174



Assim, se [z,] # [yn], deve ocorrer [x,] < [yn] ou [z,] > [yn]-
Provaremos agora que [,] # [yn], [zn] < [yn] € [zn] > [yn] nd0 podem ocorrer simultaneamente.

Suponhamos que [x,] = [yn] € [zn] > [yn] ocorram simultaneamente. De [y,] < [z,], existem
d € Q% e ny € N* tais que para todo n € N* com n > n; tem-se x, — y, > d. Por outro lado,
temos também que [z,] = [y,] entao nh_}ngo |z, — yn| = 0. Dessa forma, dny € N* tal que para todo
n € N com n > ny tem-se |z, — yp| < d. O que nos leva a concluir que z,, — y, < d. Tomando
ng = max{ny,ne} € N* podemos inferir, para todo n > ngy, que z, —y, > d e x,, — y, < d. Pela

Tricotomia em Q as desigualdades nao podem ser satisfeitas.

Suponhamos agora que [x,] = [yn] € [x,] < [y»] sejam vélidas. De [y,] > [x,], existem d; € QF
e ng € N* tais que para todon € N, com n > ns, y, — =, > dyi. Por outro lado, temos também que
[€n] = [yn] entao nh_{r;o |Zr, — yn| = 0. Dessa forma, Iny € N* para todo n € N, com n > ny, tem-se
|y — x| < di. Assim sendo, y, — x,, < di. Assumindo ny = max{ns,ns} € N*, podemos concluir,
para todo n > ns, que

Yn — Ty, > d1 € Yp — 2 < dj.

Pela Tricotomia em Q as desigualdades acima nao podem ser satisfeitas.

Suponhamos agora que [z,] < [yn] € [zn] > [yn] sejam validas. Por [z,] < [yn], sabemos que
existem dp € Q% e ng € N* tais que n > ng = yn — xn, > dp. Por outro lado, por [z,] > [yn],
existem d3 € Q% e ny € N tais que n > ny = x,, — y, > d3. Tomando ng = max{ng,n7} € N¥,
obtemos

n>Ng = Yn — Tn + Tp — Yp > do +dz = 0 > do + ds.

Isso é uma contradigao, jd que do e d3 € QY.

Por fim, a prova do teorema em questao estd completa. O

Permita-nos provar que < é uma relagdo de ordem em R. Comecemos com a antissimetria.

Proposicao 4.28 (Antissimetria). Sejam [x,] e [yn] € R. Se [z,] < [yn] € [yn] < [zn], entdo

Demonstragao. Suponha que [z,] # [yn], entdo, por hipétese, temos que [z,] < [yn] € [xn] > [yn]-

Mas, isto é uma contradicao de acordo com a tricotomia em R. Logo, [x,] = [yn]. O

O resultado abaixo mostra que < é uma relagao reflexiva.
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Proposicao 4.29 (Reflexividade). Seja [z,] € R, entdo [x,] < [x,].

Demonstracao. Note que
[2n] < [2n] & [2n — 2n] > [0] < [0] > [0].

Como queriamos demonstrar. ]

Com a finalidade de provar que < é uma relacdo de ordem, resta-nos estabelecer a transitividade

desta relagao.

Proposigao 4.30 (Transitividade). Sejam [x,], [yn] € [2n] € R. Se [zn] < [yn] € [yn] < [2n], entao

Demonstragao. Primeiramente, note que se [x,] = [yn] € [yn] = [2n], entdo [z,] = [2,,] (por igualdade

de conjuntos).

Agora considere que [z,] = [yn] € [yn] < [2n]. Vamos provar que [x,] < [2,]. Por defini¢ao, temos

que existem d € Q% e ng € N* tais que
n>ng = zZn — Yn > d.

Além disso, existe ny € N* tal que n > ng = |y —xn| < % = Yp—Tp > —% (pois lim |z, —y,| =0).
n—oo
Logo, somando estas duas ultimas desigualdades, chegamos a
n2n0:>zn—xn>§.

Isto nos diz que [z,] < [z,]. O caso [z,] < [yn] € [yn] = [2n] é andlogo.
Agora, assuma que [x,] < [yn] € [yn] < [2n]-
Como [zy] < [yn], entao existem d; € Q% e n; € N* tais que

n>ny = Yp — Ty > dy.

Por outro lado, como [y,] < [z, entdo existem dy € QF e ny € N* tais que
n > Mng = zn — Yn > da.
Tomando nyg = max{ni,na} € N*, tem-se que
N>N0 = Y — Tn + 2n — Yp > d1 +do = 2, — T, > dy + do.

Como di + dy € Q7 entdo [z,] < [2,]. Isto completa a prova da proposi¢do em questao. O
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E importante destacar que na prova da Proposicao m garantimos que no enunciado deste

resultado podemos substituir < por < .

A partir de agora, podemos afirmar que < é uma relacdo de ordem. Mais ainda é verdade, < é

uma relacao de ordem total.

Proposicao 4.31. Sejam [z,] e [y] € R. Entdo, [x,] < [yn] ou [yn] < [25].
Demonstragdo. Segue diretamente da Tricotomia em R. O

Desta forma, verificamos que a relagao < é de ordem total.

Para concluir esta subsecao, provaremos que se uma sequéncia de niimeros racionais nao con-
verge para zero, entao esta é equivalente a uma outra sequéncia que possui todos os seus termos

nao nulos.
Proposicao 4.32. Se (x,) € um sequéncia de Cauchy de nimeros racionais tal que lim z, # 0,
n—oo
entdo existe uma sequéncia de Cauchy em Q tal que [zy] = [yn] € yn # 0,Vn € N*.
Demonstracao. Note que
[z,] = [0] & lim |z, — 0| =0< lim z, =0.
n—oo n—oo
Como lim , # 0, temos que [z,] > [0] ou [z,] < [0] (tricotomia).
n—oo
Caso [z,] > 0, temos que existem d; € Q% e n; € N* tais que

n>n = x, > d.

Isto significa que todos os termos y,, Tn,+1, Tn,+2, ... S20 maiores do que dj. Assim as sequéncias
(zn) € (yn) = (diy..eydi, Tpyy Tnyt1, Tnyt2, ...) SA0 equivalentes (note que todos os termos desta
sequéncia sdo positivos), visto que para todo n > n; todos os termos z;, — Y, sao iguais a zero

garantindo entao li_)m | — yn| = 0. Donde (z,) ~ (yn). Consequentemente, [x,] = [yn].
n—oo
Por outro lado, se [z,] < [0], entao existem dy € Q% e ny € N* tais que
n>ng =, < —ds.

Assim, todos 0s termos Xy, , Tny+1, Tny+2, --- S0 menores que —dsz. Assim as sequéncias (zy,) e (y,) =

(=day ey —d2, Tpyy Tnyt1, Tnyt2, -..) SA0 equivalentes (note que todos os termos desta sequéncia sao
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negativos), visto que para todo n > ng todos os termos x,, — y, sao iguais a zero garantindo entao

lim |z, —y,| = 0. Logo, (z,) ~ (yn). Por conseguinte, [z,] = [yn].
n—o0

Nos dois casos (y,,) é constituida de termos todos diferentes de zero. Como queriamos demons-

trar. O]

Obs 4.1. Note que provamos acima que se [z,] > 0 (respectivamente, < 0), entéo [z,] = [y,], onde

yn > 0 (respectivamente, < 0), para todo n € N*.

4.2.3 Operagoes Elementares em R

Nesta subsecao, estabeleceremos, precisamente, como definir a adicdo e a multiplicagdo entre

dois elementos de R. Sendo assim, permita-nos comecarmos pela adigao.
Definicao 4.23. Sejam [z,] e [yn] € R. A adigdo de [z,] com [y,], indicada por [z,] + [yn], é

definida por [x,] + [yn] := [Tn + yn]-

Mostremos a seguir que a operacao de adicao estd bem definida, ou seja, nao depende da escolha

dos elementos que representam cada parcela desta operagao.

Proposicao 4.33. Sejam [z, [yn], [2n], [wn] € R. Se [z,] = [2n] € [yn] = [wn], entdo [x,]+ [yn] =
Demonstragao. Por hipdtese, (x,) ~ (z,) e (yn) ~ (wy) (pois, [x,] = [zn] € [yn] = [wy]), isto

significa que lim |z, —2,| =0e lim |y, — wy| = 0. Entdo, dado € € Q% existem ny,ny € N* tais
n—oo n—oo
que

€ €
n2n1:|xn—zn|<§en2n2=>|yn—wn|<§.

IJOgO7 Chegamos a
n n X z en n w .
Seja ng = max{nl, njz} (S N* Entéo,

n>nyg=—c<(Tn+yn) — (2n+wy) <e.

Logo, li_>m |(xr, + Yn) — (zn + wy)| = 0. Portanto, (z, + yn) ~ (2, + wy). Consequentemente,
n—oo

[Tn + Yn] = [2n + wy]. Isto significa que [z,] + [yn] = [20] + [wn]. O
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Abaixo, mostraremos que é sempre possivel somar qualquer elemento de R a dois membros de

uma igualdade em R.

Proposicao 4.34. Sejam [z,], [yn] € [2n] € R. Entao, [x,] = [yn] = [2n] + [2n) = [yn] + [2n])-

Demonstragao. Como [xy] = [yn], entao ILm |z, — yn| = 0. Entao, dado ¢ € Q7 existe ng € N*
n—oo

tal que

n>ng= |z, —y <e.

Logo,
n>ng = |(Tn+ 2n) — (Un + 20)| = |20 —uyn| <e.
Isto nos diz que li_)rn |(xn, + 2n) — (Yn + 2n)| = 0. Assim, (z,, + 25) ~ (Yn + 2n). Dessa forma,
n—oo
inferimos que [z,] + [2n] = [yn] + [2n]- O

A partir de agora, vamos provar as propriedades aritméticas elementares da adigao em R tais

como: associatividade, comutatividade, elementos neutro e simétrico, compatibilidade entre < e -.

Comecemos com a associatividade.

Teorema 4.26 (Associatividade). Sejam [zy], [yn] € [2n] € R. Entao,

[2n] + ([yn] + [2n]) = ([20] + [yn]) + [20]-
Demonstragao. Como a adigao entre niimeros racionais satisfaz a propriedade associativa e (x,,),

(yn) € (zn) sdo sequéncias de nimeros racionais, entao

[zn] + ([Yn] + [20]) = [Tn] + [Yn + 20] = [T + (Yn + 20)]
= [(Tn + Yn) + 2] = [T + yn] + [24]
= ([#n] + [yn]) + [2a]-

Isto prova o teorema em questao. ]

Teorema 4.27 (Comutatividade). Sejam [x,], [yn] € R. Entdo, [zn] + [yn] = [yn] + [2n]-

Demonstracao. E f4cil checar que

[Zn] + [Yn] = [0 + Yn] = [Yn + 0] = [yn] + [20]-

Isto completa a prova o teorema em questao. ]
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Afirmamos que o tnico elemento neutro da adi¢ao em R é [0].

Teorema 4.28 (Elemento Neutro). Seja [z,] € R. Entdo, [x,] + [0] = [z,]. Além disso, [0] € o

unico elemento que satisfaz esta igualdade.

Demonstragao. Para mostrar a existéncia de elemento neutro basta tomar [0] como a classe de
equivaléncia da sequéncia em que todos os seus termos sao iguais a 0 € Q. Tal sequéncia é de fato

de Cauchy pois converge para 0 € Q. Além disso,
[Zn] + [0] = [zn + 0] = [n].

Suponhamos que [y,] € R é tal que [x,] + [yn] = ], para todo [z,] € R. Entao, pela comutativi-
dade, chegamos a
[0] = [0 + [yn] = [yn] + [0] = [yn]-

Portanto, [0] = [yn]. O

Chequemos a existéncia tnica de um simétrico para cada elemento de R dado.

Teorema 4.29 (Simétrico). Seja [z,] € R. Entao, [x,] + [—x,] = [0]. Além disso, [—xy] € o inico

elemento que satisfaz esta igualdade.

Demonstragdo. Seja [x,] € R, defina [y,] = [—z,], dal temos que [y,] € R. De fato, (—z,) é uma
sequéncia de Cauchy de nimeros racionais, pois como x, é um nimero racional para todo n € N*

entdao —x, também o é. Além disso, entao dado € € Q7 existe ng € N* tal que
m,n > ng = T, — x| <e.
Por outro lado, dados m,n € N, m,n > ng,
| —zp — (—zp)| = | — 2 + 2| = |20 — 20| < e.

Assim, (—z,) é uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais. Portanto, [y,] € R. Além disso,
temos que

[Zn] + [~2n] = 20 + (—20)] = [0].

Agora, suponhamos que existe [z,] € R tal que [z,] + [z,,] = [0].. Portanto, por associatividade
e comutatividade, obtemos
[2n] = [2n] +[0] = [2n] + ([2n] + [—24])
= ([zn] + [2n]) + [=2n] = ([2n] + [20]) + [-2n]
= [0] + [=2n] = [-2n].
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Neste ponto, poderiamos definir a subtracao entre dois elementos de R da seguinte forma:

[Tn] = [yn] := [2n] + [—un], V]zn], [yn] € R.

Quanto a compatibilidade entre a relacao < e a operacao +, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.30. Sejam [x,], [yn] € [zn] € R. Entdo,

[2n] < [yn] & [20] + [20] < [yn] + [20]-

Demonstragdo. (=) Suponha que [z,] < [y,], entao existem d € Q% e n; € N* tais que
NNy = Tp— Yn > —d =Ty > Yy —d.

Observemos que para cada n € N*, z,,,y, € 2z, sdo numeros racionais e vale a compatibilidade da
bl )

adicao em relacao a ordem. Logo, para todo n > ni, obtemos
T >UYp —d =T+ 2 > Yn+ 2n —d= (Tn+ 2n) — (Yn + 2n) > —d.
Portanto, [zy] < [yn] = [xn] + [2n] < [yn] + [2n]-
Por outro lado, se [z,] = [yn], entdo [z,] + [2n] = [yn] + [2n] (ver Proposicao [4.34).

(<) Agora suponha que [zy] + [2n] < [yn] + [2n]. Consequentemente, adicionando o elemento

[—2n] € R a esta desigualdade (pelo que foi feito acima), chegamos a
([#n] + [2n]) + [=2n] < ([yn] + [20]) + [=2n]-
Pela associatividade, encontramos
[2n] + ([2a] + [=2n]) < [yn] + ([2a] + [=2n]).

Desta forma, encontramos

[zn] +[0] < [yn] + (0],
Por fim, [za] < [y} .
Observe que na prova do Teorema garantimos que
[2n] < yn] = [2n] + [2n] < lynl + [24];

181



para todo [x,], [yn], [2n] € R.
A seguir provaremos a lei do cancelamento para a adi¢ao em R.

Teorema 4.31 (Lei do Cancelamento). Sejam [x,], [yn] € [2n] € R. Entao,

[2n] + [20] = [Yn] + [20] = [20] = [yn]-

Demonstragao. Suponha que [x,] + [zn] = [yn] + [2n]. Consequentemente, adicionando o elemento
[—2n] € R a esta igualdade (pela Proposigao [4.34)), chegamos a

([zn] + [2n]) + [=20] = ([yn] + [20]) + [—2n].
Pela associatividade, encontramos
[zn] + ([2n] + [=2n]) = [yn] + ([20] + [=2n])-

Desta forma, encontramos

[zn] + 0] = [yn] + [0].

Por fim, [z,] = [yn]. [
Agora, definiremos a operacdo de multiplicacdo no conjunto R. Além disso, provaremos propri-
edadades aritméticas elementares analogas as obtidas para a adigao.
Definigao 4.24. Sejam [z,] e [y,] € R. A multiplicacao de [z,] por [y,], indicada por [x,] - [yn], €
é dada por [z,] - [yn] = [Tnyn]-
Veremos agora que a operacao de multiplicagao estabelecida acima estd bem definida.
Proposicao 4.35. Sejam [x,], [yn], [2n] € [wn] € R. Se [z,] = [z4] € [yn] = [wy], entdo [z yn] =

[2nwp].

Demonstragao. Notemos primeiramente que

‘mnyn - ann‘ = ’xnyn — TpWp + TpWn — ann|
= |xn(yn - wn) + wn(fEn - Zn)|

< || [yn — wa| + [wp| |2, — 2n|, ¥n € N*.
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Como (z,), (w,) sdo limitadas, ji que ambas sao sequéncias de Cauchy de niimeros racionais, temos
que existem c,d € Q7 tais que |z, | < ce |w,| < d para todon € N*. Tomando k = max{c,d} € Q%
entao |z,| < k e |wy| < k, para todo n € N*. E, dai,

[ ZnYn — 2nwWn| < |@nllyn — wn| + |wnl||zn — 20| < Elyn — wnl| + klzn — 20|, V0 € N,

Por outro lado, como [x,] = [z,] € [yn] = [wy], temos que (z,,) ~ (25,) € (yn) ~ (wy). Isto significa

que lim |z, — 2,/ =0e lim |y, —w,|= 0. Entao, dado € € Q7 existem ny,ny € N* tais que
n—oo n—o0

3

€
2ken2n2:>|yn—wn|<

n>ny =T, — 2| < %
Seja ng = max{nj,na}, entdo para todo n > ng, tem-se
€ €
|Tnyn — 2nwn| < Elyn — wp| + k|2, — 2] < kﬂ + kﬁ =e.

Dal, li_>m |ZnYn — zZnwy| = 0. Portanto, (z,yn) ~ (zpwy). Por fim, [z,yn] = [znws]. O
n o0

Vejamos a justificativa para podermos multiplicar os dois membros de uma igualdade por qual-

quer elemento de R.

Proposigao 4.36. Sejam [x,], [yn], [2n] € R. Entao, [z,] = [2n] = [2n] - [yn] = [2n] * [yn)-

Demonstragdo. Como (y,) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais, entao (y,) € limitada.

Assim, de € Q7 tal que
lyn| < ¢,¥n € N*.

Por outro lado, como [z,] = [z,], entdo (x,) ~ (z,). Isto nos diz que lim |z, — z,| = 0. Assim
n—oo

sendo, dado € € QY , Ing € N* tal que
n>ng = |r, —2,| <E.

Logo, para todo n > ng, conclui-se

€
[ZnYn — Znyn| = [(@n = 20)Yn| = [2n — 2nllyn| < P €.
Portanto,
lim |2,yn — 2nyn| = 0.
n—oo
Isto equivale a dizer que (z,yn) ~ (znyn). Por fim, [z,] - [yn] = [2n] - [yn]- O
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A partir de agora, vamos provar as propriedades aritméticas elementares para a multiplicacao
em R tais como: associatividade, comutatividade, elementos neutro e inverso, compatibilidade entre

<e+.
Comecemos com a associatividade.

Teorema 4.32 (Associatividade). Sejam [zy], [yn] € [2n] € R. Entao,

Demonstracao. Sabemos que QQ possui a propriedade associativa com relacao a multiplicacao e

como (), (yn) € (z,) sdo sequéncias de nimeros racionais, entao

[Zn] - ([yn] - [20]) = [#n] - [yn2n] = [2n(ynzn)]
= [(TnYn)2n] = [Tnyn] - [2n]

Como queriamos demonstrar. ]

Vamos demonstrar que a multiplicacao satisfaz a propriedade comutativa.

Teorema 4.33 (Comutatividade). Sejam [xy], [yn] € R. Entao,

[mn] ' [yn] = [yn] ) [mn]
Demonstracao. E f4cil checar que
Isto completa a prova do teorema em questao. ]

O tnico elemento neutro da multiplicagao em R é dado por [1].

Teorema 4.34 (Elemento Neutro). Seja [z,] € R. Entao, [z,] - [1] = [z,]. Além disso, [1] € o

unico elemento de R que satisfaz esta igualdade.

Demonstragao. Como ja discutimos, nocaso do elemento neutro da adicao, [1] € R, de fato. além

disso, é facil ver que



Agora, considere que existe [y,] € R tal que [z,] - [yn] = [zn], para todo [z,,] € R. Deste modo,

podemos escrever
[1] = [1] ) [yn] = [1 : yn] = [yn]

Isto completa a prova do teorema em questao. ]

Teorema 4.35 (Inverso). Seja [xz,] € R tal que [x,] # [0]. Entdo, existe [y, € R tal que [xy]-[yn] =

[1]. Além disso, [yn] € o unico elemento de R que satisfaz esta igualdade.

Demonstragdo. Como [z,] € R, com [z,] # [0]. Entéo, pela Proposicao temos a garantia que

a sequéncia (x,) representativa de [x,] pode ser tomada de modo que todos os seus termos sejam

1
diferentes de zero. Assim, a sequéncia (y,) = () é também uma sequéncia de Cauchy em Q.
Tn

Logo, [yn] = [ﬁ] € R. Dessa forma, inferimos que
1 1
=] = e —| =11
ol ()= 2] -
Agora, suponha que existe [z,] € R tal que [z,] - [z,,] = [1]. Consequentemente,

[yn] = [yn] - [1] = [yn] - ([zn] - [2n])
= ([yn] - [za]) - (2] = ([20] - [yn]) - [2]
= [1] - [zn] = [2n]-

Isto finaliza a prova do teorema em questao. O
Definigao 4.25. Designaremos por [z, '] o elemento [y,] encontrado na prova do Teoremam
E importante ressaltar aqui que se [z,] > [0], entao pela Observagao podemos assumir que
x, > 0, para todo n € N*. Como (x,) é uma sequéncia de Cauchy em Q, temos que existe k € Q%
tal que z,, = |x,| < k, para todo n € N*. Logo, z;! > k™!, para todo n € N*. Escolha d € Q

tal que 0 < d < k~!. Portanto, z,;! > d, para todo n € N*. Isto nos informa que [z,,!] > [0].

Analogamente conseguimos provar que [z,] < [0] = [z, ] < [0].
Neste ponto, poderiamos definir a divisao entre dois elementos de R da seguinte maneira:
(0] < [yn] = [za] - [y '], YIznl, [yn] € R,
onde [yn] # [0].
Permita-nos provar a distributividade em R.
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Teorema 4.36 (Distributividade). Sejam [zy], [yn], [2n] € R. Entdo,

Demonstragao. Este resultado segue das seguintes igualdades:

[Zn] - ([Yn] + [20]) = [Tn] - [Yn + 20] = [Tn(Yn + 20)]
= [TnYn + Tnzn] = [TnYn] + [Trn2n]

= [zn] - [yn] + [2a] - [20]-

O]

Agora, provaremos a compatibilidade existente entre a relacdo de ordem < e a operacao de

multiplicacao em R.

Teorema 4.37. Sejam [x,], [yn] € [zn] € R. Entdo, sdo vdlidas as sequintes propriedades:

i) [zn] < [yn] € [20] > (0] & [20] - [20] < [yn] - [2n];
ii) [zn] < [yn] € [2a] <[0] & [2n] - [2n] = [yn] - [2n]-
Demonstragao. i) (=) Se [z,] = [yn], entao, pela Proposicao concluimos que [x,] - [zn] =

Considere, entao, que [z,] < [y,]. Dai, existem d; € Q% e ny € N* tais que
n>ny = Tn—Yp < —dj.
Analogamente, como [z,] > [0], concluimos que existem d € Q% e ny € N* tais que
n>ng = zp > do.
Seja ng = max{ni,ny} € N*, entao para todo n € N*,n > ng, temos que
Tnzn — Ynzn < —d1zp. (4.4)

e também
Zndy > dads. (4.5)

Das equagoes (4.4)) e (4.5, inferimos que, para todo n € N*, com n > ny, chega-se a
Tn2n — Ynzn < —di1zp < —do - d1 = Tpzp — Ynzn < —dad.
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Como dad; € QF, entao

[ﬁn] . [Zn] < [yn] : [Zn]‘

(<) Reciprocamente, assuma que [z,] - [2n] < [yn] - [2n]. Como [z,] > [0], entdo [z, '] > [0].

Por usar a ida, chegamos a

([2n] - [za]) - [z '] < ([yn] - [20]) - [,
Por associatividade, e a aplicagdo do elemento neutro, encontramos [x,] < [yn].

ii) (=) Vimos acima que podemos considerar que [x,] < [y,]. Entao, existem d3 € Q% e nz € N*
tais que

n>ng = Tn— Yp < —ds.

Também temos de [z,] < [0] que existem dy € Q% e ng € N* tais que
n>ng = z, < —dy.
Seja ns = max{ng,ns} € N* entdo, para todo n € N*,n > ns, tem-se que
TnZn — Ynzn > —d3zy. (4.6)

e também

—2npds > dsdy. (47)

Das equagoes (4.6)) e (4.7) temos que, para todo n € N*, com n > ns, chega-se a
TnZn — Ynzn > —dszp > d3dy = Tpzn — Yn2n > dzdy.

Como dsdy € QF, entao [x,] - [2n] > [yn] - [2n]-

(<) A reciproca segue os mesmos passos da reciproca do item 1i).

Abaixo expomos a lei do cancelamento para a multiplicacdo em R.

Proposicao 4.37. Sejam [x,], [yn], [2n] € R com [y,] # 0. Entao,

[n] - fyn] = [20] - [yn] = [2n] = [20].
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Demonstragao. Como [y,] # 0, pela Proposicao temos a garantia que a sequéncia represen-
tativa (y,) de [y,] pode ser tomada de modo que todos os seus termos sejam diferentes de zero.
Como (yn) é uma sequéncia de Cauchy de ntimeros racionais temos que (y%) também o é. Dessa
forma, concluimos que (yin) ¢ limitada. Assim, existe ¢ € Q% tal que |y%‘ < c¢,Vn € N*. Também
sabemos que [x,] - [yn] = [2n] - [yn], Ou seja, nh_{rolo |0 Yn — 2nyn| = 0. Dai, dado € € Q7 existe ng € N
tal que

g
n>ng = |xnyn - Znyn‘ < Ey

Entao, para todo n > ng, temos que

1 1 1
Tn (yni) — Zn (yni) ‘ = ’xnyn - Znyn‘ —
Y Yn Y

n n

|Tn — 20| =

e
< —--c=¢.
c

Portanto, li_>rn |zy, — 2n| = 0, isto é, (x,,) ~ (2n). O que nos diz que [z,] = [2p].
n—oo

Agora vamos provar que, como em todos os outros conjuntos estudados até agora, multiplicar

qualquer elemento de R por [0] resulta em [0].

Proposigao 4.38. Seja [z,] € R, entdo [zy] - [0] = [0].

Demonstracao. Note que

[n] - [0] = [n - 0] = [0].

Como queriamos demonstrar. ]

Agora, estamos aptos a provar que R nao possui divisores de zero.

Proposicao 4.39. Sejam [x,], [yn] € R. Se [x,] - [yn] = [0], entdo [z,] = [0] ou [y,] = [0].

Demonstragao. Suponhamos que [y,] # [0]. Entao,

[zn] - [yn] = [0] = [0] - [yal].

Pela lei do cancelamento, concluimos que [z,] = [0]. O
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4.2.4 Caracterizacao Usual dos Nimeros Reais

O nosso objetivo, nesta subsecao, é mostrar que R pode ser visto como uma ampliagao de Q
em ordem a podermos definir o conjunto dos nimeros naturais, como este é conhecido no ensino

elementar.

Definigao 4.26. Consideremos como Q' o conjunto de todos os elementos [z,] de R de modo que

a sequéncia (z,,), representativa de [x,], seja convergente para um niumero racional, isto é,

Q ={Ir] eR/rQ}.

Vejamos agora como mostrar que Q ¢, na verdade, uma cépia de Q em R.
Teorema 4.38. Seja fp: Q — Q' uma aplicacio definida por fo(r) = [r], para todo r € Q. Entdio,
as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
i) fo € bijetora;
i) fo(r+s) = fo(r) + fo(s),Vr,s € Q;
iii) fo(rs) = f(r) - fo(s),Vr,s € Q;

iv) r<s<e folr) < fo(s), r,s € Q.

Demonstragdo. i) Para provar que fg é bijetora, precisamos estabelecer os dois itens abaixo:

a) fo ¢ injetora:

Sejam 7, s € Q. Entao,
fo(r) = fo(s) & [rl=[s] & (r) ~ (s)(:)nli_golo]r—ﬂ =0&|r—s/=0&sr=s.

b) fo é sobrejetora:
De fato, dado [r] € Q, segue que fg(r) = [r], com r € Q.

ii) E fdcil checar que
folr+s) =[r+s] = [r] + [s] = fo(r) + fo(s)Vr,s € Q.
iii) Também ¢ simples ver que:
falrs) =lrs]=:1[r] - [s] = fo(r) - fa(s),Vr,s € Q.
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iv) Primeiramente note que x € Q% , entdo [z] > [0] (isto segue do fato que x > § € Q). Portanto,

fo(x) > fo(0), Y € QF. Assim, dados 7, s € Q, tem-se

r<ses—r>0a[s—r >0 s —[r]>[0] <[] <[] folr) < fols)
O

A partir de agora consideraremos, através da aplicagdo fp, dada acima, que [r] = r, para todo

r € Q. Isto nos informa que Q, observado como Q', satisfaz Q C R.

Abaixo, estabelecemos a notagao usual do conjunto dos ntimeros reais.

Definicao 4.27. O conjunto R constituido pelas classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy
de ntmeros racionais, definido anteriormente, serd denominado, a partir de agora, conjunto dos

numeros reais.

Consequentemente, através da identificacao fg, concluimos que NC Z C Q C R.

4.2.5 R Corpo Arquimediano

Nesta se¢ao, mostraremos que o corpo ordenado R é Arquimediano e que sempre existe um
numero racional entre dois niimeros reais quaisquer.
Comecemos com a prova do seguinte teorema.

Teorema 4.39 (Propriedade Arquimediana). Seja x € R. Entdo, existe n € N tal que © < n.

Demonstragao. Seja © = [z,] € R. Entao (z,) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais.
Consequentemente, (z,) ¢ limitada. Daf existe k € Q% tal que |z,| < k, para todo n € N*. Com

isso,
Ty <k<k+1=k+2-1,VneN* pois k € Q7.

Portanto, obtemos
1<k+2—z,VneN",
Como 1 € Q, entdo [k + 2] > [x,]. Dessa forma, k+2 > z, ja que k + 2 € Q% (através da funcao
m

fo definida acima). Além disso, & +2 = *, com m,n € N*. Note também que * < m < m + 1
(desde que m,n > 1). Por fim,
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r<k+2=7<m+1eN

Vejamos abaixo uma outra maneira de enunciar a Propriedade Arquimediana.

Teorema 4.40 (Propriedade Arquimediana). Sejam x,y € R tais que x > 0. Entdo, existe um

numero natural n tal que y < nx.

1

Demonstracdo. Como x > 0, entdo 3z~ € R tal que 27! >0 e 27! -2 = 1. Assim, usando o fato

que yz~! € R e o Teorema tem-se que 3In € N tal que yz~! < n. Dai, multiplicando esta

dltima desigualdade por > 0, chegamos a
(yz™ N < ne = ylz™'z) < nzr =y < nx.

O

Agora, estamos pronto para provar que o conjunto Q é densdﬂ em R. Mais precisamente, temos

o seguinte resultado.

Proposicao 4.40. Sejam x,y € R tais que x < y. Entao, existe r € Q tal que z < r < y.

Demonstragao. Como x < y, entao, por definigao, existem d € Q7 e ng € N* tais que,
Yn — Ty > d,Vn > nyg,

onde x = [z,] e y = [y,]. Portanto, podemos escrever

— d
%27%>§,Vn2no.
Logo, inferimos que
Yn —Xn d _d
— — = > - Vn >ng.
2 1=

Isto significa, através da identificacao fg, que

Yo—n| [d| _d_y—z _d_
{ 2 ]>[4]— = >4_.h,

onde h € Q. E, como R é Arquimediano (ver Teorema [4.40)), entao existe n € N tal que y < nh.
De z < y, obtemos x < nh.

'A afirmacdo dada na Proposicio é a definigdo para que Q seja denso em R.
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Seja X = {m € N/x < mh} C N. Acima, vimos que n € X, logo X # (). Pelo Principio da
Boa Ordem em N, existe um minimo p € X. Seja r = ph. Logo, (p — 1)h < x (pois p = min X).

Consequentemente,
Yy—x
szh+h—h=(p—l)h+h§x+h<m+(T)<x+y—:ﬂ=y.

Assim, r < y. Como p € X, entdo x < ph = r. Isto conclui a prova da proposicao em questao. [

4.2.6 Completude de R

Completaremos a construcao do conjunto dos nimeros reais mostrando que toda sequéncia de
Cauchy de ntimeros racionais converge para um nimero real. Para este fim, precisamos, primeira-

mente, definir o que significa sequéncia de nimeros reais.

Definigao 4.28. Uma sequéncia de nimeros reais é uma aplicacao = : N* — R, que associa um

numero n € N* a um outro, chamado termo geral, x(n) = x,, € R. A sequéncia x é denotada por
x = (Tp)nens = (z1, T2, ...).
Quando nao houver nenhuma possibilidade de confusdo denotaremos (x,)nen+ por ().
Vejamos, a seguir, como definir sequéncias de niimeros reais convergentes.

Definicao 4.29. Dizemos que uma sequéncia de niumeros reais (x,) converge para a € R, e
indicamos por z, — a, ou ainda, lim z, = a, se dado ¢ € R% (onde R} = {z € R/z > 0})
n—oo
existe ng € N* tal que, Vn > ng (n € N¥), tem-se |z, —a| < ¢.
Vejamos um exemplo simples de sequéncia de nimeros reais convergente.

Exemplo 4.11. Considere uma sequéncia constante (z,,), isto é, x, = ¢, ¥n € N, onde ¢ € R.

Logo, dado € € R% , temos que
|z, —c|=|c—¢c|=0<e¢e,Vne N

Neste caso, ng = 1 € N*. Dessa forma, toda sequéncia (c),en+ constante é convergente e converge

para c.

Abaixo provaremos que podemos aplicar o limite em uma desigualdade, que envolve termos

gerais de duas sequéncias, desde que estas sejam convergentes.
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Teorema 4.41. Sejam (xy,), (yn) sequéncias de nimeros reais. Se x, < yn, Vn € N* e se lim z,, =
n—oo

a e lim y, =b, com a,b € R, entdo a < b.
n—oo

Demonstragdo. Suponhamos a > b. Como =, — a e y, — b, podemos tomar ¢ = azb ¢ R% para

2
obter ny € N tal que para todo n > nq, tem-se |z, — a| < ¢, isto é, a — ¢ < x,, ou seja, aTH’ < Zp,.

Analogamente, obtém-se ny € N tal que para todo n > ng, chega-se a |y, — b| < g, isto é,

yn < b+ e, ou seja, y, < “TH’. Tomando nyg = max{ni,ne} € N*, temos

a+b

Yn < < T, YN > ng.
Isto contraria a hipétese x,, < yy,,Vn € N*. Por fim, a < b. ]
Coroldrio 4.42. Seja ¢ um ndmero real e (x,) uma sequéncia de nimeros reais. Se z, < b, para
todon € N*, ese lim x, =a, a € R, entdao a <b.

n—oo

Demonstragdo. Basta usarmos o Teorema [4.41| e tomarmos y, = b, Vn € N*. O

Obs 4.2. Se =, <0, ¥n € N*, entdo lim z,, caso exista, é menor do que ou igual a 0 (basta usar
n—oo

o Teorema com y, = 0,Yn € N*).

Obs 4.3. Se y, > 0, Vn € N*, entdo lim y,, caso exista, ¢ maior do que ou igual a 0 (basta usar
n—oo
o Teorema com z, = 0,Vn € N¥).

Obs 4.4. Observe que se x,, > 0, Vn € N* nao significa que lim z, > 0 (mesmo que este elemento
n—o0

exista). Considere, por exemplo o limite lim % =0.
n—oo

Vejamos, agora, como definir sequéncias de Cauchy em R.

Definicao 4.30. Uma sequéncia (x,) de elementos em R é chamada sequéncia de Cauchy de
numeros reais, se dado € € R*_, existe ng € N* tal que, para todo m,n € N, com m,n > ng, tem-se
|Tn — Tm| < €.

A seguir, mostraremos como comparar convergéncias em Q e R.

Proposicao 4.41. Seja a € Q. Uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais (x,) converge

para a em Q se, e somente se, converge para a em R.
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Demonstragao. (=) Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais que converge para
a em Q. Seja € > 0 um numero real. Pela Proposicao existe um ntimero racional r > 0 tal
que r < €. Como (x,) converge para a em Q, existe ng € N* tal que para todo n > ng, tem-se
|z, —a| < r. Aplicando a desigualdade r < e chegamos a |z, — a| < e. Portanto, (z,) converge

para a em R.

(<) Suponhamos agora que (z,,) converge para a em R. Seja € > 0 um nuimero racional. Mas,
e € R; logo, existe ng € N* tal que, para todo n > ng, tem-se |z, — a| < €. Isto conclui a prova da

proposicao em questao. O

Agora, relacionemos as defini¢oes de sequéncias de Cauchy em Q e R.

Proposicao 4.42. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros racionais. Entdo, (x,) é uma sequéncia

de Cauchy em Q se, e somente se, (x,,) é uma sequéncia de Cauchy em R.

Demonstragdo. (=) Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais em Q. Seja ¢ > 0
um numero real. Pela Proposigao existe um ndmero racional r > 0 tal que r < ¢. Como (z,,)
é uma sequéncia de Cauchy em Q existe ng € N* tal que para todo m,n > ng tem-se |z, — T, | < 7.

Como r < g, entao |z, — x| < €. Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy em R.

(<) Suponhamos agora que (z,) seja uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais em R.
Seja € > 0 um numero racional. Dai, ¢ € R, logo, existe ng € N* tal que, para todo m,n > ny,

tem-se |z, — x| < €. Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy em Q. O

Proposicao 4.43. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. Considere que

x = [z,) € R. Entdo, x,, — x.

Demonstragao. Seja € > 0 um nimero real. Consideremos ainda r > (0 um ntimero racional tal que
r < g, cuja existéncia é garantida pela Proposigao Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy em
Q, entao existe ng € N* tal que, para todo m,n > ng, tem-se
| |<T:> L~ <o - Iig < <4
Ty — X — = =< Ty —T —e ——+4x, <z — + zy.
Agora fixe m € N* tal que m > ng. Logo,
r r
Ty, > Ty — — = Ty + = — 1,V > ny.
2 2
Dai, 2, — (2, —7) > §,Vn > ng (onde § € Q% ). Consequentemente,

T = [Tm] > [Xn — 1] = [xn) + [-7] =2 — 1,

194



desde que m > ng estd fixo. Analogamente, obtemos
r

Tm — (Xn +7) < —i,Vn > ng,

onde 5 € Q7%. Dessa forma, chegamos a
T = [Tm] < [Tn +7]:=[zp] +[r] =2+,

com m > ng esta fixo. Portanto,

T—1r < Ty <x+71,YM > ng.
Por fim, |z, —z| < r < &,¥m > ng. Isto nos diz que lim z,, = x. Isto prova o teorema em

n— o0
questao. ]
A seguir provaremos que, ao contrario de Q, toda sequéncia de Cauchy é convergente em R.

Isto qualifica R como um conjunto completo.

Teorema 4.43. Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge para um numero real.

)

Demonstragao. Seja (z;)ien+ uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Temos z; = [z},

|, onde

(2 )nen+ € uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. Vimos na Proposi¢ao que

lim ) = z;, para cada i € N*.
n—oo

Por conseguinte, In; € N* tal que

, 1
|z;, — ;| < -, para cada i € N*.
! 1

Agora, seja y; = 1:2% — x;, Vi € N*. Dai,
1 . N
|yz| < ;,VZ € N*.

Passando ao limite, quando i — oo, temos que lim y; = 0. Dessa forma, dado € € R* | 3ig € N* tal
1—00

que
€
3

Como (z;)ien+ ¢ uma sequéncia de Cauchy em R, entao Ji; € N* tal que

V2210:>|y2| <

9

ivj > i = o — g <
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Seja is = max{ip, i1} € N*. Logo, para todo 7,5 > i2, tem-se que

<, = @il + |2 — 2] + |2g — 2, |

= lyi| + |z — x| + |y;]

<tti4s=e
3 3 3

Isto significa que (z},,)ien+ é uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais (pois ¢ uma sequéncia
de Cauchy em R).

Seja x = [xﬁh] € R. Pela Proposicao [4.43} temos que lim :L'fhbZ = z. Portanto, dng € N* tal que,

1— 00
para todo ¢ > ng, tem-se
i 2e
Por fim, chegamos a
i i
s — 2| = |y — @i, + i, —al

<lx; — l’ili| + |xﬁli — x|
= |yil + |2}, — |
e 2

<z o5 T <
3T 3 ~°

para todo ¢ > mgp = max{ip,no}. Isto significa que lim z; = x. A prova do teorema em questao
1— 00

segue. ]

4.2.7 Supremo em R

Nesta subsecao, nossa meta é provar a existéncia do supremo para qualquer conjunto nao vazio
e limitado superiormente de R. E importante destacar que a defini¢ao de conjuntos limitados, tanto

inferior quanto superiormente, e supremo foram estabelecidas na Defini¢ao
Comecemos listando algumas definigoes necessarias para alcangarmos nosso objetivo.

Definigao 4.31. Dizemos que uma sequéncia (x,) de niimeros reais é nao decrescente (respectiva-

mente crescente) se z, < rp+1,vn € N* (respectivamente z,, < z,+1,Vn € N¥).

Definigao 4.32. Uma sequéncia (z,) de nimeros reais é nao crescente (respectivamente decres-

cente) se Tp+1 < Tp,Vn € N* (respectivamente 41 < xp, Vn € N¥).
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Definicao 4.33. Uma sequéncia é dita monétona se esta é crescente, decrescente, nao crescente

ou nao decrescente.
Definigao 4.34. Uma sequéncia (x,) de nimeros reais, diz-se limitada se existe ¢ € R, tal que
|zn| < ¢, Vn € N*.

O primeiro resultado desta subsecao relaciona sequéncias mondtonas e limitadas com sequéncias
de Cauchy em R.
Proposicao 4.44. Se (x,) € uma sequéncia mondtona e limitada de nimeros reais, entao (xy) €
uma sequéncia de Cauchy em R.
Demonstragao. Consideremos que (x,) seja monétona nao decrescente. Como (x,) é limitada,
entao existe a € RY tal que z,, < a, para todo n € N*. Assim,

<< .<zp,<..<a.

Suponhamos, por absurdo, que (z,) nao seja uma sequéncia de Cauchy. Isto significa que existe
e € RY tal que para qualquer que seja ng € N*, podemos encontrar m,n € N*, com m < n e
m,n > ng tais que

Ty — Ty = | Ty, — Ty | > €.

Em particular, para ng = 1 € N*, I3m1,n; € N* com m; < nj e mp,n; > 1 tais que
Tn, — Tmy = €.

Para ng = n1, obtemos my,no € N* com mg < ng € ma,ne > ny tais que
Tpy — Ty = €.

Para ng = ne, podemos encontrar ms, ng € N*, com m3 < ng e ms,n3g > no tais que

Tpy — Tmy = €.

Suponhamos, por recorréncia, que Im;,n; € N*, com m; < n; e mjy1,n,4+1 > n; tais que
Tp, — Tm,; > €,Vi=1,..,k.
Tome ng = ng. Entao, Imgyq,nkr1 € N*, com mpr1 < ngep e mei1, N1 > ng tais que
> e.

Tngypr = Tmpy
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Portanto, 3m;, n; € N* com m; < n; e m;11,n;41 > n; tais que

Tn; — T, > €, Vi € N™. (4.8)

Afirmagao: xp, > Ty, + i€, Vi € N*.
Provaremos a desigualdade acima por indugao sobre . Assim sendo, seja
X ={i e N /xp, > xp, +ic}.

Note que 1 € X, pois
Tpy 2> Ty +E=Tm, +1-¢,

por ([@F).

Suponhamos que k € X, isto é, x,, > x,,, + ke. Dai, encontramos

Ty = Tmyyy T €= Ty — Tny) + Ty, +€ 2> Ty +6 2> 2y +he+e =2, + (K+ 1),

por (4.8) e myy1 > ng. Isto prova que X = N*.

Tendo em vista a propriedade Arquimediana dos nimeros reais, podemos tomar ky € N de
modo que

koe > a — T, -

Se ko = 0, terfamos que x,,, > a. Um absurdo, pois x,, < a, para todo n € N*. Assuma, entao,

que ko € N*. Por isso, podemos escrever
Try, = Tmy + Koe > Ty + @ — Ty = a.

Deste modo, existe pelo menos um elemento de (x,) que é maior do que a. Isto contradiz o fato
de que z,, < a, para todo n € N*. Portanto (x,) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. A

demonstracao para os outros casos possiveis de sequéncia mondtonas é andloga. ]

Relacionando sequéncias monétonas e limitadas com convergéncia, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.44. Se (z,,) € uma sequéncia mondtona e limitada de nimeros reais, entao esta é

uma sequéncia convergente.

Demonstragao. E fato, pela proposi¢ao acima, que (x,) é uma sequéncia de Cauchy em R. Dai,
como toda sequéncia de Cauchy é convergente (ver Teorema [4.43)), entao (x,) é uma sequéncia

convergente. ]
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O resultado a seguir, serd 1til para provarmos que todo subconjunto de R nao vazio e limitado

superiormente admite supremo.

Teorema 4.45. Sejam (x,) e (yn) duas sequéncias de nimeros reais tais que:

i) (z,) € mondtona ndao decrescente;
ii) (yn) € mondtona nao crescente;
iii) =, < yp, ¥Ym,n € N*;

iv) dado ¢ € R, 3Ing € N* tal que para todo n > ng, tem-se y, — x, < €.
Entao, existe um unico nimero real que pertence a todos os intervalos [Ty, yn], com m,n € N*.

Demonstragdo. Como as hipdteses do teorema nos diz que (x,,) e (yn) sdo monétonas e limitadas
(por y1 e x1), ent@o temos que (z,) e (yn) sdo sequéncias de Cauchy em R. Deste modo estas

sequéncias sao convergentes em R. Consideremos, entao, que

lim z, =x e lim y, =y,
n—oo n—oo

onde x = [x,],y = [yn] € R.

O item iii) do enunciado do teorema nos diz que, Z,,, < Y, ¥m,n € N*. Dai, passando ao limite,
quando m — oo, obtemos

z= lim z, <y, Vn e N

m—r0o0

Agora passando ao limite, quando n — oo, encontramos
r < lim y, =y.
n—oo
Nao pode ocorrer x < y. De fato, pelo item iv), com € = y — x > 0 tem-se que existe ng € N*
tal que para todo n > ng, obtém-se y, — z, < e =y — x.
Afirmacao: x,, < x,Vm € N*.

De fato, suponhamos que dmy € N* tal que z,,, > x. Como z,,, < Zy,, Vm > my, entao,

passando ao limite, quando m — oo, encontramos

= lim xp > xy, > 2.
m—0o0
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Isto é uma contradicao.

Analogamente, temos que y,, > y,Vn € N* (ja que (y,) é nao crescente e li_>m yn = y). Logo,
n e.)

chegamos a
Tn+Yy < yn+x,Vn € N¥,

isto é,

y—x <y, — Ty, Vn € N

Contradizendo o fato de que ¥y, — z, < y — x para todo n > ng. Assim, x = y. Por fim, pelo que

foi provado acima, encontramos x,, < = < y,, para todo m,n € N*. O
Para concluir este capitulo, provaremos que conjuntos gozam da propriedade de admitirem
supremo (o que nao ocorre em Q).
Teorema 4.46. Seja X um conjunto ndao vazio e limitado superiormente de niumeros reais. Entdo,
o supremo de X existe em R.
Demonstragao. Consideremos y; uma cota superior de X (X é limitado superiormente). Seja
z1 € R tal que x1 nao seja cota superior de X. Note que x; < y;. Designemos por:
y2 : 0 menor dos nimeros 27 e y;, que seja cota superior de X.

Z9 : 0 maior dos nimeros yl;ri"“ e x1, que nao seja cota superior de X.

_ Y1tz X _ _ X _ yitz1 to Y1t
Observemos que se yp = #57, entdo x9 = x1 € se Y2 = Y1, entao xy = L5 (pois L5 > x7).

Em ambos os casos, temos yo — x2 = @ Observe que x2 < 12, desde que z1 < y1. Denote por:

y3 : 0 menor dos nimeros 2572 e yo que seja cota superior de X.

3 : 0 maior dos nimeros 34242'79&2 e To que nao seja cota superior de X.

_ Y2two ~ _ _ 5 _ Ya+x2 ro Y2tx2
Observemos que se y3 = #5-2, entao x3 = r2 € se y3 = Y2, entao r3 = T(pms > x3).

Em ambos os casos, encontramos y3 — z3 = Y55+, Também temos que 3 < y3.
Generalizando, se temos z,, < Yy, com Yy, — Ty, = 2L podemos determinar:
) ) 2 ’
Yn+1 : 0 menor dos nimeros 77’";3”” e yn que seja cota superior de X.

ZTp+1 : 0 maior dos nimeros w e x, que nao seja cota superior de X.
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Observemos que se Y, 11 = y"gx", entao Tpi1 = Tp € S€ Y = Ynil, entao T,y = y”;x" (pois
% > 2,). Em ambos 0s casos Y11 — Tni1 = Serit. B fdcil concluir que x,41 < yny1, pois

1 <Y1

A sequéncia (y,) como foi construida é mondtona nao crescente, e a sequéncia (x,) mondtona

nao decrescente. Além disso,

e Pela construgao das sequéncias (y,) e (z,), temos que

T <wp<w3<wa< . L2y <y << y3 <o <y1 <y, Ve N
e Dado ¢ € R, basta tomar n; € N* tal que 7”22571“ < ¢ (basta assumir ny > yl';ixl — 1 e usar
desigualdade de Bernoulli). Dai, para qualquer n > nj, tem-se

_h—n
yn—$n—7

Entao sdo satisfeitas as hipdteses do Teorema anterior, e entdo existe um tinico nimero real k que

<e.

pertence a todos os intervalos [y, Y|, para todo n, m € N*. Usando a prova do Teorema anterior,
temos que

lim y, = lim z, = k.
n—oo n—oo

O numero real k é o supremo de X. De fato, qualquer que seja z € X, tem-se z < y,, para

todo n € N* (y, é cota superior de X). Passando ao limite, quando n — oo, obtemos

< lim y, = k.

n—oo
Suponhamos que exista s € R tal que s < k e s é cota superior de X. Assim, k — s > 0. Como

lim x, = k, entao existe n; € N*, tal que, para todo n > nj, tem-se
n—o0

|z — k| <k—s=>s—k<z,—k<k—s=>s<z,<2k-—s.

Logo, s < x, para todo n > nj. Dessa forma, z < z,, Vo € X e n > ny (pois, s é cota superior
de X). Isto significa que z,, é cota superior de X (nenhum dos termos da sequéncia (z,) é cota

superior de X). Absurdo! Portanto, k € R e k = sup X. O

4.3 Aplicagcao dos reais
4.3.1 A sequéncia de Fibonacci

Apresentaremos um pouco da historia da vida e obra de Fibonacci que foi o matematico res-

ponsavel pela descoberta da sequéncia que leva o seu nome, bem como, o problema da reproducao
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dos coelhos cuja solugao é a geradora dos termos da referida sequéncia e sua correspondente de-

finicao formal.

Leonardo de Pisa (Fibonacci)

Leonardo de Pisa foi para muitos, o matematico europeu mais original e capaz do Periodo Me-
dieval. Nascido, na década de 1170, na cidade de Pisa, na regiao da Toscana (Itélia), era também
conhecido como Leonardo Fibonacci (devido ao fato de Fibonacci ser um diminutivo de filius Bo-
nacci que significa filho de Bonaccio), Leonardo Pisano ou Leonardo Bigollo (na Toscana, Bigollo
significa viajante). Ficou conhecido pelo seu papel na introdugao dos algarismos indo-ardbicos na
Europa e pela famosa sequéncia numérica que leva o seu nome. No Século XII, Pisa se destacava
por ser um dos grandes centros comerciais da Italia, assim como Génova e Veneza. Possuia varios
entrepostos comerciais espalhados pelo Mediterraneo onde passavam mercadorias importadas do
interior e do ultramar, tais como, as especiarias do Extremo Oriente que circulavam com destino a
Europa Ocidental. Leonardo Fibonacci era filho de Guglielmo dei Bonacci, um destacado mercador
pisano e representante dos comerciantes de Pisa que atuava como uma espécie de fiscal alfandegario
em Bugia (atualmente Bejaia, na Argélia). Devido as viagens do seu pai por quase todo o Medi-
terraneo, Fibonacci teve oportunidade de visitar a Sicilia, o Egito, a Espanha mulgumana, a Grécia
e, dessa forma, de conhecer, nestes lugares, as diversas culturas, assim como, de aprender com
professores islamicos a matematica arabe que era mais desenvolvida que a matemaéatica praticada
na Furopa Ocidental. Apds concluir que o sistema de numeragao indo-ardbicos, o qual incluia
o principio do valor de lugar, era bem mais pratico que todos os outros sistemas de numeracao,
inclusive, o sistema de algarismos romanos, Fibonacci escreveu o seu primeiro livro, Liber Abaci
(Livro do Abaco), titulo que nao condiz com o contetido da obra, publicado em 1202, no qual des-
creve em seus primeiros capitulos, as nove cifras indianas (nove algarismos), o zero e as operagoes
elementares envolvendo tais algarismos (incluindo o zero). Segundo Livio (2011, p. 111), Fibonacci
inicia o Liber Abaci da seguinte forma: os nove numeros indianos sio: 98 76 5 4 8 2 1. Com
esses nove numeros e com o 0... qualquer nimero pode ser escrito... E para Boyer (1974, p. 185),
o Liber Abaci é um tratado muito completo sobre métodos e problemas algébricos em que o uso
dos numerais indo-ardbicos € fortemente recomendado. Nos seus problemas sao incluidas questoes
uteis aos mercadores, como conversoes monetdrias, cdlculo de juros, médias, entre outras. Além
desses problemas de ordem pratica, existem outros tantos, tais como, o problema do resto chinés,
a regra da falsa posig@o, e mais outros que sao resolvidos através do uso de equacoes quadraticas.
A obra também apresenta justificativas geométricas de férmulas quadraticas e métodos para se

obter somas de séries. Apds essa obra, Fibonacci gozou de muito sucesso e prestigio a ponto do

202



Imperador Frederico II té-lo convidado para participar de uma competicao matematica, onde foi
apresentado varios problemas considerados dificeis pelo matematico da Corte, Johannes Palermo.
Fibonacci resolveu todos os problemas os quais a solucao de dois deles apresentou em um livro
chamado Flos (Flor), publicado em 1225. Além do Liber Abaci e do Flos, Fibonacci escreveu
outros dois livros: o Practica Geometriae, publicado em 1220, onde ele apresentou os conhecimen-
tos de Geometria e Trigonometria da época e o Liber Quadratorum, publicado em 1225, que é
considerado a sua obra mais avancgada, pois trata da Teoria dos Nimeros. No entanto, Fibonacci
ficou conhecido nao exatamente pelos seus livros, mas pelo fato de Edouard Lucas, na sua Colecao
Récréations mathématiques, ter dado o nome fibonacci a uma sequéncia que aparece como solugao

de um problema do Liber Abaci, que descreveremos a seguir.

O problema da reproducgao de coelhos

"Um homem pds um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro por todos os lados.
Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se, supostamente, todo

més cada par dd a luz a um novo par, que € fértil a partir do sequndo més?”

Solugao: Segue abaixo o processo de reproducao em cada més:
e No 1° més, temos apenas um par de coelhos (ainda filhotes).
e No 2° més, continuamos com um par de coelhos (agora adultos).
e No 3° més, nasce um par de filhotes. Logo, temos dois pares de coelhos (um par de adultos e um
par de filhotes).
e No 4° més, o par inicial gera o seu segundo par de filhotes, ficando um total de trés pares de
coelhos (o par inicial, o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundo par de filhotes).
e No 5° més, o par inicial gera o seu terceiro par de filhotes; o segundo par de adultos gera o seu
primeiro par de filhotes e o par de filhotes gerado no més anterior, agora adulto. Logo, temos cinco
pares de coelhos (trés pares de adultos mais dois pares de filhotes).

o Etc.

Notamos que num determinado meés, o nimero de pares de coelhos sera igual ao nimero de
pares do meés anterior mais o niimero de pares do més anterior ao anterior, pois serao esses 1ltimos

que contribuirdo com o acréscimo do nimero de pares de filhotes.
A Figura abaixo mostra a reproducao dos coelhos até o sexto més.

Na Tabela abaixo, segue a solugao resumida até o 12° més, onde havera 144 pares de coelhos.
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CHO Par de coelhos filhotes
@@ Par de coclhos adultos

'mes (OO | par
rmis @@ I par
¥mis @@ OO 2 pares
e Q@ OO o0 3 pars
smis @@ ON | L L J OO 5 pares
cms @@ 00 00 00 0O 00 0O §pars

Figura 4.1: figura 1 reais coelhos de fibonacci

Meés | N° de pares de adultos | N° de pares de filhotes | Total
1° 0 1 1
2° 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Tabela 1.1: Solugao resumida do problema da reproducao de coelhos.

Considerando que no problema anterior ndo haja morte e nem migragao de coelhos (nem de

dentro pra fora e nem de fora pra dentro), sua generalizagao é dada por:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233, ..., fn, fat1, frnt2, -,
onde,
Jnt2 = for1+ fn,comn>0e fo=fi =1
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Essa relacao define, por recorréncia, uma sequéncia de nimeros naturais, chamada Sequéncia
de Fibonacci, cujos termos sao chamados de Numeros de Fibonacci. Os Numeros de Fibonacci
apresentam propriedades aritméticas notaveis que sao, até hoje, objeto de investigacao. Existe até
uma revista intitulada The Fibonacci Quarterly, fundada em 1963, dedicada & pesquisa em torno
desses niumeros. Mas o que mais nos impressiona é o fato de que esses nimeros aparecem na geo-
metria, na Teoria dos Niimeros, na genética, assim como surgem, inesperadamente, em fenémenos
aparentemente desconexos, tais como, na distribuicao das sementes dentro de um girassol, na &rvore

genealégica de um zangao e na relagdo com o Numero de Ouro, como veremos mais adiante.

Problema: Determine o nimero de Fibonacci F),

Utilizaremos Recorréncias Lineares de Segunda ordem para solucionar o problema. A cada
recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes constantes, da forma x,i9 +
PTps1 + qr, = 0, associaremos uma equacao do segundo grau, 2 + pr + ¢ = 0, chamada equacéo
caracteristica. A nossa suposicao preliminar de ser ¢ # 0 implica 0 ndo ser raiz da equacao

caracteristica.
Teorema 4.47. Se t1 ety sdo raizes da equacdo t* — pt —q = 0, entdo x, = c1t} + coth € solugdo

da recorréncia a, — pan_1 — qan—2 = 0 para quaisquer valores de ¢, € ¢y .

Demonstragao: Substituindo z, = c1t} + coth em a, — pay,_1 — qa,_o e agrupando os termos
1 1 2 9

obtemos:

at] + coth — p(clt?fl + cztgfl) - q(clt?f2 + czt;“z) =
e (th —pth ™t — gtV ) o eo(ty — pth Tt —qth T =
it} (8 — pty — q) + eath 2(t3 — pta — q) =
it 04 +eoth 2-0=0

Entao x,, é solucao.

4.3.2 Resolugao de recorréncias de segunda ordem

Teorema 4.48. Se ty ety com t1 # ty e ty1, to # 0, sao raizes da equacdo caracteristica , entdo
todas as solugoes da recorréncia ay — pan—1 — qan—2 = 0 sao da forma x, = c1t] + caty com cy e

co constantes.
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Demonstragao: Seja u, uma solucao qualquer de a,, — pan—1 — qap—o = 0.

Vamos primeiro tentar escrever u; e us na forma desejada. Ou seja, vamos tentar determinar

c1 e co tais que u,, seja da forma ¢t} + cot5.

Escrevendo igualdades para u; e us, podemos formar um sistema de equagoes do qual as cons-

tantes ¢ e co sejam as solugoes:

ci1t1 + coty = ug
c1t% + CQt% = U9

Ou seja,

uito — U2 ug — Uity

c] = eco=—"—"=
ti(to —t1) ta(ta —t1)
Note que, estas solugOes sao possiveis ja que t1 # ty e t1, to # 0.

Tomemos v, = uy, — c1t] — caty. Vamos provar que v, = 0 para todo n.

Temos,
Up — PUn—1 — QUn—2 = (Up — Pln_1 — QUn_2) — c1tT 2(t3 — pt — q) — cath (3 — pta — q).

O primeiro paréntese é igual a zero ja que u, € solucao de a,, — pa,_1 — qan,_2 = 0 e os dois
tltimos parénteses sdo iguais a zero pois t; e ty sdo raizes da equacdo t> — pt —q = 0 . Assim,

Unp — PUp—1 — qNp—2 = 0.

Além disso, como cit1 + coto = uy € clt% + Cgt% = ug, temos v; = v9 = 0. Entretanto, se

Up — PUn_1 — qNp_o = 0 e v1 = v9 = 0 entao v, = 0 para todo n.

4.3.3 A solugao do problema (F,)

A equacédo da recorréncia pode ser reescrita como Fy, 1o — Fj,01 — F,, = 0, cuja equagao carac-

2

teristica é x* — x — 1 = 0, que por sua vez tem como raizes:

145 5_1—\/3
9 ‘P77

As solugoes de uma recorréncia com tal expressao sao da forma:
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5 <1+2\/5) 5 <(1—2\/5)

Além disso, a sequéncia de Fibonacci tem F; = F» = 1. E assim podemos montar o sistema:

Portanto, a solugao da recorréncia é dada por:

F_L. L+V5 n_i. 1-V5 '
"5 2 NG 2

Esta férmula é conhecida por féormula de Binet, que a descobriu em 1843.

Observemos que o resultado obtido é uma solucao para um caso particular da recorréncia

Tpio = Tpil + Tn. Caso esse, que chamamos de sequéncia de Fibonacci. Note que a solucao da

1+5
2

equacao caracteristica, o = , € 0 chamdo nimero de ouro, obtido através da razao aurea.

4.3.4 Uma outra aplicagao (O conjunto de Cantor)

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) foi um matematico russo nascido no
Império Russo. Conhecido por ter elaborado a moderna teoria dos conjuntos, foi a partir desta
teoria que chegou ao conceito de niimero transfinito, incluindo as classes numéricas dos cardinais e
ordinais e estabelecendo a diferenca entre estes dois conceitos, que colocam novos problemas quando
se referem a conjuntos infinitos. Nasceu em Sao Petersburgo (Russia), filho do comerciante dina-
marqués, George Waldemar Cantor, e de uma musicista russa, Maria Anna Béhm. Em 1856 sua

familia mudou-se para a Alemanha, continuando ai os seus estudos. Estudou no Instituto Federal
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de Tecnologia de Zurique. Doutorou-se na Universidade de Berlim em 1867. Teve como professores
Ernst Kummer, Karl Weierstrass e Leopold Kronecker. Em 1872 foi docente na Universidade de
Halle-Wittenberg, na cidade alema Halle an der Saale, onde obteve o titulo de professor em 1879.
Toda a sua vida ird tentar em vao deixar a cidade, tendo acabado por pensar que era vitima de uma
conspiragao. Cantor provou que os conjuntos infinitos nao tém todos a mesma poténcia (poténcia
significando ”tamanho”). Fez a distingao entre conjuntos numeraveis (ou enumerdveis) (em inglés
chamam-se countable - que se podem contar) e conjuntos continuos (ou nao-enumeréveis) (em
inglés uncountable - que nao se podem contar). Provou que o conjunto dos nimeros racionais é
enumeravel, enquanto que o conjunto dos nimeros reais é continuo (logo, maior que o anterior). Na
demonstragao foi utilizado o célebre argumento da diagonal de Cantor ou método diagonal. Nos
dltimos anos de vida tentou provar, sem o conseguir, a "hipétese do continuo”, ou seja, que nao
existem conjuntos de poténcia intermédia entre os numeraveis e os continuos - em 1963, Paul Cohen
demonstrou a indemonstrabilidade desta hipdtese. Em 1897, Cantor descobriu varios paradoxos
suscitados pela teoria dos conjuntos. Foi ele que utilizou pela primeira vez o simbolo s € R para re-
presentar o conjunto dos ntimeros reais. Durante a tltima metade da sua vida sofreu repetidamente
de ataques de depressao, o que comprometeu a sua capacidade de trabalho e o forgou a ficar hospi-
talizado varias vezes. Provavelmente ser-lhe-ia diagnosticado, hoje em dia, um transtorno bipolar
- vulgo maniaco-depressivo. A descoberta do Paradoxo de Russell conduziu-o a um esgotamento
nervoso do qual nao chegou a se recuperar. Comecou, entao, a se interessar por literatura e religiao.
Desenvolveu o seu conceito de Infinito Absoluto, que identificava a Deus. Ficou na pentria durante

a Primeira Guerra Mundial, morrendo num hospital psiquidtrico em Halle.

O conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor,em homenagem ao matematico Georg Cantor (1845 - 1918), é construido

cOmo a seguir.

Comegamos com o intervalo fechado [0, 1] e removemos o intervalo aberto (%, %) . Isso nos
leva a dois intervalos, [O, %] e [%, 1] . Dividimos novamente cada intervalo em trés e removemos
cada terco intermediario aberto. Quatro intervalos permanecem, e novamente repetimos o processo.
Continuamos esse procedimento indefinidamente, em cada passo removendo o terco do meio de cada
intervalo aberto que permanece do passo anterior. O conjunto de Cantor consiste nos niimeros que

permanecem em [0, 1] depois de todos os intervalos terem sidos removidos.

(a)Mostre que o comprimento total de todos os intervalos que foram removidos é 1. Apesar
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disso, o conjunto de Cantor contém infinitos niimeros. Dé exemplos de alguns niimeros no conjunto
de Cantor.

Solucao:
Na primeira etapa, somente o intervalo(%; %) (comprimento %) é removido.
Na segunda etapa, removemos (%; %) e (g; %), no qual o comprimento total é 2. (%)2 .

. . . 3 -
Na terceira etapa removemos 22 intervalos de comprimento (%) . Em geral, na enésima etapa

— . . n
removemos 2"~ ! intervalos, com comprimento (%) cada.

Logo removemos 271 . (%)n = % . (%)n_l . Portanto o total de todos comprimentos removidos
1
00 n—1 .
1 2 3
é A = e = = =1.
=r () =5,

(b) O carpete de Sierpinsk é o correspondente bidimensional do conjunto de Cantor. Ele é
construido pela remoc¢ao do nono subquadrado central de um quadrado de lado 1 dividido em nove
subquadrados. A etapa seguinte consiste em remover os subquadrados centrais dos oito quadrados
menores que permaneceram, e assim por diante. (A figura apresenta as trés primeirras etapas da

construgao). Mostre que a soma das areas dos quadrados removidos é 1. Isso implica que o carpete
de Sierpinski tem area 0.

Figura 4.2: figura 2 reais carpete

Solugao:

A 4rea removida na 1° etapa

D~
O =

1\? 1\°
. J& na segunda etapa 8 - <§> . Na terceira etapa 82 - <§> .
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1 1 o/8\"1! . . o
9 |9 . Assim o total da 4rea removida é

n
Em geral, na enésima etapa temos 8" 1 - <9> =9

1/8\""' &

dada por
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Capitulo 5

Construcao de Conjuntos Imaginarios

Neste capitulo, usaremos o conjunto dos ntimeros reais para obter, de forma precisa, a definigao,

e algumas propriedades aritméticas béasicas, dos nimeros complexos.

5.1 Construcao dos Numeros Complexos

No ensino elementar, os nimeros complexos sao introduzidos a partir da chamada “unidade
, p p

2 — _1. Este mesmos ntimeros sao definidos através

imaginaria”, ¢, com a propriedade de que
de uma expressao da forma a + bi, onde a,b € R, sujeitas as regras operacionais conhecidas dos

numeros reais.

Nesta secao, serd feita a construgao rigorosa dos numeros complexos. A referéncia que serviu

como base nesta segao esta apresentada em [3].

5.1.1 Operacgoes Elementares em C

Aprendemos, no ensino béasico, que dois nimeros complexos da forma a + bi e ¢+ di, sdo iguais
apenas quando a = ¢ e b = d. O que nos lembra a igualdade entre os pares ordenados (a,b) e (¢, d)
em R? (aqui R? = {(z,y)/z,y € R}). Assim sendo, vamos estabelecer nossa defini¢do dos niimeros

complexos através de R?. Mais precisamente, temos o seguinte conceito.

Definicao 5.1. Sejam (a,b), (c,d) € R%. Definimos a operacao + : R? x R? — R?, chamada adicdo,
como sendo

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),V(a,b), (c,d) € R
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Exemplo 5.1. E facil ver que

(V2,1) + (~1,3) = (V2 + (—=1),1+3) = (V2 - 1,4).

Nossa meta principal com a adigao é apresentar as propriedades elementares que esta satisfaz
em R2.

Comecemos com a comutatividade.

Teorema 5.1 (Comutatividade). Sejam (a,b), (c,d) € R%. Entdo, (a,b) + (¢,d) = (c,d) + (a,b).

Demonstracao. E f4cil checar que
(a7b> + (Cad) = (G+C,b+d) = (C+a7d+b) = (Cvd) + (a7b)'

Isto completa a prova do teorema em questao. O

Agora, verifiquemos a associatividade.

Teorema 5.2 (Associatividade). Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € R%. Entdo,

[(a,0) + (¢, d)] + (e, f) = (a,b) + [(¢, d) + (e, f)]-

Demonstracdo. Note que

[(a,b) + (¢, d)] + (e, f) =(a+c,b+d)+ (e, f) =((a+¢c)+ e, (b+d)+ f)
=(a+(c+e),b+(d+f)) =(a,b)+ (c+e,d+ f)
= (a,0) + [(c,d) + (e, f)]-

Isto prova o teorema em questao. ]

Agora, permita-nos mostrar que (0,0) é o tinico elemento neutro de RZ.

Teorema 5.3 (Elemento Neutro). Seja (a,b) € R2. Entdo, (a,b) + (0,0) = (a,b). Além disso,

(0,0) € o tnico elemento de R? que satisfaz esta iqualdade.

Demonstragdo. E f4cil ver que
(a,) + (0,0) = (a+0,b+0) = (a,b).
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Agora, considere que (c,d) € R? é tal que (a,b) + (c,d) = (a,b), para todo (a,b) € R?. Dessa forma,
chegamos a
(0,0) = (0,0) + (¢,d) = (0+¢,0+ d) = (¢, d).

Como queriamos demonstrar. O

Vejamos, agora, como provar a existéncia tnica do simétrico para cada elemento de R2.

Teorema 5.4 (Simétrico). Seja (a,b) € R?. Entdo, (a,b)+ (—a,—b) = (0,0). Além disso, (—a, —b)

¢ o tnico elemento de R? que satisfaz esta iqualdade.

Demonstracao. Note que
(a,b) + (—a,—=b) = (a + (—a),b+ (=b)) = (0,0).
Suponha que existe (c,d) € R? tal que (a,b) + (c,d) = (0,0). Assim, chegamos a
(¢,d) = (¢,d) + (0,0) = (¢,d) + [(a,b) + (—a, —b)]

= [(¢,d) + (a,b)] + (—a, —b) = [(a,b) + (¢,d)] + (—a, —b)
(0,0) + (—a, —b) = (—a, —b).

O]

O Teorema nos permite definir a subtracio entre dois elementos de R? da seguinte forma:

(a,b) — (¢c,d) := (a,b) + (—¢, —d) = (a — ¢,b—d), Y(a,b), (c,d) € R%

O resultado abaixo estabelece a famosa lei do cancelamento em R2.

Teorema 5.5. Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € R?. Entdo,

(a,b) + (e, f) = (¢,d) + (e, f) < (a,b) = (¢,d).

Demonstragdo. A partir das propriedades de R, concluimos que
(a,b)+ (e, f) =(c,d)+ (e, f) & (a+eb+ f)=(c+ed+ f)
Sa+e=cteebt+f=d+f

Sa=ceb=d

< (a,b) = (¢, d).
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Agora, vamos estabelecer a definicdo da multiplicacdo entre dois elementos de R2.

Definigdo 5.2. Sejam (a,b), (¢,d) € R%. Definimos a opercio - : R? x R? — R?, chamada multi-

plicagao, como sendo

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be), ¥(a, b), (c,d) € R2.

Abaixo destacamos as provas das propriedades aritméticas para a multiplicacdo em R?.

Comecemos com a comutatividade.

Teorema 5.6 (Comutatividade). Sejam (a,b), (c,d) € R%. Entdo, (a,b) - (c,d) = (c,d) - (a,b).

Demonstracao. E f4cil checar que
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) = (ca — db, cb + da) = (¢,d) - (a,b).

Isto completa a prova do teorema em questao. O

Verifiquemos a associatividade.

Teorema 5.7 (Associatividade). Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € R?. Entdo,

[<a7 b) ’ (C7 d)] ’ (67 f) = (aa b) : [(Cv d) ’ (6, f)]
Demonstracao. Note que

(a,0) - [(¢,d) - (e, f)] = (a,b) - (ce — df , cf + de)

= (a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df))
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bee — bdf)

= ((ac — bd)e — (ad + bc) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)
=

ac —bd,ad +bc) - (e, f) = [(a,b) - (¢,d)] - (e, f).

Isto prova o teorema em questao. ]

Agora, permita-nos mostrar que (1,0) é o tinico elemento neutro de R2.

Teorema 5.8 (Elemento Neutro). Seja (a,b) € R?. Entdo, (a,b)-(1,0) = (a,b). Além disso, (1,0)

¢ 0 tnico elemento de R? que satisfaz esta iqualdade.
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Demonstracao. E f4cil ver que
(a,b)-(1,0)=(a-1—-0-0,a-04+0b-1) = (a,b).

Agora, considere que (c,d) € R? é tal que (a,b) - (c,d) = (a,b), para todo (a,b) € R%. Dessa forma,
chegamos a

(1,0) = (1,0) - (¢, d) = (¢, d) - (1,0) = (c, d).

Como queriamos demonstrar. ]

Vejamos, agora, como provar a existéncia tinica do inverso para cada elemento nao nulo de R2.

Teorema 5.9 (Inverso). Seja (a,b) € R? tal que (a,b) # (0,0). Entdo,

(a,b)~< a b >—(1,0).

a? 4+ b2’ a? + 02

Além disso, < ¢ b
a’*+b

’ ’ . 2 . .
TR a b2> € o unico elemento de R® que satisfaz esta igualdade.

Demonstracao. Note que

(@ b)< a > < b2 —ab ba )
D\ are P R B L B R
a’>+b> —ab+ab
( + b2’ a2—|—b2>
= (1,0)

Suponha que existe (c,d) € R? tal que (a,b) - (¢,d) = (1,0). Assim, chegamos a
() = (ed)- (1.0) = () - | (@,5) - ( ey
C7 - Cv 9 - Ca (I, a2 + b27 G2 + b2
a —b a —b
= [(C’d) : (a’b)] ’ <a2 02 a2 + b2> = [(a7b) ’ (Cad)] : (a2 T2 g2 +b2>

a —b a —b
(1,0) Qlwfﬁ+w> <ﬁ+mwmwﬂ

Em muitos casos, o inverso de um elemento (a,b) € R? é denotado por (a,b)™*

O Teorema nos permite definir a divisao entre dois elementos de R? da seguinte forma:

c —d B ac+bd —ad -+ be
24+d22+d2) \E2+d2 2+d2

(a,b) : (¢,d) := (a,b) - (

onde (¢,d) # (0,0).

> . ¥(a,b), (c,d) € R?,
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Exemplo 5.2. Temos que
(1 _2)‘1 3 (2 \_ (s 2 <3 18)
3 G+ Greep) \ T F) T sra

Consequentemente,
3 18 3 18 _18 3
(3,2) - <37, 37> = <337 — 2§,3§ + 237>

1
3,2): | =,—2
(’) (37 )
_ (936 54+6Y [ 27 60
N 37 37 - 37°37)°

E também verdade que a propriedade distributiva, envolvendo a adigao e a multiplicacao, é

véalida em R2.

Teorema 5.10 (Distributividade). Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € R?. Entdo,

(a’7 b) ’ [(C,d) + (67 f)] = (CL, b) ’ (Cv d) + (avb) ’ (evf>'

Demonstracao. Este resultado segue diretamente da igualdades abaixo:

(a,b) - [(c;d) + (e, f)] = (a,b) - (c + e, d+ f) = (alc+€) = b(d + f),a(d + f) + b(c + ¢))
= (ac+ ae —bd — bf,ad + af + bc+ be) = (ac — bd 4+ ae — bf,ad + bc + af + be)
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be) = (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f).

Permita-nos, agora, provar a lei do corte em R2.

Teorema 5.11. Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € R? tais que (e, f) # (0,0). Entdo,

(a,0) - (e, ) = (¢,d) - (e, ) & (a,b) = (¢, d).

Demonstragdo. (<) Na verdade, esta implicacdo vale para qualquer (e, f) € R2. Note que, (a,b) =

(c,d) implica que a = ¢ e b = d. Dessa forma,

(a,b) - (e, f) = (ae —bf,af + be) = (ce — df,cf + de) = (¢,d) - (e, f).

(=) Suponha que (a,b) - (e, f) = (¢,d) - (e, f). Como (e, f) # (0,0), entdo existe (e, f)~! € R?
tal que (e, f) - (e, f)~! = (1,0). Consequentemente,

[(a,b) - (e, /)] - (e, /)™ = [(e,d) - (e, f)] - (e, /)1
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Portanto, pelos Teoremas e chegamos a (a,b) = (¢, d).
O

Definicao 5.3. O conjunto R?, dotado com as operacdes de adicio e multiplicacdo, definidas acima,

serd denominado conjunto dos nimeros complexos e denotado por C.

5.1.2 Caracterizacao Usual de C

Nesta subse¢ao, vamos mostrar uma maneira de garantir a inclusdo do conjunto dos numeros
reais em C. Primeiramente, observemos como escrever um numero complexo arbitrario da forma

usual. Sendo assim, é sabido que

(a,0) + (b,0)- (0,1) = (a,0) + (b-0—0-1,b-140-0) = (a,0) + (0,b) = (a,b).

Portanto,
(a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1),V(a,b) € C.

Agora, vejamos como identificar os elementos da forma (a,0) € C com a € R.

Teorema 5.12. Seja fr : R — C uma func¢do dada por fr(x) = (x,0), para todo x € R. Entao, os

sequintes itens sao vdlidos:

i) fr € injetora;
ii) fr(z+y) = fr(z)+ fr(y), Yo,y € R;

iii) fr(zy) = fr(z) - fr(y),Vo,y € R.

Demonstragao. 1) E f4cil ver fr € injetora, pois
fr(x) = fr(y) & (2,0) = (y,0) & = =y;
ii) Além disso,
fe(2) + fr(y) = (2,0) + (4,0) = (2 +9,0) = fr(z +y), Yo,y € R;

iii) Por fim,

fr(zy) = (2y,0) = (2,0) - (y,0) = fr(z) - fr(y),Vr,y € R.
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De modo similar aos casos estudados anteriormente, aqui também temos em C uma copia
algébrica de R, fr(R), o que nos permite identificar R com fg(R) e, portanto, considerar N C Z C
Q € R ¢ C. Admitindo essa identificagao e adotando o simbolo ¢ para o nimero complexo (0,1), a
expressao para (a,b), que é igual a (a,0)+ (b,0)- (0, 1), pode ser escrita como a+ bi, como faziamos

no ensino elementar. Neste caso, temos

C = {a+bi/a,b € R}.

Notemos ainda que, como no ensino bésico, vale:
2i=iei=(0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1,

por fr.

Definicao 5.4. Sob a notagao acima, chamamos os elementos bi € C, com b # 0 imagindrios puros.

Ja os nimeros a € C sao denominados reais puros.

5.1.3 Modbdulos e Conjugados em C

Nesta subsecao, definiremos, de forma usual, a definicao do que significa o médulo e o conjugado
de um ndmero complexo.
Definigao 5.5. Dado o complexo z = a + bi € C, definimos o médulo de z como sendo o nimero
real |z| = Va? + b2.

Observe que quando um nimero complexo é real puro entdao a definicdo de médulo coincide

com a de mdédulo de um numero real.

Exemplo 5.3. E f4cil notar que

1—il =12+ (-1)2=V1+1=V2

Definigcao 5.6. Dado z = a+bi € C, definimos o conjugado complexo de z como sendo Z := a — bi.

Veja que, pela definicao acima, o conjugado de um nimero complexo é um niimero da mesma

categoria.

Exemplo 5.4. E facil ver que (v/2 + 3i) = v/2 — 3i.
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Vejamos algumas propriedades para o conjugado de um niimero complexo.

Proposicao 5.1. Sejam z,w € C. Entdo, valem as sequintes propriedades:

i) z=12z;

ii) z 4+ w=2z+w;

I

iii) z-w =7z -w;

iv) 2.z = |2~
Demonstragdo. Sejam z = a+ bi e w = c+ di € C. Entao,

i) Z=a — bi e, entdo
Z=a—(=bi=a+bi=z
ii) Também temos que w = ¢ — di e, assim,

Z+w=(a—bi)+ (c—di)=(a+c)— (b+d)i=z+ w;

iii) E fato que
zZ-w=(a—0bi)(c—di) = (ac—bd) — (ad + bc)i = Z - w;

iv) Por fim, concluimos que

z-Z=(a+bi)(a—0bi)=a®+b* =]z

5.1.4 C nao enumeravel e nao Ordenavel

A seguir veremos que a nao enumerabilidade de C (o que nao ocorre com N, Z e Q) segue

diretamente da de R.

Teorema 5.13. C ¢é nao enumerdvel.

Demonstracao. Vimos que R C C . Pela Proposicao se C fosse enumeravel, R também deveria

ser, o que contradiz o que ja mostramos. Portanto, C é nao enumeravel. O
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E notdrio que as propriedades aritméticas de C, dadas anteriormente, sdo as mesmas que as de

R (que s@o as mesmas que as de QQ), sendo assim, podemos dizer que C é um corpo.

Apesar de os corpos Q e R serem dotados de uma relagdo de ordem compativel com suas
operagoes e sao, portanto, ambos ordenados, temos que R é um corpo ordenado completo e Q é um

corpo ordenado nao completo.

Intuitivamente nao temos como dizer se 3 é maior do que 3i ou do que 2 + i, por exemplo.
Mostremos que C é um corpo nao ordendvel (o que nao ocorre com Q e R), ou seja, é impossivel
dotar C de uma relagdo de ordem compativel com suas operacoes aritméticas. No entanto, C
possui uma importante informacao algébrica que R e Q nao tém: o Teorema Fundamental da
A lgebra, cuja demonstracao foi a tese de doutoramento do ilustre matematico, Johann Carl Friedrich
Gauss(Braunschweig, 30 de abril de 1777 - Gottingen, 23 de fevereiro de 1855), o qual afirma que
todo polinémio nao constante com coeficientes complexos admite uma raiz em C (este resultado

nao é de nosso interesse). (A demonstracao algébrica deste teorema encontra-se em [2]).

Teorema 5.14. C ndo é um corpo ordendvel.

Demonstracao. Se C fosse um corpo ordenavel, pela Proposicao terfamos que x2 > 0, para
todo = € C. Entretanto, é sabido que i = —1 < 0, para i € C. Isto é uma contradicdo. Assim, C

nao é um corpo ordenavel. O

5.2 Aplicacao dos niimeros complexos
5.2.1 Numeros Complexos e a Fisica

H4 mais de 200 anos, a fisica e a matemética estao intimamente ligadas no que diz respeito a
conjuntos numéricos. Embora nao haja um estudo mais aprofundado, ja se sabe que atualmente,
na fisica contemporanea, a aplicagdo do conjunto dos nimeros complexos é tao grande, que é até
possivel pensar em uma auténtica ”complejificacién de la fisica”, como cita o autor Frederico de
Rubio y Galy em "The Role of Mathematics in the Rise of Science”. Nesta mesma obra, Dr
Frederico da aos niimeros complexos a idéia de par ordenado: ”"um par ordenado de nimeros reais,
onde suas coordenadas representam a parte real e imagindria do complexo”. Assim, apresenta como
os numeros complexos podem multiplicar-se e como é simples a sua representacao como vetor. Fica
claro entao, como o universo de complexos se expande no mundo da fisica, onde é utilizado pelos

fisicos contemporaneos de forma familiar em diversas teorias. Vejamos alguns exemplos.
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Vetores e Quantidades Complexas

Dado um nimero complexo determinado por ( a,b ), onde a e b sdo nimeros reais, podemos
facilmente representd-lo em um plano. Tomando como base a localizagdo de pares ordenados,
localizamos o par ( a,b ) e formamos o vetor com origem em ( 0,0 ) e extremidade em ( a,b ). Para
facilitar essa representacao, vamos utilizar uma nova quantidade que chamaremos de operador

i, embora alguns autores também o denominam operador j. Observemos a figura: O vetor H,

Figura 5.1: Sistema Complexo (a,b).

representado sobre o eixo de referéncia, a direita do eixo vertical esta sofrendo uma rotacao. Ao se
deslocar para a esquerda do eixo vertical, temos o vetor — H , que é o proprio vetor H multiplicado
por —1. Entao, para fazer com que o vetor gire 180° é necessario multiplicid-lo por —1, para que
sua rotagao seja de 90° ( e o vetor se localize sobre o eixo vertical ) é necessario multiplicé-lo por
i, pois i%.i> = -1. Assim, qualquer vetor multiplicado por i, sofre uma rotacio de 90° . Portanto,

na figura anterior temos: Esta representacao onde o vetor acompanhado de +i estd no eixo vertical

Figura 5.2: Sistema Complexo Rotacional

para cima e acompanhado de —i estd no eixo vertical para baixo é chamada forma complexa.
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Numeros complexos e circuitos monofasicos

No estudo de circuitos, a aplicacao de nimeros complexos aparece na forma de vetores, que
determinam algumas equacoes importantes, com a presenca da unidade imaginaria. Um circuito
monofésico é alimentado por uma Unica tensao alternada. Quando a unica dificuldade que a tensao
sofre é a resisténcia efetiva, o circuito é dito puramente resistivo. Nesse circuito, a tensao Er e
a intensidade de corrente I atingem valores correspondentes ao mesmo tempo, o que faz com que
0s seus vetores representativos fiquem sobre o eixo de referéncia. Dizemos entdao que as grandezas

estao em fase.

E

154

Figura 5.3: Comportamento de E e I em um circuito Resistivo.

Figura 5.4: As grandezas E e I nos mesmos eixos de referéncias.

Quando a dificuldade que a corrente sofre é a reatancia capacitiva, o circuito é chamado pu-
ramente capacitivo. Nesse circuito, Ec e I nao atingem valores correspondentes ao mesmo tempo,
de modo que os vetores que as representam fiquem um sobre cada eixo. Neste caso, dizemos que

Ec e I estao defasadas 90° ( I se antecipa aos valores de Ec ). Quando o circuito apresenta como
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i

/

Figura 5.5: Comportamento de E e I em um circuito Capacitivo.

@ = dngulo de defasagem

Figura 5.6: As grandezas E e I nos eixos de referéncias respectivos.
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dificuldade & reatancia indutiva, o circuito é chamado de puramente indutivo. Nesse circuito Ei e

I também estao defasadas 90° (I estd atrasada aos valores de Ei).

E

L

_—

Figura 5.7: Comportamento de E e I em um circuito Indutivo.

E & ¥ ingulo de defasagem

N

Figura 5.8: As grandezas F e I nos eixos de referéncias respectivos.

Circuito em fase tipo R-C

R e C simbolizam a resisténcia e a capacitancia equivalente. Nesse circuito, a dificuldade
encontrada pela fonte para estabelecer uma corrente no circuito é determinada pela soma vetorial
de R e X..A tensdo E é a soma vetorial das componentes Er e Ec. Observa-se que o angulo de
defasagem é menor que 90° , assim, podemos representar o vetor E na forma trigonométrica, onde

E = FEcosf — isenf ou na forma binomia F = Er — iFEc.
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Figura 5.9: Circuito R-C.

Circuito em série tipo R-L-C

Neste tipo de circuito trés situagoes podem ocorrer: No primeiro caso, o circuito comporta-se

h.E

{E ¢

——————— E
£E_Er4 P FET———
£k ! Ep-£ 1
_ h ol . rEC

£p I
+  £3o
Ec

Figura 5.10: Circuito R-L-C.

como circuito indutivo, o segundo como capacitivo e o terceiro como resistivo. Nesse caso o vetor

é representado na forma E = Er + i(El — Ec) = Ecost + isenf.
Numeros complexos e sinais sinusoidais

Além das formas trigonométrica e bindémial, os nimeros complexos podem ser representado em

notacio exponencial, onde Z = Pe, sendo P o médulo do complexo e 6 o angulo formado com o

eixo de referéncia (argumento).
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Esta propriedade dos complexos é muito utilizada para expressar as funcoes seno e cosseno em

notacao exponencial, onde:

el(a:) + e_i('r)

2
ez(x) _ efz(m)

24

cos(x) =

sen(zr) =
Assim, podemos representar as exponenciais complexas:

e'@) = cos(z) + isen(z)

e '(®) = cos(x) — isen(z)

Com isso, a resolucao de uma equacao com fungoes sinusoidais pode ser efetuada recorrendo a

uma funcao exponencial complexa.

Numeros complexos e a fungao de onda

A equagao de onda que rege o movimento dos elétrons foi obtida por Schrodinger em 1925. Erwin
Rudolf Josef Alexander Schrodinger foi um fisico tedrico austriaco, conhecido por suas contribui¢ées
a mecanica quantica, especialmente a equacao que recee o seu nome, pela qual recebeu o Nobel de
Fisica em 1933. Propés o experimento mental conhecido como o Gato de Schrodinger e participou
da 4® 5% 7% e 8 Conferéncia de Solvay. Deu ainda grande atengao aos aspectos filoséficos da
ciéncia, bem como a conceitos filosdficos, a ética e as religides orientais e antigas.Sobre sua visao
religiosa, ele era ateu. Em janeiro de 1926, Schrédinger publicou no Annalen der Physik o trabalho
”Quantisierung als Eigenwertproblem” (Quantiza¢ao como um Problema de Autovalor) em mecanica
de ondas e que hoje é conhecido como a equacao de Schrodinger. Neste trabalho ele deu uma
”derivacao”’da equacao de onda para sistemas independentes de tempo, e mostrou que fornecia
autovalores de energia corretos para o dtomo hidrogenoide. Este trabalho tem sido universalmente
considerado como uma das conquistas mais importantes do século XX, criando uma revolucao
na mecanica quantica, e na verdade em toda a fisica e a quimica. Um segundo documento foi
apresentado apenas quatro semanas depois e que resolveu o oscilador harmonico quantico, o rotor
rigido e a molécula diatomica, e d4 uma nova derivacao da equagdo de Schrédinger. Um terceiro
documento em maio mostrou a equivaléncia da sua abordagem a de Heisenberg e deu o tratamento
do efeito Stark. Um quarto trabalho de sua série mais marcante mostrou como tratar os problemas

nos quais o sistema muda com o tempo, como nos problemas de dispersao. Estes trabalhos foram
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os principais de sua carreira e foram imediatamente reconhecidos como tendo grande importancia
pela comunidade cientifica. A mecanica quantica é a teoria fisica que obtém sucesso no estudo dos
sistemas fisicos cujas dimensoes sdo proximas ou abaixo da escala atOmica, tais como moléculas,
atomos, elétrons, prétons e de outras particulas subatémicas, muito embora também possa descrever
fendmenos macroscopicos em diversos casos. Trataremos aqui da equagao de Schrodinger, que é
considerada A equacdo fundamental da mecéanica quantica. A Mecanica Quéantica é um ramo
fundamental da fisica com vasta aplicagdo. A teoria quantica fornece descri¢bes precisas para muitos
fendmenos previamente inexplicados tais como a radiagao de corpo negro e as érbitas estaveis
do elétron. Apesar de na maioria dos casos a Mecanica Quéntica ser relevante para descrever
sistemas microscopicos, os seus efeitos especificos nao sdo somente perceptiveis em tal escala. Por
exemplo, a explicacao de fendémenos macroscopicos como a super fluidez e a supercondutividade s6 é
possivel se considerarmos que o comportamento microscépico da matéria é quantico. A quantidade
caracteristica da teoria, que determina quando ela é necessaria para a descricao de um fenémeno,
é a chamada constante de Planck, que tem dimensao de momento angular ou, equivalentemente,
de acdo. A mecanica quantica recebe esse nome por prever um fenémeno bastante conhecido dos
fisicos: a quantizacao. No caso dos estados ligados (por exemplo, um elétron orbitando em torno
de um nicleo positivo) a Mecéanica Quantica prevé que a energia (do elétron) deve ser quantizada.

Este fendmeno é completamente alheio ao que prevé a teoria classica.

Teorema 5.15. Seja U : I x J C R? — R2. Suponha que, %.kQ = h.w, onde h’ (W = % éa
constante de Plank, t = tempo, m = massa, V(x) = energia potencial, e x = posi¢cdo). Considere

a funcdo YV, definida pela forma:
U(z,t) = AcF=98 = Alcos(ka — wt) + isen(kz — wt)],

onde, w = frequéncia angular da onda, k = nimero de ondas (k = 27”) e A uma constante qualquer.
Se, a energial potencial € igual a zero, ou seja, V =0, (isto é, temos uma particula livre no espago),

entdo a funcao ¥ definida acima satisfaz a equagao de Schrodinger, dada pela equacdo:

_fﬁ 0%W(z,1)
2m  Ox?

oV (x,t)

+V (@)U (r,1) = il

Demonstragcao. Temos que:

61/}(33, t) _ . i(kx—wt)
o = A(—iw)e

Logo,
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ih/awg;’t) = ih A(—iw)e' B = plunp(z,t)

Por outro lado, temos:

awéi? t) _ Aikei(km—wt)
) (1)
0“(x,t o e i(km—
) — kA i(br—wt) _ _ 1.2
52 ikAike ki (x,t)
W2 o t)  —h? 2o,
LOgO, om Ox2 - om (71{7 )@b(fat) - %k %Z)(:L"»t)

Portanto, aplicando na equancao de Schrodinger, temos:

h/2
2m,

K2 (a,t) = Wwy(x,t)

12

Que s6 satisfaz a igualdade se: 2—]{72 =hw
m

De maneira apenas informativa, as fungoes de onda de Schrodinger ndo sao necessariamente
reais, contudo a probabilidade de encontrar um elétron é totalmente real. Para podermos encontrar
essa probabilidade, mudaremos a interpretacao da equacao de onda de modo que ela seja real. Para
isso, utilizaremos a propriedade que o complexo possui de, quando multiplicado por seu conjugado,

se tornar real. Assim, a probabilidade serd dada por:
f;;o U*Wdx = 1

,onde ¥* é o conjugado do complexo V.

Esta equagao é chamada de equacao de normalizagao. Essa condicao tem um papel importante
na mecanica quantica, pois coloca uma restrigdo nas solugoes da equacao de Schrodinger que leva

a quantizacao de energia. Uma andlise profunda deste estudo ver [4].
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