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RESUMOO trabalho que envolve esta dissertação foi desenvolvido tendo como base os princípiosda Engenharia Didática, com objetivo principal de propor metodologias de ensino para adisciplina de Geometria Euclidiana Plana do curso de Licenciatura Plena em Matemáticada Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, com o auxílio do softwarede geometria dinâmica GeoGebra. Além disso, busca-se detectar as principais dificulda-des no ensino e aprendizagem de Geometria Plana e propor metodologias que melhoremo aprendizado dos conceitos de Geometria Plana no ensino superior. Para tanto, comoestratégia de pesquisa, foram aplicadas quatro intervenções didáticas com os estudantesda disciplina, referentes aos tópicos Tratamento Axiomático da Geometria Plana, Qua-driláteros Notáveis, Área de figuras planas e Ângulos na circunferência, com a finalidadede propiciar aos estudantes conhecimentos necessários para trabalhar com a geometriadinâmica interativa, sempre interligado-os aos conhecimentos empíricos e formais da dis-ciplina, e preparando-os para a prática docente deste conteúdo específico. Após análisedetalhada e criteriosa dos resultados obtidos, pode-se observar um notório avanço dosestudantes no que se refere ao entendimento dos conceitos fundamentais matemáticos dostópicos abordados.Palavras chave: GeoGebra. Engenharia Didática. Geometria Plana. Intervenção Didá-tica. Formação Docente





ABSTRACTThis work was developed based on the principles of Didactic Engineering, whose objec-tive is to research and propose teaching methodologies for the discipline of EuclideanPlane Geometry of the Mathematic undergraduation course of Federal University of theJequitinhonha and Mucuri Valleys, with the support of the tools from Geogebra dynamicgeometry software. In addition, it seeks to detect the main difficulties in the teachingand learning of Plane Geometry and to propose methodologies that improve the learningof the concepts of Plane Geometry in the university. In order to do so, four didacticinterventions were applied with the students, referring to the topics Axiomatic Treatmentof Plane Geometry, Notable Quadrilaterals, Area of Plane Figures and Angles in Circum-ference, whose purpose was to provide the necessary knowledge to work with interactivedynamic geometry, always interconnected with the formal empirical knowledge of the dis-cipline, and also preparing them for the teaching practice of this specific content. Afterdetailed analysis, it was observed a notorious advance of the students in what refers tothe understanding of the fundamental mathematical concepts of the topics addressed.Keywords: GeoGebra. Didactic Engineering. Plane Geometry. Didactic Interventions.Teacher training.
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1 INTRODUÇÃOA Geometria vem sendo discutida desde os primórdios da História da Mate-mática por grandes pensadores como Aristóteles, Platão, Pitágoras entre outros. Porémnão se pode afirmar a partir de qual período foi criada, pois diversos historiadores têmconcepções distintas de como, quando e onde a Geometria foi originada. Segundo Boyer(1996), “os primórdios do assunto são mais antigos que a arte de escrever”. Sendo as-sim deve-se apoiar esse resgate histórico em documentos que surgiram após o advento daescrita. Nessa perspectiva, nota-se que grande parte dos historiadores afirmam que aGeometria teve início no Egito antigo, porém é certo afirmar que outros povos já detinhamconhecimentos de natureza geométrica. É presumível que os chineses e indianos tenhamaplicado procedimentos geométricos semelhantes aos gregos, porém segundo Domingues(1994), eles utilizavam materiais perecíveis para escrever, e sendo assim, pouco se sabe arespeito desses escritos.Dentre algumas teorias que relatam qual foi a razão pelo qual se motivou es-tudar a Geometria, duas delas são norteadas pelos pensadores Heródoto e Aristóteles. Deacordo com Boyer (1996), a suas ideias divergiam pois Heródoto acreditava que começou-se a pensar em Geometria a partir das necessidades do dia a dia, principalmente no âmbitoda construção e medição de terras. Já Aristóteles dizia que a Geometria surgiu de umaprática sacerdotal, ou seja, por lazer. Dito isto, faz sentido imaginar que o processo dedesenvolvimento da Geometria pode ter tido origem conforme pensamento de Heródoto,e posteriormente estimulado outros pesquisadores a aprofundar os estudos.A Geometria como ciência teve início a partir dos trabalhos de Euclides, cujaprincipal obra foi o livro ‘‘Os elementos”. Segundo Boyer (1996) ‘‘da natureza de seutrabalho, pode-se presumir que tivesse estudado com discípulos de Platão, se não namesma academia”, o que faz todo sentido, pois Platão sempre se interessou pela Geome-tria e através de estudos percebeu-se a necessidade de demonstrações mais austeras, queposteriormente serviram de orientação para Euclides. A partir daí, segundo Nascimento(2013), surgiu a Geometria Euclidiana, também conhecida como Geometria Plana, quecomo próprio nome já incita, teve Euclides como principal mentor.Através deste breve relato histórico, pode-se perceber que os estudos em Ge-ometria sempre estiveram interligados ao modo que o homem vê o mundo, seja por ne-cessidade ou mesmo por curiosidade. Portanto, pode-se perceber que um conhecimentoaprofundado sobre Geometria é imprescindível para a formação intelectual, desde as pri-meiras experiências, como por exemplo, ao escolher uma direção ou também ao observaras diversas formas geométricas que fazem parte da vida cotidiana.A Geometria Plana tem sua função essencial na formação do indivíduo pois,segundo Lorenzato (1995), possibilita a compreensão das ideias centrais da Matemática,



20possibilitando uma visão e interpretação mais completa do mundo.Desta forma, pode-se perceber que assim como Euclides se interessava nasformas geométricas e na maneira axiomática e perfeccionista da matemática formal, cria-se uma expectativa por parte dos docentes, de que os estudantes também se adaptema este método. Entretanto, após o advento do computador e, com ele a existência deciberespaços que permitem a vivência de mundos idealizados, nossos principais limitesconceituais e expectativas foram sobrepujados, exigindo-nos reconfigurar a fronteira quesepara o possível do impossível. Nesse contexto, segundo Santaella (2003), as novastecnologias estão mudando todas as esferas da sociedade: econômica, política, social eeducacional.Por conseguinte, nesta nova era de virtualização dos espaços de convivência ede interação social, trazida com o mundo digital, a observação, a descrição e a construçãodas formas matemáticas não são mais atividades essencialmente cognitivas como antes,como pode ser visto nas ideias de Machado (2010) que afirma que a possibilidade deestruturar uma cibercultura propicia a ampliação das funções cognitivas humanas, taiscomo a memória e o raciocínio da inteligência artificial. Deste modo, a percepção daspessoas sobre o que era observado na natureza ou nos objetos criados pelo homem podeser reproduzida em espaços digitalmente simulados através de programas de manipulaçãogeométrica interativa.Assim, o papel da escola não é mais somente o de fornecer conhecimento ci-entífico, mas também o de favorecer o estabelecimento do vínculo entre o professor, oestudante e os recursos computacionais, de modo a permitir que o estudante crie umarelação entre as formas tridimensionais do mundo real e sua representação matemática,explorando sua capacidade de abstração e formalização das ideias, tendo em mente quepara alcançar esse objetivo é interessante aos profissionais da educação usufruírem, sobre-tudo, das novas tecnologias como ferramentas de ensino.A matemática apresenta diversos fatores que a torna uma ciência difícil de sercompreendida, como por exemplo, ser ensinada de forma tradicional, onde o professor éo mediador do conhecimento que é transmitido para o estudante de forma autoritária.Este método de ensino, segundo Freire (1996) é conhecido por ensino bancário, que éduramente criticado por pesquisadores da área da educação.A Geometria permite o afastamento desse método tradicional, onde pode-seinserir novas metodologias de ensino no qual os educandos possam interagir com o educa-dor, podendo assim construir um conhecimento crítico sobre o assunto. Segundo Piccoli(2006) para o real aprendizado de Geometria Plana, deve-se passar pela etapa da experi-mentação, resolução de problemas, elaborar conjecturas e, por fim, justificar e formalizaras provas. Sendo assim, vê-se a necessidade de implementar novas metodologias que bus-cam aperfeiçoar o ensino de Geometria Plana, em particular, no ensino universitário.Para isso, segundo Cibotto (2015), a utilização de recursos computacionais como uma



21nova tecnologia em sala de aula se torna imprescindível.O uso de recursos tecnológicos no ensino da Geometria Plana é de suma im-portância pois permite aos estudantes investigar problemas geométricos que dificilmenteeles poderiam perceber se tivessem apenas o auxílio do quadro e giz. A dinâmica daGeometria através do uso de softwares é uma ferramenta importante a ser observada pois,diferentemente da forma estática em que as figuras são representadas em um quadro emsala de aula, o uso de softwares permite alterar as disposições, tamanhos e formas dasfiguras, e assim despertar a curiosidade dos estudantes.Atividades que envolvam intervenções com recursos computacionais vêm sendopouco utilizadas na disciplina de Geometria Euclidiana Plana no curso de LicenciaturaPlena em Matemática da UFVJM. Com isso, este trabalho busca identificar as principaisdificuldades apresentadas pelos estudantes e propor novas metodologias de ensino investi-gando os benefícios que os softwares de geometria dinâmica podem trazer aos estudantesmatriculados nesta disciplina.Contudo, a discussão sobre o uso das recursos computacionais na educaçãonão é recente. Ao longo da história vem-se analisando as possibilidades e limitaçõesque seu emprego pode acarretar. Segundo Moran (2004), dentre alguns dos empecilhosencontrados ao trabalhar com os recursos computacionais, a dificuldade apresentada pelosprofessores no domínio das tecnologias é o principal fator da não utilização deste recurso.Segundo Valente (1999), as aulas ditas tradicionais já não são tão atrativas aos estudantesque a cada dia estão mais tendenciados a adoção das novas tecnologias.Visando mudar esse paradigma, o Governo Federal tem fomentado vários pro-jetos na área de informática, tanto no que diz respeito a formação do estudante, quantoa formação docente, como o Programa Nacional de Formação Continuada em Tecnolo-gia Educacional (PROINFO)1, que é voltado para o uso didático-pedagógico dos recursoscomputacionais no ambiente escolar, no qual são distribuídos equipamentos e recursosmultimídia como ferramentas de ensino e aprendizagem.E, ocupando posição de destaque nesse contexto de tecnologias educacionais,o software de geometria dinâmica GeoGebra2 permite, além de muitas outras funcionali-dades, trabalhar conceitos da Geometria Euclidiana Plana em um ambiente virtualizadode caracterização bidimensional, proporcionando ao estudante uma melhor compreensãoe interpretação dos conceitos matemáticos estudados. Além disso, segundo Jardim et al.(2015) ele tem sido usado com muita frequência e tem-se mostrado bastante eficiente comoferramenta no ensino e aprendizagem de matemática.Porém, segundo Rosa (2013), é importante observar que é necessário mais queum simples domínio instrumental, o uso das ferramentas tecnológicas requer também o1Os dados sobre o programa estão disponíveis em: <http://www.portal.mec.gov.br/proinfo/proinfo>2Concebido em 2001 por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um dos mais populares softwares quepermitem trabalhar com geometria dinâmica. Seu download pode ser feito no endereço: <http://www.ge-ogebra.org/>.



22conhecimento de suas potencialidades e recursos para que possa ser planejado o métodode aplicação. Por isso, é necessário repensar a prática docente, de forma a atualizá-laaos padrões vigentes, onde o uso de novas tecnologias na educação, apesar de consistiremem um diferencial positivo no processo de ensino e aprendizagem, deve ser feito comresponsabilidade.Cabe ressaltar que apenas o uso do software GeoGebra não é suficiente, poisa forma como será trabalhado e quais metodologias de ensino serão utilizadas é que terãomaior influência nos resultados. Segundo Cláudio and Cunha (2001) apud Piccoli (2006),a escolha do software deve estar fundamentado na proposta curricular do curso.Para que a culminância do trabalho seja satisfatória, faz-se necessária a esco-lha de uma metodologia de pesquisa que dê condições suficientes para que aproxime deconclusões plausíveis. No ramo da Educação Matemática, segundo Santos (2014), têm-sedesenvolvido diversos tipos de metodologias de pesquisa, as quais se utilizam tanto deuma abordagem qualitativa, quanto quantitativa. Como essa pesquisa busca avaliar osdois tipos de abordagem, foi escolhida a Engenharia Didática que será mais detalhada noCapítulo 3.Sendo assim, após serem consideradas as reflexões referentes ao uso das tec-nologias de informação e comunicação na educação, fundamentado nas concepções daEngenharia Didática, o objetivo central deste trabalho é propor novas metodologias deensino para a disciplina de Geometria Euclidiana Plana do curso de Licenciatura Plenaem Matemática da Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, com oauxílio do software de geometria dinâmica GeoGebra. Além disso, busca-se detectar asprincipais dificuldades no ensino e aprendizagem de Geometria Plana e propor metodo-logias de ensino visando melhorar o aprendizado discente, diminuir a taxa de retençãodo curso, aumentar o interesse dos discentes pela disciplina, auxiliar o professor a propornovas metodologias de ensino, entre outros.De forma a auxiliar a leitura, este trabalho será apresentado da seguinte forma.No Capítulo 2 (ENSINO DE GEOMETRIA), foi feito um resgate histórico doensino de Geometria no Brasil, apresentando uma transição do ensino básico até o ensinosuperior, retratando as principais dificuldades enfrentadas por docentes e discentes.No Capítulo 3 (ENGENHARIA DIDÁTICA), foi realizado um aprofunda-mento teórico, detalhando as principais características da metodologia de pesquisa utili-zada neste trabalho, a Engenharia Didática.No Capítulo 4 (FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA-MATEMÁTICA) foram apre-sentados os principais resultados e definições matemáticas que darão suporte ao longo dotrabalho. No Capítulo 5 (O SOFTWARE GEOGEBRA), foi apresentado o softwareutilizado como ferramenta facilitadora deste trabalho, o GeoGebra.O Capítulo 6 (INTERVENÇÕES DIDÁTICAS) contém a apresentação de to-



23das as etapas das intervenções didáticas, tais como planejamento, aplicação e desenvolvi-mento, além de algumas considerações sobre os resultados obtidos.No Capítulo 7 (DISCUSSÃO DOS QUESTIONÁRIOS), foi feita uma discus-são dos questionários aplicados durante as intervenções didáticas.No Capítulo 8 (CONSIDERAÇÕES FINAIS) são apresentados os resultadosgerais de todas as etapas deste trabalho.
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2 ENSINO DE GEOMETRIA

2.1 Ensino de Geometria no BrasilCom base em pesquisas de Valente (1999), os primeiros estudos em Geome-tria no Brasil surgiram com a necessidade de um preparo militar, pois grande parte dossoldados tinham dificuldades em acertar alvos, realizar a leitura de mapas entre outros pro-blemas. Durante este período tentou-se inserir as noções geométricas no ensino primário,porém a falta de qualificação por parte dos profissionais da educação e não obrigatorie-dade do conhecimento deste tópico acabou postergando o aprendizado destes conceitospara o ensino secundário. Apenas em 1889, segundo Kopke (2006), o ensino de desenhotécnico e geométrico se torna obrigatório em todo país.Durante vários anos o ensino de matemática, e em particular o ensino de Geo-metria, esteve centrado no professor onde este apresentava e transmitia um saber prontoe acabado. Este tipo de ensino era denominado formalista clássico, onde os conteúdoseram apoiados quase que completamente no livro didático, e por sua vez, segundo Senaand Dorneles (2013) o ensino de matemática era elitista, diferenciando o público alvo peloseu poder aquisitivo.Nos anos 30 o ensino de matemática sofreu mudanças realmente positivas,e a partir daí a Geometria começou a ser trabalhada de forma mais contextualizada,utilizando situações da vida real. Segundo Ferreira (2005), os problemas trabalhadosem sala de aula deveriam ser voltados ao cotidiano dos estudantes, resgatando assim overdadeiro interesse.Entre as décadas de 60 e 70 surge o modelo tecnicista de ensino de matemática,onde a escola tem a função de preparar o sujeito para a sociedade. Esta fase foi marcadapelo início do uso das tecnologias de ensino. Porém, o ensino de Geometria ainda ficoupreso aos moldes anteriores, onde optou-se a enfatizar nos livros as noções de construçãogeométrica, trabalhadas de forma intuitiva.Pela Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional do ano de 1971, a Educa-ção Artística é inserida no currículo escolar, substituindo disciplina de Desenho Geomé-trico. Estas alterações curriculares, segundo Pavanello (1989), trouxeram consequênciasgraves no ensino de Geometria, pois os estudantes passaram apresentar maiores dificul-dades. Além disso, os conteúdos relativos a Geometria eram deixados para o fim do ano,onde quase nunca eram trabalhados no ensino básico. Por fim, após a criação dos Parâ-metros Curriculares Nacionais (PCNs), percebe-se que o raciocínio dedutivo foi deixadode lado, priorizando o ensino intuitivo.
2.2 O ensino de Geometria na Educação BásicaO ensino de Geometria na Educação Básica vive um dos seus momentos maisdifíceis, pois como observado em pesquisas de Lorenzato (1995) e Pavanello (1993), se



26comparado ao ensino de outros tópicos da Matemática, a Geometria está praticamenteinexistente na sala de aula.Há vários motivos que poderiam explicar esta omissão, dentre eles os principaissão: a falta de conhecimento e qualificação dos professores e o valor excessivo dado aolivro didático.Em uma pesquisa feita por Pavanello (1989), foi verificado que dentro de umgrupo de 255 professores da Educação Básica, apenas 8% assumiram já terem tentadoensinar Geometria em sala de aula. Estes dados são agravantes, pois segundo Oliveira(2008) a Educação Infantil concede o progresso da compreensão espacial da criança, eassim adquirindo competências e habilidades ausentes em outras disciplinas.A importância excessiva dada o livro didático reflete uma questão alheia asala de aula, pois grande parte dos livros atuais apresentam a Geometria apenas comoum conjunto de definições desvinculadas de outros ramos da Matemática, e geralmente adispõe no fim do livro, ampliando a possibilidade de não ser trabalhada por carência detempo. Desta forma, cabe ressaltar que a crítica não é sobre a qualidade do livro didáticoe sim do mau uso feito pelos professores, que pela ausência de conhecimento, se tornamdependentes do mesmo.Contudo, o abandono da Geometria no Ensino Básico possui outras causascomo a questão salarial e a desvalorização da carreira docente. Ainda, segundo Camargo(2003), o fato do professor trabalhar em média 8 horas por dia implica em pouco tempopara dispor aos seus estudantes ou para se qualificar.Para se averiguar as possíveis causas da dificuldade de aprendizagem em Ma-temática, em particular em Geometria, deve-se compreender qual o real sentido que aMatemática traz ao cotidiano dos estudantes. Desta forma, as necessidades matemáticasque despontam nas escolas deveriam estar sujeitas às necessidades presentes no dia a dia.Entretanto, uma discussão necessária para que se possa sanar os problemasno processo de ensino-aprendizagem em Geometria, é sobre a reestruturação do papel daescola. Segundo Silva (2005), faz-se necessário que a escola se torne um espaço de trabalhomotivante, e de progresso pessoal e social.Portanto, para Pavanello (1993) é necessário investir em pesquisas sobre me-todologias mais apropriadas para a abordagem da Geometria e em medidas dispostas aassegurar aos professores possibilidades para o aperfeiçoamento deste ensino.
2.3 Ensino de Geometria - Do Ensino Básico ao Ensino SuperiorAo concluir o Ensino Médio, um estudante deve estar preparado para qualquernecessidade que possa surgir no transcorrer da sua vida. Esta garantia é ofertada peloPCN3 que diz:3Os Parâmetros Curriculares Nacionais (PCN) são modelos para os Ensinos Fundamental e Médiovigentes em todo território nacional.



27‘‘No Ensino Médio, etapa final da escolaridade básica, a Matemática deve sercompreendida como uma parcela do conhecimento humano essencial para aformação de todos os jovens, que contribui para a construção de uma visão demundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades quedeles serão exigidas ao longo da vida social e profissional”. (BRASIL, 2002).Entretanto, o que se observa é uma realidade totalmente distorcida do modeloproposto pelo PCN, pois segundo pesquisas de Gravina (1996), os estudantes ingressamno Ensino Superior com severas lacunas em Matemática Básica. Sendo assim, a situaçãose agrava, pois neste estágio do ensino que são aprofundados os conceitos que estudantenão foi capaz adquirir na Educação Básica.Tendo em vista os fatos apresentados, é presumível que o índice de retençãoem cursos de Licenciatura em Matemática seja elevado, e Nogueira and Carvalho (2011)corrobora ao asseverar que com a expansão do número de ingressantes nas instituiçõesde Ensino Superior público, assoma o crescimento da retenção e evasão nos cursos degraduação.Desta forma, o alto índice de retenção dos estudantes em disciplinas relaciona-das à Matemática implica em uma exacerbada taxa de evasão nos cursos de Licenciaturaem Matemática. Em particular, o curso de Licenciatura em Matemática da UFVJMapresentou entre os anos de 2008 e 2014, segundo pesquisas de Seiffert (2014), uma taxamédia de evasão de 55,56%. Cabe salientar que entende-se por evasão quando um estu-dante deixa de frequentar a instituição de ensino, caracterizando como abandono escolar.Estes altos índices refletem o perfil dos estudantes que ingressam no Ensino Superior,cada vez mais despreparados e desmotivados.Leme (2012), em uma pesquisa sobre o perfil dos estudantes, afirma que dentreos fatores que ocasionam a evasão do estudante dos cursos de graduação em Matemática,o principal são as escassas alternativas de escolha do curso, tendo em vista o baixo ren-dimento dos estudantes nas provas de acesso. Além disso, Leme (2012) afirma que 48%dos ingressantes não pretender exercer a profissão na Educação Básica.Sendo assim, faz-se necessário que as Instituições de Ensino Superior estabele-çam uma discussão acerca de sua forma de ingresso, assim como a permanência dos seusestudantes.
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3 A ENGENHARIA DIDÁTICAO modo como se desenvolverá o trabalho é uma indagação que ocorre emquase toda pesquisa científica, em outra palavras, é a metodologia que servirá comobase para preparação e elaboração, execução e validação dos dados obtidos. SegundoCervo et al. (2007), método é a disposição que se deve determinar aos diversos processosindispensáveis, para culminar um resultado desejado.No início da década de 80, um novo modelo de metodologia de pesquisa naárea de Didática das Matemáticas começa ganhar espaço na França, a Engenharia Didá-tica. Preliminarmente, a Engenharia Didática foi correlacionada como metodologia paraa análise de eventos didáticos, e segundo Artigue (1996) exerce um trabalho didáticosemelhante ao de um engenheiro, que para executar um projeto apurado:‘‘[...] se apoia sobre conhecimentos científicos de seu domínio, aceita submeter-se a um controle de tipo científico mas, ao mesmo tempo, se vê obrigado atrabalhar sobre objetos bem mais complexos que os objetos depurados na ci-ência[...]”(ARTIGUE, 1996, p.193).Para Artigue (1996), a Engenharia Didática é um método experimental quetem como objetivo planejar, executar, observar e investigar as situações didáticas. Aidealização desta teoria remete ao desgaste dos métodos de ensino presentes e pela buscade reestruturação do domínio educativo, que cria precedentes para outros tipos de expe-rimentação em sala de aula, sem caráter e suporte científico.De acordo com as ideias de Carneiro (2005), a Engenharia Didática foi conce-bida para atender duas questões:• relação entre pesquisa e ação no sistema de ensino;• o espaço destinado para as realizações didáticas e a metodologia de pesquisa;A noção inicial de Engenharia Didática surgiu a partir dos estudos de YvesChevallard e Guy Brousseau e logo após por Michèle Artigue. Além disso, Almouloud andSilva (2012) afirmam que a proposta inicial da Engenharia Didática tinha como premissa,a elaboração e observação de uma asserção de uma transposição didática para o ensino.Considerando esse contexto, no presente trabalho optou-se por adotar comofundamento os princípios da Engenharia Didática como metodologia de pesquisa, emfunção das suas características peculiares. Segundo Artigue (1996), a Engenharia Didáticadispõe de quatro etapas de pesquisa que serão explicitada a seguir.
Análises PreliminaresEsta é a fase na qual o pesquisador realiza as análises prévias, amparadasem um vasto referencial teórico. Desta forma, através de um processo de investigação e



30análise dos dados colhidos, o pesquisador deve ser capaz identificar as variáveis didáticasque serão utilizadas nas fases posteriores.Desta forma, inicialmente investigou-se as principais causas e motivos queconduzem os estudantes a apresentar dificuldade de aprendizagem em Geometria. NoCapítulo 2, foi realizado um resgate histórico sobre o ensino de Geometria no Brasil, emtodos os níveis de ensino, com intuito de diagnosticar as principais causas de retenção eevasão discente das instituições de Ensino Superior.Verificou-se que os principais empecilhos e dificuldades enfrentados pelos es-tudantes estão relacionadas:• com o ambiente físico e de materiais;• à estrutura organizacional da escola;• aos paradigmas consequentes do ensino tradicional;• com as habilidades e competências pessoais;• aos paradigmas da profissão docente;Após a coleta de dados e análises preliminares, dar-se-á prosseguimento a pró-xima etapa.
Concepção e Análise a PrioriA segunda etapa é a concepção e análise a priori, cujo objetivo é deliberarcomo as alternativas efetuadas podem monitorar o comportamento dos estudantes diantea realizações didáticas, e esclarecer seu sentido. Além disso, este é o momento que opesquisador delimita uma quantidade específica de variáveis, chamadas de variáveis decomando. Nesta fase de observação, Artigue (1996) sugere que o pesquisador deva inves-tigar dois tipos de variáveis, a saber: as variáveis macrodidáticas concernentes a siste-matização geral da pesquisa e as variáveis microdidáticas relacionadas ao espaço onde apesquisa será realizada.Desta forma, na análise a priori pode-se definir as seguintes situações:• Foi elaborado um questionário diagnóstico com intuito de verificar o nível de familia-rização dos estudantes com softwares de Geometria dinâmica. Pode-se observar quea maior parte dos estudantes conheciam o software GeoGebra mas nunca haviamutilizado.• Definiu-se o GeoGebra a ferramenta principal desta pesquisa. Constatou-se quegrande parte dos estudantes não detinham o conhecimento necessário do software,



31e desta forma, foi implementado um minicurso sobre o GeoGebra com objetivo deprepará-los para as intervenções futuras.• Foi feito um levantamento para apontar quais os principais tópicos dentro da ementade Geometria Plana que os estudantes tiveram dificuldades. Tais dados tiveramcomo fonte a experiência docente do pesquisador e revisões bibliográficas de traba-lhos sobre o assunto. Sendo assim, concluiu-se que os tópicos Tratamento Axiomá-tico, Quadriláteros Notáveis, Área de Figuras Planas e Ângulos na Circunferênciaapresentaram maior dificuldade para os estudantes.• Elaborou-se um questionário a priori para cada tópico, com objetivo de levantar asdefasagens cognitivas gerais dos estudantes.• Foi detalhadamente planejada e elaborada uma intervenção didática com auxílio doGeoGebra visando suprir as deficiências encontradas.• Elaborou-se um questionário a posteriori para cada tópico, comparando os dadosobtidos no questionário a priori, com o objetivo de analisar a evolução dos estudan-tes, após a aplicação da intervenção didática.• Por fim, foi elaborado um questionário de satisfação onde o estudante avaliou aqualidade dos conteúdos trabalhados, a relevância acadêmica, a postura da equipede trabalho, entre outras questões subjetivas.
ExperimentaçãoEsta etapa, segundo Artigue (1996), consiste na execução da sequência didáticae os registros das observações realizadas durante a mesma. Sendo assim, nesta fase foramapresentados aos estudantes os objetivos e condições para a realização da pesquisa, ondeos mesmos assinaram o TCLE4, aceito previamente pelo CEP5 da UFVJM, confirmandoseu interesse na participação nas sequências didáticas. Logo após, foi estabelecida umaparceria didática com os estudantes, e registrou-se todas as observação pertinentes queocorreram durante as aplicações da intervenções didáticas.
Análise a posteriori e validaçãoEsta etapa da Engenharia Didática, segundo Artigue (1996), se apoia no grupode dados coletados durante as etapas anteriores. Nesta pesquisa, foram utilizados os ques-tionários e exercícios resolvidos pelos estudantes durante as sequências didáticas como da-dos complementares. É nesta fase que é feito o confronto das análises a priori e análises a4O Termo de Consentimento Livre e Esclarecido -TCLE- é um documento primordial e fundamental,que compõe o protocolo ético de pesquisa.5O Comitê de Ética em Pesquisa - CEP - é um colegiado responsável pela avaliação e assistência dosconceitos éticos de todas as pesquisas que envolvem seres humanos



32posteriori, com intuito de validar ou não as hipóteses levantadas na etapa de investigação.Esta discussão será mais detalhada no Capítulo 7.Sendo assim, pode-se observar na Figura 1 um organograma que visa facilitara compreensão de quais são os objetivos de cada intervenção didática.Figura 1: Organograma - Aplicação das Intervenções Didáticas
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4 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA-MATEMÁTICAEste capítulo foi elaborado com a intenção de resgatar os conceitos matemáti-cos pertinentes a cada uma das intervenções para que o leitor possa relembrar as definiçõese proposições necessárias para o entendimento desta pesquisa.Além disso, será destinada uma seção para tratar de conceitos que não estãopresentes nas intervenções, porém surgiram durante as discussões que serão relatadasposteriormente.As atividades propostas durante a intervenção didática foram verificadas usandoo artifício do Desenho Geométrico. Porém, neste capítulo, será destinada uma seção comas resoluções das atividades propostas durante as intervenções didáticas de forma analí-tica, para que possa ser feito o confronto com a solução geométrica, que foi vigorosamentetrabalhada. Cabe ressaltar que as obras de Pesco (2010), Lima et al. (2012), Morgadoet al. (2009) e Dolce and Pompeo (1998) foram utilizados como base para a estruturaçãoe elaboração das intervenções didáticas.
4.1 Tratamento Axiomático

Definição 1 Sejam A, B e C pontos distintos, pertencentes a um mesmo plano.• Se A, B e C pertencem a uma mesma reta, diz-se que os pontos são colineares.Figura 2: Pontos Colineares• Se A, B e C não pertencem a uma mesma reta, diz-se que os pontos são não-colineares. Figura 3: Pontos Não-Colineares
Definição 2 Sejam os pontos A e B, pertencentes a uma reta r. Define-se segmentode reta AB a reunião de todos os pontos de r entre A e B. A Figura 4 ilustra umsegmento AB.



34 Figura 4: Segmento de reta
Definição 3 Define-se semirreta como a parte de uma reta limitada por um ponto. AFigura 5 ilustra uma semirreta −→OA.Figura 5: Semirreta
Definição 4 Sejam r e s retas de um mesmo plano. Diz-se que as retas r e s sãoperpendiculares, se as retas se interceptam formando um ângulo reto6.Figura 6: Retas perpendiculares
Definição 5 Sejam r e s duas retas de um mesmo plano e t uma reta transversal que asintersecta. Estas retas formam oito ângulos, como mostra a Figura 7.Estes pares de ângulos que possuem vértices em A ou B, são denominados:• Alternos Internos: 3̂ e 7̂, 6̂ e 2̂.• Alternos Externos: 4̂ e 8̂, 5̂ e 1̂.• Colaterais Internos: 7̂ e 6̂, 2̂ e 3̂.• Colaterais Externos: 5̂ e 8̂, 1̂ e 4̂.• Correspondentes : 1̂ e 3̂, 6̂ e 8̂, 7̂ e 5̂, 2̂ e 4̂.6Ângulo reto é aquele que possui uma característica de 90°(graus).



35Figura 7: Retas Cortadas por uma Transversal
Definição 6 Dados dois ângulos α e β. Denota-se:• Ângulos complementares, se α + β = 90◦. Segue um exemplo na Figura 8:Figura 8: Exemplo - Ângulos Complementares• Ângulos Suplementares, se α + β = 180◦. Segue um exemplo na Figura 9:Figura 9: Exemplo - Ângulos Suplementares
Definição 7 Sejam o segmento AB e M o seu ponto médio. Define-se mediatriz deum segmento AB como a reta r que passa pelo ponto M , perpendicular à AB. Segueum exemplo como mostra a Figura 10.Figura 10: Exemplo - Mediatriz de um segmento
Definição 8 Define-se bissetriz interna de um ângulo AÔB, a semirreta −→OC interiorao ângulo, com origem em seu vértice, que designa com os seus lados, ângulos adjacentescongruentes. Segue um exemplo como mostra a Figura 11.



36 Figura 11: Exemplo - Bissetriz de um ângulo
4.2 Quadriláteros Notáveis

Definição 9 Sejam A, B, C e D quatro pontos pertencentes a um mesmo plano, distintose três a três não colineares. A reunião dos segmentos AD, DC, CB e BA, caso ossegmentos se interceptem exclusivamente nos extremos, é denominado quadrilátero.• O quadrilátero é dito convexo, se todos seus ângulos internos são estritamentemenores que 180◦. Segue um exemplo na Figura 12.Figura 12: Quadrilátero Convexo• O quadrilátero é dito côncavo, se possuir apenas um ângulo estritamente maior
180◦. Segue um exemplo na Figura 13.Figura 13: Quadrilátero Côncavo

Definição 10 Denotamos por paralelogramo o quadrilátero convexo que possui seuslados opostos paralelos. A Figura 14 ilustra um paralelogramos de vértices A, B, C e D.
Proposição 1 Sejam A, B, C e D os vértices do paralelogramo ilustrado na Figura 14.Então podemos afirmar:
(i) AB ≡ CD e AD ≡ BC



37Figura 14: Paralelogramo
(ii) AB̂C ≡ AD̂C e DÂB ≡ DĈB

(iii) Quaisquer ângulos adjacentes são suplementares.
(iv) As diagonais AC e BD se interceptam nos respectivos pontos médios.
Demonstração.
(i) Inicialmente, traça-se a diagonal BD do paralelogramo ABCD, conforme a Figura15. Agora observe:Figura 15: Paralelogramo - Proposição 1 - i)• AB̂D ≡ CD̂B, pois AB ‖ CD (Alternos Internos).• AD̂B ≡ DB̂C, pois AD ‖ BC (Alternos Internos).Como a diagonal BD é comum aos triângulos ABD e DBC, logo pelo caso decongruência de triângulos A.L.A7, temos que ∆ABD ≡ ∆DBC. Portanto, conclui-se que AB ≡ CD e AD ≡ BC.
(ii) Pela Figura 15 temos que AB̂D ≡ CB̂D e AD̂B ≡ DB̂C. Agora como:

AB̂D +DB̂C = CD̂B + AD̂B ⇒ AB̂C ≡ AD̂CAnalogamente, ao traçar a diagonal AC, conclui-se que:
DÂC + CÂB = BĈA+ AĈD ⇒ DÂB ≡ DĈB7Se dois triângulos possuem ordenadamente congruentes, dois ângulos e um lado adjacente aos mesmos,temos que os triângulos são congruentes pelo caso ângulo-lado-ângulo (A.L.A).
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(iii) O paralelogramo é um quadrilátero, logo a soma dos ângulos internos é 360◦. Ouseja:

AB̂C +BĈD + CD̂A+DÂB = 360◦Daí, pelo item (ii) sabe-se que AB̂C ≡ AD̂C = α e DÂB ≡ DĈB = β. Então,conclui-se que:
2 · α + 2 · β = 360◦ ⇒ α + β = 180◦Portanto, quaisquer ângulos adjacentes são suplementares.

(iv) Inicialmente traça-se as diagonais AC e BD, conforme a Figura 16.Figura 16: Paralelogramo - Proposição 1 - iv)Pelo item (i) temos que AB ≡ CD. Além disso, CÂB ≡ AĈD e AB̂D ≡ CD̂B (Al-ternos Internos). Logo, pelo caso de congruência de triângulos A.L.A, os triângulos
AMB e DMC são congruentes.Portanto, AM ≡ CM e DM ≡ BM , ou seja, as diagonais AC e BD se interceptamem seus respectivos pontos médios.

�

Definição 11 Denota-se retângulo todo paralelogramo que possui um ângulo reto. Segueuma ilustração conforme a Figura 17.Figura 17: Retângulo
Proposição 2 Em todo retângulo as diagonais têm medidas congruentes.
Demonstração.Inicialmente traça-se as diagonais AC e BD do retângulo ABCD, conforme aFigura 18.



39Figura 18: Retângulo - Proposição 2Como todo retângulo é paralelogramo, pelo item i) da Proposição 1 temos que
AB ≡ CD e AD ≡ BC.Além disso, AB̂C ≡ BÂD = 90°, logo, pelo caso de congruência de triângulos
L.A.L.8 os triângulos DAB e ABC são congruentes. Portanto AC ≡ BD.

�

Definição 12 Denota-se losango todo paralelogramo que possui dois lados consecutivoscongruentes. Segue uma ilustração conforme a Figura19.Figura 19: Losango
Proposição 3 Considere o losango da Figura 19, então temos que:
(i) As diagonais AC e BD são perpendiculares.
(ii) As diagonais são bissetrizes dos ângulos opostos.
Demonstração.

(i) Inicialmente, traçam-se as diagonais AC e BD do losango ABCD, que se interceptamnos respectivos pontos médios, conforme a Figura 20.Observe que AB ≡ AB, MD ≡ BM e AM é comum aos triângulos ABM e
ADM . Sendo assim, pelo caso de congruência L.L.L.9 os triângulos ABM e ADMsão congruentes. Desta forma, pode-se concluir que AM̂B ≡ AM̂D, e como estesângulos são suplementares, temos que AM̂B ≡ AM̂D = 90◦.De forma análoga, conclui-se que CM̂B ≡ CM̂D = 90◦. Portanto, as diagonais ACe BD são perpendiculares.8Se dois triângulos têm, ordenadamente, congruentes dois lados e o ângulo entre os respectivos lados,então os triângulos são congruentes pelo caso lado - ângulo - lado (L.A.L.).9Se dois triângulos têm ordenadamente congruentes os três lados, então os triângulos são congruentespelo caso lado - lado - lado (L.L.L.).



40 Figura 20: Losango - Proposição 3
(ii) Usando a congruência do item (i), tem-se que DÂM ≡ BÂM e AD̂M ≡ AB̂M . Eanalogamente, BĈM ≡ DĈM e CB̂M ≡ CD̂M . Portanto, pode-se concluir queas diagonais são bissetrizes dos ângulos opostos.

�

Definição 13 Denota-se quadrado todo retângulo que possui lados congruentes. Segueuma ilustração conforme a Figura 21.Figura 21: Quadrado
Definição 14 Denota-se trapézio todo quadrilátero convexo que possui exclusivamentedois lados paralelos. Segue um exemplo de um trapézio isósceles, conforme pode se observarna Figura22 Figura 22: Trapézio
Proposição 4 Sejam ABCD um trapézio, conforme a Figura 22, e M e N pontos médiosrespectivamente, de AD e BC. Então, pode-se afirmar que o segmento MN :
(i) é paralelo as bases;
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(ii) tem medida igual à semi-soma das medidas das bases;
Demonstração.

(i) Traçam-se pelo ponto N uma reta paralela ao lado AD, e a semirreta −→AB, conformea Figura 23. Figura 23: Trápézio - Proposição 4 - item i)Sejam S e R as interseções da reta paralela, respectivamente, com a semirreta −→ABe o lado BC. Agora, observe os triângulos CNR e BSN .




SB̂C ≡ NĈR

CN ≡ BN

SN̂B ≡ RN̂C

⇒A.L.A. ∆CNR ≡ ∆BSNLogo, pode-se concluir que RN ≡ SN . Desta forma, como AD ≡ SR, e M e Nsão os pontos médios, respectivamente, de AD e SR, então MD ≡ NR, ou seja,
MNRD é paralelogramo. Portanto, o segmento MN é paralelo às bases AB e CD.

(ii) Traça-se a diagonal AC do trapézio ABCD, conforme a Figura 24.Figura 24: Trapézio - Proposição 4 - item ii)Pelo Teorema da base média de triângulos10, temos que:• no triângulo ACD, MP é base média, logo MP =
CD

2
.• no triângulo ABC, NP é base média, logo NP =

AB

2
.Como MN = MP +NP , MP =

CD

2
e NP =

AB

2
, então:

MN =
AB + CD

210O segmento que une os pontos médios de dois lados de um triângulo é paralelo ao outro lado, e suamedida é igual à metade da medida do outro lado.
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4.3 Áreas de Figuras Planas

Definição 15 Denota-se superfície de um polígono como a reunião do próprio polígonocom o seu interior.
Definição 16 Sejam S1 e S2 duas figuras congruentes. Denota-se superfícies congru-entes, se as áreas de S1 e S2 tem a mesma medida. Na Figura 25, observa-se um exemplode duas superfícies congruentes.Figura 25: Superfícies Congruentes
Definição 17 Sejam S1 e S2 duas figuras. Denota-se superfícies equivalentes, se asáreas de S1 e S2 tem a mesma medida. Na Figura 26, observa-se um exemplo de duassuperfícies equivalentes. Figura 26: Superfícies Congruentes
Postulado 1 Adição de áreas. Sejam duas figuras F1 e F2 sem pontos interiores emcomum. Se a superfície de uma figura F é obtida pela reunião das figuras F1 e F2, entãoÁreaF =ÁreaF1

+ÁreaF2
. Observe um exemplo na Figura 27.Figura 27: Exemplo - Postulado de Adição de Áreas

Postulado 2 Unidade de Áreas. Seja Q1 um quadrado cuja medida do lado vale l. Logoa área de Q1 é igual a l2.
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Proposição 5 Seja R1 um retângulo, como o ilustrado na Figura 17, de dimensões a e b.Então, pode-se afirmar que a área de R1 é dada pelo produto de suas dimensões, ou seja,
a · b. (Define-se que dois lados adjacentes de um retângulo constituem a base e altura).
Demonstração.Considere o quadrado de lado a+ b, subdividido em quatro regiões, conformea Figura 28. Figura 28: Quadrado de lado a+ b - Proposição 5Pelo Postulado 2, temos que ÁreaABCD = (a+ b)2, ÁreaQ1

= a2 e ÁreaQ2
= b2.Além disso, pelo Postulado 1, temos que ÁreaABCD =ÁreaQ1

+ÁreaQ2
+ÁreaR1

+ÁreaR2
.Daí, como ÁreaR1

=ÁreaR2
, segue que:ÁreaABCD =ÁreaQ1

+ÁreaQ2
+ 2·ÁreaR1

(a+ b)2 = a2 + b2 +2·ÁreaR1

a2 + 2 · a · b+ b2 = a2 + b2 +2·ÁreaR1

2 · a · b = 2·ÁreaR1ÁreaR1
= a · bPortanto, conclui-se que a área do retângulo é igual ao produto de suas dimen-sões.

�

Proposição 6 Seja P1 um paralelogramo, como o ilustrado na Figura 14, cuja base mede
b e altura h. Então, pode-se afirmar que a área de P1 é dada pelo produto de sua basepela altura, ou seja, b · h.
Demonstração.Inicialmente, traça-se por A uma perpendicular a AB, intersectando DC em
P , conforme a Figura 29.Como AD ≡ BC, então transportando os segmentos obtemos o retângulo P1,conforme a Figura 29. Desta forma, usando o resultado da Proposição 5, temos que:



44 Figura 29: Paralelogramo - Proposição 6ÁreaP1
=Área do RetânguloÁreaP1

= b · hPortando, conclui-se que a área do paralelogramo é igual produto de sua basepela altura.
�

Proposição 7 Seja T1 um triângulo cuja base mede b e altura h, conforme a Figura 30.Então, pode-se afirmar que a área de T1 é dada pela metade do produto de sua base pelaaltura, ou seja, b · h
2

. Figura 30: Triângulo
Demonstração.Inicialmente, traçam-se por B uma paralela a AC, por C uma paralela a AB,se intersectando em D, conforme a Figura 31.Figura 31: Paralelogamo - Proposição 7Desta forma, temos que ABDC é um paralelogramo, e além disso, os triângulos
ABC e BCD são congruentes pelo caso L.L.L.. Sendo assim, pela Proposição 6, peloPostulado 1, e pela Definição 16, segue que:Área do Paralelogramo= 2·ÁreaT1ÁreaT1

=
b · h
2
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Proposição 8 Seja L1 um losango, como o ilustrado na Figura 19, cujas diagonaismedem D e d. Então, pode-se afirmar que a área de L1 é dada pela metade do produtode suas diagonais, ou seja, D · d
2

.
Demonstração.Inicialmente, traçam-se as diagonais AC e BD do losango ABCD, conforme a Figura 32.Figura 32: Losango - Proposição 8Observe que triângulos ABC e ADC são congruentes, pelo caso de congruênciade triângulos L.L.L., pois:





AB ≡ AD

BC ≡ CD

AC ≡ ACSendo assim, pela Definição 16 e pelo Postulado 1, temos queÁrea do Losango= 2·ÁreaABCÁrea do Losango= 2 ·
AC · h

2
2Área do Losango= AC · 2 · hComo BD = 2 · h, temos que:Área do Losango= AC · BDPortanto, conclui-se que a área do losango é igual à metade do produto de suasdiagonais.

�

Proposição 9 Seja T2 um trapézio, como o ilustrado na Figura 33, cujas bases medem
B e b e altura h. Então, pode-se afirmar que a área de T2 é dada pela metade do produtoda altura pela soma das bases, ou seja, (B + b) · h

2
.



46 Figura 33: Trapézio - Proposição 9
Demonstração.Inicialmente, traça-se a diagonal BD do trapézio ABCD, conforme a Figura33. Utilizando o Postulado 1, temos que:Área do Trapézio=ÁreaABD+ÁreaBCDÁrea do Trapézio= b · h

2
+

B · h
2Área do Trapézio= (b+B) · h

2Portanto, conclui-se que a área do trapézio é igual à metade do produto daaltura pela soma das bases.
�

Proposição 10 Seja P2 um polígono regular qualquer, cujo semiperímetro mede p eapótema a. Então, pode-se afirmar que a área de P2 é dada pelo produto do semiperímetropela apótema, ou seja, p · a.
Demonstração.Inicialmente, cabe lembrar que todo polígono regular é inscritível. Desta forma,subdivide-se o polígono P2, de n lados, em n triângulos de base b e altura a, conformeuma ilustração feita na Figura 34.Figura 34: Polígono Regular - Proposição 10Logo, pelo Postulado 1, segue que:ÁreaP2

=
q · a
2
· nComo n · q = 2p (perímetro), segue:



47ÁreaP2
=

2p · a
2ÁreaP2

= p · a

�

Proposição 11 Seja T3 um triângulo tal que a medida de dois de seus lados sejam a e
b, e formam entre si um ângulo α, conforme a Figura 35. Então, pode-se afirmar que aárea de T3 é dada por:

AT3
=

a · b · sinα

2Figura 35: Triângulo dados a medida de dois lados e o ângulo entre eles
Demonstração.Inicialmente, traça-se por B uma altura h, que intersecta o lado AC no ponto
D, conforme a Figura 36. Figura 36: Triângulo - Proposição 11Pelo triângulo BCD temos que:sinα =

h

a
⇒ h = a · sinαPela Proposição 7, segue que a área de T3 (Denota-se AT3

) é:
AT3

=
b · h
2
⇒ AT3

=
b · a · sinα

2

�

Proposição 12 Seja T4 um triângulo cujas medidas de seus lados sejam a, b e c, e p oseu semiperímetro, conforme a Figura 37. Então, pode-se afirmar que a área de T4 é dadapor:
AT4

=
√
p · (p− a) · (p− b) · (p− c)·



48 Figura 37: Triângulo dadas as medidas de seus três lados
Demonstração.Primeiramente, traça-se por B a altura relativa ao lado AC, intersectando ACno ponto H, conforme a Figura 38.Figura 38: Triângulo - Proposição 12Inicialmente, calcula-se o valor do cos(α). Observando o triângulo ABH temosque:

cos(α) =

√
c2 − h2

cPela lei dos cossenos, aplicada ao triângulo ABC relativa ao ângulo α, segue que:
a2 = b2 + c2 − 2 · b · c ·

√
c2 − h2

cIsolando o termo h2 temos:
h2 = c2 −

(
b2 + c2 − a2

2 · b

) (1)Agora, pela Proposição 7, calcula-se a área do triângulo ABC( Denota-se AABC , entãotemos:
AABC =

b · h
2

A2

ABC =
b2 · h2

4
(2)Aplicando a equação (1) em (2), e realizando umas manipulações algébricas obtém-se:

AT4
=

√
p · (p− a) · (p− b) · (p− c)·



49onde p =
a+ b+ c

2
.

�

Proposição 13 Seja T5 um triângulo cujas medidas de seus lados sejam a, b e c, e r amedida do raio do círculo inscrito ao triângulo, conforme a Figura 39. Então, pode-seafirmar que a área de T5 é dada por:
AT5

= p · rFigura 39: Triângulo dados a medida de seus três lados e o raio do círculo inscrito
Demonstração. Inicialmente, traçam-se os segmentos AI, BI e CI, conforme a Figura40. Figura 40: Triângulo - Proposição 13Pelo Postulado 1, temos que a área do triângulo ABC é igual a soma das áreasdos triângulos AIC, AIB e BIC. Desta forma, temos:

AABC = AAIC + AAIB + ABIC

AABC =
b · r
2

+
c · r
2

+
a · r
2

AABC = r · (a+ b+ c)

2Como p =
a+ b+ c

2
, segue que:

AABC = p · r

�
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Proposição 14 Seja T6 um triângulo cujas medidas de seus lados sejam a, b e c, e R amedida do raio do círculo circunscrito ao triângulo, conforme a Figura 41. Então, pode-seafirmar que a área de T6 é dada por:

AT6
=

a · b · c
4 ·RFigura 41: Triângulo dados a medida de seus três lados e o raio do círculo circunscrito

Demonstração Inicialmente, traçam-se a semirreta −→CO que intersecta o círculo em E eo segmento AE, conforme a Figura 42.Figura 42: Triângulo - Proposição 14Observe que os triângulos ABH e AEC são semelhantes pelo caso A.A.11,pois CB̂H ≡ AÊC (Ângulo Inscrito) e CĤB ≡ CÂE. Então, aplicando as relações desemelhanças, obtém-se:
CH

AC
=

CB

CE
⇒ h

b
=

a

2 ·R ⇒ h =
a · b
2 ·R (3)Pela Proposição 7 e pela equação(3) segue que:

AABC =
b · h
2
⇒ AABC =

c · a · b
2 ·R
2

⇒ AABC =
a · b · c
4 ·R

�11Se dois triângulos têm, ordenadamente, dois ângulos congruentes, então eles são semelhantes.
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Proposição 15 Seja C1 um círculo de centro O e raio r, conforme a Figura 43. Então,pode-se afirmar que a área de C1 é dada pelo produto do número π pelo quadrado do raio,ou seja, AC1

= π · r2. Figura 43: Círculo
Demonstração. Considere um polígono de n lados inscrito em C1, quando n → ∞, aárea do polígono tende a área do círculo e sua apótema a tende a r. Pela Proposição 13e sabendo que o comprimento (Perímetro) do círculo é igual a 2 · π · r, segue que:

AC1
= π · r2

�

Proposição 16 Seja C2 um setor circular de centro O, raio r e ângulo central α, conformea Figura 44. Então, pode-se afirmar que a área de C2 é dada por:
AC2

=
α

360◦
· π · r2Figura 44: Setor CircularObserve que o setor circular cujo ângulo central mede α, é uma fração de umcírculo de mesmo raio r. Desta forma, a área do setor circular é o produto da razão α

360◦pela fórmula de área do círculo. Ou seja:
AC2

=
α

360◦
· π · r2

�
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Proposição 17 Seja C3 um segmento circular de centro O, raio r e ângulo central α,conforme a Figura 45. Então, pode-se afirmar que a área de C3 é dada por:

AC3
= r2 · (α · π

360◦
− sinα)Figura 45: Segmento Circular

Demonstração. Observe que a área do segmento circular é igual à diferença entre a áreado setor circular de mesmo ângulo central e a área do triângulo AOB, conforme a Figura45. Desta forma, temos que:
AC3

= Asetor AOB − AAOB

AC3
=

α · r2
2
− 1

2
·R ·R · sinα

AC3
= r2 · (α · π

360◦
− sinα)

�

Proposição 18 Seja C4 uma coroa circular de centro O, raio maior R e raio menor r,conforme a Figura 46. Então, pode-se afirmar que a área de C4 é dada por:
AC4

= π · (R2 − r2). Figura 46: Coroa Circular
Demonstração. Observe que a área da coroa circular é igual à diferença entre a área docírculo de raio R e do círculo de raio r. Desta forma, temos que:

AC4
= π ·R2 − π · r2 ⇒ AC4

= π · (R2 − r2)
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4.4 Ângulos em uma Circunferência

Definição 18 Denota-se circunferência como o lugar geométrico dos pontos equidis-tantes de um ponto dado, conforme o exemplo da Figura 47.Figura 47: Circunferência
Definição 19 Sejam γ uma circunferência de centro O e raio R, r uma reta e d adistância de O à r. A reta r e a circunferência γ podem ocupar entre si umas das trêsposições relativas:
(i) Secante, se d < R, conforme a Figura 48.Figura 48: Circunferência - Reta Secante
(ii) Exterior, se d > R, conforme a Figura 49.Figura 49: Circunferência - Reta Exterior
(iii) Tangente, se d = R, conforme a Figura 50.



54 Figura 50: Circunferência - Reta Tangente
Definição 20 Denota-se ângulo central a uma circunferência γ, o ângulo α que possuio centro O de γ como vértice e os seus lados secantes a ela, conforme o exemplo da Figura51. Figura 51: Ângulo Central
Definição 21 Denota-se ângulo inscrito a uma circunferência γ, o ângulo α que possuicomo vértice um ponto P pertencente a γ e os seus lados secantes a ela, conforme o exemploda Figura 52. Figura 52: Ângulo Inscrito
Definição 22 Denota-se ângulo de segmento a uma circunferência γ, o ângulo α quepossui como vértice um ponto A pertencente a γ, um dos seus lados secantes a ela e ooutro tangente, conforme o exemplo da Figura 53.Figura 53: Ângulo de Segmento
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Definição 23 Define-se ângulo excêntrico como o ângulo formado por duas secantes quese interceptam no:
(i) interior da circunferência γ, fora do centro O. Este ângulo é denominado ânguloexcêntrico interior, conforme a Figura 54.Figura 54: Ângulo Excêntrico Interior
(i) exterior da circunferência γ. Este ângulo é denominado ângulo excêntrico exterior,conforme a Figura 55.Figura 55: Ângulo Excêntrico Exterior
Definição 24 Sejam γ uma circunferência e ABCD um quadrilátero convexo. Denota-se quadrilátero circunscritível se todos os lados de ABCD são tangentes a γ, conforme oexemplo da Figura 56. Figura 56: Quadrilátero Circunscritível
4.5 Conceitos e Definições Complementares

Definição 25 Sejam ABC um triângulo e M , N e O os respectivos pontos médios doslados AB, AC e CB. Denota-se baricentro do triângulo ABC, o ponto de interseçãodas medianas AO, BN e CM representado na Figura 57 pelo ponto G.



56 Figura 57: Baricentro do triângulo ABC

Definição 26 Sejam ABC um triângulo e M , N e P os respectivos pés das perpendi-culares traçadas por C, B e A. Denota-se ortocentro do triângulo ABC, o ponto deinterseção das alturas AP , BN e CM representado na Figura 58 pelo ponto O.Figura 58: Ortocentro do triângulo ABC

Definição 27 Sejam ABC um triângulo e M , N e P os respectivos pontos de médios doslados AB, AC e CB. Denota-se circuncentro do triângulo ABC, o ponto de interseçãodas mediatrizes MQ, NQ e CQ representado na Figura 59 pelo ponto Q.Figura 59: Circuncentro do triângulo ABC

4.6 Resolução dos Exercícios Propostos

Exercício 1 Seja ABC um triângulo qualquer.
(a) O baricentro, o ortocentro e o circuncentro são colineares?
(b) Qual destes três pontos está entre os outros dois?
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(c) Mostre que a distância do baricentro ao ortocentro é igual ao dobro da sua distânciaao circuncentro.
Solução. O enunciado da questão diz que se trata de um triângulo qualquer, desta forma,será feita a demonstração apenas para o caso em que o triângulo é acutângulo, sendo asdemonstrações dos outros casos análogas a esta. Ainda assim, esta prova será separadaem três casos.
1º caso - ∆ABC é equilátero. No caso onde ∆ABC é equilátero, as medianas, medi-atrizes e alturas coincidem, e por sua vez o baricentro, o circuncentro e o ortocentrotambém coincidem, conforme a Figura 60.Figura 60: Triângulo ABC - EquiláteroPortanto, temos que a Reta de Euler12 não está definida em um triângulo equilátero.
2º caso - ∆ABC é isósceles. No caso onde ∆ABC é isósceles, as medianas, mediatri-zes e alturas relativas à base são coincidentes, sendo assim o baricentro, o circun-centro e o ortocentro pertencem a um mesmo segmento, conforme a Figura 61.Figura 61: Triângulo ABC - Isósceles
3º caso - ∆ABC é escaleno. Sejam G o baricentro, e O o circuncentro do triângulo

ABC, conforme a Figura 62.Traça-se a reta que contém os pontos G e O, e seja H um ponto pertencente àsemirreta −→OG, tal que à distância de G a H seja o dobro da distância de G a O, ouseja GH = 2 ·GO.12Reta que contém o baricentro, incentro e circuncentro.



58 Figura 62: Triângulo ABC - EscalenoAlém disso seja, P o ponto médio do lado AC. Observe que os triângulos BHG e
GOP são semelhantes pelo caso L.A.L., pois:





BG = 2 ·GO

BĤG ≡ PĜO (O.P.V )

GH = 2 ·GODaí, como os ângulos BĤG ≡ GÔG, então pode-se concluir que a reta BH é paralelaa OP , por conseguinte H pertence à altura relativa ao lado AC. Prosseguindo damesma forma no lado BC, conclui-se que H pertence à altura relativa ao lado BC.Portanto, H é o ortocentro do triângulo ABC.
�

Exercício 2 Qual o valor, em graus, do ângulo entre as bissetrizes de dois ângulosadjacentes e complementares?
Solução. Seja BÂD um ângulo reto, conforme a Figura 63.Figura 63: Ângulos Complementares - Solução do Exercício 2Sendo assim, BÂC e CÂD são adjacentes e complementares. Traça-se asbissetrizes AF de BÂC e AE de CÂD. Como BÂC e CÂD são complementares, segueque:
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α + β = 90◦ ⇒ α

2
+

β

2
= 45◦Portanto, o ângulo entre as bissetrizes de ângulos adjacentes complementares é sempre

45◦.
�

Exercício 3 Qual o valor de α nos itens (A) e (B), da Figura 64, sabendo que as retas
r e s são paralelas? Figura 64: Itens (A) e (B) do Exercício 3
Solução.

(A) Inicialmente, traça-se uma reta paralela a r e s pelo ponto P , conforme a Figura 65.Figura 65: Solução item (A) - Exercício 3Logo após, divide-se o ângulo α em dois ângulos γ e β. Observa-se que os ângulos γe 140◦ são suplementares, assim como os ângulos β e 160◦. Sendo assim temos que:
γ + 140◦ = 180◦ ⇒ γ = 40◦ (4)
β + 160◦ = 180◦ ⇒ β = 20◦ (5)



60 Portanto, como α = γ + β, e pelas equações (4) e (5), sgue que:
α = 40◦ + 20◦ ⇒ α = 60◦

(B) De modo análogo ao item anterior, porém usando as definições de ângulos alternosinternos conclui-se que α = 95◦.
�

Exercício 4 Seja ABCD um quadrilátero convexo. Dizemos que ABCD é inscritível se,e somente se, os ângulos opostos são suplementares.
Solução. Figura 66: Quadrilátero inscritível - Exercício 4
(1) ABCD é inscritível ⇒ Â+ Ĉ = B̂ + D̂ = 180◦Pela Figura 66, temos que os ângulos BÂD =

B̂CD

2
, BĈD =

B̂AD

2
, CD̂A =

ĈBA

2
e CB̂A =

ĈDA

2
, pois são ângulos inscritos na circunferência. Desta forma, segueque:

BÂD +BĈD =
B̂CD

2
+

B̂AD

2

BÂD +BĈD =
B̂CD + B̂AD

2

BÂD +BĈD = 180◦ (6)assim como,
CD̂A+ CB̂A =

ĈBA

2
+

ĈDA

2

CD̂A+ CB̂A =
ĈBA+ ĈDA

2

CD̂A+ CB̂A = 180◦ (7)



61Portanto, conclui-se que se ABCD é inscritível, então os ângulos opostos sãosuplementares.
(2) Â+ Ĉ = B̂ + D̂ = 180◦ ⇒ ABCD é inscritívelReciprocamente, suponha o quadrilátero ABCD não-inscritível e que Â+ Ĉ =

B̂ + D̂ = 180◦. Além disso, sem perda de generalidade, suponha que A não pertence acircunferência, conforme a Figura 67.Figura 67: Quadrilátero não-inscritível - Exercício 4Traça-se a semirreta −→BA intersectando a circunferência no ponto F . Em se-guida trace o segmento DF . Note que, como FBCD é inscritível, então Ĉ + F̂ = 180◦, epor hipótese Â+ Ĉ = 180◦. Sendo assim, pode-se concluir que F = A, e portanto ABCDé inscritível.
�

Exercício 5 Sejam ABCD um retângulo de lados AB, BC, CD e DA e P um pontodo lado AD tal que BP̂C = 90◦. A perpendicular a BP traçada por A corta BP em Me a perpendicular a CP , traçada por D, em N . Podemos dizer que o centro do retânguloestá no segmento MN?
Solução. Por paralelismo, temos que MÂB = BP̂A = ND̂P = NĈD = α, conforme aFigura 68. Figura 68: Retângulo ABCD - Exercício 5Traçam-se as semirretas −−→DN e −−→AM , intersectando BC respectivamente em Qe S. Daí, temos que BPQD e APCS são paralelogramos, logo BQ = PD e CS = AP .Desta forma segue que:
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BQ+ CS = PD + AP ⇒ BQ+ CS = BCSendo assim, conclui-se que S = Q, ou seja, MPNQ é um retângulo interiora ABCD, logo seus centros coincidem, pois MN é diagonal de MPNQ.

�

Exercício 6 Sejam AB e CD as bases de um trapézio tal que, a base menor CD é iguala soma dos lados não paralelos do trapézio. Se E é um ponto de CD e EA é a bissetrizdo ângulo Â, pode-se dizer que EB é também bissetriz do ângulo B̂?
Solução. Figura 69: Trapézio ABCD - Exercício 6Pela Figura 69, temos que como AB ‖ CD, então segue que BÂE ≡ DÊA(Alternos Internos), consequentemente o triângulo ADE é isósceles, logo AD = DE. Porhipótese CD = AB +DC, logo EC = BC. Sendo assim, temos que o triângulo CBE éisósceles, logo CB̂E ≡ CÊB. Como AB ‖ CD, segue que AB̂E ≡ CÊB. Portanto, BEé bissetriz de AB̂C.

�

Exercício 7 Calcule a área de um paralelogramo, sabendo que suas diagonais medem
7 cm e 9 cm, e que o ângulo entre as diagonais vale 30◦.
Solução. Figura 70: Paralelogramo ABCD - Exercício 7Observe a Figura 70. Pela Proposição 1 item iv), Proposição 11 e Postulado2, segue que:

AABCD = ACOB + ABOA + AAOD + ADOC
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AABCD =

3.5 · 4.5 · sin 30◦

2
+

3.5 · 4.5 · sin 150◦

2
+

3.5 · 4.5 · sin 30◦

2
+

3.5 · 4.5 · sin 150◦

2

AABCD = 15, 75cm2

�

Exercício 8 São dados um quadrado de lado 3 e um triângulo equilátero de lado 3.Calcule a área hachurada, sabendo que os pontos A, B e C estão alinhados.
Solução. Inicialmente, considere o eixo de coordenadas cartesianas centrado sobre ovértice A do quadrado ABGP , conforme mostra a Figura 71.Figura 71: Construção - Exercício 8Agora , calcula-se as equações das retas ←→DC e ←→BF , obtendo respectivamente
y1 =

6− x

2
e y2 = x ·

√
3− 3 ·

√
2.Com isso, temos que o ponto de interseção entre ←→DC e ←→BF tem abscissa iguala x =

6 · (
√
3 + 1)

1 + 2 ·
√
3

. Sendo assim, temos que a distância dBH entre os pontos B e H éigual a dBH =
3 · (2 ·

√
3− 1)

11
.Observe que a área do triângulo BDE é igual a metade do produto de BDpor BH, ou seja:

ABDE =
3

4
· 3 · (2 ·

√
3− 1)

11
⇒ ABDE =

9 · (2 ·
√
3− 1)

44

�

Exercício 9 Sejam dois círculos C1 e C2, com C2 tangente interno a C1 no ponto P .Seja s uma reta tangente a C2 em um ponto B, e que corta C1 em A e C. Mostre que
PB é bissetriz do ângulo AP̂C.



64 Figura 72: Construção - Exercício 9
Solução. Sejam AP̂B = α, BP̂C = β e r a reta tangente a C1 por P , conforme a Figura72. Agora deve-se mostrar que α = β.Observe que CP̂O = PÂC =

ĈP

2
(Ângulo de Segmento) e OP ≡ OB (Tan-gentes externos), logo:

PB̂O = BP̂C + CP̂O (8)Daí, como PB̂O é externo ao triângulo PBA, temos que:
PB̂O = PÂC +BP̂A (9)Desta forma, por (8) e (9), segue que:

CP̂O +BP̂A = BP̂C + CP̂O

BP̂A = BP̂CPortanto, PB é bissetriz de AP̂C.
�

Exercício 10 Se os lados AB e AC de um triângulo são diâmetro de duas circunferências,mostre que o outro ponto em comum às duas circunferências está em ←→BC.
Solução. Inicialmente temos que AĤC = AĤC = 90◦ (Ângulo inscrito), conforme aFigura 73. Logo AH é altura relativa ao vértice A, portanto H pertence ao lado BC e éo ponto de interseção das duas circunferências.

�



65Figura 73: Construção - Exercício 10
Exercício 11 É dado um triângulo ABC. Sejam O o centro da circunferência circuns-crita ao triângulo, I o centro da circunferência inscrita no triângulo, D 6= A a interseçãoda reta AI com a circunferência circunscrita. Prove que CD = BD = ID.
Solução. Observe na Figura 74 que:

IB̂D = β + CB̂D

BÎD = α + β (10)Figura 74: Construção - Exercício 11Como CB̂D =
B̂D

2
= α, temos que:

IB̂D = β + α (11)ou seja, por (10) e (11), o triângulo DIB é isósceles de bases BI, logo ID = BD.De forma análoga, observe que
IĈD = θ +BĈD
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CÎD = α + θ (12)Como BĈD =

B̂D

2
= α, temos que:

IB̂D = θ + α (13)ou seja, por (12) e (13), o triângulo DIC é isósceles de bases CI, logo ID = CD.Portanto, CD = BD = ID

�
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5 O SOFTWARE GEOGEBRAO GeoGebra é um software gratuito de matemática dinâmica que reúne osprincípios da Geometria e Álgebra em uma mesma interface. Vários recursos podem serutilizados através de inúmeras ferramentas disponíveis, permitindo realizar construçõescom pontos, retas, segmentos, planos, vetores, entre outras. Além disso, pode ser manipu-lado em todos os níveis de ensino, englobando vários conteúdos relacionados a matemáticae outras disciplinas, tais como estudo de gráficos, estatística e Cálculo.Na UFVJM, um trabalho sólido vem sendo feito na tentativa de estabelecero uso do software nas disciplinas de Cálculo, Física e Geometria Plana como apontamJardim et al. (2015), Da Silva et al. (2016) e Pereira et al. (2017).Outra característica considerável do GeoGebra é a possibilidade de mover osobjetos criados, pois segundo Bento (2010), o recurso computacional é uma ferramentacapaz de aperfeiçoar as habilidades de visualização, no caso da geometria dinâmica, fa-vorecendo o deslocamento das figuras, e assim propiciando uma melhor investigação dosconceitos geométricos, para a obtenção da formalização das ideias.É importante ressaltar que, além dos recursos citados, o GeoGebra possui duasopções para realizar construções: a janela gráfica e o campo de entrada de texto. Na janelagráfica pode-se realizar as construções com o auxílio das ferramentas já existentes, já nocampo de entrada de texto, basta utilizar comandos de texto para que o software realizeas construções.Além de todas as qualidades já expostas, o GeoGebra possui outras caracte-rísticas como:• distribuição livre;• escrito em linguagem Java, o que proporciona estar acessível em múltiplas platafor-mas;• disponível em vários idiomas;• interface simples de utilizar;Informações complementares podem ser encontradas em trabalhos desenvolvi-dos por Dantas and Ferreira (2014), Dantas (2016) e Giraldo et al. (2012), ou em vídeo-aulas de canais do youtube, como o do professor Luiz Cláudio Mesquita de Aquino13.Portanto, o benefício que o uso do GeoGebra acarreta no processo de ensinoe aprendizagem é notável, e Silva and Santos (2013) reforça esta ideia ao afirmar quepromove um ambiente de aprendizagem interativo e dinâmico, favorecendo o entendimentoda Geometria.13Disponível em: http://www.lcmaquino.org/
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5.1 A interface do GeoGebraO GeoGebra possui uma interface simples e organizada, sendo constituídade uma janela gráfica, subdividida em: área de trabalho, janela algébrica e campo deentrada, conforme pode-se observar na Figura 75. A Barra de Menus fornece as opçõespara o usuário administrar as configurações pessoais, e salvar projeto.Figura 75: GeoGebra - Janela de TrabalhoA Janela de Álgebra é a região destinada a expor as coordenadas, medidas,equações e outras características dos objetos. O campo de entrada de texto é o espaçoreservado para a digitação dos comandos, que determinam os objetos a serem construídos.Na Barra de Ferramentas é onde se encontram todas as ferramentas utilizáveis, tais comopontos, retas e figuras geométricas. Além disso, cada ícone dessa barra dá acesso a outrasfunções que serão apresentadas na Tabela 1.

Ferramenta Imagem MétodoMover Arraste ou selecione objetos.Ponto Clique na Janela de Visualização ou sobreum objeto.



69Ponto em Objeto Clique no interior de um objeto ou em suafronteira para criar um ponto.Interseção de Dois Objetos Selecione dois objetos ou clique direta-mente na interseção.Ponto Médio ou Centro Selecione dois pontos, um segmento, umcírculo ou uma cônica.Reta Selecione dois pontos.Segmento Selecione dois pontos.Segmento com Compri-mento Fixo Selecione primeiro um ponto e, depois, di-gite o comprimento do segmento.Semirreta Selecione primeiro a origem e, depois, umoutro ponto.Vetor Selecione primeiro a origem e, depois, a ou-tra extremidade.Reta Perpendicular Selecione primeiro o ponto e, depois, umareta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor).Reta Paralela Selecione primeiro o ponto e, depois, umareta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor).Mediatriz Selecione dois pontos ou segmento.Bissetriz Selecione três pontos ou duas retas.Reta Tangente Selecione primeiro o ponto e, depois, umcírculo, uma cônica ou uma função.Polígono Selecione todos os vértices e, então, cliquenovamente no vértice inicial.



70Polígono Regular Selecione primeiro dois pontos e, depois,digite o número de vértices.Círculo dados Centro e Umde seus Pontos Selecione o centro e, depois, um ponto docírculo.Círculo dados Centro e Raio Selecione o centro e, depois, digite a me-dida do raio.Ângulo Selecione três pontos ou duas retas.Ângulo com AmplitudeFixa Selecione um ponto e, depois, um vértice euma amplitude para o ângulo.Controle Deslizante Clique na Janela de Visualização para es-pecificar a posição do controle deslizante.Texto Clique na área de trabalho ou em um pontopara criar um texto.Botão Clique na Janela de Visualização para in-serir um botãoCaixa pra Exibir / EsconderObjetos Clique na área de trabalho criar uma caixa.Campo de Entrada Clique na Janela de Visualização para criarum campo de texto.Mover Janela de Visualiza-ção Arraste a janela de visualização ou umeixo.Tabela 1: Principais recursos do GeoGebra



71
6 INTERVENÇÕES DIDÁTICASAs intervenções didáticas propostas com o auxílio do GeoGebra e que fazemparte da estratégia de pesquisa proposta neste trabalho, tiveram como público alvo osdiscentes matriculados em uma turma de Geometria Plana da Universidade Federal dosVales do Jequitinhonha e Mucuri. O desenvolvimento das atividades no Laboratóriode Simulação Computacional no Instituto de Ciência, Engenharia e Tecnologia ocorreudurante os meses de Setembro e Outubro de 2016.Inicialmente os estudantes foram submetidos a oficinas práticas que em queforam abordadas diversas ferramentas do software GeoGebra.Nesta etapa da aplicação da metodologia de pesquisa foram aplicadas quatrointervenções didáticas:• Tratamento Axiomático• Quadriláteros Notáveis• Área de Figuras Planas• Ângulos em uma CircunferênciaCada intervenção didática teve duração de duas horas, nas quais os discentesforam submetidos a três questionários diagnósticos e a uma atividade interativa no Ge-oGebra. Os questionários diagnósticos foram aplicados antes (questionários a priori) eapós (questionários a posteriori) as intervenções didáticas com o GeoGebra, e têm comoobjetivo nortear as ações a serem trabalhadas, de forma a fornecer subsídios e informaçõesnecessárias, para que os discentes fossem capazes de compreender o conteúdo trabalhado.Os questionários a priori apresentam questões sobre o tema trabalhado comum enfoque informal, onde o discente pôde responder o que pensava, sem se ater ao rigormatemático. Nesta etapa de aplicação da metodologia de pesquisa, o objetivo princi-pal foi investigar quais as principais dificuldades que os discentes apresentavam em seuaprendizado.Os questionários a posteriori foram elaborados com o intuito de verificarquanto conhecimento os discentes absorveram durante as intervenções didáticas. Po-rém, este questionário foi preparado de forma que as respostas para as questões pudessemconter conhecimento matemático formal apropriado.Por fim, o último questionário é composto de questões qualitativas sobre as in-tervenções didáticas, onde os discentes avaliaram a qualidade e o conteúdo das atividades,os conteúdos trabalhados, a postura da equipe de trabalho, além de se auto-avaliarem,obtendo assim um respaldo sobre a eficácia das intervenções em seu aprendizado. Caberessaltar que não havia receio entre os estudantes no momento do preenchimento dosquestionários, pois sabiam que não estariam sendo avaliados na disciplina de GeometriaPlana, ou seja, não perderiam pontos, apenas adquiririam conhecimento.



72 Os conteúdos das intervenções foram previamente e detalhadamente planejadose selecionados, tomando como fundamento a experiência docente e o baixo rendimento dosdiscentes nos temas selecionados em anos anteriores. Segundo Seiffert (2014), o percentualde retenção dos discentes na disciplina de Geometria Plana do Curso de Licenciatura emMatemática da Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, entre os anosde 2008 e 2014 foi de 53,48%. Cabe ressaltar que o conceito de retenção está ligado àreprovação do estudante na disciplina estudada, e não ao abandono escolar.Além disso, Seiffert (2014) ressalta que a retenção no curso de Matemática daUFVJM se enquadra em uma situação preocupante, pois a Comissão Especial 14 conside-rou ser elevado uma taxa maior que 10%.Os principais motivos que ocasionam o alto índice de retenção na disciplina deGeometria Plana, segundo Rissi and Marcondes (2011) são: os currículos desatualizados,o desinteresse do docente em se atualizar e a qualidade do ensino da Educação Básica.As intervenções didáticas foram planejadas e elaboradas utilizando os princí-pios da Engenharia Didática, com o objetivo de utilizar o GeoGebra e fornecer ferramentassuficientes aos discentes para suprir as deficiências que os mesmos possuem, tal como adificuldade de representar uma figura geometricamente. Desta forma, uma das ferramen-tas do software utilizada com frequência, foi o deslocamento de objetos, que permite aodiscente observar que alguns casos, mesmo que se altere a forma das figuras, se preservasuas propriedades.
6.1 Primeira Intervenção Didática - Tratamento AxiomáticoO tratamento axiomático da Geometria teve início com a obra Os Elementosde Euclides e vem sendo estudado por milhares de anos. De acordo com pesquisas deNotare (2001), toda a Geometria é construída através do método axiomático de Euclides.Segundo Ferreira and Miranda (2008), a demonstração desempenha um papel central nateorização da matemática, contribuindo com a evolução do raciocínio lógico dedutivo.As demonstrações matemáticas são de grande importância para um bom en-tendimento do tema, assim como a representação geométrica das mesmas, pois segundoFerreira (2005), a visualização geométrica é um apoio intuitivo, que geralmente se faznecessário para realizar uma demonstração. O tópico tratamento axiomático, que é ofoco desta oficina, é um dos conteúdos que os discentes mais apresentaram dificuldades,motivando o planejamento de uma intervenção didática sobre este tema.14Em 1995, foi criada pelo MEC uma comissão para o Estudo da Evasão nas Universidades Públicas,denominada Comissão Especial.



736.1.1 Planejamento e elaboraçãoAo longo do planejamento desta intervenção didática, buscou-se criar um am-biente que permitisse aos discentes utilizar o GeoGebra de forma interativa. Almejandoalcançar este resultado, a oficina foi estruturada em tópicos subdivididos em partes teó-ricas e práticas, conforme mostra o menu lateral esquerdo apresentado na Figura 76.Figura 76: Tela inicial - Tratamento AxiomáticoA intervenção didática Tratamento Axiomático é composta de conteúdos teó-ricos e práticos. Estes tópicos foram selecionados baseados na dificuldade que os discentesapresentaram ao responder algumas questões do questionário a priori e ao longo das ativi-dades desenvolvidas em sala de aula. Os conteúdos teóricos estão estruturados, conformea Figura 77.Figura 77: Estrutura - Intervenção Didática - Tratamento Axiomático



74 A parte prática da intervenção didática é caracterizada por exercícios propos-tos aos discentes. Os exercícios selecionados possuem na sua grande parte uma soluçãoanalítica complexa, e sendo assim, com o uso do software e através de sua construção noGeoGebra, os discentes foram capazes de verificar que é mais simples solucionar o pro-blema proposto geometricamente. As soluções destes exercícios se encontram no Capítulode Fundamentação teórica matemática.6.1.2 Aplicação dos questionáriosNo primeiro momento, foi solicitado aos discentes que fizessem o acesso aoformulário online intitulado ‘‘Questionário a priori - Tratamento Axiomático”, e respon-dessem o mesmo em até 20 minutos. Ao iniciar a aplicação, foi observado que os discentestiveram dificuldades em responder as questões propostas, e sendo assim, conforme plane-jado anteriormente, foi estendido o tempo em mais 10 minutos, sendo este suficiente paratodos. Cabe ressaltar que os discentes responderam os questionários de forma anônima,sem a possibilidade de identificação.6.1.3 DesenvolvimentoApós a conclusão do preenchimento do questionário a priori, os estudantesacessaram o arquivo da atividade do GeoGebra elaborada pelo docente, através da plata-forma online do software15.Iniciou-se a intervenção didática com a apresentação da definição formal dePontos Colineares, conforme mostra a Figura 78.Figura 78: Pontos Colineares - Definição15A página https://www.geogebra.org é destinada a estudantes e professores, em um ambiente inte-rativo, onde ambos podem postar materiais produzidos. Além disso, a plataforma possui o GeoGebraintegrado, o que facilita a aplicação, pois não é necessário ter o software instalado.



75Na apresentação do tópico Pontos Colineares, tem-se como objetivo mostrara representação geométrica de pontos colineares e através do recurso de ‘‘Arrastar Obje-tos” do GeoGebra, os estudantes podem modificar a posição dos pontos representados, eobservar que as propriedades descritas são preservadas.No segundo tópico Pontos Não-colineares, foi desenvolvida uma atividade si-milar ao tópico anterior, conforme a Figura 79. Nesta atividade foi feita uma construçãogeométrica que, independente da forma que o estudante altere a posição de quaisquerpontos no plano, eles permaneçam não-colineares. Essa construção despertou o interessedos estudantes em saber de que forma foram criados tais pontos, para que obedecessema característica de nunca se tornarem colineares. Cabe ressaltar que posteriormente foiexplanado aos estudantes como realizar tal construção.Figura 79: Pontos Não-Colineares - DefiniçãoNo tópico Ponto e Reta buscou-se mostrar a veracidade de dois resultadosimportantes, a saber: unicidade da reta perpendicular e mostrar que por um ponto passaminfinitas retas.A primeira atividade apresentada possui o seguinte questionamento: ‘‘Quantasretas podem passar por um ponto?” Para responder a essa questão, utilizou-se a ferramenta‘‘Campo de Entrada” do GeoGebra, onde o estudante deveria inserir um valor de 0 a 100,verificando que tal valor correspondia ao número de retas criadas, conforme mostra aFigura 80. Foi explicado aos estudantes que o motivo de se inserir os valores de 0 a 100se deve ao fato que para valores superiores a 100 o computador leva bastante tempo paraprocessamento dos dados, sendo assim, ficou claro que eles poderiam inserir qualquer valorpossível. Após concluírem esta etapa teórica, os discentes depararam com um exercíciode construção, que tem como pré-requisito o conteúdo de Pontos Notáveis de um Triân-gulo, intitulado Desafios, conforme mostra a Figura 81. Foi proposto aos discentes que



76 Figura 80: Ponto e Reta - Recurso ‘‘Campo de Entrada”resolvessem o desafio utilizando apenas o GeoGebra, pelo fato do exercício possuir umasolução analítica moderadamente complexa. Cabe ressaltar que ao planejar as atividadespropostas, foi feito um levantamento de questões que os discentes tiveram dificuldade deresolver analiticamente em sala de aula, ou até mesmo em avaliações da disciplina emanos anteriores. Desta forma, o objetivo de propor aos discentes a executarem tais desa-fios utilizando os recursos presentes no GeoGebra era de mostrar as potencialidades dosoftware mediante exercícios aparentemente complexos.Figura 81: Desafio proposto - Tratamento AxiomáticoAs primeiras dificuldades apresentadas não foram referentes ao uso do soft-ware, mas ao conteúdo Pontos Notáveis, pois alguns discentes não se lembravam dosconceitos matemáticos necessários. Diante desta situação, os discentes discutiram quaisas definições de baricentro, incentro, ortocentro e circuncentro, não sendo necessária aintervenção docente. Desta forma, todos conseguiram completar o item a) e responderamcorretamente a questão dizendo que os três pontos eram colineares, conforme mostra aFigura 82.



77Figura 82: Resposta do item a) dada por um estudanteFoi observado na Figura 82 que o discente utilizou definições e recursos dosoftware de maneira correta para resolver o desafio, porém alguns questionamentos inte-ressantes foram feitos após o término do item a), como por exemplo: Por que na cons-trução de outros discentes o circuncentro e o ortocentro ficaram externos ao triângulo?.Foi orientado pelo docente aos discentes que movessem um dos vértices do triângulo paraobservar que o ortocentro e o circuncentro são:• externos ao triângulo, se o mesmo for obtusângulo;• internos ao triângulo, se o mesmo for acutângulo;• um vértice do triângulo, se o mesmo for retângulo;Os discentes reapoderam rapidamente o item b) com o auxílio da construçãofeita no item anterior. Vale pontuar que alguns discentes ainda questionaram que sealterasse a forma do triângulo a ordem dos pontos mudariam. Após concluírem que aordem sempre se preserva, ou seja, o baricentro está entre o ortocentro e o circuncentro,iniciaram o item c).Sem maiores dificuldades, os discentes responderam o terceiro item utilizandode dois recursos distintos, alguns criaram um segmento e mudaram o rótulo para valor,outros usaram a ferramenta ‘‘Distância”, ‘‘Comprimento ou Perímetro”, e em ambos oscasos concluíram que a afirmação é verdadeira.Após resolverem o desafio proposto, os discentes continuaram a atividade, como tópico Ângulos e Retas Cortadas por uma Transversal . Este tópico contém exemplosdinâmicos onde os discentes podem mover as retas em várias direções e observar geome-tricamente as definições de cada par de ângulos, conforme mostra a Figura 83.Neste momento, alguns discentes questionaram se havia alguma propriedadeespecífica de cada ângulo citado, a saber: alternos internos, alternos externos, colaterais



78 Figura 83: Ângulos Colaterais Externosinternos e colaterais externos. Foi proposto aos estudantes conjecturar hipóteses relativasa estes questionamentos, e assim as conclusões mais comuns observas foram:• Os ângulos alternos internos são congruentes quando as retas são paralelas;• Os ângulos colaterais são aparentemente suplementares;Desta forma, foi explicado aos estudantes que as observações eram pertinentes,porém seriam trabalhadas de forma mais clara no próximo tópico que tratava o casoparticular em que as retas são paralelas.Já no tópico Caso em que as retas são paralelas, os estudantes verificaram quea maior parte de suas hipóteses eram verdadeiras. Para isso, foi elaborada uma construçãodinâmica onde o estudante, ao mover o ponto, observava as propriedades particulares decada caso, conforme observa-se na Figura 84.Figura 84: Ângulos Alternos Externos



79No tópico Ângulos Complementares e Suplementares foi abordada uma novaferramenta do GeoGebra, o recurso ‘‘Animação”, onde os discentes clicando no botão‘‘Animar” previamente construído, podem ver várias combinações de conjuntos de ângulosque satisfazem as propriedades pertinentes ao tópico, conforme observa-se na Figura 85.Figura 85: Ângulos Complementares e SuplementaresNeste momento, alguns estudantes questionaram se o software utilizado paramontar a intervenção realmente havia sido o GeoGebra, pelo fato de não conhecerem asdiversas ferramentas disponíveis no software.O próximo tópico trata-se de Bissetriz de um Ângulo, trabalhando os conceitosde bissetriz interna e externa, novamente utilizando o recurso de animação para auxiliara compreensão dos discentes, conforme mostra a Figura 86.Figura 86: Bissetriz de um Ângulo - DefiniçãoNo tópico Segmento de reta e Semirreta são apontadas as definições, principaiscaracterísticas e diferenças entre segmento de reta e semirreta. Sendo assim, foi construídauma animação para explicar o conceito de segmento de reta, de tal forma que ao clicar



80sobre o botão ‘‘Animar” surge na tela um segmento de reta, oriundo de uma reta inicial,conforme observa-se na Figura 87.Figura 87: Segmento de Reta - AnimaçãoDe forma similar a construção do segmento de reta foi feita uma animaçãopara o conceito de semirreta. Cabe ressaltar que, no processo de animação da semirretasurge duas semirretas de origens distintas e orientações opostas, para mostrar uma daspeculiaridades desta definição.Ao fim da etapa teórica, foi proposto aos discentes que resolvessem o últimodesafio utilizando o GeoGebra como ferramenta. Esses exercícios podem ser resolvidosfacilmente de forma analítica, sendo inclusive questões feitas em sala de aula, conformemostra a Figura 88. Figura 88: Tópico 9 - DesafiosSendo assim, com o objetivo de testar a habilidade do discente de aplicar osconhecimentos matemáticos pertinentes a construção de tal atividade no GeoGebra, oexercício 2, presente no tópico Desafios, necessita apenas da construção de bissetrizes, e



81o GeoGebra já possui uma ferramenta para a sua construção. No exercício 3, conformeobserva-se na Figura 88, há uma construção pronta, ou seja, é necessário que o discentereproduza a construção fielmente aos dados dispostos no problema para que consiga chegara uma conclusão correta.No geral, os estudantes apresentaram poucas dúvidas quanto à construção daatividade, e a todo momento os discentes com mais facilidade ajudavam os que tinhamdúvida, não sendo necessário a intervenção do docente para a conclusão da mesma.Portanto, após a conclusão da intervenção didática, foi aplicado o questionáriode satisfação, onde os discentes puderam avaliar a intervenção em vários aspectos.6.1.4 ConsideraçõesPôde-se observar nesta primeira intervenção didática que os discentes aindanão detêm o conhecimento matemático necessário para um desempenho satisfatório nasatividades. Por sua vez, a parte teórica da intervenção didática deu um suporte essen-cial no desenvolvimento das atividades, ajudando-os a relembrar e consolidar conceitosque ficaram esquecidos. Além disso, constatou-se que as atividades propostas no Geo-Gebra estimulam os estudantes a questionarem as definições e propriedades dos tópicostrabalhados, e desta forma produzir conhecimento crítico.Outro ponto importante observado é que os discentes não detêm o conheci-mento de noções de Desenho Geométrico, que segundo o Projeto Pedagógico do Curso deLicenciatura em Matemática da UFVJM16, é uma disciplina eletiva, ou seja, os discentespodem a chegar cursá-la, mas nos últimos períodos do curso. Essa defasagem é problemá-tica, tendo em vista que é imprescindível que os discentes saibam o básico de construçõescom régua e compasso para auxiliá-los no desenvolvimento das atividades.Por fim, pode-se considerar que o aprendizado dos discentes foi satisfatórionesta primeira intervenção com o GeoGebra, devido a organização da intervenções e aefetiva participação dos estudantes (Pereira et al., 2017).
6.2 Segunda Intervenção Didática - Quadriláteros NotáveisO estudo de polígonos tem um papel essencial dentro de toda a teoria deGeometria Plana. Porém, os quadriláteros notáveis em específico ocupam uma posição desuma importância na disciplina, permitindo-se obter vários resultados que darão suportea conteúdos a serem trabalhados no posteriormente. Como por exemplo, na próximaintervenção didática sobre área de figuras planas serão abordados tópicos que necessitamdos conceitos de quadriláteros notáveis.Em sala de aula, quando trabalhado o tópico de quadriláteros notáveis, observa-se que os discentes apresentam uma dificuldade de recordar as propriedades que cada qua-16Disponível em http://www.ufvjm.edu.br/prograd/regulamento-dos-cursos/doc_download/426-.html



82drilátero possui, e sendo assim, não conseguem notar, por exemplo, que o retângulo é umparalelogramo. É imprescindível que os estudantes consigam interligar os resultados emcomum entre os quadriláteros apresentados, pois as intervenções didáticas foram elabora-das utilizando uma sequência de resultados interdependentes. Desta forma, procurou-seutilizar o recurso visual combinado a dinâmica do software para explanar aos discentesque, na prática, todos os resultados são verídicos.Além disso, os exercícios propostos nesta intervenção didática apresentam umaconstrução mais complexa em relação à intervenção anterior, e isso se deve ao objetivo deestimular o estudante a progredir nas técnicas de desenho geométrico.6.2.1 Planejamento e elaboraçãoPara esta intervenção didática, foram efetuados alguns ajustes na interface dajanela de apresentação, visando simplificar e melhorar o desempenho dos estudantes.A intervenção didática Quadriláteros Notáveis é composta de conteúdos teó-ricos e práticos. Em cada quadrilátero citado, procura-se apresentar uma definição ma-temática e os principais resultados obtidos. Os conteúdos teóricos estão estruturados,conforme a Figura 89.Figura 89: Estrutura - Intervenção Didática - Quadriláteros Notáveis6.2.2 Aplicação dos questionáriosFoi solicitado aos estudantes que respondessem ao questionário a priori sobreo tema Quadriláteros Notáveis, foi orientado que os mesmos teriam 30 minutos para opreenchimento.Observou-se que alguns estudantes tiveram um pouco de dificuldade para res-ponder algumas questões sobre propriedades quadriláteros notáveis, porém apesar de oscontratempos todos conseguiram concluir o preenchimento do questionário.



836.2.3 DesenvolvimentoO primeiro texto base da oficina define quadriláteros e os classifica como côn-cavo e convexo. Ao definir o que é um quadrilátero côncavo, alguns estudantes apresentamdificuldade de compreender tal conceito, pois não conseguem associar a explicação a suarepresentação geométrica. Sendo assim, buscou-se criar uma atividade que permitisse aoestudante a oportunidade de aliar a teoria e sua representação geométrica. Para isso foielaborado uma construção que permitia o discente mover os vértices de um quadrilátero,alterando a sua forma e automaticamente classificando-o como convexo ou côncavo, comopode ser observado na Figura 90.Figura 90: Quadrilátero Convexo - DefiniçãoMovendo-se um dos pontos do quadrilátero em algumas direções específicas, aconstrução feita classifica automaticamente o quadrilátero como côncavo, como mostra aFigura 91. Figura 91: Quadrilátero Côncavo - DefiniçãoCabe salientar que em pesquisas como de Santos (2015) mostram que as Ins-



84tituições de Ensino Superior estão em um dilema em associar o ensino tradicional e autilização de novas tecnologias no ensino de matemática. Atividades como esta permitemaos estudantes uma melhor compreensão sobre o assunto, indo além das limitações queapenas o uso do quadro permite.No tópico Paralelogramos, é apresentada sua definição inicial, onde o estudantepode modificar sua forma movendo um dos pontos, preservando suas características apre-sentadas, conforme mostra a Figura 92.Figura 92: Paralelogramo - DefiniçãoBoa parte dos quadriláteros notáveis são paralelogramos, e cada um possuipropriedades específicas. Para que o estudante compreenda saiba diferenciá-los, faz-senecessário que o estudante conheça todas as propriedades que os definem. Além disso,cabe ressaltar que um quadrilátero que goze de uma das propriedades listadas a seguir,também goza de todas as outras.A primeira propriedade afirma que os lados opostos do paralelogramo são con-gruentes. Utilizando-se da Definição 10 e da Proposição 1, presentes no Capítulo 4, osestudantes podem mover um dos vértices do paralelogramo e observar que os valores dasmedidas dos lados opostos são congruentes, conforme apresenta a Figura 93.As três propriedades restantes são:• os ângulos opostos são congruentes;• dois ângulos consecutivos são suplementares;• as diagonais se intersectam em seus respectivos pontos médios.Nestas três últimas propriedades citadas, foram usadas estratégias de constru-ção análogas a primeira propriedade, pois esta atividade tem como objetivo verificar averacidade das proposições através do recurso ‘‘Texto” do GeoGebra, visto que analitica-mente as demostrações são relativamente fáceis, como pode-se se observar na Figura 94.



85Figura 93: Paralelogramo - Primeiro ResultadoA partir destas atividades, presume-se os estudantes se interessem em resolver analitica-mente as proposições apresentadas.Figura 94: Paralelogramo - Segundo ResultadoÉ apresentado no terceiro tópico da intervenção didática um exemplo resol-vido que contém a definição de quadrilátero inscritível, assim como duas proposições quepermitem dizer sobre quais circunstâncias o quadrilátero é inscritível. Em ambas as pro-posições apresentadas, foram utilizados o recurso de ‘‘Texto”, combinado a ferramenta‘‘Animar Objeto”, permitindo ao estudante arrastar um dos vértices do paralelogramo everificar que as proposições são válidas, desde que as condições inicias sejam satisfeitas.Observou-se que os estudantes têm um grande apreço pelo recurso de anima-ção, pois sempre que inserido nas construções, a satisfação deles pela atividade é aparente.Por exemplo, um dos estudantes participantes, ao responder a Questão 4 do Questionáriode Satisfação (Quadriláteros Notáveis) que dizia: ‘‘A possibilidade de interação GeoGebrapermitiu a visualização e diferenciação das especificidades matemáticas de cada quadri-látero estudado?”, relatou: Sim, pois a visualização no GeoGebra é bem animada, e nos



86permite uma melhor visualização. Esta fala do estudante destaca a importância do recursode animação do GeoGebra.O enunciado do exemplo resolvido, assim como as ilustrações podem ser ob-servadas nas Figuras 95 e 96.Figura 95: Quadrilátero Inscritível - Proposição 1Figura 96: Quadrilátero Inscritível - Proposição 2O quarto tópico Retângulo contém a definição de retângulo a partir do conceitode paralelogramo, onde é definido como o paralelogramo que possui os quatro ângulosretos. Além disso, a construção traz um resultado importante sobre retângulos, verificadode forma geométrica e demonstrada analiticamente na Proposição 2 do Capítulo 4, comopode-se observar na Figura 97.Para facilitar a compreensão dos conceitos apresentados, foram utilizados re-sultados já trabalhados nesta intervenção didática como inscrição de quadriláteros, per-mitindo que o discente note que a transição da escrita algébrica para a geométrica é feitade forma estruturada e simples.



87Figura 97: Retângulos - Resultado ImportanteNo tópico Losango, é apresentada sua definição com base na ideia de para-lelogramo, ou seja, define-se losango como o paralelogramo que possui todos os ladoscongruentes. Além disso, são apresentados dois resultados, a saber: as diagonais sãoperpendiculares, e são bissetrizes dos ângulos opostos.Em ambos os resultados, o principal elemento da construção é a funcionalidadede Arrastar Objeto do GeoGebra, pois a partir do momento que o estudante altera aforma do losango, percebe-se que suas características não se alteram, além de validar osresultados supracitados. As ilustrações destes resultados podem ser observados na Figura98. Figura 98: Losango - Resultado ImportanteO próximo tópico Teste é composto de um exercício, onde o estudante deveresolver um problema complexo com auxílio do GeoGebra. Ressalta-se que para a cons-trução da figura descrita no enunciando da questão (Questão 5 do Capítulo 4), necessita-sede uma técnica refinada de Desenho Geométrico. Desta forma, é incluída a solução doteste caso o estudante necessite de alguma ajuda, conforme mostra a Figura 99.



88 Figura 99: Primeiro Teste - Enunciado e SoluçãoDentre as dificuldades encontradas pelos estudantes, a principal foi tentar vin-cular o ponto P ao lado AD conforme o solicitado no teste. Ressalta-se que sem a inter-venção do docente nenhum estudante conseguiu realizar esta tarefa no tempo previsto.Após explanadas as orientações de como realizar a construção, uma parte dosestudantes conseguiu responder à questão contida no teste e ajudaram o restante a finalizaresta tarefa. Pode-se conferir na Figura 100 a construção realizada por um dos estudantesque conseguiram terminar a atividade.Figura 100: Primeiro Teste - Resolução do exercício feita por um estudanteNota-se na solução apresentada pelo estudante que o centro do retângulo per-tence ao segmento MN , porém o fato dele não ter vinculado o ponto P ao lado AD, fazcom que a afirmativa não se torne válida para qualquer posição do ponto P sobre o lado
AD. O objetivo desta atividade é mostrar para o estudante que o recurso interativodo GeoGebra permite elaborar conjecturas sobre um fato observado, levando-o formalizaros conceitos. Esta transição entre os níveis de desenvolvimento do pensamento geométrico



89é de suma importância, pois segundo Pértile (2011) a ideia principal deste modelo deensino é que os estudantes evoluam através de uma sequência de níveis de entendimentodos conceitos, no processo de aprendizagem em Geometria.Dando sequência a intervenção didática, é apresentado no sétimo tópico Qua-drado a definição de quadrado, novamente a partir da definição dos quadriláteros ante-riores. Define-se quadrado como um quadrilátero convexo que é, simultaneamente, umretângulo e losango. E posteriormente, foi explicado aos estudantes que o quadrado gozadas mesmas propriedades do retângulo e losango.O tópico relativo ao trapézio contém sua definição, classificação e dois resul-tados relativos a base média. Sua definição não é advinda do conceito de paralelogramo,pois o trapézio possui apenas dois lados paralelos, ou seja, não é um paralelogramo. Naseção referente à classificação de trapézios, os estudantes podem movimentar os vérticesdos trapézios e observar que as propriedades que os classificam são preservadas, pois oobjetivo é que os estudantes formalizem os próprios conceitos através da manipulação dasfiguras apresentadas, conforme mostra a Figura 101.Figura 101: Classificação dos trapéziosAinda no tópico Trapézio, o primeiro resultado apresentado é relativo à basemédia, havendo duas observações: o segmento é paralelo as bases, e sua medida é igual asemi-soma das medidas das bases.As construções apresentadas nesta seção têm a função de verificar geometrica-mente as afirmações feitas, através da manipulação das figuras. Além disso, para verificarque a base média é paralela às bases do trapézio, é utilizada a Definição 5 do Capítulo 4,da primeira intervenção didática, conforme observa-se na Figura 102.No segundo resultado do tópico Trapézios é apresentada a definição e proprie-dade da mediana de Euler, e sua comprovação geométrica pode ser obtida pela construçãomostrada na Figura 103.



90 Figura 102: Base média de um trapézio - ResultadosFigura 103: Mediana de Euler - DefiniçãoO último tópico da intervenção didática, intitulado Testes, é destinado a umaatividade de construção, na qual o estudante deve resolver o Exercício 7 do Capítulo 4,utilizando apenas o GeoGebra, conforme a solução apresentada na Figura 104.Foi explicado aos estudantes que o exercício possui uma solução analítica re-lativamente difícil conforme sua solução presente no Capítulo 4, Exercício 6. O softwarepode auxiliá-los a compreender o exercício através do recurso gráfico, além de verificar avalidade da afirmação.Ao iniciar o exercício, alguns estudantes tiveram dificuldades em deixar o ponto
P móvel, e ao mesmo tempo, preservar as condições propostas pelo exercício. A partir deuma breve explicação de como utilizar os recursos de criação de circunferência e ‘‘Segmentode comprimento fixo” do GeoGebra, os estudantes conseguiram prosseguir na resoluçãodo exercício.Sem outros problemas, todos os estudantes conseguiram completar a constru-ção, chegando a conclusão que a afirmação é verídica. Para uma melhor visualização,



91Figura 104: Segundo Teste - Quadriláteros Notáveissegue na Figura 105 uma construção elaborada por um estudante.Figura 105: Segundo Teste - Resolução feita por um estudantePortanto, após concluída a intervenção didática, foi aplicado o questionário desatisfação, para que os estudantes pudessem avaliar a intervenção em vários aspectos, taiscomo a organização e a relevância.6.2.4 ConsideraçõesAtravés de uma análise dos resultados obtidos com esta etapa da intervençãodidática, pode-se observar que os estudantes mostraram-se entusiasmados com os novosrecursos apresentados e se sentiram desafiados com os exercícios propostos, que segundoeles, eram mais complexos.Estes relatos de euforia dos estudantes, apenas reforçam as ideias de Feijó(2007) que afirma que o processo de mudança no ensino-aprendizagem é caracterizadopela implantação de novas tecnologias no sistema educacional, guiando o estudante aparticipar de forma ativa nas atividades desenvolvidas.



92 Nota-se que os estudantes progrediram de forma significativa no que se refereàs habilidades de manuseio do software, pois apesar do nível das atividades propostas naintervenção terem aumentado, os estudantes tiveram poucas dificuldades para resolvê-las.Pode-se assim, concluir que esta intervenção contribuiu significativamente noprogresso das habilidades e conhecimentos de desenho geométrico dos estudantes.
6.3 Terceira Intervenção Didática - Áreas de Figuras PlanasSegundo Baltar (1996), o conceito de área é uma percepção matemática quepossibilita verificar e mensurar a parte que uma determinada superfície ocupa. Além disso,o ensino do conceito de áreas de superfícies planas têm-se mostrado de grande relevânciasocial, e assim contribuindo com a formação do indivíduo. Porém, pesquisadores comoChiumo et al. (1998) e Baldini and Póla (2004) afirmam que este tópico é trabalhado nasescolas exigindo dos estudantes competências substancialmente calculatórias.Desta forma, busca-se entender quais as principais consequências que este tipode ensino reflete no aprendizado dos estudantes para que se consiga propor sequênciasdidáticas para a construção destes conceitos. Segundo Belleimain and Bittar (2002),as dificuldades conceituais expressadas pelos estudantes tinha diversos fatores ligados àaprendizagem. Dentre eles, se evidenciam os erros cometidos nas concepções geométricase numéricas.Com base nos dados supracitados, foi escolhido para a terceira intervençãodidática o tema Área de figuras planas, com a finalidade de minimizar as defasagensapresentadas pelos estudantes nas avaliações e nos questionários a priori.6.3.1 Planejamento e elaboraçãoNesta intervenção didática, os recursos visuais oriundos das construções rea-lizadas no GeoGebra são utilizados com profusão, visto que há diversas maneiras de secalcular a área de uma figura plana, ou seja, a comprovação geométrica faz-se necessáriapara que se alcance o objetivo principal que é melhorar a aprendizagem dos conceitos eformalização das ideias dos estudantes.A intervenção didática Área de Figuras Planas é composta de conteúdos teó-ricos e práticos. Os conteúdos teóricos retratam as definições e proposições relativas acada figura escolhida, além de propor ideias para a demonstração das proposições. Osconteúdos teóricos estão estruturados, conforme a Figura 106.Nesta intervenção didática foi incluído apenas um exercício prático, pois amaior parte do tempo foi destinado às demonstrações das áreas dos polígonos. Alémdisso, esta intervenção foi planejada e elaborada com a finalidade de conduzir o estudanteda fase da experimentação à formalização dos conceitos.



93Figura 106: Estrutura - Intervenção Didática - Áreas de Figuras Planas6.3.2 Aplicação dos questionáriosFoi solicitado aos estudantes que respondessem aos questionários em até 30minutos. Antes do início da intervenção didática foi aplicado o questionário a priori, eposteriormente ao fim da intervenção didática, foram aplicados os questionários a poste-riori e questionário de satisfação.Pode-se observar que alguns estudantes tiveram algumas dificuldades em re-lacionar os polígonos às respectivas fórmulas de área. Apesar das adversidades, todos osestudantes concluíram o preenchimento dentro do prazo.6.3.3 DesenvolvimentoA primeira seção, Superfícies, da intervenção didática engloba definições eexemplos onde os estudantes podem aproveitar o ambiente dinâmico para explorar aspropriedades dos objetos trabalhados. Inicialmente é feito um comparativo entre superfíciee fronteira de um polígono, e logo após é apresentado o conceito de área de superfície plana.Ainda na primeira seção, é feita uma diferenciação entre dois conceitos que osestudantes tiveram dificuldades durantes as aulas em sala de aula, a saber: Superfíciescongruentes e superfícies equivalentes. Tempera et al. (2013) relatam que, a partir dosresultados de Battista (2007) constatou-se que os principais obstáculos enfrentados pelosestudantes no que tange o ensino de áreas se deve a introdução precipitada de fórmulasnorteiam a um raciocínio aparente. Além disso, Tempera et al. (2013) propõe a escolha denovos tipos de raciocínio diversificados, buscando identificação ou construção de figurasequivalentes.Foi elaborada uma construção no GeoGebra, permitindo ao estudante com-preender geometricamente a principal dessemelhança entre os tipos de superfícies supra-



94citadas. Cabe ressaltar que foram apresentadas as definições de superfícies congruentes eequivalentes, respectivamente na Definição 16 e Definição 17.Como exemplo de superfícies congruentes, foram construídos dois triângulos
T1 e T2 congruentes entre si, e de mesma área, conforme pode-se observar na Figura 107.Figura 107: Superfícies Congruentes - ExemploPara verificar que os triângulos T1 e T2 possuem mesma área, foi solicitado queos estudantes inserissem no campo ‘‘Entrada”o comando ‘‘Área[ <Polígono> ]”e calculas-sem a área dos dois polígonos, assim verificando que ambos são superfícies congruentes.Como exemplo de superfícies equivalentes, foram construídos dois quadriláteroscompostos por dois triângulos T1 e T2, interligados por segmentos distintos, conformepode-se observar na Figura 108.Figura 108: Superfícies Equivalentes - ExemploAo mover os pontos indicados, os estudantes ficaram entusiasmados em veri-ficar que, embora os quadriláteros sejam distintos, são também superfícies equivalentes.Além disso, os estudantes relataram ter compreendido melhor na prática as principaisdiferenças entre os conceitos de congruência e equivalência.



95Na segunda seção intitulada Postulados, foi apresentado aos estudantes doisdos principais postulados que envolvem resultados no tópico de área de figuras planas. Ospostulados são ferramentas fundamentais que, segundo Ferreira and DE Miranda (2008),contribuem para o aprendizado das técnicas de demonstração, assim como a recogniçãodos procedimentos matemáticos formais de escrita.O primeiro postulado intitulado Adição de áreas, serve de base para grandeparte das demonstrações. Após sua apresentação, foi realizada a construção de um decá-gono que é obtido através da reunião de dois heptágonos, de tal forma que os estudantesutilizassem o recurso ‘‘Área[ <Polígono> ]”pra verificar a veracidade deste postulado,conforme mostra a Figura 109.Figura 109: Postulado Adição de ÁreasO segundo postulado de unidade de áreas dá suporte as proposições conseguin-tes, pois nele é exposto a maneira de se obter a fórmula de área de um quadrado.Na terceira seção Área de polígonos, são apresentadas as áreas de alguns polígo-nos específicos, a saber: retângulo, paralelogramo, triângulo, losango, trapézio e polígonosregulares. Cabe ressaltar que em cada tópico foi explorado a representação geométricanas definições e demonstrações, com intuito de propiciar aos estudantes uma aproximaçãoa técnicas formais de conjecturas.No tópico Retângulo, foi apresentada a fórmula para se calcular a área retân-gulo e uma ideia de como chegar a esta regra. Inicialmente, foi questionado aos estudantesse ele sabiam como obter a fórmula da área de um retângulo utilizando um método formalde demonstração. Um dos estudantes ponderou que bastava subdividir o retângulo emquadrados unitários e logo após, conjecturar a fórmula utilizando-se dos dois postuladossupracitados.Foi solicitado ao estudante que realizasse a demonstração na lousa para queos outros participantes pudessem compartilhar da ideia. Após concluída sua explanação,como mostra a Figura 110, foi questionado a todos os estudantes o que poderia estar



96errado nesta demonstração.Figura 110: Demonstração feita por um estudante - Área do retânguloProntamente, alguns estudantes destacaram que o erro foi em considerar que
m e n são ambos naturais e para isso, usaram como exemplo, o retângulo da intervençãodidática, cuja medida dos lados era 3, 65 cm. Foi explicitado aos estudantes que da formaque foi realizada a demonstração, considerado apenas o caso onde os segmentos são co-mensuráveis, estaria incompleta a demonstração. Para finalizar a demonstração sugeridapelo estudante, deve-se considerar o caso em que os segmentos são incomensuráveis.Logo após, foi apresentada uma outra maneira de provar a fórmula da área doretângulo, utilizando como base os postulados anteriores e algumas construções auxiliares,conforme a Figura 111. Desta vez, os estudantes consideraram que a forma como foiconduzida a demonstração foi mais simples.Figura 111: Demonstração Fórmula Área do RetânguloEsta atividade foi baseada em pesquisas de Gravina (1996) e Mariotti (1997)que reforçam a necessidade de correlacionar a manipulação de softwares de geometria



97dinâmica com a demonstração de proposições geométricas no processo de ensino e apren-dizagem. No tópico Paralelogramo foram apresentadas a definição de paralelogramo e suafórmula de cálculo de área. Foi ressaltado que o retângulo é uma variação do paralelogramoe, por construção, obtém-se a uma maneira de calcular a área do paralelogramo similar àdo retângulo.No tópico Triângulo foi apresentada a fórmula clássica de área do triângulo,conforme a Proposição 7. Porém foi explanado que na seção Observações seriam apresen-tadas outras maneiras de se calcular a área do triângulo dada outras variáveis. A ideia dedemonstração apresentada na intervenção didática decorre do uso do paralelogramo comosuporte, conforme mostra a Figura 112.Figura 112: Demonstração Fórmula Área do ParalelogramoNo tópico Losango foram apresentados a fórmula para efetuar o cálculo daárea do losango e uma ideia para a demonstração da mesma. Porém, antes dos estudantesverificarem quais etapas seguir para demonstrar esta regra, foi questionado se alguémse prontificava a sugerir um método para a demonstração. Um estudante propôs quesubdividisse o losango em quatro triângulos e calculasse a área de cada um separadamentee logo após, utilizando o Postulado 1, somar as áreas encontradas descobrindo assim aárea do losango.Foi explicado aos estudantes que a sugestão apresentada é válida e que a ideiaproposta na oficina é similar, conforme pode-se observar na Figura 113.Schein and Coelho (2006) ressalta a importância da interação dos estudantescom o docente, pois o questionamento surge como uma ferramenta facilitadora no processode ensino e aprendizagem, desenvolvendo as capacidades de observação, investigação eelucidação, contribuindo assim para a evolução do estudante em concepção que requermaior conhecimento conceitual.No tópico Trapézio foram explanadas a fórmula para efetuar o cálculo da área



98 Figura 113: Demonstração Fórmula Área do Losangodo trapézio e uma ideia simplista de demonstração da mesma. Logo no início, os estudan-tes já propuseram uma sequência lógica para a demonstração da fórmula que tinha comoideia principal dividir o trapézio em dois triângulos. Ao analisarem a sugestão de demons-tração presente na construção idêntica a proposta por eles, os estudantes se mostraramentusiasmados por terem elaborado uma conjectura própria, baseado nas experiênciasadquiridas nas intervenções didáticas.Cabe ressaltar que processo de ensino e aprendizagem, todos os envolvidos napesquisa devem, segundo Woinarovicz and Ribas (2012), estabelecer uma assimilação efe-tiva no que se refere ao que foi proposto nas atividades, conferir associações e compreendera formalização do mesmo.Inicialmente, no tópico Área de um polígono regular foi elaborada uma cons-trução para verificar que todo polígono regular é inscritível. Nesta construção foi utilizadoo recurso ‘‘Campo de entrada”, onde o estudante deveria inserir um valor desejado paraverificar a existência de um polígono regular inscrito, conforme a Figura 114.Figura 114: Construção Polígono Regular



99Logo após foi apresentada uma sugestão para demostração da fórmula de áreade um polígono regular, utilizando a ideia de inserir este polígono em uma circunferência.A única dificuldade enfrentada pelos estudantes foi em relembrar o conceito de apótema,que é utilizado durante a demonstração.Na seção Exemplos, é proposto um exercício que requer uma construção rela-tivamente simples, conforme a Figura 115. Alguns estudantes apresentaram dificuldadesem manter os valores fixados pelo exercício, pois até então, nas soluções dos exercícios pro-postos em intervenções didáticas anteriores era necessário manter um ponto móvel. Destaforma, sem outras dúvidas, os estudantes conseguiram completar a construção propostano exercício. Figura 115: Resolução do Exemplo - Exercício 8Na quinta seção intitulada Observações são apresentadas outras formas de secalcular a área do triângulo, conforme a Figura 116.Figura 116: 1ª Forma - Área do TriânguloCada regra depende de um certo número de variáveis. São elas:



1001. Dadas as medidas de dois lados e a medida do ângulo entre eles.2. Dadas as medidas dos três lados.3. Dados o valor semiperímetro e a medida do raio do círculo inscrito ao triângulo.4. Dados o produto dos três lados e a medida do raio do círculo circunscrito ao triân-gulo. Cada uma das quatro fórmulas apresentadas foram demonstradas com o auxíliodos estudantes e do software, durante a intervenção. Cabe salientar que as demonstraçõesdas mesmas estão contidas no Capítulo 4.A última seção teórica intitulada Círculo e suas partes apresenta uma ideia dedemonstração da área do círculo utilizando o conceito de infinito. Na construção elaboradapara a intervenção didática, o estudante deveria inicialmente clicar sobre o botão Animare verificar que conforme o número de lados do polígono inscrito na circunferência aumenta,a área do polígono tende a área do círculo, conforme pode se observar na Figura 117.Figura 117: Área do círculoObservou-se que o uso de animações no GeoGebra tem um impacto positivo noprocesso de aprendizagem de Geometria Plana. Corroborando com estas ideias, Silva et al.(2012) afirma que as construções geométricas realizadas no software tem um potencialmaior quando comparado com apenas o uso da lousa.Ressalta-se que ao demonstrar as fórmulas das figuras restantes, foi orientadoaos estudantes que manipulassem o as construções realizadas no software com intuito deverificar a veracidade das afirmações e propor novas ideias para as demonstrações futuras.Por exemplo, durante a demonstração da fórmula de área de um segmentocircular, um estudante questionou se o fato do ângulo central ser agudo, obtuso ou reto,poderia interferir na fórmula final. Estes questionamentos surgem através da manipulação



101das figuras construídas, que dificilmente seriam feitas em sala de aula sem o uso do recursoscomputacional.A última seção Teste, contém um exercício relativo ao cálculo de áreas que ne-nhum dos estudantes conseguiu resolver analiticamente em sala de aula. Porém, quandoproposto que resolvessem o exercício utilizando o GeoGebra, todos os estudantes conse-guiram completar a construção e chegar ao resultado correto, conforme pode se observarna Figura 118, a solução encontrada por um estudante.Figura 118: Solução do Teste dada por um estudanteEvidenciou-se assim que, embora o estudante consiga realizar a construçãodo exercício no GeoGebra, não implica que o mesmo consiga realizar analiticamente.Porém, percebe-se que a visualização das construções realizadas nos exercícios durante asintervenções têm contribuído com o desenvolvimento espacial do estudante.6.3.4 ConsideraçõesAtravés da análise dos dados colhidos e da observação realizada durante a in-tervenção didática, observou-se um notório progresso nas técnicas de Desenho Geométricodos estudantes. Jorge (2002) afirma que a linguagem gráfica é ilimitada, visto que inde-pende do idioma, propicia percepção direta e facilita a compreensão exata dos símbolosutilizados. O uso do GeoGebra no ensino de áreas de superfícies planas se mostrou eficaz,corroborando com as ideias de Kordaki and Potari (1998) que propõe um método deensino integrado, dispondo menos relevância no mero uso de fórmulas.Desta forma, pode-se concluir que o fato de incluir os processos de demons-tração das fórmulas de área durante a intervenção didática, contribuiu com a exploraçãodos conceitos, não ficando preso apenas ao uso de fórmulas.



102
6.4 Quarta Intervenção Didática - Ângulos em uma CircunferênciaAlguns livros didáticos abordam o tópico Ângulos em uma Circunferência comoRelações Métricas em uma Circunferência, tais como Machado (1994) e Paiva (1999).A circunferência dispõe de importantes relações métricas incluindo segmentos internos,externos, secantes e tangentes.Dentre os conteúdos retratados na Geometria, o estudo de circunferência sedestaca como tema de suma importância na Matemática e no cotidiano das pessoas,tornando-se indispensável em quase todas as áreas do conhecimento, tais como Física,Engenharias e Arquitetura.Por exemplo, Arquimedes de Siracusa, um importante matemático, trabalhoucom noções de círculo e circunferência ao manipular polias circulares para construir ca-tapultas portáteis para arremessar grandes pedras sobre as embarcações de seus inimigosque buscavam invadir sua cidade.Desta forma, este tema foi escolhido para a última intervenção didática nãoapenas pela facilidade de contextualização, mas também pelos inúmeros resultados im-portantes para o entendimento Geometria Plana. Além disso, os estudantes participantesda oficina apresentaram dificuldades no decorrer das aulas para diferenciar os diferentestipos de ângulos.6.4.1 Planejamento e elaboraçãoAo planejar esta intervenção didática, buscou-se apresentar meios para rea-lização da transição das construções executadas no GeoGebra, que visavam verificar averacidade das proposições e exercícios propostos, para a fase da formalização dos con-ceitos apresentados, onde são trabalhadas as demonstrações analíticas, utilizando o rigorformal matemático.Segundo Jahn and Allevato (2010), o uso de recursos computacionais no ensinode Geometria beneficia o processo de visualização gráfica e geométrica, sem que haja umdistanciamento do pensamento algébrico. Ademais, após a inserção das intervenções didá-ticas no planejamento da disciplina de Geometria Plana, observou-se que a visualizaçãogeométrica tem contribuído na formulação de conjecturas, dando lugar ao pensamentocrítico. Estabelecidas as metas e objetivos desta intervenção didática, foi elaboradoum conjunto de seções teóricas e práticas visando atingir estes propósitos. A Figura 119mostra um organograma com os tópicos e seções abordadas nesta intervenção didática.6.4.2 Aplicação dos questionáriosInicialmente os estudantes responderam o questionário a priori antes da inter-venção didática, em até 30 minutos. Ao fim da intervenção didática foram aplicados os



103Figura 119: Estrutura - Intervenção Didática - Ângulos em uma Circunferênciaquestionários a posteriori e de satisfação, em igual período de tempo.Observou-se que de modo geral os estudantes não apresentaram dificuldadesem responder as questões presentes nos questionários. Desta forma, todos os estudantesconcluíram o preenchimento dentro do prazo. Cabe salientar que os discentes responderamos questionários de forma anônima, online, sem a possibilidade de identificação.6.4.3 DesenvolvimentoInicialmente são apresentadas as definições de círculo e circunferência, e emseguida os elementos do círculo. Foram utilizados os recursos de animação do GeoGebrapara definir a circunferência como lugar geométrico. Ao clicar sobre o botão ‘‘Animar”, aanimação traça uma circunferência, pois foi anteriormente programado a função ‘‘HabilitarRastro” do GeoGebra, como pode-se observar na Figura 120.Figura 120: Animação - Construção da Circunferência



104 Já na construção do círculo, foi elaborada uma animação similar à da circun-ferência. Desta vez, foi habilitado o rastro sobre o segmento OP , pois o círculo é definidocomo a reunião de uma circunferência com o seu interior, conforme mostra a Figura 121.Figura 121: Animação - Construção do CírculoFinalizando a primeira seção Círculo e Circunferência, foram apresentados oselementos do círculo, tais como raio, corda, diâmetro e arco. As animações e interaçõespresentes neste tópico serviram para sanar as dúvidas que os estudantes vinham apre-sentando em sala de aula. Observou-se que os estudantes absorvem com mais facilidadeos conceitos tratados, quando apresentados por meio de construções animadas realizadascom o software. D’Ambrósio (1986) reforça este fato ao afirmar que os estudantes se mos-tram mais participativos com o uso dos computadores e softwares, posto que atualmenteos jovens fazem o uso desta tecnologia continuamente.A segunda seção ‘‘Posições Relativas”abordam as possíveis posições relativasentre uma reta e uma circunferência, a saber: secante, exterior e tangente. Geometrica-mente os estudantes não apresentavam dificuldades em compreender os conceitos, porémalgebricamente os mesmos se mostravam confusos em distinguir as propriedades decor-rentes de cada posição. Desta forma, foi acrescida durante o processo de elaboração daintervenção didática, um recursos de texto reforçando os fundamentos que diferem cadaum dos casos, conforme mostra a Figura 122.Na terceira seção ‘‘Ângulo Central e Inscrito”, foram apresentadas as definiçõesde ângulo central e ângulo inscrito. Esta seção é de suma importância, pois este conceitosserão utilizadas com frequência nas demonstrações das proposições futuras. Desta forma,ao definir ângulo central, foi realizada uma construção que destacavam suas principaiscaracterísticas, priorizando o recurso visual como ferramenta facilitadora.No tópico relativo a ângulo inscrito foi realizado um comparativo com a defini-ção de ângulo central com intuito de auxiliar o estudante a compreender estes conceitos.Além disso, foi apresentado um resultado importante, conforme a Figura 123, que rela-



105Figura 122: Posições relativas - Recurso de Textociona o ângulo central e o ângulo inscrito, porém não foi exposta a sua demonstração,ficando a cargo do estudante resolvê-la durante a oficina sem o auxílio do docente.Figura 123: Ângulo Inscrito - ResultadoApós disposto um tempo para a realização da demonstração sugerida, observou-se que apenas três estudantes se atentaram ao fato de existirem três possibilidades deposições distintas para os pontos A, B e P , e o centro O. São elas:1. O está entre um lado do ângulo.2. O é interno ao ângulo.3. O é externo ao ângulo.A critério de visualização, é apresentada na Figura 124, uma demonstraçãorealizada por um estudante que conseguiu finalizar a prova de forma correta.



106 Figura 124: Demonstração realizada por um estudante - Ângulo InscritoNota-se que o estudante utilizou-se de linguagem apropriada durante o processode demonstração, o que reflete um progresso na formalização das ideias. Segundo Cyrinoand Baldini (2012), as demonstrações, as provas e as transformações geométricas no planoempregando o GeoGebra surgem como possibilidade para aperfeiçoamento de conjeturas,refutações, além de contribuir na construção do raciocínio hipotético-dedutivo.Na seção ‘‘Exemplos”, foi proposto um exercício (Exercício 9, Capítulo 4) paraser resolvido geometricamente e algebricamente, conforme mostra pode ser observado naFigura 125. Figura 125: Exemplos - Enunciado e SoluçãoInicialmente, foi orientado que os estudantes realizassem a demonstração algé-brica sem o auxílio do GeoGebra. Observou-se que alguns estudantes conseguiram adaptaras técnicas aprendidas durantes as intervenções didáticas para realizar a construção ape-nas com uso de papel e lápis, contudo, o restante dos estudantes necessitaram de auxíliodo docente para a realização do mesmo.Cabe ressaltar que na solução deste exercício apresentada no Capítulo 4, foram



107utilizados os conceitos de ângulo de segmento, que são retratados na próxima seção.Contudo, os estudantes resolveram utilizando apenas os conceitos até então fornecidospelas intervenções didáticas.Na seção ‘‘Ângulo de Segmento”, foram apresentadas a definição de ângulo desegmento e um resultado recorrente, conforme mostra a Figura 126.Figura 126: Ângulo de Segmento - RecursosPara dinamizar a construção, foi utilizado o recurso de ‘‘Texto” combinadoas funções de arrastar objetos para que os estudantes pudessem, na prática, observar averacidade das afirmações.Na seção ‘‘Ângulo Excêntrico”, foram apresentadas as definições de ânguloexcêntrico interior e de ângulo excêntrico exterior, além de duas proposições decorrentesdestas definições. Os recursos do softwares utilizados nesta seção são similares aos dasconstruções anteriores.Na seção ‘‘Quadrilátero Circunscritível”, foi apresentado uma proposição queexpõe as condições necessárias e suficientes para que um quadrilátero seja circunscritível.Foi proposto aos estudantes que realizassem a demonstração desta proposição coletiva-mente e logo após chegarem a uma conclusão plausível, apresentassem o resultado obtidoatravés das discussões na lousa, conforme pode se observar na Figura 127, a soluçãoapresentada por um grupo de estudantes.Constatou-se um notável progresso dos discentes em relação a escrita formalmatemática. Faz sentindo pensar que esta evolução observada deve-se a inserção destenovo método de ensino, pois segundo Paulek and Dias (2013) as intervenções didáticaspossibilitam que se estipule contraexemplos para falsas conjecturas, que é um problemarecorrente dos estudantes.Na penúltima seção ‘‘Exemplos”, foi proposto um exercício (Exercício 10, Ca-pítulo 4) que englobava os principais resultados abordados durante a intervenção didática.Não houve dúvidas quanto a este exercício por parte dos estudantes, pois bastava aplicar



108 Figura 127: Solução Apresentada pelos Estudante - Quadrilátero Circunscritívelos conceitos estudados anteriormente, para chegar a uma conclusão correta.Na última seção ‘‘Teste”da intervenção didática, foi proposto uma atividade(Exercício 11, Capítulo 4) aos estudantes, novamente referente aos conceitos abordadosnesta intervenção, conforme mostra a Figura 128. No processo de construção do exercíciono GeoGebra não houve dificuldades por parte dos estudantes, apenas no processo dealgébrico que foram apresentadas alguns contratempos. Porém, com o auxílio dos próprioscolegas, todos os estudantes concluíram a demonstração.Figura 128: Enunciado e Solução - Teste - 4ª Intervenção6.4.4 ConsideraçõesDe forma geral, constatou-se que o objetivo desta última intervenção didáticafoi alcançado com êxito pois, sempre que solicitados, os estudantes responderam pronta-mente e com segurança. A melhora da escrita formal matemática é um fator de extrema



109importância, visto que em sala de aula os estudantes apresentavam grande dificuldadedesenvolver uma demonstração.Santos and Martinez (2000) afirma que um dos principais benefícios adquiridospela aplicação de sequências didáticas no ensino de Geometria são: a precisão e visualiza-ção, a exploração e descoberta e a prova de teoremas. Embora os softwares de geometriadinâmica não possam realizar demonstrações, a técnica de experimentação de suposições,conduzem o estudante a busca pela demonstração de um teorema.Constatou-se que a dinâmica que o GeoGebra trouxe para as aulas de Geo-metria Plana, promoveu a comunicação dos estudantes entre si, e entre o docente e osestudantes. O trabalho coletivo mostrou-se benéfico, permitindo aos estudantes o compar-tilhamento de informações sobre os processos de construção e demonstrações realizadas.
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7 DISCUSSÃO DOS QUESTIONÁRIOSInicialmente foram feitas as correções das questões dos questionários e, poste-riormente foram empregados os métodos oriundos da Engenharia Didática para estudosdetalhados dos dados obtidos. Desta foma, serão realizadas análises de três formas dis-tintas:• geral, onde serão apresentados os resultados com uma visão integral do trabalho;• específica, onde serão analisados alguns resultados particulares;• contextualizada, onde serão comparados os dados referentes aos índices de aprovaçãodos estudantes na Disciplina de Geometria Plana;Nesta etapa, segundo Almouloud et al. (2008), é necessário confrontar as obser-vações com os objetivos definidos a priori e estabelecer a reprodutibilidade e a proporçãodos fenômenos didáticos detectados.Os questionários a priori e a posteriori aplicados durante as intervenções didá-ticas relativas aos temas Tratamento Axiomático, Quadriláteros Notáveis, Área de FigurasPlanas e Ângulos em uma Circunferência são compostos de oito a dez questões disser-tativas e de múltipla escolha. Os conteúdos das questões estão relacionados diretamenteàs asserções trabalhadas nas intervenções. Cabe ressaltar que os objetivos individuais decada intervenção didática foram apresentados na Figura 1.Com base nas discussões realizadas durante todo texto, formulou-se as hipóte-ses de trabalho que são confrontadas com os dados obtidos no processo investigação. Ashipóteses seguintes serão identificadas pelas letras (A), (B), (C) e (D):
(A) A mediação condicionada pela abordagem dinâmica e interativa do GeoGebra pro-move a visualização e a compreensão geométrica.
(B) Os incidentes de aprendizagem definidos pelos exercícios propostos nas intervençõesdidáticas, concedem a aquisição de competências relativas ao Desenho Geométrico.
(C) A atenuação da dificuldade de entendimento das propriedades matemáticas de cará-ter geométrico com base na visualização.
(D) As técnicas de construção aplicadas ao GeoGebra no processo de resolução das ati-vidades que contribuem para a transição da verificação geométrica à formalizaçãoalgébrica.
7.1 Questionário a priori X Questionário a posterioriPara um estudo geral, foram tabulados os dados referentes a quantidade deerros e acertos nas questões dos questionários a priori e a posteriori. Após a coleta



112destes dados foi elaborado um gráfico comparativo entre questões de um mesmo grupocaracterístico, conforme pode-se observar na Figura 129. Cabe ressaltar que 15 alunosrepresenta 100% dos participantes.Figura 129: Gráfico - Média de AcertosConstatou-se que os principais erros cometidos pelos estudantes no questio-nário a priori foram em relação a associação da representação gráfica de figuras e suaspropriedades. Contundo, quando analisadas as respostas apresentadas no questionário aposteriori, verificou-se uma melhora significativa neste quesito.Por exemplo, as questões 5 e 6 do questionário a priori da intervenção didáticaÂngulos em uma circunferência, questionavam: ‘‘Dados os quadriláteros abaixo, marquequal (ou quais) deles ele é inscritível ou não-inscritível em uma circunferência. Qual foio critério utilizado para a escolha?”. Alguns estudantes ao responderem esta questão,deram respostas inconclusivas, tais como:• ‘‘Uai (SIC), achei que um quadrilátero inscritível é aquele que possui todos os seusvértices pertencentes à circunferência, no entanto sem a circunferência fica difícilsaber.”• ‘‘Não sei pois,eles tem (SIC) que esta inscrito a uma circunferência e como nãotem eu não sei,infelizmente.”• ‘‘Eu somei os ângulos internos das figuras. Os que deram 360º são inscritíveis. Osque excederam 360º não são.”Por se tratar do questionário a priori, entende-se que alguns estudantes nãodetenham os conhecimentos necessários. Porém, observou-se no questionário a posteri-ori que, embora não bem definida, grande parte dos estudantes assimilaram a condiçãonecessária que define um quadrilátero inscritível, como mostra a Figura 130.



113Figura 130: Soluções apresentadas na Questão 6O uso do GeoGebra no processo de ensino e aprendizagem de Geometria acar-reta em diversos benefícios, que Baugis and Soares (2016) lista como: a nova interpretaçãoque o estudante adquire os conceitos matemáticos; uma compreensão mais adequada daspropriedades dos conteúdos trabalhados; além do concebimento de conjecturas definidaspor Ausubel et al. (1980) para que aconteça uma aprendizagem considerável, que são: aintensificação dos conhecimentos prévios, a competência do material utilizado e a moti-vação do educando.Grande parte dos estudantes participantes deste trabalho estão no primeiroano do curso de Licenciatura em Matemática. Ressalta-se que Geometria Plana é umadas primeiras disciplinas a trabalhar o pensamento abstrato, voltado a demonstraçõesde teoremas e proposições. Desta forma, era esperado que os estudantes apresentas-sem dificuldades em redigir um texto utilizando linguagem formal adequada. Contudo,constatou-se um progresso satisfatório nas demonstrações analisadas após as intervençõesdidáticas. A questão 6 do questionário a posteriori da intervenção didática QuadriláterosNotáveis solicitava: ‘‘Defina a base média de um trapézio e de um triângulo.” Observou-seque alguns estudantes utilizaram termos adequados para responder esta questão, comopor exemplo:• ‘‘Chamamos de base média do trapézio ao segmento paralelo às bases, que une ospontos médios dos lados não paralelos do trapézio. Base média do triângulo é osegmento que une os pontos médios de dois lados de um triângulo é (SIC) paraleloao terceiro lado, e sua medida é igual à metade da medida do terceiro lado.”



114• ‘‘Chamamos de base média do trapézio ao segmento paralelo às bases, que une ospontos médios dos lados não paralelos do trapézio. Chamamos de base média de umtriângulo o segmento com extremos nos pontos médios de dois lados desse triângulo.Isso indica o aperfeiçoamento da habilidade investigativa que, segundo Fonseca(2012), em várias ocasiões onde o ensino é basicamente expositivo e não interativo, é umcomponente necessário para proporcionar sua inteligência intelectual.Portanto, a partir destas observações realizadas durantes as intervenções e dacomparação dos resultados obtidos entre os questionários a priori e a posteriori, pode-seidentificar quais hipóteses foram validadas.
7.2 Análise do Questionário de SatisfaçãoAo fim de cada intervenção de didática, foi aplicado um questionário de sa-tisfação onde o estudante avaliou a qualidade dos conteúdos trabalhados, a relevânciaacadêmica, a postura da equipe de trabalho, entre outras questões subjetivas. Os re-sultados serão apresentados buscando uma visão do grupo investigado, neste caso, osdiscentes.(1) Na sua opinião, as intervenções utilizando o GeoGebra contribuem paraseu aprendizado relativo aos tópicos trabalhados?Nesta questão os estudantes foram unânimes ao responder ‘‘Sim”.(2) Em particular, no estudo dos tópicos trabalhados, o software GeoGe-bra permitiu a visualização dos conceitos de modo a associá-lo à notaçãomatemática formal?Nesta questão apenas um estudante respondeu ‘‘Não”, referente ao tópico Ân-gulos em uma circunferência, o restante avaliou positivamente.(3) No estudo dos tópicos abordados, avalie o software como insuficiente,regular, bom ou excelente.



115(4) Na sua opinião, quais as vantagens do uso do GeoGebra para o enten-dimento de dos tópicos trabalhados?[Continuação] Em relação a questão anterior, justifique a sua resposta.



116(5) Após a intervenção, você já utiliza o GeoGebra na solução de exercíciosrelativos a Geometria Plana? E em outros conteúdos?(6) Cite os pontos positivos e/ou negativos observados durante as interven-ções didáticas
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7.3 Validação das Intervenções DidáticasCom a finalidade de possibilitar uma validação de forma objetiva, e assim comoFonseca (2012), será realizada em forma de tabelas.Tabela 2: Confronto entre as Análises a priori e a posterioriIntervenção Didática - Tratamento AxiomáticoSuposições e Excertos Hipótesesenvolvidas ValidaçãoAnálise apriori A expectativa é que o uso do GeoGebra sejaum fator atrativo e possibilite uma maior inte-ração entre os estudantes. Além disso, espera-se que os estudantes desenvolvam habilidadese competências, referentes ao Desenho Geomé-trico, a partir da resolução de exercícios. (A),

(B) e (C)
POSITIVAAnálise aposteriori Essa construção despertou o interesse dos es-tudantes em saber de que forma foram cria-dos tais pontos, para que obedecessem a ca-racterística de nunca se tornarem colineares.(p. 70)No geral os estudantes apresentaram poucasdúvidas quanto à construção da atividade, ea todo momento os discentes com mais faci-lidade ajudavam os que tinham dúvida. (p.76)Foi observado na Figura 82 que o discenteutilizou definições e recursos do software demaneira correta para resolver o desafio. (p.72)Constatou-se que as atividades propostas noGeoGebra estimulam os estudantes a questi-onarem as definições e propriedades dos tó-picos trabalhados, e desta forma produzir co-nhecimento crítico. (p. 76)



118 Tabela 3: Confronto entre as Análises a priori e a posterioriIntervenção Didática - Quadriláteros NotáveisSuposições e Excertos Hipóteseslevantadas ValidaçãoAnálise apriori A expectativa é que as ferramentas do soft-ware apresentadas durante a intervenção con-tribuam com a evolução nas técnicas de Dese-nho Geométrico, levando os estudantes a re-alizar comparações e assimilar de forma di-nâmica os conceitos geométricos trabalhados.Além disso, espera-se que os estudantes de-senvolvam habilidades e competências, refe-rentes ao Desenho Geométrico, a partir daresolução de exercícios de difícil solução ana-lítica. (A) e (B) POSITIVAAnálise aposteriori Através de uma análise dos resultados ob-tidos com esta etapa da intervenção didá-tica, pode-se observar que os estudantesmostraram-se entusiasmados com os novosrecursos apresentados e se sentiram desafia-dos com os exercícios propostos, que segundoeles, eram mais complexos. (p. 86)Nota-se que os estudantes progrediram deforma significativa no que se refere às habi-lidades de manuseio do software, pois apesardo nível das atividades propostas na inter-venção terem aumentado, os estudantes tive-ram poucas dificuldades para resolvê-las. (p.87)



119Tabela 4: Confronto entre as Análises a priori e a posterioriIntervenção Didática - Área de Figuras PlanasSuposições e Excertos Hipóteseslevantadas ValidaçãoAnálise apriori A expectativa é que a abordagem hipotéticadedutiva com auxílio do GeoGebra, presentesnas seções das intervenções, contribuam como aperfeiçoamento das técnicas de demonstra-ção. Além disso, espera-se que a interação en-tre os estudantes e participação dos mesmosnas soluções algébricas de problemas propos-tos durante a intervenção, estimule o pensa-mento crítico e contribua com a evolução daescrita matemática formal. (A), (B) ,
(C), e (D)

POSITIVAAnálise aposteriori Os estudantes relataram ter compreendidomelhor na prática as principais diferenças en-tre os conceitos de congruência e equivalên-cia. (p. 89)Foi apresentada uma outra maneira de pro-var a fórmula da área do retângulo, utili-zando como base os postulados anteriores ealgumas construções auxiliares, conforme aFigura 109. Desta vez, os estudantes consi-deraram que a forma como foi conduzida ademonstração foi mais simples. (p. 91)Foi questionado se alguém se prontificavaa sugerir um método para a demonstração.Um estudante propôs que subdividisse o lo-sango em quatro triângulos e calculasse aárea de cada um separadamente e logo após,utilizando o Postulado 1, somar as áreas en-contradas descobrindo assim a área do lo-sango. (p. 92)Ao analisarem a sugestão de demonstraçãopresente na construção idêntica a propostapor eles, os estudantes se mostraram entu-siasmados por terem elaborado uma conjec-tura própria, baseado nas experiências adqui-ridas nas intervenções didáticas. (p. 93)



120 Tabela 5: Confronto entre as Análises a priori e a posterioriIntervenção Didática - Ângulos em uma CircunferênciaSuposições e Excertos Hipóteseslevantadas ValidaçãoAnálise apriori A expectativa é que o uso de GeoGebra no en-sino de Geometria, beneficie o processo de vi-sualização gráfica e geométrica, sem que hajaum distanciamento do pensamento algébrico.Além disso, espera-se que a visualização ge-ométrica contribua na formulação de conjec-turas, dando lugar ao pensamento crítico. (A), (B) ,
(C), e (D)

POSITIVAAnálise aposteriori As animações e interações presentes neste tó-pico serviram para sanar as dúvidas que osestudantes vinham apresentando em sala deaula. Observou-se que os estudantes absor-vem com mais facilidade os conceitos trata-dos, quando apresentados por meio de cons-truções animadas realizadas com o software.(p. 99)Nota-se que o estudante utilizou-se de lingua-gem apropriada durante o processo de de-monstração, o que reflete um progresso naformalização das ideias. (p. 101)Observou-se que alguns estudantes consegui-ram adaptar as técnicas aprendidas duran-tes as intervenções didáticas para realizar aconstrução apenas com uso de papel e lápis,contudo, o restante dos estudantes necessita-ram de auxílio do docente para a realizaçãodo mesmo. (p. 101)Constatou-se um notável progresso dos dis-centes em relação a escrita formal matemá-tica. (p. 103)De fato, fica claro que todas os resultados foram comprovados, validando ashipóteses levantadas inicialmente.
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8 CONSIDERAÇÕES FINAISProcurou-se, ao longo do texto, compartilhar uma experiência didática vivenciada comos discentes de uma turma da disciplina de Geometria Plana do curso de Licenciaturaem Matemática. Os registros foram realizados sob um olhar teórico, concatenado asaplicações metodológicas de sequências didáticas, em termos matemáticos, pedagógicos etecnológicos.Através da experiência como docente desta disciplina em períodos anteriores,pude constatar a dificuldade conceitual dos discentes, seja por deficiências acumuladas etrazidas do Ensino Básico ou por contrariedades casuais do cotidiano como, por exemplo, aausência de tempo para se dedicar aos estudos. Além disso, constatei que fatores didático-pedagógicos estavam diretamente relacionados a esse fracasso, que têm aumentado signi-ficativamente a taxa de retenção dos discentes, implicando diretamente no aumento daevasão. Desta forma, foi investigado quais meios possibilitaria atenuar esse contextovivido pelos discentes, pois o papel do docente é constatar as possíveis falhas no materialdidático e método de ensino, adequando a novas práticas e buscando novos recursos.Durante a investigação constatou-se em pesquisas sobre novas metodologias no ensino dematemática que, os softwares de geometria dinâmica, em particular o GeoGebra, temsido utilizado como ferramenta de trabalho em estudos por diversos na área de EducaçãoMatemática. Sendo assim, optou-se por implementar o GeoGebra nas aulas da disciplina.Como este trabalho foi embasado num bom planejamento prévio, buscandométodos de inserção do software no processo de ensino-aprendizagem, considerando aspeculiaridades e características em comum do grupo de discentes participantes, pontua-seque o mesmo foi bem fundamentado e rigorosamente cumpre os princípios da EngenhariaDidática. Foram investigados quais tópicos da disciplina de Geometria Plana que osdiscentes mais apresentavam dificuldade em relação a visualização e construção de figurase demonstrações algébricas. Logo após, foram elaboradas e detalhadamente planejadasquatro intervenções didáticas à serem aplicadas aos estudantes no decorrer do semestreletivo (2016/1).Durante de todo o planejamento e execução das atividades constatou-se quea inserção dos recursos computacionais nas aulas de Geometria Plana é um fator quedepende de um bom planejamento, pois a utilização de tecnologias implica em mudançasde aspectos operacionais, e de até aspectos epistemológicos. Verificou-se que o uso dosrecursos computacionais no processo de ensino-aprendizagem de Geometria Plana, naturma investigada, contribuiu significativamente em vários aspectos, como:• maior interação entre os discentes;



122• o desenvolvimento das habilidades e competências referentes ao Desenho Geomé-trico;• o desenvolvimento das técnicas de demonstração;• melhora significativa quanto às questões dissertativas, adequado-se da escrita formalmatemática.• o benefício do processo de visualização gráfica e geométrica, sem que haja um dis-tanciamento do pensamento algébrico;Nos questionários de satisfação, foram tabulados os pontos negativos e positi-vos na visão dos estudantes conforme a mostra aponta a Tabela 6.Tabela 6: Respostas dos discentesPontos Positivos Pontos Negativos• Maior interação entre a turma e entre aturma e o docente;• Clareza do tema abordado em sala;• Melhor visualização das propriedades re-ferentes a cada conteúdo;• Aumento do interesse pela matéria;• Melhora na escrita formal;• Atividades bem elaboradas e de fácil com-preensão.• ‘‘Tornar o que de costume é abstrato emalgo mais visível e permitir uma interaçãoatípica com a matemática”; • Tempo curto;• Limitações no manuseio dosoftware;• O número limitado de inter-venções;• Período que ocorreram asintervenções;• Acesso ao software;Evidenciou-se um progresso na conceituação dos discentes devido às tarefasgeométricas adequadas e uma clara organização pedagógica. Desta forma, conclui-se apósanálises e discussões, e baseado nos resultados colhidos na pesquisa que o software GeoGe-bra é uma ferramenta auxiliadora eficaz na compreensão das especificidades matemáticasrelativas Geometria Plana.Sendo assim, além do que foi apresentado, cabe ressaltar que as experiênciasadquiridas nesta pesquisa, confere a formação dos pesquisadores e leitores ainda que deforma restrita, contribuindo para futuras discussões sobre a prática docente no ensino deGeometria Plana.
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