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Resumo

Em nossa dissertacao estudamos e interpretamos as ideias de George Pélya sobre a resolugao
de problemas, baseando-nos fundamentalmente na sua obra paradigmatica, intitulada
em portugués, A Arte de Resolver Problemas. Também tomamos como fontes, alguns
trabalhos resultantes de pesquisas sobre a aplicacdo do método heuristico na resolucao
de problemas matematicos. Essas ideias foram aplicadas na resolu¢do de um conjunto
de problemas de trigonometria, a maioria dos quais com dificuldade superior a média.
Incluimos problemas sobre prova de identidades, resolucao de equagoes, transformacao de
expressoes trigonométricas e calculo de maximos e minimos. Em um ntimero suficiente
desses problemas, incluimos indica¢oes sobre a utilizacao do método heuristico na sala de
aula. O trabalho esta destinado a professores do Ensino Médio e a alunos motivados pela

resolucao de problemas trigonométricos.

Palavras-chave: Pélya. Ensino da trigonometria. Resolu¢ao de problemas. Heuristica de

resolucao de problemas trigonométricos.



Abstract

In our dissertation, we study and interpret George Pélya’s ideas on solving problems, basing,
fundamentally, on his paradigmatic opus entitled How to solve it. We also take as sources
some works resulting from researches on the application of the heuristic method in solving
mathematical problems. We applied these ideas to solve a set of trigonometric problems,
most of them whit above-average difficulty. We have included problems in proving identities,
solving equations, transforming trigonometric expressions and calculating extremes. In a
sufficient number of these problems, we include indications for using the heuristic method
in the classroom. The work is aimed at high school teachers and students motivated by

the resolution of trigonometric problems.

Keywords: Pélya. Teaching trigonometry. Solving problems. Heuristic of solving trigono-

metric problems.
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1 INTRODUCAO

Os problemas com o ensino-aprendizagem da Matematica sao antigos e atuais.
Tao antigos que na Idade Média alguns teoremas de Geometria eram chamados como
“pons asinorum”, que em latim significa ponte dos asnos (jumentos). Na época, era assim
chamada uma espécie de ponte rustica, construida com troncos cilindricos de madeira,
adjacentes e de pequeno didmetro, sobre os quais uma pessoa podia passar facilmente, mas
os burros tinham muita dificuldade devido a anatomia das patas, que ficavam presas entre
os troncos. A analogia fica evidente, assim como registrado o bullying contra os estudantes

que tinham dificuldades para apreender Geometria.

No ensino médio, infelizmente, ndao é desenvolvido o raciocinio logico e matemaético.
Os alunos nao sao capacitados para resolver problemas matematicos. Nao sabem o que
significa demonstrar uma proposi¢do matemaética, logo nao sdo capacitados minimamente
na habilidade de prova-las nem em resolver problemas que nao sejam meramente rotineiros,
mecanicos. Isso estd em flagrante contradigdo com a esséncia do método cientifico da
Matematica. Fraleigh (1989), no capitulo preliminar de A First Course in Abstract Algebra,
onde introduz nocoes sobre métodos de demonstragao, destaca a frase “The main business
of mathematics is proving theorems” que, de forma muito grafica e norte-americana, destaca

a principal dimensao epistemoldgica da Matematica.

Nos, professores de Matematica, devemos colocar, em primeiro lugar, na nossa
pratica pedagbgica no ensino da disciplina, o objetivo de ensinar a resolver problemas e
a demonstrar proposi¢oes. Como dito, esta problemética é antiga, e é também mais ou
menos universal. George Polya escreveu, se referindo a uma edicao de seu famoso livro A
Arte de Resolver Problemas (P6LYA, 1977):

Quando esta edicao estava sendo preparada para impressao, apareceu
um estudo (Educational Testing Service, Princeton, N. J. cf. Time, 18
de junho de 1956) que parece ter formulado algumas observac¢oes muito
pertinentes - elas ndo constituem novidade para as pessoas que sabem
das coisas, mas ja era tempo de apresenta-las ao grande publico: "... a
Matematica tem a duvidosa honra de ser a matéria menos apreciada
do curso... Os futuros professores passam pelas escolas elementares a
aprender a detestar a Matematica... Depois, voltam & escola elementar
para ensinar uma nova geragao a detesta-la'.

O autor destaca o papel do professor na conduc¢ao do processo:

Um dos mais importantes deveres do professor é o de auxiliar os seus
alunos, o que nao ¢ facil, pois exige tempo, pratica, dedicacdo e principios
firmes.

O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente
quanto lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com
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auxilio insuficiente, é possivel que ndo experimente qualquer progresso. Se
o professor ajudar demais, nada restard para o aluno fazer. O professor
deve auxiliar, nem demais nem de menos, mas de tal modo que ao
estudante caiba uma parcela razoavel do trabalho.

Se o aluno nao for capaz de fazer muita coisa, o mestre devera deixar-lhe
pelo menos alguma ilusdo de trabalho independente. Para isto, deve
auxilid-lo discretamente, sem dar na vista.

O melhor é, porém, ajudar o estudante com naturalidade. O professor deve
colocar-se no lugar do aluno, perceber o ponto de vista deste, procurar
compreender o que se passa em sua cabeca e fazer uma pergunta ou
indicar um passo que poderia ter ocorrido ao préprio estudante.

Ainda falando sobre o papel do professor, é inegavel que existem professores

de Matematica que ignoram nas suas aulas a etimologia da palavra Matematica, que

deriva do vocabulo grego uafnua, transcrito como mathema, que significa aprendizagem,

portanto, etimologicamente podemos dizer que Matematica ¢é aquilo “que se pode aprender”.

Embora resolvam problemas de certa complexidade, adotam uma didatica que poderiamos

chamar de magica, onde as ideias, recursos e artificios para a resolucdo pulam como

coelhos do chapéu do magico num show. Alimentam assim o mito da Matematica como

ciéncia reservada para os inteligentes. O saber matematico estaria reservado a mentes

“privilegiadas”; mentes “inferiores” nao estariam aptas para entendé-la.
)

Em nosso trabalho estudaremos a “heuristica de Polya” na resolugdo de problemas

e a exemplificaremos numa coletdnea de problemas resolvidos de Trigonometria, a maioria

dos quais possuem dificuldade acima da média.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Estudar e interpretar as ideias de George Pdlya sobre a resolucao de problemas,

contidas na sua paradigmatica obra intitulada na sua traducao ao portugués A Arte de

Resolver Problemas, e aplicéd-las na resolucao de problemas de Trigonometria, no Ensino

Médio.

1.1.2 Objetivos Especificos

1. Estudar a compreensao intelectual de Polya sobre a utilizacao do método heuristico

na resolucao de problemas matematicos;

2. Perquirir as ideias de Pdlya sobre a utilizagdo da heuristica na pratica docente no

ensino da Matematica;
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3. Analisar as contribui¢oes da resolugao de problemas através do método heuristico de

Pélya para o ensino da trigonometria.

1.2 Meétodo de pesquisa

O método de pesquisa utilizado inicialmente foi, basicamente, a pesquisa analitica
de revisdo, que envolveu andlise, avaliacao e integracao da literatura publicada sobre o

assunto objeto do trabalho !.

Realizamos uma busca bibliografica em diversas fontes (livros, artigos, trabalhos
cientificos), impressas ou na Internet, sobre o tema da heuristica na resolu¢ao de problemas

matematicos, em especial em relacdo as ideias de George Pélya a esse respeito.

Dados os objetivos da pesquisa, evidentemente, o livro A Arte de Resolver Problemas
de George Pélya foi a principal fonte bibliografica tomada, junto a varios livros de
Trigonometria, com um minimo de rigor tedrico, e também com marcada énfase na

resolucao de problemas trigonométricos de maior dificuldade.

A partir das fontes bibliograficas que seriam efetivamente utilizadas como funda-
mento tedrico da pesquisa, conseguimos nos aprofundar na compreensao do problema e
determinar a fundamentacao teérica prévia. Como principal produto desta fase, foi redigido
o capitulo 3 da dissertagao e selecionados os problemas que seriam resolvidos, comentados

e apresentados.

Numa segunda fase resolvemos os problemas trigonométricos selecionados, uti-
lizando métodos analiticos proprios da Matematica (logicos e heuristicos) e técnicas
especificas da Trigonometria, e integramos os resultados, gerando como produto o capitulo

5 da dissertacao.

O produto final da pesquisa é a nossa dissertacao, que constitui o trabalho de
conclusio do curso de Mestrado Profissional em Matemética — PROFMAT. Salientamos

que este trabalho foi escrito utilizando o editor de texto TeXstudio do pacote IXTEX.

Consideramos também a possibilidade de escrever um artigo com os resultados do

trabalho de pesquisa.

L Acesse (http://www.ergonomia.ufpr.br/TiposdePesquisa.pdf)
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2 QUEM FOI GEORGE POLYA?

Neste capitulo apresentamos uma breve biografia de George Pélya, dados da sua vida
pessoal e académica e seu interesse pelo ensino-aprendizagem da Matematica. Incluimos
uma descricao do tipo de problemas que interessaram a Poélya na sua obra A Arte de

Resolver Problemas.

2.1 Dados Biograficos de George Pdlya

George Pélya (em htungaro, Pélya Gyorgy) nasceu em Budapeste, Hungria, em 13
de dezembro de 1887. Seus pais, Anna Deutsch e Jakab Pélya eram judeus asquenazes
I que, posteriormente, se converteram ao catolicismo romano, um ano antes de George
nascer. Pélya foi batizado na Igreja Catolica, pouco tempo depois de nascer, mas quando
adulto virou agnoéstico. O verdadeiro sobrenome do seu pai era Pollak, mas quando a
Hungria se libertou em 1867 do Império Austro-Hungaro, ele trocou por Pélya, para que
soasse mais hingaro que judeu, e aumentasse suas oportunidades de obter uma catedra
universitaria no ambiente nacionalista do pais. Seus interesses cientificos estavam focados
na Economia e na Estatistica. Teve éxito e, obteve uma nomeacio como a Privatdozent 2
na Universidade de Budapest. Jakab Pdlya faleceu com cinquenta e poucos anos, em 1897,
quando George tinha dez anos e sua esposa Anna, quarenta e quatro. Além de George,

Jakab deixou outros quatro filhos.

George cursou o ensino basico em Budapest. Em 1894, ao conclui-lo, recebeu o
reconhecimento pela sua diligéncia e bom comportamento. A seguir ingressou no ginasio
Déniel Berzsenyi. Paradoxalmente, suas disciplinas preferidas eram biologia e literatura.
Suas notas em matematica eram, em geral, inferiores as dessas disciplinas. A razao dessa
contradicao pode ser atribuida a didatica de pouca qualidade dos seus professores de
Matematica. Mais tarde, ele se referiu a dois dos seus trés professores de Matematica como

abomindveis.

Pélya ingressou em 1905 na Universidade de Budapest, gracas a ajuda financeira
de seu irmao Jenod, um médico cirurgiao bem estabelecido. Inicialmente, a Matematica
nao foi seu interesse e comecou a estudar Direito, mas o achou muito entediante e desistiu

da area depois de apenas um semestre. Passou a estudar linguas e literatura, obtendo o

L' Uma das duas grandes divisdes do povo judeu (asquenazes e sefardis), provenientes da Europa Central

e Europa Oriental.

Privatdozent é um titulo universitario préprio das universidades de lingua alema na Europa. Serve
para designar professores habilitados para lecionar, mas que nao receberam a citedra de ensino ou
de pesquisa. Por esta razao, o Privatdozent nao recebe nenhuma remuneragao por parte do governo.
Porém, esta era uma passagem obrigatéria antes de obter a catedra.
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certificado que o qualificava para lecionar Latim e Hungaro no ginasio, mas nao chegou a
exercer tal funcdo. Logo apés se interessou por Filosofia. Seu professor, Bernat Alexander,
lhe recomendou estudar Fisica e Matematica para aprimorar sua formacao filoséfica.
Posteriormente, quando ja era um matematico reconhecido e era questionado sobre como
tinha chegado a ser um matematico, respondia, com humor: Ndo era o suficientemente
inteligente para ser fisico, mas era demais para ser filosofo, assim escolhi Matematica, que

€ uma coisa intermediaria.

Nessa fase, foi aluno do reconhecido fisico hungaro Lorand E6tvos e do eminente
matematico, também hungaro, Lipét Fejér, conhecido pelos seus aportes a Analise Harmo-
nica, em especial as Séries de Fourier. As aulas de Fejér foram especialmente influentes
para determinar a preferéncia acentuada de Pélya pela Mateméatica. Entre seus compa-
nheiros de estudos estavam jovens matematicos, alguns dos quais chegariam a ser estrelas,
como Marcel Riesz, Otto Szas, Mihaly Fekete, Gabor Szegd, Tibor Radd, Paul Erdos e
Paul Turan. Fejér costumava se reunir com eles, num café de Budapest, para resolver
problemas e lhes contar histérias e anedotas da vida de mateméaticos famosos que conhecia

pessoalmente.

No curso académico 1910-11, Pélya estudou na Universidade de Viena, onde fre-
quentou palestras dos matematicos Wirtinger e Mertens, mas continuou tendo acentuado
interesse na Fisica e frequentou palestras em teoria da relatividade e dtica, entre outras
areas da Fisica. No ano seguinte, regressou a Budapest e obteve um doutorado em Matema-
tica, praticamente sem orientacao, resolvendo um problema na teoria das probabilidades
geométricas. Durante 1912 e 1913, em Gottingen, se relacionou com um grupo de matema-
ticos de primeirissima linha, como Klein, Carathéodory, Hilbert, Runge, Edmund Landau,

Weyl, Hecke, Courant and Toeplitz.

Recebeu uma oferta para uma nomeacao em Frankfurt, mas antes foi a Paris, em
1914, para uma visita breve, encontrando-se com Emile Picard e Jacques Hadamard, mas

nao desfrutou o bastante do encontro, devido principalmente, a acomodacao terrivel.

Dentre todos os matematicos com os quais Pdlya interagiu, a influéncia mais
significativa foi exercida por Adolf Hurwitz. Estando em Paris, Hurwitz conseguiu para
ele uma vaga de Privatdozent no Eidgenossische Technische Hochschule Zirich (ETH
Zurique), onde o préprio Hurwitz era o chefe da Cétedra de Matemética. Pélya aceitou
o convite de Hurwitz, por quem nutria uma profunda admiragao. Ali, Pdlya teve como
colegas de catedra Geiser, Bernays, Zermelo e Weyl. Sua chegada a Zurique coincidiu com
o inicio da Primeira Guerra Mundial, o que nao lhe causou nenhum problema significativo,
ja que, na sua época de estudante, sofreu uma lesao jogando soccer que o invalidou para
servir no exército hungaro, o que lhe foi muito favoravel, ja que nessa época ele mantinha
firmes convicgoes pacifistas. Sua situagao se complicou a medida que a guerra progredia,

pois o exército hiingaro precisava muito de soldados e exigiu que Pdlya voltasse para a
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Hungria para servir militarmente. O mesmo se recusou, o que fez com que tivesse que

permanecer muitos anos sem regressar a seu pais, para nao ser preso e processado.

Em Zurique, sua producdo matematica foi muito extensa e abrangente. Em 1918,
publicou artigos sobre séries, teoria dos niimeros e combinatoria. Nos anos seguintes, além
de novos artigos nessas areas, publicou em astronomia e probabilidades. Neste periodo de
vasta producgao, provou também alguns de seus resultados mais importantes na teoria das

fungoes integraveis.

Ele adotou a cidadania suica, embora isso nao o protegesse das autoridades huingaras,
e em 1918 se casou com uma suica, Stella Vera Weber, que era filha de um professor de

fisica da Universidade de Neuchéatel. Pdlya nao voltou a Hungria até o ano de 1967.

Pélya conheceu o matematico Gabor Szeg6 em 1913 em Budapest. Na época, Szeg6
era um estudante de Matematica e Poélya discutiu com ele uma conjectura sua sobre
coeficientes de Fourier. Szegd provou a conjectura e escreveu seu primeiro artigo cientifico
sobre essa proposi¢ao. Varios anos depois, Pélya decidiu escrever um livro de problemas de
Analise e solicitou a cooperacao de Szegé. Numa parceria de varios anos, os dois reuniram
uma bela cole¢ao de problemas. A ideia genial de Pélya foi classificar os problemas nao
pelo assunto do qual tratavam, mas pelo método de solu¢do. Em 1925, foi publicado o
livro Problems and Theorems in Analysis, em dois volumes, pela editora Springer (POLYA;

SZEG6, 1925). Foi uma obra-prima matemética que alavancou sua reputagao.

Pélya recebeu em 1924 uma bolsa de estudos Rockefeller, o que lhe permitiu estudar
com Godfrey Harold Hardy, na Inglaterra. Parte desse ano, ele esteve em Oxford, parte em
Cambridge, trabalhando com Hardy e John Littlewood. Comegou uma colaboragao com
Littlewood na redacao do livro intitulado Desigualdades, publicado em 1934. Enquanto
trabalhava no livro, Pélya continuou uma série notavel de publicacoes, com um total
de 31 trabalhos produzidos durante os anos de 1926 a 1928. Neste periodo, consolidou

notavelmente seu prestigio e foi promovido a Professor Ordinario na ETH Ziirich, em 1928.

Numa avaliagao do livro George Pélya: Master of Discovery (Palo Alto, CA, 1993)

da autoria de H. Taylor e L.Taylor, Duren escreveu:

Pélya was arguably the most influential mathematician of the 20th
century. His basic research contributions span complex analysis, mathe-
matical physics, probability theory, geometry, and combinatorics. He was
a teacher par excellence who maintained a strong interest in pedagogical
matters throughout his long career.?

No ano de 1933, foi concedido a Pélya um segundo prémio Rockefeller Fellowship,

Tradugao livre: Pélya foi indiscutivelmente o matematico mais influente do século XX. Suas principais
contribui¢ées na pesquisa abrangem andlise complexa, fisica matematica, teoria de probabilidade,
geometria e combinatéria. Ele foi um professor por exceléncia que manteve um forte interesse em
questoes pedagogicas ao longo de sua longa carreira.
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que permitiu que ele visitasse Princeton. Enquanto estava nos Estados Unidos, Hans
Frederick Blichfeldt o convidou para visitar Stanford, o que lhe agradou muito. Trabalhou
na Brown University por dois anos e no Smith College por um curto periodo. Apds essa
temporada, ele voltou a Zurique, mas em 1940, fugindo de Hitler, emigrou junto com sua

esposa para os Estados Unidos.

Antes de ir para os Estados Unidos, Pélya tinha um rascunho de seu livro A Arte
de Resolver Problemas escrito em alemao. Ele tentou quatro editores antes de encontrar
um nos Estados Unidos que aceitou publicar a versao em inglés, intitulada How to solve
it! O livro virou um best-seller e vendeu mais de um milhao de cépias ao longo dos anos,
tendo sido traduzido em 17 idiomas. A. H. Schoenfeld descreveu sua importancia no artigo:
Pélya, problem solving, and education, Math. Mag. 60 (5) (1987), 283-291:

For mathematics education and the world of problem solving it marked
a line of demarcation between two eras, problem solving before and after
Pélya. Pélya explained in How to solve it that to solve problems required
the study of heuristic: The aim of heuristic is to study the methods and
rules of discovery and invention .... Heuristic, as an adjective, means
‘serving to discover’. ... its purpose is to discover the solution of the present
problem. ... What is good education? Systematically giving opportunity
to the student to discover things by himself.*

Foi Pélya quem popularizou a heuristica. Como ele préprio escreveu no prologo do
livro em 1944: "Este tipo de estudo, chamado Heuristica por alguns autores, nao estd em
moda nos dias que correm, mas tem um longo passado e, talvez, algum futuro”. O futuro,
a genialidade de Poélya o garantiu, muito se ha pesquisado e escrito sobre suas teses, o que

continua se fazendo.

Pélya publicou posteriormente outros livros sobre a arte de resolver problemas
matematicos. Dentre eles, Mathematics and plausible reasoning (1954) e Mathematical

discovery publicado em dois volumes, em 1962 e 1965.

Muitas pessoas consideram os aportes de Polya ao ensino como sua maior contribui-
cao a Matematica. A seguir apresentamos duas citagoes de Polya neste topico. A primeira
é sobre o ensino da Matematica na escola primaria, proferida numa das suas palestras:

Mathematics in the primary schools has a good and narrow aim and
that is pretty clear in the primary schools. ... However, we have a higher
aim. We wish to develop all the resources of the growing child. And
the part that mathematics plays is mostly about thinking. Mathematics
is a good school of thinking. But what is thinking? The thinking that

Traducao livre: Para a educagdo matematica e o mundo da resolugdo de problemas, marcou uma linha
de demarcacao entre duas épocas, a resolucao de problemas antes e depois de Pdlya. Pélya explicou
em A Arte de Resolver Problemas que resolver problemas requeria o estudo de heuristica: O objetivo
da heuristica é estudar os métodos e regras de descoberta e invengao .... Heuristica, como um adjetivo,
significa "servir para descobrir'. ... seu objetivo é descobrir a solu¢do do problema presente. ... O que
é uma boa educagdo? Sistematicamente dar oportunidade ao aluno para descobrir as coisas por si
mesmo.
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you can learn in mathematics is, for instance, to handle abstractions.
Mathematics is about numbers. Numbers are an abstraction. When we
solve a practical problem, then from this practical problem we must first
make an abstract problem. ... But I think there is one point which is
even more important. Mathematics, you see, is not a spectator sport. To
understand mathematics means to be able to do mathematics. And what
does it mean doing mathematics? In the first place it means to be able
to solve mathematical problems.?

A segunda trata sobre o ensino em geral.

Teaching is not a science; it is an art. If teaching were a science there
would be a best way of teaching and everyone would have to teach like
that. Since teaching is not a science, there is great latitude and much
possibility for personal differences. ... let me tell you what my idea of
teaching is. Perhaps the first point, which is widely accepted, is that
teaching must be active, or rather active learning. ... the main point in
mathematics teaching is to develop the tactics of problem solving.®

A obra matematica de Pélya é prolifera e extensa. Segundo (R. P. BOAS, 1990),
suas publicacoes sobre pesquisas em diversas areas da Matematica se estendem de 1912
a 1976, e desde 1919, e durante toda sua vida, publicou sobre ensino da Matematica.
Por varias décadas, regularmente, iniciou novos tépicos matematicos e fez contribuic¢oes
decisivas em muitos outros tépicos ja estabelecidos. Ainda que seu principal interesse
matematico fosse a Analise, no cume da sua carreira ele contribuiu nao somente para a
Analise real e complexa, mas também as probabilidades, combinatéria e ocasionalmente a
teoria dos niimeros, a teoria da representacao proporcional e votacao. Boas considera que
o trabalho de Polya combina uma grande capacidade e lucidez de exposi¢ao. Connor and
Robertson (2002) avaliam o conjunto da obra de Polya como uma amostra de resultados

concretos e explicitos, elegantes e engenhosos.

Embora muitos dos seus resultados sejam tao técnicos que podem ser plenamente

apreciados unicamente por especialistas, um nimero substancial de seus teoremas podem

5 Traducdo livre: A Matematica na escola priméria tem um objetivo bom e estreito e que é bem claro ...

No entanto, nés temos um objetivo ainda mais elevado. Queremos desenvolver todas as capacidades
da crianca em crescimento. E a parte que corresponde a Matematica é principalmente sobre como
raciocinar. A Matematica é uma boa escola de pensamento racional. Mas o que é pensar racionalmente?
O pensamento racional que vocé pode aprender em Matemaética é, em primeira instancia, para lidar
com abstragoes. A Matemadtica trata com niimeros. Os nimeros sdo uma abstragdo. Quando resolvemos
um problema pratico, entdo a partir deste problema pratico devemos primeiro construir um problema
abstrato. .... Mas considero que hd um ponto que é ainda mais importante. A Matematica néo é
um esporte para espectadores. Compreender a Matematica significa ser capaz de fazer Matematica.
E o que significa fazer Matematica? Em primeiro lugar, significa ser capaz de resolver problemas
matematicos.

Tradugao livre: Ensinar ndo é uma ciéncia; é uma arte. Se o ensino fosse uma ciéncia, haveria uma
melhor maneira de ensinar e todos teriam que ensinar assim. Como o ensino nao é uma ciéncia, ha
grande espaco e muitas possibilidades para diferencas pessoais. ... deixe-me dizer-lhe qual é a minha
ideia do que é ensinar. Talvez o primeiro ponto, que é amplamente aceito, é que o ensino deve ser
ativo, ou melhor, um aprendizado ativo. ... o ponto principal no ensino de Matematica é desenvolver
as taticas de resolucao de problemas.
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ser enunciados de forma suficientemente simples para serem compreendidos por pessoas
com conhecimentos matematicos razoaveis. No seu conjunto, a obra de Polya ¢é fecunda.
A maior parte de suas contribuigoes foram objeto de pesquisa de outros matematicos e

constituiram-se em fundamentos de importantes ramos da Matematica.

Além de suas contribuigoes mais substanciais, Polya fez muitas comunicacoes
breves, que vao desde os muitos problemas que ele propds a breves observagoes. Um
numero consideravel delas se tornou o germe de teorias substanciais nas maos de outros
matematicos. Um estudante que precisa de um tépico para pesquisa poderia dar uma

olhada nos artigos curtos de Polya.

Os artigos de Polya foram publicados em quatro volumes: os dois primeiros dedicados
a analise complexa, o terceiro a outros ramos da Analise, incluindo a fisica-matematica e

o quarto a probabilidade, combinatéria e ensino da Matematica.

Em 1953, Polya aposentou-se de Stanford, mas continuou com uma vida matema-
tica extremamente ativa, interessando-se particularmente por educacdo matematica. Ele
continuou sua relagdo com Stanford como Professor Emérito e, em 13 de dezembro de
1977, um jantar foi oferecido 14 para marcar seu 90° aniversario, no qual muitos amigos e
colegas fizeram homenagens brilhantes. Sua carreira de professor, no entanto, ainda nao
havia terminado. Em 1978, ele ministrou um curso de combinatéria no Departamento
de Ciéncia da Computacao em Stanford. Recebeu muitas honras por suas destacadas
contribuicoes, das quais mencionamos algumas. Foi eleito membro honorario da Academia
Hungara, Sociedade Matematica de Londres, Associacao Matematica da Gra-Bretanha e
Sociedade Matematica Suica. Também foi eleito para a Academia Nacional de Ciéncias dos
Estados Unidos, a Academia Americana de Artes e Ciéncias, a Academia Internacional de
Filosofia das Ciéncias de Bruxelas e o Conselho de Matematica da Califérnia. Era membro

correspondente da Academia de Ciéncias de Paris.

Para concluir, reproduzimos a seguir o elogio de Frank Harary a Polya, em Homage
to George Pélya, J. Graph. Theory 1 (4) (1977), 289-290, tomado de O’Connor e Robertson
(2002).

With no hesitation, George Pdlya is my personal hero as a mathematician.
... [he] is not only a distinguished gentleman but a most kind and gentle
man: his ebullient enthusiasm, the twinkle in his eye, his tremendous
curiosity, his generosity with his time, his spry energetic walk, his warm
genuine friendliness, his welcoming visitors into his home and showing
them his pictures of great mathematicians he has known - these are all
components of his happy personality. As a mathematician, his depth,
speed, brilliance, versatility, power and universality are all inspiring.
Would that there were a way of teaching and learning these traits.”

" Traducdo livre: Sem hesitacio, George Pélya é meu heréi pessoal como matematico. (...) ele nio é

apenas um distinto cavalheiro, mas um homem muito bondoso e gentil: o seu ardente entusiasmo,
o brilho nos seus olhos, a sua enorme curiosidade, a sua generosidade com o seu tempo, a sua
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As informacoes histéricas apresentadas neste topico foram tomadas, principalmente,
de livro de Boas (BOAS, 1990) e livro de Connor (O’CONNOR; ROBERTSON, 2002).

2.2 Os Problemas que interessaram a Pélya

No prefacio de seu famoso livro A Arte de Resolver Problemas, Pdlya conta que no

seu tempo de estudante,

... assistia as aulas, lia livros, tentava assimilar as resolucoes e os fatos
que lhe eram apresentados, mas havia uma questdo que o perturbava
repetidamente: ‘Sim, a resolucdo parece que funciona, que esta certa,
mas como seria possivel inventar, eu proprio, essas coisas?

A dificuldade encontrada por Pdlya, em sua época de estudante e que motivou seu
interesse pela resolugao de problemas, é a mesma que atualmente confrontam muitos alunos
de Matematica no Ensino Fundamental e nos cursos universitarios. A inabilidade para
resolver problemas ou para demonstrar uma proposicao matematica constitui um obstaculo
significativo para o satisfatorio desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem da
Matematica. Durante muito tempo, os professores da area tém debatido e pesquisado

sobre este complexo assunto, mas nao encontraram uma solucao definitiva, se é que existe.

E um contrassenso ensinar Matemética sem desenvolver nos estudantes a habilidade
de resolver problemas matematicos e elaborar demonstragoes de proposicoes. A caréncia,
ou a atrofia, dessa necessaria capacidade, gera desmotivacao e rejeicao pela disciplina
e cria barreiras psicologicas dificeis de superar no processo de ensino-aprendizagem da
Matematica. A Neurociéncia provou que o cérebro estd em formagao, desde a infancia até
a adolescéncia, e deve ser convenientemente estimulado para desenvolver o pensamento.
Portanto, deve-se aproveitar essas fases da vida para desenvolver o raciocinio légico,
matematico e o pensamento abstrato. Caso contrario, na vida adulta pode ser muito dificil
superar insuficiéncias nesses quesitos. Quem ja lecionou Matematica para turmas com

alunos que ultrapassaram a juventude deve ter constatado empiricamente esse fato.

Como ensinar e aprender a resolver um problema? foi uma pergunta que estimulou
a reflexao de George Polya durante toda a sua vida. E claro que nio hd uma tnica resposta
que funcione para todos os casos, menos ainda uma receita para o éxito, como alguns
estudantes pedem angustiados, quando conseguem apreender razoavelmente a teoria, mas,

perante os problemas propostos para serem resolvidos, ficam sem acao.

caminhada vigorosa e enérgica, sua calida e genuina amizade, seu acolhimento aos visitantes no seu
lar, mostrando-lhes suas fotografias de grandes matematicos que tinha conhecido - estes sdo todos
os componentes de sua feliz personalidade. Como matematico, sua profundidade, presteza, brilho,
versatilidade, capacidade e universalidade sao todos inspiradores. Tomara que houvesse uma forma de
ensinar e apreender essas qualidades.
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A palavra problema, no dia a dia do ensino da Matematica, as vezes é utilizada no
sentido de qualquer exercicio para ser resolvido pelo aluno. Muitas vezes a resolucao ¢ feita
sem necessidade de muito raciocinio, mas simplesmente seguindo um algoritmo conhecido.
Um exemplo tipico é a aplicagdo mecanica da férmula de Bhaskara para resolver uma

equacao de segundo grau.

Os problemas que interessavam didaticamente a Polya eram aqueles cuja resolucao
nao fosse imediata, aplicando um algoritmo mais ou menos explicito, mas que necessitasse
de um raciocinio légico, uma certa inspiracao para encontrar o “caminho das pedras” que
conduzisse a solucao. Esta ideia fica clara no Preficio a Primeira Tiragem da Arte de

Resolver Problemas, em agosto de 1944:

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre uma
pitada de descoberta na resolucdo de qualquer problema. O problema
pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as
faculdades inventivas, quem o resolver por seus proprios meios, experi-
mentard a tensdo e gozara o triunfo da descoberta. Experiéncias tais,
numa idade susceptivel, poderao gerar o gosto pelo trabalho mental e
deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carater. Um professor
de Matematica tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele preenche
o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos em operagoes ro-
tineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos
estudantes, desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele
desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compati-
veis com os conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagagoes
estimulantes, poderd incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e
proporcionar-lhes certos meios para alcangar este objetivo.

Observamos no texto acima o aprego de Pdlya pela acao formativa que o estudo
da Matemaética (o bom estudo) exerce sobre o cardter, o pensamento e o raciocinio 16gico
dos alunos. E clara sua observagao que essa forma de ensinar é produtiva “numa idade

susceptivel”.

Em Célculo, temos um claro exemplo na comparagao entre a derivacao e a integragao
de funcgoes, que mostra a diferenca entre os problemas cuja resolucao utiliza procedimentos
de tipo algoritmico e aqueles que demandam o método heuristico. O aluno apreende e
memoriza as regras de derivacao e, com um certo treinamento, pode ser capaz de calcular
a derivada de qualquer fungdao. Mas, para calcular a integral indefinida de uma funcao, ou
melhor, uma primitiva dela, precisa-se de uma criatividade que pode ir além do simples
dominio mecanico de certas formulas de integracao, quando a funcdo em questao apresenta
alguma complexidade, fazendo com que nao se encaixe, de forma quase imediata, em

alguma férmula de integracao. Entao serd preciso langar mao de algum artificio.

A seguir, apresentamos dois exercicios de trigonometria que mostram com maior

detalhe a categoria de problemas pelos quais Polya se interessava.
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Ao trabalhar a denominada redug¢ao ao primeiro quadrante, pode ser enunciada
uma regra para resolver qualquer exercicio a esse respeito. Por exemplo, na obra de Aref
Antar Neto et al. (2009), Nogoes de Matemdatica, pag. 94, é enunciada uma denominada

Regra Geral:

Dado um arco de medida o (de qualquer quadrante) podemos sempre determinar um arco
de medida o entre 0° e 90° que tem as mesmas razodes trigonométricas do arco
dado, em wvalor absoluto(isto é, com excegio do sinal, que pode nao ser o mesmo). Se
aq indica a primeira determinacao positiva correspondente a medida dada, entdo o valor

de o pode ser encontrado conforme a tabela sequinte, ilustrada claramente através das

figuras.

Se o; esta no | o vale

2° quadrante | 180° — ay

3° quadrante | a; — 180°
4° quadrante | 360° — aq

Figura 1 — Ilustracao grafica das férmulas de reducao ao 1° quadrante

Fonte: Neto, pag.94

Previamente, o autor indica que se a medida do dngulo « é maior que 360°, deve-se
dividir por 360° e tomar a medida do angulo congruo (resto da divisao). No texto esta
disponibilizada uma tabela com os valores das razoes trigonométricas dos angulos entre 0°

e 90°. A seguir, o autor apresenta o seguinte exercicio resolvido (Neto, pig.94):
Exercicio 1: Determine, com o auxilio da tabela, as razoes trigonométricas de o = —1218°:
SOLUCAOQO: Primeiramente reduzimos a medida —1218 = 3(360) — 138

A primeira determinagdo negativa correspondente a @ = —1218° é —138°. Somando 360°,
obtemos a primeira determinagao positiva: a; = 222°. Trata-se de um arco do 3° quadrante,
logo a* = 222° — 180° = 42°.

Na tabela encontramos:
sen42° = 0, 6691,
cos42° =0, 7431,
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tgd2° =0,9004 e

cotgd2° = 1,111,

e calculamos

sec42° = 1,346 e cosecd2® = 1,495.

Finalmente, lembrando que no 3° quadrante a tangente e a cotangente sao positivas,

escrevemos:
sen(—1218°) = —0,6691,
cos(—1218°) = —0, 7431,
tg(—1218°) = 40,9004,
cotg(—1218°) = +1, 111,
sec(—1218°) = —1,346
cosec(—1218°) = —1,495.

Para resolver este exercicio o aluno nao precisa realizar nenhuma descoberta, nao
necessita “inventar” nenhum artificio. Basta ter compreendido e estudado o algoritmo de
solucao descrito no livro e aplica-lo passo a passo. Portanto, nao esta presente a necessidade

de algum processo heuristico na sua resolucgao.

Pelo contrario, no problema seguinte, tomado de Lidski et al. (1972), pag. 80, a

situacao é outra.

Exercicio 2: Demonstrar a identidade senz + cos®z =1 — %sen22x.
SOLUCAO:

Sabe-se que a® + b* = (a + b)(a® — ab + b*) = (a + b)[(a + b)? — 3ab].

Tomando a = sen’z e b = cos? x e substituindo acima obtemos

sen®z + cos® x = (sen’zx + cos® x)[(sen’z + cos® x)* — 3sen®z cos® 7] = 1 — 3sen’z cos® x.

Como sen2x = 2senz cos x, vem que sen’z cos? z = + sen?2x. Substituindo, resulta que

l
18
sen6x+cos6:z::1—3( sen? )zl—sen 2

Obviamente, o segundo exercicio é um verdadeiro problema para os alunos e é um “prato
)
cheio” para aplicar o método de Pdlya.
Para Pdlya, existe uma estreita relacao entre epistemologia, resolu¢ao de problemas

e didatica da Matematica. No seu livro intitulado Mathematics and Plausible Reasoning:
Induction an Analogy in Mathematics (POLYA, 1954) escreve:
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Mathematical facts are first guessed and then proved, and almost every
passage in this book endeavors to show that such is the normal procedure.
If the learning of mathematics has anything to do with the discovery of
mathematics, the student must be given some opportunity to do problems
in which he first guesses and then proves some mathematical fact on an
appropriate level. 8 (G. Pdlya, 1954, pp. 158-160)

No Prefacio a Primeira Tiragem de A Arte de Resolver Problemas expressou:

Pelo estudo dos métodos de resolucao de problemas, percebemos um novo
aspecto da Matematica. Sim, porque ela tem dois aspectos: é a rigorosa
ciéncia de Euclides, mas é também uma outra coisa. A Mateméatica,
apresentada da maneira euclidiana, revela-se uma ciéncia dedutiva, siste-
matica, mas a Matematica em desenvolvimento apresenta-se como uma
ciéncia indutiva, experimental. Ambos os aspectos sao tao antigos quanto
a propria ciéncia. Mas o segundo aspecto é novo sob um certo ponto
de vista: a Matematica in statu mascendi, no processo de ser inventada,
jamais foi apresentada exatamente desta maneira aos estudantes, aos
professores ou ao grande publico.

Pélya considerava a epistemologia da Matematica e a pedagogia do ensino da
Matematica profundamente entrelacadas. Ele acreditava que, para que os estudantes
percebam o método da construcao do conhecimento matematico, sua experiéncia como
aluno de Matemaética deve ser condizente com a forma como a Matematica é feita. E como

é feita? Resolvendo problemas.

O eminente matematico Paul Richard Halmos (1916-2006), também htingaro na-
turalizado estadunidense, tinha a mesma opinido. No seu artigo intitulado The heart of
mathematics (O coragao da Matematica), publicado na prestigiosa revista da American
Mathematical Monthly, em 1980, escreveu:

What does mathematics really consist of? Axioms (such as the parallel
postulate)? Theorems (such as the fundamental theorem of algebra)?
Proofs (such as Godel’s proof of undecidability)? Definitions (such as the
Menger definition of dimension)? Theories (such as category theory)?
Formulas (such as Cauchy’s integral formula)? Methods (such as the
method of successive approximations)? Mathematics could surely not
exist without these ingredients; they are all essential. It is nevertheless a
tenable point of view that none of them is at the heart of the subject,
that the mathematician’s main reason for existence is to solve problems,
and that, therefore, what mathematics really consists of is problems and
solutions.?(HALMOS, 1980) (pag.519)

8 Traducdo livre: Os fatos matematicos sdo primeiro conjecturados e depois provados, e quase todas as
passagens deste livro se empenham em mostrar que tal é o procedimento normal. Se a aprendizagem
da matematica tem algo a ver com a descoberta na matemaéatica, ao aluno deve ser dada alguma
oportunidade de resolver problemas em que ele primeiro conjecture e, em seguida, prove alguns fatos
matematicos num nivel apropriado.

9

Tradugao livre: Em que consiste realmente a matematica? Axiomas (como o postulado das paralelas)?
Teoremas (como o teorema fundamental da dlgebra)? Provas (como a prova da indecidibilidade de
Godel)? Definigoes (como a definigdo de Menger de dimenséo)? Teorias (como a teoria das categorias)?
Férmulas (como a férmula integral de Cauchy)? Métodos (como o método de aproximagcoes sucessivas)?
A Matematica certamente ndo poderia existir sem estes ingredientes; eles sdo todos essenciais. Nao
obstante, é um ponto de vista defensdvel que nenhum deles estd no cerne do assunto, que a principal
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Existem problemas matematicos de diferentes caracteristicas e graus de complexi-
dade. Por exemplo, dentre os famosos, temos a conjectura das quatro cores, que uma vez
provada se converteu no teorema das quatro cores; o chamado Ultimo Teorema de Fermat,
que foi enunciado em 1637 e desafiou as mentes mais brilhantes da Matematica por mais
de 350 anos, até ser provado por Andrew Wiles, professor de Princeton. A conjectura de
Christian Goldbach, mateméatico prussiano, que diz que todo ntimero par maior do que
dois é a soma de dois niimeros primos. Foi escrita numa carta dele enderegada a Leonhard
Euler em 7 de junho de 1742. Até hoje nao foi provada nem refutada e se especula se
¢ uma das proposicoes indecidiveis de Godell. Mas, existem também outros problemas
no dia a dia dos matemédticos (puros ou aplicados) que nao tém essa enorme dificuldade.
Halmos argumenta, que as experiéncias matematicas dos alunos devem prepara-los para
resolver os futuros desafios profissionais. Ou seja, os alunos devem envolver-se na resolucao
de problemas "reais'durante seu aprendizado académico para, uma fez formados, possuir a
capacidade de trabalhar problemas de elevada complexidade.

Acredito que esses problemas sdo o coracdo da matematica, e espero que,
como professores, na sala de aula, nos seminarios e nos livros e artigos que
escrevamos, os enfatizemos mais e mais, e vamos treinar nossos alunos
para serem melhores formuladores e solucionadores de problemas do que
nés. (HALMOS, 1980) (pag.52)

Além do entendimento de Pélya sobre o conceito de problema e da interpretacao
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usual e um pouco estreita do vocabulo problema™, como um enunciado que descreve

uma situacao que deve ser modelada matematicamente e, mediante o uso de métodos
matematicos, calculados os valores de certas variaveis, o conceito de problema na Didatica
da Matematica tem um significado muito mais profundo no contexto do denominado

ensino problematizador.

Segundo Mendoza (2015):

O problema docente, como conceito independente, reflete uma esfera
especifica da realidade, uma etapa plenamente determinada do processo
escolar. E uma categoria psicoldgica - diddtica, cuja utilizacdo na pesquisa
de ensino pode contribuir na revelagdao das regularidades novas ou na
precisdo das que ja se conhecem. Ou seja, o problema docente porta em
si um conhecimento novo para assimilar dito conhecimento (o processo e
resultado), e determina a estrutura do processo cognoscitivo (mental).

O problema docente é um reflexo da contradigdo psicolégica - logica
do processo de assimilagao, o que determina a busca mental, desperta
o interesse pela pesquisa (explicagio) da esséncia do desconhecido, e
conduze a assimilagdo de um conceito novo ou de um método novo da acao.
A contradicao légica estd dada pela relacdo do conhecido, desconhecido
e a busca pela solucao.

Segundo o mesmo autor (MENDOZA, 2016):

razao da existéncia do matemaético é resolver problemas, portanto, a matematica realmente consiste
em problemas e suas solugoes.

Segundo Houaiss, na sétima acepcao como rubrica matematica, significa: Tarefa de calcular uma ou
varias quantidades desconhecidas (incégnitas) relacionadas a outras conhecidas (dados).

10
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A regra didatica para a formulagdo do problema docente é:
a) Separagao do conhecido e o desconhecido.
b) Localizacao do desconhecido.

c¢) Determinacao das condigoes possiveis para a solucao independente do
problema.

d) A existéncia de indeterminagdo no problema.

De acordo com o nivel de dificuldade os problemas docentes podem
dividir-se em algoritmicos e heuristicos. No problema algoritmico a
situacdo de uma tarefa requer a aplicacdo de um algoritmo ja preparado,
indicando exatamente a realizagdo de determinadas operagdes. Um tipo
mais complexo de problema algoritmico é nos casos quando se cambia a
situagéo e condiciona modificar o algoritmo. [Negrito da autora]

Ainda segundo (MENDOZA, 2016), o problema heuristico surge na situagao que,
pelo contetido dos dados e o objetivo, nao indica o algoritmo de solugao, ou seja, hé que achar
o procedimento de solugao, exigindo a conjectura, intuicao e suposigoes, cuja demonstracao
pode realizar-se analiticamente. Geralmente o processo de solugdo do problema
docente é uma combinacao do método analitico - l6gico e heuristico, no qual
um problema docente que comeca analitico - 16gico pode se transformar em

heuristico. [Negrito da autora]

No mesmo documento (MENDOZA, 2016), estao indicadas as etapas a cumprir na

Atividade de Situacoes Problema:

Formular o problema docente

e Analisar a situacdo problema para determinar os elementos conhecidos e desconheci-

dos;
e Estudar os dados e as condi¢oes da situagao problema;

e Determinar o buscado a partir de problema fechado (objetivo definido) ou aberto

(objetivo nao preciso).
Construir o ntcleo conceitual

e Determinar o nivel de partida dos estudantes, relacionado com os conhecimentos

sobre o elemento conhecido e sua atualizacao, se for necessario;

e Encontrar nexos entre os conhecidos e desconhecidos, desde os pontos de vista
conceitual e procedimental, através de novas tarefas mais simples, como realizagao

de experimentos, analogia, intui¢do e suposicao de hipoteses.

Solucionar o problema docente
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Aplicar o método logico - analitico ou heuristico ou combinacao de ambos para

determinar os nexos entre o conhecido e desconhecido;

Determinar o buscado.

Interpretar a solugao

Verificar se a solucao corresponde com o buscado e as condi¢oes do problema;

Analisar os resultados obtidos para encontrar possiveis novas relagoes conceitual

e/ou procedimental com elementos anteriormente conhecidos.

Como se infere das colocagoes do referido autor, o método heuristico no ensino esta
naturalmente relacionado com o método didéatico do ensino problematizador. O dominio
de ambos os métodos, que se complementam, proporcionaria ao professor uma poderosa

ferramenta didatica. Essa "colaboracao'esta aberta ao aprofundamento.

2.3 Majmutov e Tao comentam Pdlya

Pélya é citado na obra La Ensenanza Problémica de M. 1. Majmutov (1983),
membro correspondente da Academia de Ciéncias Pedagdgicas da URSS, que apresenta

entre outros topicos, os fundamentos didaticos de la ensenanza problémica.

Majmutov considera a obra de Pdélya uma pesquisa interessante das formas e
principios de resolver problemas e de apresentar os procedimentos caracteristicos da
resolucao de problemas matematicos. Ele cita que Pdlya, através de pesquisa na literatura
existente e na experiéncia de trabalho de professores, tenta “mostrar esquematicamente as

reqularidades mais gerais do processo de solucao de problemas”.

Segundo Majmutov, a atividade heuristica dos alunos em relagao a solucao de
problemas tem sua parcela de importancia na organizagao do ensino. Salienta que é
interessante o método pelo qual Polya apresenta os procedimentos heuristicos dos estudantes
quando estao resolvendo um problema, pois revelam, entre outras coisas, a estrutura do

processo mental criativo.

Majmutov enfatiza que, para Pélya, a partir da experiéncia pessoal que se obtém
quando se resolve um problema, aliada a observacao de como outros resolvem esse mesmo
problema, consegue-se elaborar um determinado método, levando a que, em geral, se

descubra a base da solucao de qualquer problema, seja qual for seu contetdo.

Quando analisa o esquema constituido pelas quatro etapas, apresentado por Polya
para a solugdo de tarefas matematicas (ver segdo 3.3), Majmutov avalia que, tal esquema

destaca essencialmente um principio da atividade heuristica, qual seja a utilizacao de
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experiéncia adquirida, anteriormente, pelos estudantes ao realizar a atividade de resolver
um problema. Este principio tem fundamental importancia para criar nos estudantes uma
rotina de habitos na solucdao de problemas, de forma independente, ou seja, cada um

encontrara sua propria metodologia, baseada no conhecimento ja alcancado.

Majmutov considera que utilizar esse principio baseado na experiéncia anterior
nao é suficiente. Deve ser levada em consideracao, principalmente, a atividade mental do
estudante, sua criatividade para resolver problemas. Os especialistas em légica e psicologia
apresentam outros principios, também importantes para se conseguir um método para

resolucao de problemas.

Deve ser utilizado um sistema rigido no processo apenas como uma abordagem
inicial, na tentativa de se encontrar um procedimento para solucao do problema, sem
deixar de lado mas, principalmente, utilizar a busca criativa, incentivando os estudantes a

sairem, cada um, a procura de sua prépria solugao, que seja a mais inovadora possivel.

Em Heuristica - A Ciéncia do Pensamento Criador, Puchkin (1976), outro autor
citado por Majmutov, identifica trés tipos de solugao para alguém resolver uma determinada

tarefa, dependendo da sua experiéncia.

No primeiro tipo estao os casos de resolucao de problemas por pessoas que nao
tém nenhuma experiéncia anterior. Para essas pessoas, a solucao ¢ encontrada através de
tentativas e erros, finalizando quando, apds varias tentativas, se chegar a uma solucdo, o

que vai ocorrer de maneira mais ou menos aleatoria.

No segundo tipo de solucao, estao os problemas para os quais quem vai resolvé-los
ja conhece algumas férmulas ou esquemas, ou seja, o caminho para a solugdo do problema
nao é totalmente desconhecido. Assim, basta relacionar o novo problema com algum

esquema ou formula existente.

No terceiro tipo estao problemas dos quais a pessoa ja tem algum conhecimento,
mas que nao é suficiente para soluciona-los. Serd necessario construir, com base na analise

dos fatos do problema, um roteiro que complemente as lacunas existentes.

O brilhante matemético australiano Terence Chi-Shen Tao (2013) também cita
Pélya em sua obra “Como Resolver Problemas Matemdticos — Uma Perspectiva Pessoal”.
Discute as estratégias sugeridas por Pdlya, com o seguinte enfoque: ao tentar resolver um
problema a primeira coisa a ser feita é conhecé-lo. A partir do conhecimento do problema
é que se determina a abordagem que sera utilizada no seu processo de resolucao. Para
conhecer o problema, Tao sugere identificar a que tipo ele pertence, citando trés tipos:
questoes do tipo “mostre que...” ou “calcule...”; do tipo “encontre...” ou “encontre todos...”

e do tipo “existe ou nao...”.

A diferenca entre estes tipos de problemas apresentados por Tao é que nas questoes

do tipo “mostre que...” ou “calcule...”, a partir dos dados informados, torna-se possivel
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deduzir alguma afirmacao ou calcular um valor solicitado. Considera que um problema
assim €, na maioria das vezes, mais facil de resolver do que um problema de algum dos

outros dois tipos.

J& para as questoes do tipo “encontre...”, ele acha véalida a abordagem através da
tentativa e erro; partindo de um palpite inicial e que seja bem embasado, vai-se efetuando

ajustes para que se aproxime mais do resultado correto.

E finalmente, os problemas do tipo “existe ou nao...”, considerados os mais dificeis

) Y )

pois quem vai resolver um problema desse modelo tem que decidir, antes de tudo, se um
determinado objeto existe ou nao, para entao demonstra-lo, através de uma prova ou de

um contraexemplo.

Quanto a Geometria, Tao considera que é “desenvolvida de um modo muito logico
e coeso”. Utilizando alguns resultados basicos, pode-se resolver, de modo sistematico,
problemas geométricos. Salienta que: “a verdadeira beleza da geometria estd em podermos
mostrar, pela aplicacao repetida de fatos obvios, como um fato a primeira vista nada 6bvio

¢ indiscutivelmente verdadeiro.”
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3 O QUE E A HEURISTICA?

Nao existe uma definicdo formal do que é a Heuristica. Neste capitulo damos

algumas ideias para entender o significado desse substantivo.

3.1 Heuristica

A palavra heuristica provém do vocabulo grego antigo heuriskein e do latim

heuristicus e significa "achar", "descobrir".

Segundo o dicionario eletronico Houaiss, entre outras acepc¢oes, heuristica, como
substantivo, significa: (1) Arte de inventar, de fazer descobertas; ciéncia que tem por
objeto a descoberta dos fatos. (2) [Rubrica: pedagogia]. Método educacional que consiste
em fazer descobrir pelo estudante o que se lhe quer ensinar. Como adjetivo, heuristico
significa: (1) relativo a ou préprio da heuristica. (2) que serve para a descoberta ou para a
investigacao de fatos. (3) diz-se de hipdtese de trabalho que, a despeito de ser verdadeira

ou falsa, é adotada a titulo provisorio como ideia diretriz na investigacao dos fatos.

Segundo o diciondrio Aurélio (5* edigdo revista e ampliada, Rio de Janeiro, 2001,
Editora Nova Fronteira), heuristica é o “conjunto de regras e métodos que visam d descoberta,
a invengao ou a resolucao de problemas.” E, no mesmo dicionério, o adjetivo heuristico

significa “que serve para descobrir”.

Em Llera (2000) lemos, na introdugao:

La palabra heuristica, como muchas otras ricas en contenido, aparece en
mas de una categoria gramatical. Cuando se encuentra como sustantivo
se identifica con el arte o la ciencia del descubrimiento. Cuando aparece
como adjetivo se refiere a cosas més concretas como estrategias heuristicas,
reglas heuristicas o incluso silogismos y conclusiones heuristicas. Claro
estd que estos dos usos estan intimamente relacionados ya que la heuristica
usualmente propone estrategias heuristicas que guian el descubrimiento.
En matematicas, la heuristica existe desde la Grecia antigua. Sin embargo,
la formalizacién y el alto grado de rigor en matematicas le han restado
importancia al estudio del descubrimiento, considerandolo en todo caso
de interés para a psicologia.’

No ultimo paragrafo, da citacdo acima, esta colocada uma situacao generalizada
no ensino da Matematica no nivel superior. A Matematica é lecionada no seu aspecto
formal. Ao estudante lhe sdao apresentados axiomas, defini¢oes e teoremas demonstrados

formalmente. Mas, nao ¢é trabalhado como gerar as ideias para elaborar uma demonstracao

L Por ser o espanhol de ficil entendimento para os leitores cuja linguagem natural é o portugués, néo

incluimos tradugao livre das citagoes nessa lingua.
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ou resolver um problema de certa complexidade. E algo que se considera que faz parte da
aptidao do estudante para a Matematica e que se desenvolve espontaneamente durante os

estudos.

Como Pélya compreendia a heuristica? Ele, no seu livro a Arte de Resolver Proble-
mas comenta que a heuristica era um certo ramo de estudo que nao estava bem demarcado,
ora considerado uma parte da logica, ora da filosofia ou da psicologia, raramente apresen-
tado em detalhe e que na época em que escreveu o livro estava praticamente esquecido.
Em Pélya (1977), pagina 86, 1&-se: “O objetivo da Heuristica é o estudo dos métodos e das

regras da descoberta e da invengdo”. Na pagina 87:

Heuristica moderna procura compreender o processo solucionador de
problemas, particularmente as operagoes mentais, tipicas desse processo,
que tenham utilidade. Dispoe de vérias fontes de informagdes, nenhuma
das quais deve ser desprezada. Um estudo consciencioso da Heuristica
deve levar em conta, tanto as suas bases logicas quanto as psicologicas.
Nao deve esquecer aquilo que autores antigos como Pappus, Descartes,
Leibnitz e Bolzano escreveram sobre o assunto, mas muito menos pode
desprezar a experiéncia imparcial. A experiéncia na resolugao de proble-
mas e a experiéncia na observagao dessa atividade por parte de outros
devem constituir a base em que se assenta a Heuristica. Neste estudo,
nao devemos descurar nenhum tipo de problema, e sim procurar aspec-
tos comuns na maneira de tratar de problemas de toda sorte: devemos
considerar os aspectos gerais, independentemente do assunto especifico
do problema. O estudo da Heuristica tem objetivos “préaticos”: melhor
conhecimento das tipicas operagdes mentais que se aplicam a resolucao
de problemas pode exercer uma certa influéncia benéfica sobre o ensino,
particularmente sobre o ensino da Matemaética.

Pélya nao tinha como objetivo fazer da resolugao de problemas uma ciéncia nem uma
teoria formalizada. Ele escreveu “O presente livro é uma tentativa de reviver este estudo,
de forma moderna e modesta (pag. 87), se referindo a antecedentes de sistematizagao
da heuristica que aparecem nos comentarios ao Os Elementos de Euclides e em trabalhos

de Pappus, Descartes, Leinitz e Bernard Bolzan. (negrito da autora).

Ele era um professor de reconhecida experiéncia e maestria pedagogica, um ma-
tematico de primeira linha que abragou a causa do bom ensino. Seu livro A Arte de
Resolver Problemas ¢ basicamente uma cole¢ao de principios e conselhos que abrangem
um conjunto de operagoes mentais caracteristicas e de grande utilidade no processo de
resolucao de problemas, fruto de uma profunda reflexao sobre a base da sua experiéncia
como pesquisador e professor. Seu livro é descomplicado, ameno e 1util. Nao teve por
objetivo formalizar uma teoria sobre a heuristica.

A heuristica nao é aplicada exclusivamente na didatica, mas em diversas areas
do conhecimento, por exemplo, amplamente na Inteligéncia Artificial. Em principio, em
qualquer area poderiam ser aplicados os métodos heuristicos, pois em todo trabalho

cientifico ou técnico é preciso fazer descobertas, inventar. A heuristica esta estreitamente
vinculada a Loégica e alguns a incluem na Filosofia. E dificil encontrar uma defini¢ao de
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heuristica com o rigor e exatidao que um matematico gostaria, possivelmente nao exista. Em
diferentes dreas se dao algumas ideias a respeito. Em What is a heuristic? (ROMANYCIA;
PELLETIER, 1985) sao citadas defini¢oes de diferentes autores, catalogadas na bibliografia
desse artigo. A seguir apresentamos algumas delas:

... heuristic methods, i.e., features that improve the systems problem-
solving efficiency or range of capability. These range from ad hoc tricks for
particular of problems to very general principles of efficient administration
and resource allocation. 2 (MINSKY, 1963), pig.81.

A heuristic is a rule of thumb, strategy, method, or trick useed to improve
the efficiency of a system which tries to discover the solutions of complex
problems. 3 (SLAGLE, 1963), pag.31.

(Heuristic) is a set of informal reasoning rules (sometimes called heu-
ristics) which were derived by an empirical, experimental method. ...
Although the resultin programs might not be explainable in terms of
some deep underlying theory, they perform adequately in most situa-
tions and therefore in a very practical sense they solve the problem. 4
(RAPHAEL, 1976), pags.237,238.

A heuristic is a method that directs thinking along the paths most likel to
lead to the goal, less promising avenues being left unexplored. 5 (BODEN,
1977), pag.347.

Heuristic are criteria, methods, or principles for deciding which among
several alternative courses of action promises to be the most effective in
order to achieve some goal. They represent compromises between two
requirements: the need to make such criteria simple and, at the same
time, the desire to see them discriminate correctly between good and
bac choices. ¢ (PEARL, 1984), pag.31.

Na edicao original em russo, em 1967, V. N. Puchkin profetizou:

Foram tratados neste livro apenas alguns problemas da Heuristica que,
neste momento do desenvolvimento cientifico, sdo os mais atuais. Em face

Traducao livre: ... métodos heuristicos, isto é, componentes essenciais que melhoram a eficiéncia da
resolugao de problemas ou a extensao de suas habilidades. Esta extensao de artificios ad hoc vai de
tipos particulares de problemas até principios de administragao eficiente e alocacdo de recursos.
Tradugao livre: Uma heuristica é uma regra pratica, estratégia, método ou artificio usado para melhorar
a eficiéncia de um sistema que tenta descobrir as solu¢oes de problemas complexos.

Tradugéo livre: [Heurfstica] é um conjunto de regras de raciocinio informal (&s vezes chamadas de
heuristicas) que foram derivadas por um método empirico experimental. ... Embora os programas
resultantes possam néo ser explicdveis em termos de alguma teoria profunda subjacente, eles funcionam
adequadamente na maioria das situagoes e, portanto, em um sentido muito pratico, eles resolvem o
problema

Tradugao livre: Uma heuristica é um método que direciona o pensamento ao longo dos caminhos mais
propensos a levar ao objetivo, avenidas menos promissoras que estavam sendo inexploradas.
Traducao livre: Heuristica sao critérios, métodos ou principios para decidir qual entre varios cursos
alternativos de acdo promete ser o mais eficaz para alcancar algum objetivo. Eles representam
compromissos entre dois requisitos: a necessidade de tornar esses critérios simples e, a0 mesmo tempo,
o desejo de vé-los discriminar corretamente entre boas e méas escolhas.
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disso, foi dada maior importancia & correlagdo da Heuristica e da Ciberné-
tica, bem como ao problema da automatizacao do intelecto. Nao obstante,
trata-se apenas de um dos aspectos da importancia da Heuristica para o
futuro da humanidade. Na medida do futuro desenvolvimento de outros
problemas técnico-cientificos, crescerd também a importancia de outros
problemas da ciéncia do raciocinio, os quais ainda estdo aguardando ser
pesquisados. Nos dias que correm, somente se podem delinear os tracos
mais gerais de seus contornos e os ramos da sua elaboracdo. (PUCHKIN,
1976), pag.176.

3.2 O Método Heuristico na Solucao de Problemas

Para darmos uma ideia sobre em que consiste a utilizacdo do método heuristico na
resolucao de problemas no ensino da Matematica, retomaremos a identidade cuja prova

foi proposta no exercicio 2, pagina 24, sen®z + cos®z =1 — 2 sen®2x.

Frequentemente, os professores comecam a explicar as transformagoes que condu-
zem & prova da identidade sem analisar o dominio das func¢des que nela aparecem. Em
alguns textos, o conjunto interse¢ao dos dominios das fungoes presentes numa expressao
trigonométrica é denominado conjunto dos valores admissiveis das variaveis. Isto é impor-
tante, pois durante o processo de resolucao poder-se-ia utilizar alguma transformacao que
nao fosse valida para alguns dos valores admissiveis, ou outra que fizesse com que fosse

eventualmente perdida alguma solucao.

Desenvolveremos o processo de resolucao do problema proposto seguindo o dialogo
abaixo, onde P indica a pergunta ou comentario formulado pelo professor e R a resposta

esperada dos alunos.

O didlogo esta redigido em forma esquematica para transmitir as ideias. Na sala de
aula sao varios os fatores que determinam o conteido desse didlogo, como por exemplo,
o nivel dos conhecimentos dos alunos e seu real interesse em aprender, a experiéncia e
maestria pedagogica do professor, o tempo disponivel. Também é evidente na redacao das
respostas que é muito dificil que algum aluno responda com essa exatidao, pelo que, em boa
medida, sdo uma dica para o professor tentar "extrair'o maior nimero de conclusées dos
alunos e desenvolver neles a linguagem técnica. Persisténcia e criatividade sdo qualidades

necessarias para ensinar utilizando o método heuristico.

P: Quais as fungoes trigonométricas que aparecem na identidade que devemos

provar?
R:As fungdes seno e cosseno.
P: Qual o dominio dessas fungoes?
R: O conjunto R dos ntimeros reais.

P: Existe alguma operagao realizada com essas fungoes, como por exemplo, ra-



Capitulo 3. O QUE E A HEURISTICA? 35

diciagado com indice par, ou aparece alguma fracdo em algum dos argumentos, etc. que

implique na necessidade de restringir o dominio?
R: Nao.
P: Entao, qual é o conjunto dos valores admissiveis para a identidade?
R: R.

A seguir, se recapitula o conceito de identidade, que ja deve ser conhecido dos

alunos neste momento do processo docente.
P: O que é uma identidade trigonométrica?

R: E uma igualdade entre duas expressoes trigonométricas que ¢ valida para todos

os valores admissiveis das variaveis.

Para reforcar o entendimento da ideia, o professor pode recorrer a exemplos tomados
da Algebra elementar, que sdo mais simples. Por exemplo, a2 — b% = (a+b)(a—0b) é uma
identidade, pois todo par de nimeros a,b € R cumpre a igualdade. Entretanto, a +b =0 ¢é
uma equagcao, pois se cumpre somente para aqueles a,b € R tais que a = —b, por exemplo,

a =5, b= —5. Outros pares, como a = 1, b = 2 nao sao raizes da equagao.

E importante que o aluno identifique as estratégias basicas para resolver a categoria
de problemas que se esta trabalhando, no caso, a prova de identidades. Evidentemente,
existem problemas atipicos, de maior complexidade, onde nao é possivel essa identificacao

preliminarmente.
P: Como ¢ possivel provar uma identidade?

R: Tomando um dos membros (esquerdo ou direito) e, mediante sucessivas opera-

¢oes, transforma-lo no outro membro.
P: Mas se nao conseguirmos fazer isto, tem como aplicar um “plano B”?

R.: Sim, poder-se-ia transformar ambos os membros, separadamente um do outro,
até chegar a mesma expressao e aplicar a transitividade. Alguns acham isto menos elegante,

mas ¢ uma demonstragao.
P: Qual dos membros tomamos para transformar no outro?

R: Uma ideia, ndo uma receita, é tomar o mais complexo. Assim, partimos de

sen®x + cos® z.

Quando o aluno observa os expoentes 6 no seno e no cosseno geralmente fica sem

acao. Nao conhece nenhuma féormula ou regra para abordar essa situacao.
P: Qual a identidade trigonométrica mais conhecida e utilizada?

R: sen’z + cos?x = 1.
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P: Entao vamos tentar que apareca. A Algebra elementar pode nos ajudar. Lembram

como se decompode em fatores a soma de cubos?
R: a® + b = (a+b)(a® — ab + b?).

P: Vamos tentar substituir a e b por expressoes trigonométricas convenientes, de

6 2, como uma soma de cubos. Para isso nos

3

modo que tenhamos o bindémio sen’z + cos

perguntamos: quem deveriam ser a e b para que a® = sen®z e b® = cos® 2. Observem que

(a2)? = af

2 3 _

x, entdo a® = sen®x e b3 = cos®

R: Se a = sen?z e b = cos z.

P: E como ficaria o lado da direita (a + b)(a® — ab + b*) com essa substitui¢ao?

2

R: (sen?z + cos? z)(sentz — cos? xsen’x + cos? ).

P: Otimo! Apareceu (senz + cos? x), logo (senz + cos? x)(sen’x — cos® x sen’x +

41 — cos® xsen’x + cos* z. Vejam que conseguimos reduzir os “expoentes

cos’x) = sen
incomodos” de 6 para 4. Podemos pensar em pedir ajuda a Algebra de novo. Lembremos
a formula a® + b* = (a + b)* — 2ab. Com a experiéncia da transformagao anterior e a
observacao da parcela (a + b)?, qual seria a substituicio para a e b?

R: Também a = sen?z e b = cos? z.

P: Substituam e calculem.

4 2

R: sen’z + cos? z = (sen’zr + cos? r)? — 2sen’z cos? ¥ = 1 — 2sen’z cos? z. Entéo,

sen‘*x — cos? rsen?x + cos*z = 1 — 3sen?z cos? x.

P: Ja conseguimos eliminar os expoentes 4 e estamos perto do fim. Uma boa
sugestao é examinar a expressao final a qual queremos chegar, 1 — % sen?2z, e tentar extrair

dela alguma dica. O que se destaca nela?
R: O seno do angulo duplo e o seno elevado ao quadrado.
P: Foquemos primeiro a atencao no angulo duplo. Qual a sua féormula?
R: sen2x = 2senx cosz.
P: Vejam que “apareceu” o produto senz cosx. Como introduzir os quadrados?

R: A primeira vista, elevando ao quadrado na férmula do seno do angulo duplo:

sen?2z = 4sen’z cos® z.

P: Como continuar as transformagoes? Uma dica de carater geral ¢é ir detras para
a frente. Tomamos a expressdo final e a desenvolvemos até chegar a 1 — 3sen?x cos? z.

Tentem!
R:1— 2sen?2z =1 — 3(4sen’z cos® ) = 1 — 3sen’z cos® z. Feito!

P: Observem que o “truque” de multiplicar 3 sen?x cos? x por 1= 1 (nao altera) e
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associar convenientemente 3 sen’z cos® x = 3(4 sen’z cos? r), “deixando fora” 3 ¢ incor-
porando o fator 4 ao produto sen?z cos?z, para termos o sen?2x pode ser algo dificil
de perceber trabalhando diretamente. Agora reescrevam em “marcha ré”, a partir de
1 — 3sen’z cos® © para chegar a 1 — 2 sen?2z.

2z =1-1% 3sen’vcos’ v =1— 3(4sen’zcos’ z) = 1 — 3 sen?2z.

R: 1 — 3sen?z cos 4

P: Isto que fizemos foi uma espécie de rascunho da demonstracao da identidade.

Para concluir, escrevam tudo em sequéncia, com as justificativas.

R:
sen’z + cos® 2 = (sen’r + cos® 7)(sen*r — cos® wsen’z + cos’ 7) (3.1)
= sen*z — cos® zsen’v + cos’ (3.2)
= (senw + cos® x) — cos® z sen’x (3.3)
= (1 — 2sen’z cos® x) — cos® x sen’x (3.4)
=1—3sen’vcos’z (3.5)
3
=1- 1(4 sen2x cos 2x) (3.6)
3 2
=1- 7 5en 2z (3.7)

6 x = sen*r — cos® xsen’x + cos'z.

Como sen?z + cos?z = 1, tem-se sen®z + cos
Justificativas:

Igualdade 3.1: utilizando a identidade algébrica a® + b* = (a + b)(a® — 2ab + b*), com a

substituicdo a = sen?z e b = cos® z.

Igualdade 3.2: sen?z + cos?z = 1.

Igualdade 3.3: agrupando convenientemente, gragas as propriedades comutativa e associa-

tiva da soma.

Igualdade 3.4: utilizando a identidade algébrica a®+b? = (a+b)% —2ab , com a substituicio

a = sen’r e b= cos’x.
Igualdade 3.5: reduzindo expressoes semelhantes.

Igualdade 3.6: multiplicando a parcela 3 sen®z cos® z por % = 1 e agrupando conveniente-

mente.
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Igualdade 3.7: de sen2x = 2senx cos x, segue-se, elevando ao quadrado,

4sen’z cos’ r = sen’2z.

Nas conclusoes do exercicio, o professor deve destacar o recurso da utilizacao de
identidades algébricas elementares com substituicoes trigonométricas apropriadas, em
particular as duas empregadas, e recomendar seu estudo para incorporar esse padrao de
raciocinio. Utilizar a mesma observagao, com o recurso de multiplicar e dividir por um

mesmo numero, o que nao altera a expressao e permite agrupamentos convenientes.

Na sequéncia das aulas deverao ser resolvidos outros problemas onde se apliquem
recursos similares. O professor deve também comentar que poderia ter sido utilizada, de
inicio, a identidade algébrica a® 4+ b* = (a + b)(a* — ab + b*) = (a + b)[(a + b)* — 3ab], com
a mesma substituicdo a = sen’z e b = cos? z. Mas, no caminho da descoberta da solucdo

em elaboragao conjunta, consideramos melhor como apresentado acima.

A seguir, mais um exemplo sobre a utilizacdo do método heuristico na resolugao de
problemas, retirado do livro Matemdticas Elementares de Elevada Dificuldade (SHAJNO,
1965).

Exercicio 3.2.1: Transforme a expressao
tg30° + tg40° 4 tgh0° + tg60°

de forma que o resultado seja conveniente para tomar seu logaritmo.
(Fonte: Shajno, pag.47)

SOLUCAO:

P: O primeiro passo é entender o enunciado do problema (conforme pag.43, primeiro

paragrafo do item 3.3.1.).
P: O que significa “ser conveniente para tomar seu logaritmo?”

P: Para entender a frase devemos lembrar as propriedades algébricas da funcao

logaritmica.

R: Como log(a - 8) = log o + log 3, log (g) = loga —log 3 e loga™ = nloga,
podemos entender que ser conveniente para tomar seu logaritmo é transformar a expressao

dada (soma de tangentes) para a forma de um produto, quociente ou poténcia, cujo

logaritmo se insere nas férmulas anteriores
P: Como transformar essa soma de tangentes num produto?

R: Existem férmulas que transformam a soma ou diferenca de duas parcelas de
senos ou de cossenos num produto. Uma primeira ideia ¢é transformar as tangentes no

quociente seno/cosseno.
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P: Mas, temos quatro parcelas, o que fazer?

R: Agrupar convenientemente em parcelas com dois somandos cada.

P: Qual seria o critério para efetuar o agrupamento?

P: 30° +60° = 90° e 40° + 50° = 90°. Os valores do seno e do cosseno do angulo de

90° sdo notaveis. Entao agrupamos:

(tg30° + tg60°) + (tg40° + tg50°),

transformamos em senos e cossenos e efetuamos as somas das fragdbes em cada paréntese:

< sen30° sen60°) < sen40° sen50°> B
cos 30° cos 60° cos40°  coshH0°/)

B ( sen30° cos 60° + cos 30° sen60°) n ( sen40° cos 50° + cos 40° sen50°)
a cos 30° - cos 60° cos 40° - cos 50° )

P: Como simplificar as fragoes?
R: Utilizando a formula senA cos B 4 cos AsenB = sen(A + B).

sen90° sen90° 1 1

cos 30° - cos60°  cos40° - cos50°  cos 30° - cos 60° + cos 40° - cos 50°°

P: Qual o préximo passo? Vamos dar a dica.

Como 60° = 90°—30° e cos(90° — A) = senA, tem-se que cos 60° = cos(90°—30°) = sen30°.
Entao, o denominador da primeira fragao fica cos30° - sen30°. Para o denominador da
segunda fragao, cos 50° = cos(90° —40°) = send0°. Entao, cos40°-cos 50° = cos 40° - sen40°.

Logo, continuando as transformacoes:

1 1 1 1

cos 30° - cos 60° + cos40° - cos50°  cos30° - sen30° + cos 40° - sen40°

P: Como transformar cada denominador numa unica fungao trigonométrica?

R: Como 30 = 620 e 40 = @, lembramos a férmula do seno do angulo du-

2
1 2
1 94 = 2senAcos A. Enta ° °=3 ° = :
plo, sen senA cos n ao,lcos 30° sen30 5 sen60°, c0s 30° - sen30° sen60°

40° sen40° = L gen80° = . Portant
COS Sen 2 Sell (§] oS 400 ] sen40° SGHSOO ortan O,

1 N 1 2 N 2 2(sen60° + sen80°)
cos30° - sen30°  cos40° - send0°  sen60° sen80°  sen60° - sen80°

P: Agora tentaremos transformar o numerador e o denominador, respectivamente,
de modo a conter uma tunica fungao trigonométrica. No numerador aplicaremos a formula
(A+ B) (A—B)

senA + senB = 2sen - COS 5 com A =280° e B =060° Assim o numerador
fica sen(60° + 80°) = 4sen70° - cos 10°.
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Vamos ao denominador: sen60°.sen80°. E possivel transformar de modo que
tenhamos o fator cos 10°, aplicando a férmula de reducao sen(90° — A) = cos A. As-
sim, sen60° = sen(90° — 30°) = cos30° e sen80° = sen(90° — 10°) = cos 10°. Entao,

sen60° - sen80° = cos 30° - cos 10°. Substituindo, obtemos

2(sen60° + sen80°)  4sen70° - cos 10°  4sen70°
sen60° - sen80°  cos30° - cos10°  cos 30°

Assim, a soma das tangentes foi transformada numa divisao entre seno e cosseno.

E ainda, se desejarmos que fique “mais bonito”, s6 em cossenos,

sen70° = sen(90° — 20°) = cos 20°.

4 sen70° B 4 cos 20°
cos30°  cos30°

Esta expressao cumpre a propriedade de ser muito conveniente para tomar seu

Logo,

logaritmo, ja que

4 cos 20°

300 log(4 cos20°) — log(cos 30°) = log4 + log(cos 20°) — log(cos 30°).
cos

log

E importante observar que, como os angulos estao no primeiro quadrante, ndo ha problema

de termos logaritmos de nimeros negativos.

Neste exercicio foram trabalhadas:

1. A interpretacao do enunciado do problema, que nao expressa diretamente o que deve
ser feito, como por exemplo, em “prove a identidade” ou “resolva a equagao” O que

significa que uma expressao seja conveniente para tomar seu logaritmo?

2. A andlise de como agrupar convenientemente os termos de uma soma para procurar

uma transformacgao conveniente.

sena

3. A conveniéncia de transformar tga = :
COs &

4. Aplicagao da férmula senA cos B + cos AsenB = sen(A + B).

5. Aplicagao das férmulas de redugdo ao primeiro quadrante, cos(90° — A) = senA e
sen(90° — A) = cos A.

Exercicio 3.2.2: Transforme a expressao de forma que o resultado seja conveniente para
tomar seu logaritmo (SHAJNO, 1965), pag.47:
sen?(a + ) — sen’a — sen?3

P: Qual ¢ o conjunto dos valores admissiveis da expressao?

R: R? j4 que o dominio da funcdo seno é R, a, 5 € R.
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P: Observando que em todas as parcelas aparece a funcao seno elevada ao quadrado,

lembramos as formulas das poténcias das func¢oes trigonométricas e selecionamos

1 — cos2a
2

sen2a =

Apliquemo-la as parcelas sen’a e sen?S. A primeira parcela, sen?(a + f3), pode ser
transformada numa expressao também em cosseno, aplicando a identidade fundamental.
Entdo, sen?(a+ ) =1 — cos?(a + ). Calculemos.

1 — cos2a 1 —cos2p

R: sena = ———— e sen’p = 5

5 . Substituindo, obtemos

1—cos2a 1 —cos2f
2 2 '

sen’(a + ) — sin®a — sen’f = 1 — cos*(a + ) —

P: Observem que para simplificar essa expressao, se agruparmos

) 1—cos2a 1 —cos2p3

2 2
e efetuarmos a soma, conseguiremos eliminar os nimeros 1 nos numeradores. Efetuem e
substituam:
R:
] 1 —cos2a 1—cos2B 2—1+cos2a—1+cos2B8  cos2a+ cos2f
2 2 B 2 B 2 ’
2 2

logo, sen?(a+ ) — sen®a — sen?3 = — cos?(a + ) + e ;— €8 5.

P: Lembrem que estamos procurando transformacgoes para produtos. O numerador

da fracdo é uma soma que poderia ser transformada em produto. Como?
A+ B A-B

coS
2 2

R.: Aplicando a férmula cos A+ cos B = 2 cos , tomando A = 2«

e B=2p5.

P: Efetuem!

2 2 200 — 2
at2f cos 2 b_ 2 cos(a + ) cos(a — 3). Entao,

R: cos2a + cos 25 = 2 cos 5 5

—cos*(a+ B) + cos 20 ;L cos2b _ _ cos?(a + B) + cos(a + 3) cos(a — BB).

P: O proximo passo rumo a fatoracao é evidente. Qual é7

R: Destacar cos(a + ), que é fator comum.

—cos?(a+ ) + cos(a + ) cos(a — B) = cos(a + B)[cos(a — B) — cos(a + )]

P: O proximo passo para a decomposicao fatorial é evidente. Qual é7
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R: Transformar cos(aw — ) — cos(a + ) em produto, aplicando a férmula

A+ B B-A
- sen :
2 2

cos A — cos B = 2sen
Tomando A =a — f e B=a+ (3, tem-se cos(a — 3) — cos(a + ) = 2senasenf. Logo,
— cos? (a+3)+cos(a+3) cos(a—3) = cos(a+fB)[cos(a—B)—cos(a+[)] = 2 cos(a+[3) sena sen 3.
Observacao: Neste exercicio foram trabalhadas:

1. A identidade fundamental: sen?a + cos? o = 1.

1-— 2
2. A férmula do quadrado do seno: sen’a = %
A+ B A—-—B A+ B
3. As formulas cos A + cos B = 2 cos + - COS 5 e cos A —cos B = 2sen ; .
B-—A
en
ST

4. A féormula senA cos B + cos AsenB = sen(A + B).

5. Decomposicao fatorial, destacando um fator comum.

3.3 As quatro etapas de Pdélya na Resolucao de Problemas

No nosso trabalho vamos apresentar algumas técnicas e métodos de solugao de
problemas de trigonometria. Para tanto, vamos inicialmente verificar alguns conceitos
e topicos que Poélya apresenta para tentar desenvolver nos estudantes a capacidade de
conseguir, por meios proprios, atingir seu objetivo que é o de solucionar um problema

matematico.

Polya apresenta uma sequéncia de quatro fases que devem ser trabalhadas na
abordagem de um problema a ser resolvido, quais sejam: 1. Compreensao do problema; 2.

Estabelecimento de um plano; 3. Execucao do plano; 4. Retrospecto.

O objetivo de Pdlya quando escreveu a obra "A Arte de Resolver Problemas” foi
o de discutir, além de como se resolve um problema, também a metodologia utilizada
em cada forma de resolucdo, pois certamente para cada tipo de problema ha mais de
uma forma de se resolvé-lo. Ele pondera que nao existem regras infaliveis, que levem
a resolucao de qualquer tipo de problemas, mas é possivel que, através do estudo de
alguns processos mentais envolvidos na resolucao de problemas, como operagoes, passos
especificos, se consiga formular, de um modo claro e bem ordenado, um roteiro que auxilie
aos interessados em Matematica, de qualquer esfera académica, a resolver os temidos

problemas matematicos.
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Ele argumenta que uma das principais fun¢des do professor é auxiliar seus alunos
na medida certa. Sem exagero, pois se sua ajuda for excessiva restara pouco ou quase
nada para os alunos fazerem. Por outro lado, se nao oferecer nenhuma ajuda ou se esta for
insuficiente, alguns provavelmente nao serdao capazes de alcangar éxito, outros conseguirao
um pequeno progresso, o que podera acarretar desdnimo ou desinteresse. Afinal, uma
das missoes do professor é exatamente o contrario, estimular os alunos a gostarem de

Matematica.

3.3.1 Compreensao do Problema

Entender o que o problema pede é essencial para que se encontre sua solucao.
Portanto, é fundamental que, para se resolver um problema, antes de tudo, se identifique
suas partes principais, qual ou quais suas incognitas, quais os dados que ele informa, e

qual ou quais sao as suas condicionantes.

E possivel que, ao se deparar com um problema, desde que o mesmo tenha sido
compreendido, surja logo uma suposi¢ao. Tal suposi¢ao, estando correta, deve ser utilizada.
E mesmo que esteja errada, ajudara na busca de outra suposicao, mais adequada. Portanto,
nao se deve abrir mao de todas as interpretagoes possiveis, pois mesmo que algumas

estejam formuladas de forma incorreta, algum tipo de ajuda elas trarao ao estudo.

Nessa fase de compreensao do problema, quanto mais o estudante estiver familiari-
zado, quanto mais informagoes ele conseguir absorver do problema, mais facilidade, mais

opgoes de resolucao ele vai ter em maos para resolvé-lo.

O estudante deverd ser incentivado a utilizar sua criatividade para formalizar o
problema, tragando figuras que vao auxiliar na resolucao. E mais, quando se tratar de
problema geométrico, mesmo que nao apareca uma figura logo no seu enunciado, certamente
sera de grande utilidade para auxiliar no desenvolvimento da solu¢ao. E mesmo quando
nao se tratar de problemas de Geometria, uma figura, um grafico, um diagrama podem

auxiliar na busca pela solucao desses problemas.

A escolha da notacdo, que nao provoque hesitacao ou confusdo, também é de suma
importancia para facilitar a resolu¢ao de um problema. A notacao deve ser facil de lembrar

e, nunca, um mesmo simbolo deve denotar dois objetos distintos.

A condicionante, que pode ser considerada como a resultante de condigoes que
devem ser observadas na resolu¢do de um problema, pode ser entendida como uma
limitadora, responsavel por alguma restricdo que se imputa ao problema. Ao se deparar
com um problema, o estudante deve verificar se a condicionante apresentada no seu
enunciado é suficiente para determinar a incognita. Ha casos em que a condicionante é
redundante, ou seja, apresenta partes repetidas desnecessarias. Mais graves sao os casos

em que a condicionante é considerada contraditoria, ou seja, existe incompatibilidade entre
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as partes que a formam, impedindo que a mesma seja satisfeita, ndo podendo ser utilizada
na resolucao do problema. Portanto, é imprescindivel que o estudante entenda o enunciado

do problema e verifique sua possibilidade de ser ou nao resolvido.

Nos problemas de determinagao, aqueles que tém por objetivo encontrar a incégnita,

a condicionante relaciona essa tal incognita aos respectivos dados do problema.

Dependendo da complexidade do problema, sera necessario separar a condicionante

em diversas partes, para que sejam estudadas, uma a uma, separadamente.

E essencial compreender o problema como um todo e, a partir dai, separar os
dados ou informacoes que sao primordiais para sua resolugao. Assim, gradualmente vai
se decompondo o problema em partes, algumas das quais poderao ser deixadas de lado
por serem desnecessarias. Dependendo da complexidade do problema, o mesmo sera
decomposto em mais ou menos partes. Apds sua decomposicao, o problema podera ser

novamente consolidado, recombinando-se os elementos considerados essenciais.

O professor deve ter cuidado ao elaborar um novo problema ou escolher um problema
ja conhecido, pois o0 mesmo deve ser apresentado numa linguagem clara, seu enunciado
deve ser bem entendido. Além disso, o problema deve apresentar certo grau de dificuldade,
compativel com o nivel de conhecimento dos alunos, pois se muito facil causara desinteresse

e se muito dificil poderd provocar desdnimo.

3.3.2 Estabelecimento de um Plano

Nessa segunda etapa, deverd ser verificada a possibilidade de se elaborar um
plano para a resolucao do problema. Um primeiro passo pode ser, ao se deparar com um
problema, buscar na memoria se o mesmo, ou algum outro semelhante, ja nao foi resolvido

anteriormente.

O estudante devera verificar se, ele proprio, ja o conhece ou se ja resolveu algum
outro problema correlato. Nao existe um problema totalmente inédito, que nao guarde
nenhuma semelhanca com outro que ja tenha sido resolvido. Alguns apenas sao mais bem
elaborados que outros, ao inter-relacionarem conceitos, exigindo maior compreensao e
raciocinio dos estudantes. Se o problema apresentado tem correlagdo com um problema
que ja se sabe como resolvé-lo, pode-se utilizar o método antes utilizado, ou até mesmo o

resultado encontrado, para resolver o novo problema.

O objetivo fundamental da resolucao de um problema é identificar e encontrar
sua(s) incognita(s). A partir da identificagdo da incégnita deve se buscar problemas ja
resolvidos que tenham a mesma incognita ou outra semelhante, que auxiliarao no caminho
a ser tomado para a resolucao do problema, ou pelo menos, indicarao que dire¢do tomar

na busca da solucao.
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A introducao de elementos auxiliares pode facilitar na resolu¢do de um problema.
Quer seja uma incognita auxiliar quando se tratar de um problema algébrico; uma linha
auxiliar, para resolver um problema geométrico ou um teorema auxiliar para servir de

embasamento na demonstragao de um outro teorema.

Para se resolver um problema, é comum utilizar algum conceito que serviu para
algum outro problema ja resolvido, e a resolucao serd executada por analogia, generalizacao

ou particularizagao.

Quando nos deparamos com um problema mais complexo, podemos tentar resolvé-
lo a partir do método utilizado para a resolu¢cdo de um problema andlogo, de menor

complexidade, que ja tenha sido resolvido.

Por exemplo, ao compararmos um paralelogramo retangulo e um paralelepipedo
retangulo, verificamos que ha varias relagoes entre eles: os lados do paralelogramo retangulo
sdo paralelos, dois a dois, e perpendiculares aos demais. Por outro lado, as faces do

paralelepipedo retangulo sdo paralelas, duas a duas, e perpendiculares as demais.

Concluimos que existem as mesmas relagdes que os lados de um paralelogramo

retangulo e as faces de um paralelepipedo retangulo guardam entre si.

Essa ideia pode ser utilizada na resolucao de um problema de geometria espacial,

partindo do mesmo raciocinio utilizado na resolugdo de um problema de geometria plana.

A analogia entre os dois problemas vai auxiliar na compreensao do seguinte problema:
Calcular a diagonal de um paralelepipedo retangulo, sendo conhecidas suas trés dimensoes,
comprimento, largura e altura. Partindo do principio de que os estudantes ja conhecem o
teorema de Pitdgoras, aplicado a Geometria Plana, basta apresentar para eles a analogia
entre um paralelogramo retangulo e um paralelepipedo retangulo, mostrando que a diagonal
do paralelepipedo retangulo coincide com a diagonal do paralelogramo retangulo definido

pelos lados opostos do paralelepipedo.

Outra ferramenta que pode ser utilizada ¢é a reformulagdao do problema. Deve-se
verificar se o problema pode ser reformulado, se ha outra maneira mais clara, mais facil de

se entender o problema para entao tentar soluciona-lo.

Em alguns casos, serda mais viavel procurar se ha alguma ligacao entre os dados
informados e a incognita. Encontrada essa ligacao, pode-se optar por iniciar a busca da

solugao a partir da incégnita ou dos dados.

Um fator a ser considerado na elaboracao de um plano para a resolucao de um
problema é verificar se a condicionante podera ser satisfeita. Para os casos em que nao
houver essa possibilidade, deve-se verificar primeiro se sera possivel satisfazer uma parte
da condicionante e, a partir dessa parte, tentar atender ao restante da condicionante.

As vezes um problema nao oferece um caminho para se chegar a sua solugao de forma
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imediata, entao um problema auxiliar pode ser utilizado para se atingir o objetivo, que é
o de solucionar o problema original. Para a escolha desse problema auxiliar é necessario

um exercicio mental que exige uma inteligéncia apurada.

Quando se estiver elaborando um plano para se resolver um problema, é conveniente
identificar a posicao final desejada. A partir dessa visualizacao, deve se retroceder para uma
posicao anterior, como se estivesse andando para tras, mas na realidade se aproximando
mais da meta desejada que ¢é a solugao, pois a partir dessa identificacao se consegue uma

visao privilegiada do problema, facilitando a elaboracao do plano.

Deve-se estimular o estudante a transformar a linguagem adotada na apresentacao
do problema em uma linguagem matematica, expressa através de formulas. Para problemas
mais simples, o enunciado pode ser dividido em partes expressas em simbolos matematicos
diretamente. Para os casos mais complexos, pode ser que os dados, a incégnita e a
condicionante nao possam ser expressos em simbolos matematicos de uma forma direta,

sendo necessario reformulé-los de modo que se encontre a notacdo matemaética cabivel.

Um teste dimensional pode ser realizado para verificar férmulas geométricas ou
fisicas, utilizadas na resolucido do problema. Em uma férmula, aplicando-se as dimensoes
a cada fator, verifica-se se o resultado implica na dimensao correspondente a grandeza
expressa pela formula. Esse teste é um indicativo de que a férmula utilizada esté correta,

mas nao permite concluir se o resultado esta certo ou errado.

Finalmente, se surgir alguma dificuldade para chegar a solu¢cao de um problema,
deve-se voltar ao inicio e verificar se todos os dados foram utilizados, pois algum pode ter

passado despercebido e, certamente, sua nao utilizagao dificultou a tentativa de solucioné-lo.

3.3.3 Execucido do Plano

Apos ter compreendido o problema e ter sido elaborado um plano para sua resolucao,
chega-se a etapa de execucao desse plano, que devera ser colocado em prética verificando
se cada passo esta sendo executado corretamente, a medida que se avanca, pois se algum
erro for cometido em algum dos passos, é preferivel que seja detectado logo, para que nao
se desperdice tempo nem esforco, evitando, também, que surja desinteresse ou apatia, o

que nao é desejavel.

Quando se vai executar o plano estabelecido, ou seja, quando se vai resolver tentar
o problema, quanto mais complexo ele for, mais persisténcia serd necessaria para se obter
sucesso na sua resolucao. Também serd necessario que se tenha esperanca, para nao desistir

aos obstaculos existentes no caminho das tentativas de solucao.

-

E interessante a observacao de Polya de que ha a possibilidade de ser mais facil
resolver um problema mais complexo, que exija a resposta a muitas perguntas, do que

um problema mais simples a que se deva responder uma tinica pergunta. Ele argumenta
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que é possivel que haja mais probabilidade de sucesso quanto mais ambicioso for o plano

elaborado para a resolu¢ao do problema.

E mais, se alguém nao conseguir resolver o problema proposto, se se deparar com
um problema que parega nao ter solugao, pode-se lancar mao de um problema auxiliar
ou procurar lembrar-se de um problema correlato que ja tinha sido resolvido, o que pode

facilitar a nova tentativa de solucao.

Quando se estd tentando resolver um problema, pode acontecer que nao surja
nenhuma ideia de imediato, e, apos varias tentativas sem sucesso, sera melhor deixa-lo de
lado. Apés algum tempo, volta-se ao problema e, quase sempre, 0 mesmo sera visto com

maior clareza, conseguindo-se chegar a solucao.

Para se chegar a solu¢gdo de um problema é necessario seguir passo a passo na
sua busca. Isto se faz através do raciocinio heuristico, onde em cada etapa é avaliado o

progresso e os resultados que vao sendo encontrados, na busca da solucao final.

3.3.4 Retrospecto

Encontrada a solu¢ao do problema, algumas questoes devem ser verificadas. Quando
se tratar de problemas que apresentem resultados numéricos, a verificacao pode ser efetuada
por comparagao ou por estimativa, pois, no minimo, tem-se uma nocao da ordem de
grandeza de cada resultado. Para problemas literais, uma verificacdo bem simples é a
dimensao do valor resultante. Se um problema pede para se calcular o volume de algo e o
resultado apresenta um valor na unidade de area ou superficie, com certeza o resultado

encontrado esta errado.

Outra verificacdo que deve ser feita é se, apds chegar a solucao de um problema,
haveria outro caminho que pudesse ter sido escolhido, que representasse maior facilidade
para atingir o objetivo. Tal questionamento ¢é interessante, pois se pode descobrir que
existe uma maneira melhor de se resolver aquele problema. O professor deve incentivar os

estudantes para descobrirem, eles proprios, modos diversos de solucionar um problema.

Finalmente, apods resolver um problema, principalmente um de maior complexidade,
deve-se verificar se o resultado, ou o método utilizado na solucao podera ser aproveitado

em algum outro problema.

Vale salientar que, quando se chega a solu¢do de um problema, ele passa a ser
visto de uma forma mais completa e assim, pode ser visualizado de uma outra maneira.
Havendo varias maneiras de conceber o problema, o mesmo pode ser reescrito e, apods isso,

ser resolvido de outra forma, utilizando melhor os elementos que compoem tal problema.

Ha alguns termos utilizados quando se estd envolvido na resolugao de problemas

que podem causar confusao. Um exemplo é o termo andlise, que pode estar relacionado a
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concepcao do plano para a resolucao de um problema, mas que nao pode ser confundido

com o sentido utilizado nas expressoes: analise quimica, analise matematica, andlise l6gica.

Em alguns problemas, a condicionante é decomposta em partes que, também serao
chamadas de condicionante, mas nao podem ser confundidas com a original. Idéntico
raciocinio pode ser aplicado a hipdtese, que também pode ser constituida por varias

hip6teses.

Mais claro ainda ficam as expressoes problema de determinagao e problema de
demonstracao, que foram criadas para identificar melhor antigos termos (problema de
determinagao era chamado apenas de problema e problema de determinagao, teorema).
Um problema de determinacao tem como objetivo encontrar sua incégnita, conhecidos seus
dados e sua condicionante. Encontrar a solu¢ao de um problema de determinacao equivale
a identificar o elemento que satisfaca a condicionante deste problema. Mas costuma-se usar,
indevidamente, como "trabalho dispendido em resolver o problema'e outras afirmagoes

semelhantes.

Um problema de demonstracao tem como objetivo mostrar que uma afirmativa
é verdadeira. Em outros casos mostrar que uma determinada afirmativa é falsa. As
principais partes de um problema de demonstracao sao a hipdtese, o conjunto das premissas,
das proposigoes assumidas como verdadeiras, e a conclusao do teorema que esta sendo

demonstrado, sua tese.

Alguns autores utilizam o termo raciocinio progressivo, no lugar de sintese, mas
que nao é utillizado na obra de Pélya. Raciocinio regressivo, antes utilizado no sentido de
analise. Sintese, apesar de ter sido bem definido por PAPPUS, a obra de Pélya nao utiliza

pelo mesmo motivo de andlise.

Alguns provérbios expressam perfeitamente os procedimentos adotados na reso-
lucdo de problemas, ilustrando com inteligéncia tais procedimentos. Retiramos alguns

apresentados em Pdlya, dos quais tecemos alguns comentarios:

Quem entende mal, mal responde: é essencial que o problema tenha sido bem
entendido antes de qualquer coisa, pois ou nao sera resolvido ou sera resolvido de forma

incorreta.

Pense no fim antes de comegar: ter em mente a meta a ser alcancada deve vir
antes de tudo, pois se nao houver clareza sobre o objetivo do problema, havera certamente

especulacao, confusao e perda de tempo.

Querer € poder: quanto maior o desejo que se tem de resolver um problema, maior
a chance de consegui-lo. E quanto maior a complexidade do problema maior deve ser
a vontade de encara-lo, pois o animo facilita no processo de resolugao, na medida em
que aumenta o desafio de obter sucesso ao alcangar o objetivo final, chegar a solucao do

problema.
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O sabio muda de opinido, o tolo nunca: Quando se elabora um plano de acao,
para se alcancar um determinado objetivo, como é o caso de solucionar um problema
matematico, deve-se estar preparado para um eventual fracasso e, portanto, sempre é

recomendavel ter um segundo plano, de reserva.

Ndao pensa bem quem nao repensa. Alcancada a solugao, a mesma devera ser
reexaminada, para que se consiga outra verificagao do resultado, o que sera de grande

importancia, pois sempre é preferivel ter duas confirmacoes que uma tnica.

Polya enfatiza que os provérbios relativos a solu¢do de problemas sao iniimeros,
embora a maioria sejam apenas variagoes dos por ele citados, mas ilustram, de forma

significativa e interessante as etapas percorridas na resolu¢ao de um problema.



50

4 ALGUNS TOPICOS DE TRIGONOME-
TRIA

Neste capitulo apresentamos alguns conteiidos essenciais de trigonometria, que é
conveniente lembrar para facilitar ao leitor o entendimento da resolucao dos problemas
que serao mostrados. Para isso, incluimos um resumo, a titulo de revisdo, com as regras

fundamentais da trigonometria.

4.1 Sinais das funcoes trigonométricas notaveis

Para facilitar a resolucao das equagoes trigonométricas é conveniente dispor das
expressoes que exprimem o conjunto de todas as solugoes das equacoes que denominaremos
notaveis, isto ¢, das equacgoes do tipo: senz = aoucosx = a, com o = 0, +1, j:%, j:?, i§
e tgr = a, com a = 0,+£1, i?,j:\/g. Poderiam ser incluidas algumas outras, mas o
conjunto considerado é suficiente para resolver a maior parte das equagoes que aparecem

propostas nos livros.

Para compreender essas expressoes gerais, que escreveremos na secao 4.1.2, é
necessario conhecer as fungoes trigonométricas inversas, seu dominio e imagem e ter
familiaridade com seu esbogo grafico. No préximo item, resumimos o dominio e imagem
das fungdes trigonométricas inversas e apresentamos seu esbogo grafico (SPIEGEL, 1973).
Nos graficos mostrados os valores de y estao dados em radianos e a parte do grafico em

linha continua corresponde ao valor principal da funcao.

4.1.1 Funcdes trigonométricas inversas

4.1.1.1 Funcado arco seno

arcsen : [—1,1] — { 7T q

B

Para todo nimero real z € [—1, 1], existe um tnico y € [—g, g} tal que x = seny,

que denota-se por y = arcsenz.

4.1.1.2 Funcado arco cosseno

arccos : [—1,1] — [0, 7]
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Figura 2 — Gréfico da fung¢io arco seno

“
J
T

-7l

Fonte: SPIEGEL, 1973.

Para todo niimero real x € [—1, 1], existe um tnico y € [0, 7] tal que x = cosy, que

denota-se por y = arccos x.
Figura 3 — Gréfico da fungio arco cosseno

r"‘, y

Fonte: SPIEGEL, 1973.

4.1.1.3 Funcao arco tangente

moT
‘R —» (—, )
arccos 99

Para todo nimero real x € R, existe um tnico y € (—g, g) tal que x = tgy, que

denota-se por y = arctan x.

4.1.1.4 Funcdo arco cotangente

arccot : R — (0, )

Para todo nimero real € R, existe um unico y € (0,7) tal que x = cotgy, que

denota-se por y = arccotzx.
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Figura 4 — Grafico da fungao arco tangente

v
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Fonte: SPIEGEL, 1973.

Figura 5 — Grafico da funcao arco cotangente

Fonte: SPIEGEL, 1973.

4.1.1.5 Funcao arco secante

arcsec : (—oo, —1) + (1, 4+00) — (07 ;T) + (7;70

Para todo niimero real x € (—oo0, —1)+(1, +00), existe um tnico y € (O, g) + (g, 7r)

tal que = = secy, que denota-se por y = arcsecz.

4.1.1.6 Funcao arco cosecante

arccosec : (—oo, —1) 4 (1, +00) — <—72r,0> + (O, g)

Para todo ntimero real x € (—oo, —1) + (1, +00), existe um tnico y € (—g, 0) +

(0, g) tal que x = cosecy, que denota-se y = arccosec(x).

Observacao: Em alguns textos se utiliza a notacao sen~! no lugar de arcsen; cos™!

no lugar de arccos; tg~! por arctan, etc., para evitar eventuais confusdes com a funcio
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Figura 6 — Grafico da fungao arco secante

Fonte: SPIEGEL, 1973.

Figura 7 — Gréfico da fungdo arco cosecante

Fonte: SPIEGEL, 1973.

reciproca.

4.1.2 Expressoes gerais das solucoes das equacoes trigonométricas notaveis

Lidski et al. (1972), a partir da equagao seny = z, —1 < 2 < 1, denota por arcsenx
a expressao que representa a familia de todos os angulos y, medidos em radianos, tais que
seny = x, ou seja, arcsenz =y € R|seny = x. Sentido andlogo é dado a arccos z, arctan x

e arccot x. O autor resume as expressoes gerais nas seguintes relagoes:

k

arcsenz = (—1)" arcsenz + km, k € Z;

arccos r = = arccosx — 2km, k € Z;
arctanr = arctanz + km, k € Z;

arccotr = arccotx + km, k € Z.
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Estas formulas sdo facilmente compreensiveis a partir dos graficos das fungoes tri-
gonométricas inversas. Para facilitar sua aplicagdo, abaixo, resumimos sua instrumentacao

para as equagoes notaveis consideradas.

1. sene =0= z =km, k € Z;

2. Sen:v:1:>a::g—l—2k:7r,k€Z;
T
3. sen:c:—1:>;1::—§+2k7r,k€Z;

1
4. senx = ;== (—1)k%+kﬁ,k$ € Z;

5. senz = —; == (_1)k7€? + km, k € Z;

6. senz = \f = = (—1)kg + km, k € Z;

7. senr = —\f == (—1)"“541T + km, k € Z;

8. senr = \gg == (—1)’“% + km, k € Z;

9. senx = —\ég —= 1 = (—1)"“4;T +km, k € Z;
10. senx = \f === (—1)’“% + km, k € Z;
11. senx = —\f — = (—1)"“4;T +km, k € Z;

12. cosx:0:>x:g+k:7r,kEZ;
13. cosx =1 = o =2kn, k € Z;
14. cosx = -1 = o = +t7m — 2km, k € Z;

1
15. cosx:§:>x:j:g+2k7r,kez;

1 2
16. cosx:—§:x:2kﬁi§,k62;

S

17. cosx:7:>x:2k7r:|:%,kez;
18. cosx——\fix—kaiT,keZ;
V3

19. cosx:7:>3::2k7r:|:%,k‘€Z;
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2
20. cosa::—\g_:>x:2k7ri5g,k:€Z;

21, tgr=0=x=Fkm, k € Z;

22. tgx:1:>x:%+k:7r,k€Z;
3
23. tgx:—1:>xzz+k7r,k:EZ;

3
24. tg:v:\z/;:x:g+k‘7r,kez;

25. tgx:—\f:>:c:5g+k7r,kez;

26. tgx:\/§:>x:g+k7r,kez;

2
27. tgx:—\/g:a::g%—k‘w,kez

4.2  Alguns resultados gerais sobre funcoes periddicas

Como sabemos, as fungoes trigonométricas sao periddicas, aspecto que as dis-
tingue das fungoes algébricas elementares. A periodicidade nao é exclusiva das func¢oes
trigonométricas e tem importancia capital no estudo de fenémenos onde ocorre repeticao
ou periodicidade, presentes em diversas areas como, por exemplo, Matematica pura e
aplicada, Fisica, Economia, Biologia, Engenharias e Quimica. Os movimentos periodicos,
como a vibragdo de uma corda e de uma membrana, a transmissao de tensoes e correntes

alternadas, podem ser facilmente modelados por meio de fun¢oes periddicas.

A seguir apresentamos alguns resultados sobre fungoes periédicas tomados funda-
mentalmente de Elementos de Trigonometria Plana (SHARP, 1976).

Definicao 1: Sejam f: D C R — R uma funcao; k € R, k # 0, tais que para todo x € D,
tem-se x £ k € D. A fungdo f é periddica, com periodo k, se f(x) = f(x + k), para todo

x € D. O ntmero k é denominado o periodo da fungao f.

Teorema 1: Se a funcao f : D C R — R ¢ periddica com periodo k, entao qualquer

multiplo de k£ também ¢ periodo de f.
Demonstracao:

Suponha que
f(z) = f(x + nk). (4.1)

Por ser, por hipdtese, f periddica, vale que:

f(x 4+ nk) = f((z +nk) + k). (4.2)
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Entéo, segue de (4.2) que:

flz+ (n+1)k)

flz+nk+k)
(x + nk)

f
f
A {ltima igualdade segue da hipétese de indugao (4.1), como queriamos demonstrar.

Corolario: Toda fungao periddica possui um periodo positivo.

Demonstracao: Basta tomar um miltiplo positivo de k.

O teorema anterior induz a formular a seguinte definigao:

Definicao 2: Chama-se periodo primario ou fundamental de uma funcao periédica ao
menor periodo positivo, se existir. Se uma fungao peridédica ndo possuir menor periodo

positivo é chamada de cadtica.

O seguinte teorema expressa o que acontece se multiplicarmos o argumento de uma funcao

periodica por uma constante.

Teorema 2: Seja a funcao f : D C R — R periddica de periodo k € R. Entao, para

qualquer ¢ € R, ¢ # 0, tal que cx € D, para todo z € D, a fungdo cx também é periédica

com periodo —.
c

Demonstracao:
k
Seja x € D qualquer. f(cx) = f(cx+k) = f <c (m + >> A primeira igualdade se justifica
c
k
pela periodicidade de f. Fixando nossa atengao na igualdade f(cx) = f (c (w + )),
c

vemos que ao substituir x por z + —, a imagem nao muda. Isto significa que a funcao é
c
periodica de periodo —.
c
Observacao:

Aplicando o teorema acima podemos afirmar que sen(azx) e sen(bx) sdo periodicas de

i 2 2w .
periodo — e 5 respectivamente.
a

Teorema 3: Sejam f: D CR —+Reg: D CR — R fungoes periddicas com o mesmo
periodo k. Entao:

1. A fungao soma (f +g) : D C R — R ¢é periédica de periodo k;
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2. A fungao produto (f-g): D C R — R é periddica de periodo k;

3. A fungao quociente S :D CR — R, g(x) # 0 é periddica de periodo k.
g

A demonstragao é imediata:

L (f£9)(@) = fz)£9(z) = fle+k)£gle+k)=(fEg)(z+k)

2. (f-9)(@) = f(x)-g(x) = flx+ k) -gle+k)=(f g)(x+k);

- (Juen

Observe que o teorema anterior nada afirma em relagao aos periodos primarios. Embora

fosse k € R periodo primario de ambas as funcgoes, f e g, isso nao significa necessariamente

que k seja periodo primdrio de qualquer uma das fungdes dos incisos (1), (2) ou (3).

O teorema a seguir d4 uma condicao suficiente para que a soma de funcoes periddicas com
periodos diferentes seja periddica.

Teorema 4: Sejam f: D CR —Reg: D CR — R fungoes periddicas com periodos
T e T, respectivamente. Se a razao entre esses periodos é um nimero racional, isto é,
?1 € Q, entao existe um periodo comum a ambas e a funcdo soma f+¢g: R — R é
périédica.

Demonstracao:

f: D C R — R periddica com periodo Ty = f(x) = f(z +T1), Vo € D C R.

g: D C R — R periddica com periodo Ty = f(x) = f(x + T3), Vx € D C R.

Somando membro a membro ambas as igualdades acima, obtemos:

flx) +g(x) = flo+T)+ g(z + Td).

Pelo teorema 1 sabemos que, se uma funcao tem periodo 7', qualquer multiplo kT, k € Z*,
também é um periodo da funcao. Portanto, se encontrarmos p, g € Z*, tais que p11 = ¢15,
estaria provado que f + g é periddica, com periodo T = pT = ¢T5.
T

TI € Q*, logo exite uma fracao b € Q* que a representa, isto é, tal que ?1 — P Dai

2 2 q
qTy = pT). Chamando T = pT| = ¢15 temos:
(f+9)(@) = f(x) +g(x) = flat=p01) + glat=p3) = fla+T)+gx+T) =
(f+9)(@+T).

Logo, esté provado que (f + g) é periddica.

Observacao:
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O resultado do teorema 4 vale para as fungoes f — g, f-ge i As demonstragbes seguem
g

a mesma ideia.

No exemplo a seguir mostramos que a hipdtese que exige que a razao entre os periodos

seja um numero racional ndo pode ser eliminada.

Proposigao: Sejam as fungoes f e g de R — R, determinadas por f(x) = sen2z e

g(x) = cosmz. Prove que (f + g) : R — R nao é periddica.

Se (f + g)(x) = sen2x + cosmx fosse periddica, existiria T' € R tal que (f + g)(z) =
(f+9g)(x+T), para todo = € R. Isto é, sen2x + cosmx = sen2(x + 1) + cosm(x +T) =
sen(2x + 2T) + cos(mx + nT), para todo x € R.

Como a fungao seno é periddica com periodo 27, para termos sen2x = sen(2x + 27") deve

existir um k; € Z* tal que 2T = 2k 7.

Como a fungao cosseno é peridédica com periodo 27, para termos cosmx = cos7(x + T)

deve existir um ky € Z* tal que 1" = 2kom.

2kim 2kom k 2

De 2T = 2k 7w e 7T = 2kom segue-se que 21 =222 , o, k—l = —. Esta ultima igualdade
m 2 0

é um absurdo, pois o lado da esquerda é um nimero racional e o da direita é um ntmero

irracional. Portanto, (f + g) ndo é periddica.
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5 COLETANEA DE PROBLEMAS DE TRI-
GONOMETRIA

Neste capitulo apresentamos um conjunto de problemas de trigonometria resolvidos,
de dificuldade acima da média, mostrando a aplicacdo do método heuristico no seu ensino.

Os mesmos foram distribuidos de acordo com as seguintes classes:

prova de identidades trigonométricas;

resolucao de equagoes trigonométricas;

procura de maximos e minimos de fungoes trigomométricas;

resolucao de desigualdades trigonométricas;

fungoes trigonométricas inversas.

Em alguns problemas, detalhamos o didlogo sugerido entre o professor e os alunos.

Em outros, a resolucao ¢é apresentada de forma mais resumida.

5.1 Identidades Trigonométricas

Apresentamos a seguir os problemas retirados dos livros I I T Mathematics
(KHANNA; SHARMA, 2012) e Prdcticas para Resolver Problemas Matemdaticos (LITVI-
NENKO; MORDKOVICH, 1989), abrangendo as identidades trigonométricas:

sen’s + cos’r =1
1+ tgz =sec’ x
1 + cotg®z = cosec’w.

Problema 1.1. Provar a identidade

2(sen’x + cos® x) — 3(sen's + cos’ ) + 1 = 0.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

Antes de comegar a prova da identidade deve ser determinado o conjunto dos valores

admissiveis da variavel . Como o dominio das fungoes seno e cosseno é R e ndo aparece
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nenhuma operacao que gere problemas, como por exemplo, uma divisao por zero ou
alguma raiz par de um nimero negativo, concluimos que o conjunto R dos niimeros reais é
o conjunto dos valores admissiveis da variavel. Doravante, na redagao das solugoes dos
exercicios, se o conjunto admissivel for R ndo nos referiremos ao fato, mas recomendamos

ao professor mencionar sempre a necessidade dessa analise.

Uma vez identificada a identidade fundamental sen?z 4 cos?x = 1, o préximo passo é
induzir aos alunos uma forma de vinculd-la as expressoes ( sen®z +cos® z) e (sen*z +cos* z).
Declara-se a estratégia de transformar cada uma dessas duas expressoes em termos com
expoentes menores, encontrar para ambas as parcelas equivalentes que sejam passiveis de

simplificacdo e, consequentemente, aparecer sen’z + cos? x.

Como os proximos passos sao de natureza algébrica convidamos os alunos a pensar sob
essa Otica. Para isso, fazemos sen?z = a e cos? x = b, o que vai facilitar o entendimento da

operacdo algébrica. Assim, sen*z = (sen?z)? = a?, cos® x = (cos? 2)? = b2. Para continuar,
voltamos o foco para a algebra elementar, lembrando que (a + b)? = a® + 2ab + V?, e daf

a’ +0? = (a + b)* — 2ab.

Voltando as fungoes trigonométricas
(sen’w)? + (cos® z)? = (sen’r + cos® 1)* — 2sen’z cos® &

isto é,

sen’z 4 cos® 2 = 12 — 2sen®r cos’ x = 1 — 2sen’z cos? z. (5.1)

Com uma ideia similar, transformamos a expressao (sen®z + cos® z).

6 3 6

Assim, senz = (sen?z)? = a3 e cos®z = (cos®x)® = b3. O surgimento das poténcias

ctibicas nos convida a considerar o cubo da soma (a + b)* = a® + 3a*b + 3ab® + 1. Entao,
a® + b = (a+ b)® — 3a%b — 3ab® + V3.

Aplicando nas fungbes trigonométricas:

6

2 4 2 2 4

sen®r 4 cos® x = (sen’z + cos® )® — 3sen’z cos® v — 3sen’r cos' x

sen®z + cos® x = 1° — 3sen’x cos® z(sen’zr + cos® z)

sen®r + cos® = 1 — 3sen’z cos® z. (5.2)

Substituindo (5.1) e (5.2) no membro esquerdo da identidade que devemos demonstrar:
2(sen®z + cos® ) — 3(sen'z + cos? ) + 1 = 2(1 — 3sen’z cos® x) — 3(1 — 2sen’z cos ) + 1

=2 —6sen’zcos’r — 3+ 6senzcos’z + 1 =0.
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Problema I.2. Provar que o valor da expressao abaixo nao depende de «.
3
3 {sen4 (;T — a) + sen* (37 — a)} -2 [sem6 <72T + a> + sen®(5m — a)
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R. Incentivamos os alunos a compreender que, para
provar que o valor de uma expressao nao depende de suas varidveis significa mostrar
que a expressao simplificada é igual a uma constante. Portanto, o problema consiste em

simplificar a expressao.

Uma das “dicas” conhecidas para resolver problemas ¢ identificar analogias com problema
conhecido ja resolvido. Convidamos os estudantes a procurar a analogia entre este problema
e o anterior. Devera surgir a resposta de que ambos contém duas parcelas parecidas: um
colchete com a soma de duas poténcias do seno com expoente 4 e outro colchete com a

soma de duas poténcias do seno com expoente 6.

Qual a dificuldade adicional em relacao ao exercicio anterior? Resposta: Os argumentos

das fungoes trigonométricas sao diferentes e com maior grau de complexidade.

Como poderiamos tentar eliminar essa complexidade nos argumentos? Resposta: Uma
primeira observacao é que as func¢oes seno e cosseno sao periddicas, de periodo 27, portanto,
vamos utilizar as formulas de periodicidade: send(37+a) = sen* (27 +7+a) = sen?(7+a)

e senb(5bm — ) = sen®(47 + ™ — a) = sen®(7 — ).
Aplicando estas transformagoes a expressao inicial fica igual a:
4 (3T 4 6 (T 6
3 | sen - @ + sen*(m — )| — 2| sen §+a + sen®(m — «)

Essa expressao pode ser simplificada mais uma vez, utilizando as férmulas de redugao ao
primeiro quadrante. Observando a forma dos argumentos, determinamos que as férmulas

de redugao convenientes sao:

37
sen | — —a | =—cosa
2
sen(m + ) = — sen«
T
sen ( — + o | =cosw
2
sen(m — «) = sena
Entao a expressao se reduz a

3(cos® a + sen*a) — 2(cos® a + sen®a).
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Aplicando os resultados do exercicio anterior:

2

3(cos* a + sen*a) — 2(cos® a + sen®a) = 3(1 — 2sen’a cos® a) — 2(1 — 3sen’a cos® a)

=3 —6senacos’a — 2+ 6senacos’a = 1.

Problema 1.3. Provar que a funcao f : R — R, dada por

6

f(z) = 3(senx — cos x)* + 6(senz + cos x)? + 4(sen®zr — cos’® 1)

¢ uma funcao constante.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O dominio de f é R. Os alunos devem identificar o "velho amigo' senz + cos®z com o

qual ja sabem como lidar. Aproveitando (5.2) no Problema I.1, sabemos que

6

sen®z + cos® r = 1 — 3sen’r cos® z. (5.3)

Convidamos os alunos a compararem as expressoes (senr — cosz)? e (senx + cosx)?.
A segunda, mais simples, é abordada primeiro. Pensando na identidade fundamental

sen’z + cos? = 1, se induz a ideia de desenvolver o quadrado do binémio:
2 _ 2 2. _
(senx + cosz)” = sen“zx + 2senx cos r + cos” x = 1 + 2senz cos x.

O resultado foi bom, pois apareceu a parcela 2senx cosx e o quadrado de senx cosx é
sen?x cos? x que estd na transformacao de sen®z + cos® x em 5.3.
A seguir, debatemos o que fazer com (senz — cosz)*. Uma primeira ideia pode ser

4 mas ficaria uma expressdao complicada que ndo contribuiria

2

expandir (senz — cosx)
com a simplificacao pretendida. O que fazer? Se fosse (senx — cosx)? seria facil. Como
trabalhar com esse expoente 47 Uma ajuda é raciocinar algebricamente sem as fungoes

trigonométricas: qual a relagdo entre a* e o?? (a?)? = a*! Assim,

2 2

(senz — cosz)* = [(senx — cos x)?]? = [sen’r — 2senz cos x + cos” ]

= [1 — 2senz cos z]?

2

=1 — 4senx cosx + 4sen’zx cos® x.

Substituindo em f(z):

f(z) = 3(senx — cos x)* + 6( senz + cosz)? + 4(sen®zr — cos’® 1)
= 3(1 — 4senz cos x + 4sen’r cos® ¥) + 6(1 + 2senx cos ) + 4(1 — 3sen’z cos” )

=3 — 12senz cosx + 12sen’xz cos®> z + 6 + 12senx cosx + 4 — 12sen’x cos® x = 13
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portanto, f(z) = 13, para todo x € R.

Problema I.4. Provar sen®z — cos® z = (sen®z — cos® z)(1 — 2sen’z cos? x).

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R. A dificuldade maior é, a primeira vista, o binémio
senx — cos®z. Continuando a linha de raciocinio de trabalhar a parte algébrica da
expressao, se analisa com os alunos a identificagao de uma diferenca de quadrados, ja

que sen®z = (senr)? e cos® x = (cos? z)2. Entdo, podemos decompor em fatores senSz —

cos® v = (sen’z — cos® z)(sen’z + cos? ). Qual a utilidade da fatoragao? Observamos

que sen‘*z — cos* x pode ser decomposto em fatores como uma diferenca de quadrados e

um dos fatores é a conhecida expressao sen’z + cos?x = 1. O outro fator sen?z — cos?
aparece no membro da direita e seria passivel de simplificagdo. Também observar com
os alunos que nos exercicios anteriores transformamos a expressao (senz + cos*x) em
1 — 2sen®z cos? z. Escrevendo essas ideias, de forma a dar corpo a demonstracio:

sean — COS8 T = (SGH4I + COS4 l‘) (sen4x — COS4 (L’)

= (sen4x + cos? x) (senQ:z: — cos? x) (sean + cos? :c)
= (1 — 2sen?z cos? x) (sean — cos? :r;) .

O fator (sen’r — cos? z) nao deve ser cortado mecanicamente. Para realizar essa simplifi-

cacio deve ser (sen?r — cos? x) # 0, pois estamos dividindo ambos os lados da igualdade

por essa expressao. Entdo, resolvamos a equagao (senr — cos? x) = 0.

(sen’r — cos® x) = 0 <= (senz — cosz)(senz + cosx) = 0

Logo senz — cosx = 0 ou senx + cosz = 0.

a) senr — cosr = 0 => senz = cosx

T 5%
Para 0 < x < 27, as solugoes dessa equagao sao r = 1 exr= Z;
b) senz + cosx = 0 = senxr = —cosx
. . 3T T
Para 0 < x < 27, as solugoes dessa equagao sao x = T exr= T

Pela periodicidade das fung¢oes seno e cosseno se estendem as solugdes aos angulos coter-
minais. Precisa-se conferir se os valores de x, que anulam o fator a ser cortado, satisfazem

a identidade original.
T
P = —:
ara T =

sensg — cos® Z = (senQE — cos® 2)(1 — QSGHQZ Cos

27T
—)
)



Capitulo 5. COLETANEA DE PROBLEMAS DE TRIGONOMETRIA 64

1 1 3
0=0-(1—-—=-= 0=0-- 0=0
<~ ( 5 2) <~ 1 <~
Para x = 52, também fica satisfeita a identidade, sendo nulos ambos os membros.

Agora podemos “cortar” com a consciéncia tranquila o termo (sen’z — cos?z), resul-
tando (sen*z + cos*x) = (1 — 2senz cos? ). Como ja esta provado no exercicio 1 que

(sen’z + cos?z) = (1 — 2sen’r cos? 1), estd provada a identidade.

Problema I.5. Provar a identidade (3 4 cos46) cos 20 = 4(cos®0 — sen®0).
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O fator (cos® @ — sen®) nos remete a transformagao realizada no Problema I.4. Isto nos
sugere iniciarmos a prova a partir do lado direito da igualdade. Repetindo as transformagoes

em 4, obtém-se
(cos® @ — sen®@) = (cos* 6 — sen*d)(cos® 6 + sen*d)
= (cos?  — sen’f)(cos? O + send)(cos* @ + send)
= (cos?  — send)(cos* @ + send).
O bindmio cos? 0+ sen’d foi transformado, no exercicio 1.1, na expressio 1 —2 sen20 cos? . E

conveniente repetir as transformagoes com os alunos para, mediante a repeticdo, consolidar

a ideia desse recurso. Assim,

4(cos® § — sen®d) = 4(cos? O — sen?d)(1 — 2sen?d cos® 0).
Continuemos o trabalho, procurando transformar 4(cos?# — sen?6)(1 — 2sen?@ cos? #) no
membro esquerdo (3 + cos @) cos 26.

Analisar em didlogo com os alunos que, no membro esquerdo da identidade proposta,
identificamos as fungoes do dngulo duplo cos 260 e cos 460 = cos 2(26). Temos a disposigao

as conhecidas identidades cos 260 = cos? 6 — sen?d =1 — 2sen?0 = 2cos? 6 — 1.

Aparentemente, a mais indicada é cos® § — sen? = cos 26. Entdo, 4(cos? 6 — sen?d)(1 —

2sen?0 cos? 0) = 4 cos 20(1 — 2sen?d cos? §) Apareceu o fator cos 26!.

Resta transformar (1 — 2sen?f cos? §). Uma ideia é aplicar a férmula sen26 = 2 senf cos 6.
sen?26

Entao, 2sen?f cos? § = . Substituindo fica

220
4(cos® § — sen®d)(1 — 2sen®d cos® #) = 4 cos 20 (1 _ ) :

O que fazer com sen®20? Como nosso interesse é chegar a (3 + cos46), uma boa ideia é

experimentar com a identidade cos 26 = 1 — 2sen?d. Se no lugar de # escrevemos 20, fica
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1 — cos 40

cos46 = 1 — 2sen?20, ou sen?20 = — Substituindo, obtemos
226 1 1-— 40
400829<1— se112 >:4c0529<1—2-(;()s>.

Continuamos executando as operacoes indicadas. Temos que

1 1-— 4
40082«9<1—-COSQ

5 5 ) = c0s20[4 — (1 — cos40)] = cos 26(3 + cos 40),

que é o membro da esquerda da identidade a ser provada.
Resumindo os passos operados no membro da direita da identidade proposta, obtemos
4(cos® § — sen®d) = 4(cos* 6§ — sen*d)(cos* O + sen*0)
= 4(cos® § — sen®@)(cos® § + sen?@)(cos* § + sen*d) = 4(cos® § — sen?@)(cos* § + sen’f)
1 1—cos 46

= 4(cos? @ — sen?6) (1 —2sen?f cos® §) = 4 cos 20 (1 - =

5 5 ) = cos 20(3 +cos 40).

Problema I.6. Provar a identidade (tgA+ cotgA)? = sec* A+ cosec’ A = sec? A- cosec?A.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

km
O conjunto dos valores admissiveis é R— { 5 eER|ke Z}. Dado que o produto de fungoes
trigonométricas reciprocas é 1 e que conhecemos as identidades notéveis 1 + tg?z = sec? x

2

e 1+ cotg?z = cosec’z, a ideia priméria ¢ desenvolver o quadrado do lado esquerdo da

identidade.
(tgA + cotgA)? = tg®A + 2tgAcotgA + cotg®’A = tg?A + 2 + cotg®A.
Para utilizar as identidades notaveis, decompomos:
tgA + cotgA)? = tg®A + 1+ 1+ cotg®’A = sec® A + cosec’A
(tg g g g

e fica provada a primeira identidade.

1
Resta provar a segunda igualdade. Uma sugestao é substituir sec A = 1°©
cos
cosecA = . Assim,
senA
1 1 senA+cos® A 1

sec? A+ cosec’A = = sec? A- cosec’ A,

+ = =
cos? A sen?A cos? A - sen2A cos? A - senZA

como queriamos mostrar.

Problema 1.7. Provar a identidade (1 + tgatgB)? + (tga — tgB)? = sec? asec? S.
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis é a, § € R—{2 +kr|ke Z}. A ideia inicial é expandir
os quadrados dos binomios do membro esquerdo, que é aparentemente o mais complicado.
Além disso, alguns alunos ja vislumbrardao que as parcelas 2tgatgf e —2tgatgf se

“cortarao”.
(14 tgatgB)* + (tga — tghB)* = 1+ 2tgatgB + tg’atg?B + tg?a — 2tgatgB + tg?B
=1+ tg?atg?B + tgla + tg?p.
Nesta etapa observamos que agrupando o termo (1+ tg2a), o mesmo poders ser substituido
pela identidade 1 + tg?a = sec? a. Entdo:
(1 + tgatgB)® + (tga — tgh)? = (1 + tg’a) + tg’atg’s + tg?B
= sec’ a + tglatg?p + tg?p.
Um recurso muito utilizado é transformar as fungoes tangente, secante, etc. para expressoes
em senos e cossenos e fazer o trabalho algébrico de reducao e simplificagdo. Assim,

2.0 con2 2
seca + telarte?l + tg2f = sen“a - sen“f  sen”f

cos?a  cos?a-cos?f cos?f3
cos? 3 + sen?asen?f + sen?f cos? a

cos? o - cos? 3
cos® B + (sen’asen?3 + sen?3 cos® o)
cos? a - cos? 3
cos? B + sen?f (sen’a + cos® )
cos? o - cos? 3
cos® B + sen?f
cos? o - cos? 3
1
cos? o - cos? 3

= sec? avsec? B.

sec A — tgA

2 =1 2secAtgA + 2tg?A.
sec A+ tgA secAtgd+2te

Problema 1.8. Provar a identidade

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis é R — {2 + k| ke Z}. Uma ideia razodvel é utilizar

a expressao da secante e da tangente em termos do seno e do cosseno e simplificar a
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expressao no lado esquerdo. Assim,

1 senA 1 — send

sec A — tgA _cosA  cosA _ _cosA _L1— send (5.4)
sec A + tgA 1 senA 1+ sendA 1+ send’ ’
cosA  cosA cos A

1 — send

1+ senA
da identidade proposta, 1 — 2sec AtgA + 2tg?A?

O que fazer com a fracao , aparentemente tao diferente do membro da direita

Uma agao possivel é multiplicar numerador e denominador por 1 — senA, parecido com o
processo algébrico de multiplicar pela expressao conjugada do denominador. No denomina-
dor ficaria 1 — sen?A = cos? A. Isso parece conveniente, pois no lado direito da identidade
a provar ha as fungoes secante e tangente, que ao transformaé-las em senos e cossenos

apresentam a funcao cosseno no seu denominador. Executemos:

1 —senA (1— senA)(1— send) (1— senA)? 1 —2senA+ sen’*A
1+ send  (1+ senA)(1 — send) 1 — sen24 cos? A '

Agora, para retomar as funcoes sec A, tgA e tgZA, decompomos a fracdo acima numa

soma de trés fragoes:

1 —2send + sen?4 1 1 senA  sen?A

2 2
= —2. . = A—2sec AtgA+ tg=A.
cos? A cos? A cosA cosA  cos?A hec secAtgAT 18

A 1ltima expressao ficou muito préxima da procurada 1 — 2sec AtgA + 2tg?A! O que
falta? Encontrar o 1 e o coeficiente 2 da tgA. Como conseguir isso? No nosso auxilio vem

a identidade 1 + tg%z = sec? z. Assim,

sec’ A — 2sec AtgA + tg®A = (1 + tg®A) — 2sec AtgA + tg®A
=1 —2sec AtgA + 2tg*A.

Esta provada a identidade proposta.

Talvez alguns alunos se perguntem o que fazer se nao aparecer a ideia de multiplicar e
dividir por 1 — senA? Um recurso é tentar transformar o membro da direita da identidade
a ser provada na expressao 5.4 e, por transitividade, estaria provada a identidade proposta.

Talvez, alguns considerem essa solu¢gao menos elegante. Mas, é uma solucao!

1 senA N sen?A _ 1—2senA+ sen?A
cos? A cosA cosA  cos? A cos? A

sec? A — 2sec AtgA + tg?A =

(1 — senA)® (1 — send)(1— send) 1 — senA

1—sen2A (1 + senA)(1 — senA) " 1+ send’ (5:5)

A identidade segue imediatamente de (5.4) e (5.5).
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Problema 1.9. Provar a identidade

1 1 1 1

secr — tgr cosx cosx secw + tgr

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:
O conjunto dos valores admissiveis é R — {;T +kr|ke Z}. Reescrevendo a expressao a

ser provada, devemos mostrar que:

1 1 2

+ .
secx — tgx  secx + tgr  cosx

Como os denominadores do lado esquerdo sao a soma e a diferenca de dois fatores, ao efetuar
a soma dessas duas fragoes, aparecera no denominador a diferenca entre os quadrados dos

dois termos, o que vai poder ser simplificado. Deste modo,

1 1 _ secr + tgr +secx — tgr  2secx 2

secx — tgr  secx + tgx N sec2x — tglx 1 cosz

Assim, estd provada a identidade.

Problema I.10. Provar a identidade

(sec A+ tgA —1)(sec A — tgA+1) —2tgA = 0.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis é R — {2 +km| ke Z}. Mostramos aos alunos que no
lado esquerdo da identidade temos o produto de dois termos, que pode ser transformado

no produto da soma pela diferenca:

[sec A+ (tgA —1)] - [sec A — (tgA — 1)] — 2tgA = sec® A — (tgA — 1)? — 2tgA
=sec? A — tgA +2tgA — 1 — 2tgA
=sec? A — tgA—1
=sec® A — (tg?A+1)

=sec? A —sec? A=0.

Assim, esta provada a identidade.
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Problema I1.11. Se
(sec A+ tgA) - (sec B+ tgB)- (sec C' + tgC) = (sec A— tgA)- (sec B— tgB) - (sec C' — tgC)

mostre que cada lado da igualdade ¢é igual a £1.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {;T + k| ke Z}. Mostramos aos alunos que
de um lado temos o produto de trés somas e do outro o produto de trés diferencas, de
parcelas iguais, se conseguirmos multiplicar um lado pelo outro da igualdade conseguimos
o quadrado da diferenca. Para facilitar os cédlculos, sugerimos aos alunos chamar cada

lado de z e y, e assim temos que x = y. Multiplicando por z ambos os lados, ficamos com

2% = zy , entdo:

2% = [(sec A+ tgA) - (sec B + tgB) - (sec C + tgC)]?
ry = (sec? A — tg®A) - (sec’® B — tg’B) - (sec? C — tg2C).

Como sec? o — tg2a =1,

P=ry=2'=1=zc==41

Assim,

x = (sec A+ tgA) - (sec B+ tgB) - (secC' + tgC) = £1

y = (sec A — tgA) - (sec B — tgB) - (secC' — tgC) = £1

Problema 1.12. Se
(14 senA) - (14 senB) - (1+ senC) = (1 — send) - (1 — senB) - (1 — senC)
mostre que cada lado é igual a + cos Acos BcosC' .
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)
SOLUCAO:
Analogamente ao caso anterior, z = y = 22 = zy. Segue que

2? = 1y = (14 senA) - (1 — senA) - (1+ senB) - (1 — senB) - (1 + senC) - (1 — senC)
= (1 — sen?4) - (1 — sen’B) - (1 — sen®C)

= cos’ A-cos® B - cos® C.
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Logo,

z==4Vcos2A-cos?B-cos?C =+cosA-cosB-cosC =y.

Problema 1.13. Seja f(6) = sen(6)(senfd + sen3d) . Entao f(6)
a) > 0 sé quando 6 > 0

b) <0VHeR

c)>0VOheR

d) <0 s6 quando 6 <0
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O dominio de f(f) é R. Lembramos aos alunos que o produto senasenf aparece na

expressao do cosseno de a + 3 e que da relacdo que liga fungées de um argumento a

funcoes de argumento duplo sen?

cos(36 + 0):

a = 3(1 — cos2a), entdo vamos calcular cos(30 + 6) e

cos(36 + 0) = cos 460 = cos 30 cos § — sen36 send (5.6)

cos(30 — 0) = cos 20 = cos 36 cos 6 + sen36 send (5.7)
Multiplicando (5.6) por (-1) e somando com (5.7), obtemos
cos 20 — cos 40 = cos 30 cos 0 + sen36 senf) — cos 30 cos 0 + sen3f send

cos 20 — cos 460 = 2 sen3f send
1
sen3f send = i(COS 20 — cos 40)

Substituindo na expressao de f(6):

f(0) = sen®@ + senf) sen30

1 1
5(1 — cos 20) + 5 —(cos 20 — cos 46)
1
=3 [(1 — cos26) + cos 260 — cos 40)]
1
=3 (1 — cos40)
1
=3 sen®20)

4( b

A fungao f(f) s6 vai assumir valores > 0V § € R. Assim, a resposta correta ¢ a letra

t3 — 1 ts — 1t
Problema I.14. Se t, = sen™f + cos™ #, entao 3 " A " 7
1 3
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

3
O conjunto dos valores admissiveis é R — {4 + k| ke Z}. Para facilitar, vamos desen-
l3—1t5 15 —17
e

1 3

volver os termos , separadamente, e provar que sao iguais. Entao,

ts —ts  sen®d + cos® 6 — (sen®f + cos® )
t senf) + cos 0
sen®0(1 — sen?f) + cos® (1 — cos® )
senf) 4 cos ¢
sen®d cos? 6 + cos® f sen?d

senf -+ cos @
sen?6 cos® @ senf + sen?6 cos? 0 cos

senf) + cos ¢
sen?6 cos? O( send + cos )

senf + cos 0

Como o termo senf + cosf # 0, pode ser efetuada a simplificagao, resultando em:

t3 — 15
ty

= sen’6 cos® 4.

ts —t;  sen®d + cos® 6 — (sen’d + cos” )
t3 sen36 + cos? 0
sen®f(1 — sen?d) + cos® H(1 — cos? §)
sen3d + cos? 0
sen’ cos? f 4 cos® 0 sen?0
sen36 + cos? 0
sen?d cos? 0 sen®d + sen?d cos? 6 cos® 0

senf + cos 0
sen?6 cos? O( sen6 + cos® 6)
sen3d + cos? 0

Também poderemos simplificar sen3f + cos® §, pois sempre serd # 0, logo:

ts — 1
5T — sen®(cos?
ts
t3 — 5 2 2 ts —ty 2 2
Chegamos aos resultados = sen®fcos” 0 e " = sen“f cos” . Logo, por
1 3
ts — ¢ ts — 1
transitividade, 3 5 _5_ 7
1 t3
1 — senA

Problema 1.15. Comprovar a identidade =sec A — tgA.

1+ senA
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {2 + k| ke Z}. Primeiramente, devemos
chamar a atencao dos alunos para o fato de que a identidade a ser comprovada sé sera
valida quando 1 + senA # 0, ou seja, senA # —1. Mas isso ja foi determinado pela

restricao definida para o dominio.

Os termos do radicando precisam ser transformados, para que se possa eliminar a raiz

quadrada:

/1 —senA | (1— senA)(l— senAd) \/(1 — send)® \/(1 — send)?

1+ senA \ (1+ senA)(1 — send) | 1— sen24 cos? A
~1l—send 1 senA
T cosA  cosA  cosA

=sec A — tgA,

ficando comprovada a identidade para senA # —1.

/1 A
Problema 1.16. Comprovar a identidade 1+COSA = cosecA + cotgA.
— Cos

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R—{kr | k € Z}. Analogamente ao problema anterior,
serd necessario que cos A # 1, ja determinado na restricdo do dominio. Transformando os

termos do radicando para que se possa eliminar a raiz quadrada, temos

[14+cosA | (1+cosA)(1+cosA) \/(1+COSA)2 _ \/(1 + cos A)?

1—cosA \(1—-cosA)(l+cosA) | 1—cos2A sen?A
_l+cosA 1 cos A
" senA  sendA  send

= cosecA + cotgA,

ficando comprovada a identidade para cos A # 1.

Problema 1.17. Se senf + sen?d = 1, entdo prove que

cos 0 +3cos'® 4+ 3cos®§ + cos® 9 — 1 = 0.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:
O dado do problema equivale a senf) = 1 — sen?f, ou seja,

senf) = cos” 0. (5.8)
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Reescrevendo a expressao que devemos provar, obtemos

cos® 0(cos® 6 + 3cos’ O +3cos’ +1) — 1 = 0.

Devemos lembrar aos alunos que a expressao entre parénteses ¢ o cubo da soma entre
cos?d e 1, logo
cos®f(cos® 0 +1)> — 1 = 0.

Substituindo (5.8), resulta,
sen®f(senfd + 1)° — 1 = [senf(senf + 1)]* — 1 = (senf + sen’)® —1=1°> —1 =0,

ficando comprovada a identidade.

Problema 1.18. Comprovar a identidade sec? A(1 — senA) — 2tg?A = 1.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis é R — {2 +kr| ke Z}. Substituindo a secante e a

tangente pelas relacoes equivalentes com seno e cosseno:

2 2
C0514A(1 — sen®A)(1 + sen?A) — 2§§;j Il cos? A(1 + sen’A) — 255:2j
1+ sen®?A — 2sen’A 11— sen?A
B cos? A - cos?A
_cost Ay
cos? A ’

ficando comprovada a identidade, para cos A # 0.

Problema 1.19. Comprovar as igualdades tg?A — sen?A = sen*Asec? A = tgZAsen?A.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis é R — { +km| ke Z}. Neste problema temos duas
igualdades a serem demonstradas. Novamente, substituindo a secante e a tangente pelas

relagoes equivalentes com seno e cosseno. Desse modo,

sen?A N sen?A — sen?Acos’ A sen?A(1 — cos? A)
— sen“A = —
cos? A cos? A cos? A
sen’Asen?A  sen*A A N
= 5 = ——— = sen Asec” A,

cos? A cos? A

tg®A — sen’A =
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ficando comprovada a primeira igualdade, para cos A # 0.

Por outro lado,

1

sen*Asec? A = sen’A senQAi2
cos? A

= senAtg?A,

ficando comprovada a segunda igualdade, para cos A # 0.

cotgA + tgB

= cotgAtgB.
cotgB + tgA coreate

Problema 1.20. Comprovar a identidade

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis ¢ A, B € R— {2 | k € Z}. Mais uma vez, substituindo
a secante e a tangente pelas relagoes equivalentes com seno e cosseno, temos

cos A senB cos Acos B 4+ senAsenB

cotgA+ tgB _ senA + cosB _ senA cos B
cotgB + tgA  cos B N senA ~ cos Acos B + senAsenB

senB  cos A senB cos A
oS Acos B 4 senAsenB senB cos A B senB cos A
N senA cos B cos Acos B + senAsenB  senA cos B

cosA senB
= . = cotgAtgB,
senAd cos B 8416

ficando comprovada a igualdade, para senA, senB, cos A, cos B # 0.

Problema I.21. Comprovar a identidade ( senA +cos A)(tgA + cotgA) = sec A+ cosecA.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

km
O conjunto dos valores admissiveis é R — {2 | k € Z}. Substituindo as fungoes trigono-

métricas pelas relagbes com seno e cosseno, temos

A A
(senA + cos A)(tgA + cotgA) = (send + cos A) (Sen cos )

cos A senA
sen’A + cos® A
cos AsenA
1

cos AsenA
senA cos A 1 1

cos AsenA  cos AsenA cosA  senA
= sec A + cosecA,

= (senA + cos A) (

= (senA +cos A) -
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ficando comprovada a igualdade, para senA, cos A # 0.

A A— Asec A
Problema 1.22. Comprovar a identidade €08 A cosec SenAsee A cosecA — sec A.
cos A + senA

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {{k; | k€ Z} U {31' +krm|ke Z}} Substi-

tuindo as fungdes trigonométricas pelas relagoes com seno e cosseno, resulta que

1 cos®? A — sen’A
cos AcosecA — senAsec A cos A send senA cosA _ _ senAcosA
cos A + senA cos A + senA cos A + senA
~ (cos A — senA)(cos A+ senA) 1
N senA cos A cos A + senA
_cosA—senA  cosA senA
N slenA cos /il " senAcosA  senAcos A

= — = cosecA —sec A
senA  cos A ’

ficando comprovada a igualdade, para senA,cos A # 0 e senA # — cos A.

Problema 1.23. Comprovar a identidade (1 + cotgA — cosecA)(1l + tgA —sec A) = 2.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis é R — {; | k€ Z}. Substituindo as fungoes trigono-

métricas pelas relagdes com seno e cosseno, temos

senA  senA cosA  cosA
B (senA—{—cosA— 1) (COSA+ senA + 1)

A 1 A 1
(14 cotgA — cosecA)(1 + tgA —sec A) = (1 4 & > (1 4 Ay >

senA cos A
(senA + cos A)? — 1
N senA cos A
sen?A + cos? A4 2senAcos A — 1
senA cos A
_ 1+2senAcosA—1 2senAcosA
N senA cos A "~ senAcos A

ficando comprovada a igualdade, para senA, cos A # 0.

Problema I.24. Comprovar a identidade ( cosec — senf)(sec 6 — cos 0)( tgf — cotg) = 1.
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

: o km " .
O conjunto dos valores admissiveis é R — - | k € Z ;. Reescrevendo a expressao, substi-

tuindo as fungoes trigonométricas pelas relagdes com seno e cosseno, resulta que

(1 B n@)(l _ 9) sen0+cose B
send > cos o8 cos senf )

(11— sen?f\ [ 1 — cos® 6 sen?f + cos? 0
N senf cos sené cos 6

cos? @ sen30 1 sen?f cos? 6

Y

" senf  cosO senfcosf  sen20cos2f
ficando comprovada a igualdade, para senf, cos 6 # 0.

tgA+secA—1 1+ senA
tgA —secA+1  cosA

Problema 1.25. Comprovar a identidade

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R— {;T +kr|ke Z}. Utilizando a identidade notéavel
sec? A — tg?A = 1, obtemos

tgA+secA—1  tgA+sec A— (sec® A — tg?A)

tgA —secA+1 tgA —sec A+ 1
_ tgA+secA— (sec A+ tgA)(sec A — tgA)
B tgA —secA+1
(tgA —sec A)(1 —sec A+ tgA)
tgA —secA+1 g4 o sec
B senA+ I 1+ senA
cosA  cosA  cosA
ficando comprovada a igualdade, para cos A # 0.
tg20 0—1 1 — senf
Problema 1.26. Comprovar a identidade cotgf(sec ) — sec2 —
1+ senf 1+ sech

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis é R — > | k € Z ;. Para este problema sugerimos

utilizar uma identidade notéavel, ja que temos um termo elevado ao quadrado. Entao,
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vamos multiplicar e dividir o lado esquerdo da igualdade por sec @ + 1, para surgir o termo

secante ao quadrado. Sendo assim,

cotg’f(secl — 1) secf+1  cotg®f(sec®d — 1)
1+ send secf+1 (14 senf)(secO + 1)
cotg?0 tg%0
(1+ senf)(1 +sect)

Lembrando que o produto de duas fungoes trigonométricas reciprocas é igual a 1, temos

cotg?f(sech — 1) 1 1 — senf 1 1 — send
1 + senf " (1+ send)(1 +sech) 1— senf 1+ sech " 1— sen?d

1 1 — senf 1 1 — senf 51— send

" 1+secl  cos2f :C0829.1+SGC9:SGC9.14—8609’

ficando comprovada a igualdade, para senf) £ +1, cos # —1 e cos 6, senf # 0.

1—t 1
Problema 1.27. Comprovar a identidade sec + gr _ 1 COSQj.

tgr —secx +1  senx

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — - | k€ Z}. Utilizando o mesmo raciocinio do

problema anterior, multiplicamos e dividimos o lado esquerdo da identidade pelo termo

conjugado do numerador, para obtermos a diferenca dos quadrados. Assim,

secx +1— tgr secwx+ 1+ tgr  (secx + 1)? — tg’x

tgr —secx + 1 secx + 1+ tgr  (tgr +1)2 —secx
_ sec’z +2secx +1— tg’s
tg?r 4+ 2tgr 4+ 1 —sec?x
(sec?x — tg®x) +2secx+1 1+ 2secx+1

© (tg?z —sec?z) +2tgr +1  —1+2tgr+1
+1
_ 2secx + 2 _secx + 1  cosz
2tgw tgw SCLT
cos T
14 cosz
cosr  _ 1+ cosz cosr 1+ cosx
SCILL cos T senx senx
cos T
ficando comprovada a igualdade, para senx,cosz # 0.
cos A senA
Problema 1.28. Comprovar a identidade - = senA + cos A.

1— tgA + 1 — cotgA

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)
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SOLUCAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {{; | ke Z} U {Z + k| ke Z}} Substi-

tuindo as fungoes trigonométricas pelas relagoes com seno e cosseno, obtemos

cos A senA cos A senA cos A senA
1— tgA T 1 — cotgA - 1 senA t B cosA ~ cos A — senA t senA — cos A
cos A senA cos A senA
B cos A senA B cos? A sen?A4
~ cosA—senA  cosA—senAd  cosA— senA cos A — senA
, cos A , senA
cos* A — sen“A cos A — senA)(cos A + senA
T TcosA— send ( cos A )—( senA ) = cos A+ send,

ficando comprovada a igualdade, para senA,cos A # 0 e senA # cos A.

tgA cotgA

= A A+ 1.
1—cotgA+1—tgA sec A cosecA +

Problema 1.29. Comprovar a identidade
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {{k; | ke Z} U {Z + k| ke Z}} Substi-

tuindo as fungoes trigonométricas pelas relagoes com seno e cosseno:

senA cos A senA cos A
tgA 4 cotgd  cosA L _senA  _ cos A senA
1 — cotgA 1— tgA 1 cos A 1 senA  senAd —cosA  cos A — send
senA cos A senA cos A
sen?A cos? A

cos A(senA —cos A)  senA(senA — cos A)
sen®A — cos® A
senA cos A(senA — cos A)’

Utilizando a expressao algébrica para a diferenga entre os cubos

a® —b* = (a —b)* + 3a*b — 3ab? = (a — b)* + 3ab(a — b),

obtemos
tgA cotgA sen®A — cos® A
1 — cotgA  1— tgA  senAcos A(senA — cos A)
(senA — cos A)? + 3senA cos A(senA — cos A)
senA cos A(senA — cos A)

_ (senA — cos A)? L3 sen?A + cos? A — 2senA cos A 43
a senA cos A N senA cos A
1 —2senAcos A+ 3sendAcos A 1+ sendcos A
a senA cos A ~ senAcos A
1

= onAcos A + 1 = cosecAsec A+ 1,
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comprovando a identidade, para senA,cos A # 0 e senA # cos A.

Problema 1.30. Comprovar a identidade

(sena + coseca)® + (cosa +seca)? = tg’a + cotg’a + 7.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

7r
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — - | k € Z ;. Desenvolvendo os quadrados da

soma e utilizando as rela¢oes entre as fungoes trigonométricas e seno e cosseno, obtemos

(sena+ coseca)2+(cos a—+sec oz)2 = sen’a+2 sena coseca+ cosec’at-cos? a2 cos a sec a-+sec? a

+ cosec’a + sec? a

+ 2cos «
seno cos «

=1+2+2+ (1 + cotg’a) + (1 + tg’a) = cotg’a + tg’a + 7,

= (sen’a + cos® a) + 2sena

comprovando a identidade, para senca,cosa # 0.

Problema 1.31. Comprovar a identidade

sec A cosecA

(1 + cotgA + tgA)(send —cos A) = cosec2A  sec2? A

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

km
O conjunto dos valores admissiveis é R — {2 | k€ Z}. Reescrevendo o primeiro termo

do lado esquerdo da igualdade, em termos de seno e cosseno, obtemos

senA cos A + cos? A + sen?A
senA cos A

(14 cotgA + tgA)(senA — cos A) = ( ) (senA — cos A)

sen?A cos A + cos? AsenA + sen®A — cos? AsenA — cos® A — sen?Acos A

senA cos A
sen®A —cos® A sen’A  cos? A 1 2 4 1 2 4 sec A cosecA
= = — = sen“A— ——cos” A = —
senA cos A cos A senA cos A senA cosec2A  sec? A’

comprovando a identidade, desde que senA,cos A # 0.

Problema 1.32. Comprovar a identidade

(sec A — cosecA)(1 + tgA + cotgA) = tgAsec A — cotgA cosecA.
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

km
O conjunto dos valores admissiveis é R — {2 | k€ Z}. Substituindo as funcgoes trigono-

métricas pelas relagoes com seno e cosseno, resulta que

1 1 senA cos A
A— A)(1 A A) = — 1
(sec cosecA)(1 + tgd + cotgA) <COSA senA) ( + cos A * senA>

(senA — cos A)(senA cos A + sen?A + cos® A)
senA cos A '

Utilizando a relagdo encontrada no problema anterior, temos que
(senA — cos A)(senA cos A + sen®A + cos® A) = sen® A — cos® A.

A identidade fica,

A —cos® A ZA ZA
(sec A — cosecA)(1 + tgA + cotgA) = >en cos A _ X cos

senA cos A cos A senA
senA cos A
= senA — cos A
cos A senA

= tgAcosecA — cotgAsec A,

comprovando a identidade, para senA,cos A # 0.

Problema 1.33. Comprovar a identidade

2send tgf(1 — tgf) + 2senfsec’  2send
(1+ tgh)? C 14 tgfd

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {{;T +kn|ke Z} U {32 +kr|ke Z}} Des-
tacando no lado esquerdo da identidade 2senf as fungoes trigonométricas pelas relagoes
COIM Seno e Cosseno:
2senf tgf(1 — tgh) + 2senfsec’d  2send [tgh(1 — tgh) + sec? 0]
(1+ tgh)? B (1+ tgh)?

 2senf(tgh — tg®d 4 sec® 0)

B (1+ tgh)?

~ 2senf(1+ tgf))  2send

(T tgh)?2 14 tgd’

comprovando a identidade, para cos A # 0 e senA # — cos A.

Problema 1.34. Comprovar a identidade

(tgh + cosece)? — (cotgep + sec)? = 2tgh cotgep( cosech + sec ¢).
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:
km

O conjunto dos valores admissiveis é 6, p € R— 5 | k€ Z}. Desenvolvendo os quadrados

da soma, e depois utilizando as identidades notaveis, obtemos:

(tgh + cosece)? — (cotged + sec)? =

= tg?0 + 2 coseco tgh + cosec’p — (cotgd — 2 cotge sec b + sec? )
= (cosec’¢ — cotg?p) — (sec? ) — tgf) + 2 cosecp tgh + 2 cotgg sec b
coseco  sec 9)

cotgop tgl
1  sen¢ 1 cost 1 1
= 2tgl cot = 2tgl cot
g cotee ( seng cos ¢ * cos 0 sen@) g0 cotgg (cosgb + sengb)

= 2tgf cotgp( cosecl + sec @),

=1— 1+ 2cosecotgh + 2 cotgp sec = 2tgh cotgep (

comprovando a identidade, desde que cos @, senfl, cos ¢, sen¢ # 0.

Problema 1.35. Comprovar a identidade

1+ senf — cosé 2 B 1 —cosb
1+ senf +cosf) 1+ cosh

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

Os valores admissiveis sao todos os nimeros reais, menos aqueles que anulam 1+ senf+cos 6

e 1+ cos 6. Desenvolvendo os quadrados, obtemos:

1+ senf — cosf\’ (14 senf)* —2cos (1 + senf) + cos®f
<1 + senf + cosé’) ~ (14 senf)? + 2cosf(1 + senf) + cos? 0
14 sen®d + 2senf — 2cos §(1 + send) + cos®§
~ 1+ sen20 + 2senf + 2cosf(1 + send) + cos? §
2+ 2senf — 2cosf(1 + send)  2(1 + senfl) — 2cosf(1 + send)

2+ 2senf +2cos (1 + send)  2(1 + send) + 2cosf(1 + send)
2(14 senf)(1 —cos#) 1 —cosf
2(1 + senfd)(1+cos) 1+ cosf’

comprovando a identidade, para cosf, senf # —1.

2 senf) 1 —cosf 0
Problema 1.36. Se S =y, entao cosu+ sen
1+ senf

também é y.
14 cos@ + senf y
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

Rearrumando a expressao que devemos provar, e multiplicando e dividindo pelo termo

necessario para resultar numa diferenca de quadrados no numerador, obtemos:

1+ senf —cos® 1+ senf —cosf 1+ senf +cosf (1 + senf)? — cos? 0
1+senf 1+ senf 1+ senf+cosf  (1+ send)(1+ send + cos6)
(1+ send)® — (1 — senf)* (14 senf)?* — (14 send)(1 — send)
~ (1 + senf)(1 + send + cosf) (1 + send)(1 + senf + cosf)
_ (14 senf)[1 + senf — (1 — senf))] 2send B
(14 senf)(1 + senf +cosf) 1+ send + cosf —

desde que senf # —1 e senf 4 cosf # —1.

Problema 1.37. Comprovar a identidade

1 1 ) ) 1 — sen?a cos? a
sen®a cos® a =

+ .
sec2a — cos? v cosec?a — sen?q 2 + sen?a cos?

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

Os valores admissiveis sao todos os niimeros reais, menos aqueles que anulam sec? o —cos? a,

cosec’a — sena e 2 + sen’acos? a. Desenvolvendo o lado esquerdo F da identidade,

obtemos:
1 1
E = 1 +—7 sen’a cos® a
5— — cos? 5~ — sen’a
cos? sen’q
1 1 ) N cos? o sen’a ) )
= — + — | sen“acos®a = Tt T | sen“acos” a
l1—cos*a 1-— sen*« 1 —cos*a 1— sen*a
cos? a sen?q
cos? o N sen’cy ) N
= sen”a cos” «
(1 —cos?a)(l+cos?a) (1 — sen?a)(1+ sen?a)
cos? o sen’a . )
= 2 5 N T T 5 sen”«a cos” «
sen?a(l +cos?a)  cos? a1l + sen?«)
cost a sen'a cos* a(1 + sen’a) 4+ sen*a(1 + cos? o)
1+cos?a 1+ sen« (1 4+ cos?a)(1 + sen2a)
cos? v + sen?a cos? v + sen*ar + sena cos® a

1 + cos? a + sen?a + sen?a cos? «
(cos? a + sen’a) + sena cos? a(cos? a + sen’a)

2 + sen?a cos? a
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(cos* a + sen*a) + sen?acos’a (cos® a+ sen?a)? — 2sen®a cos? o + sen®a cos? «
2 + senacos? « 2 + senacos? o
1 — sen’acos® o

2 + sen2acos?a’

comprovando a identidade.

Problema 1.38. Comprovar a identidade

(cosect — sec 0)( cotgh — tgh) = (cosect + sec 0)(sec O cosect) — 2).
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:
k+1

O conjunto dos valores admissiveis é 0, ¢ € R — | ke Z}. Efetuando o produto,

com as fungoes trigonométricas substituidas pelas relagoes com seno e cosseno:

1 1
(cosect) — sec ) ( cotgd — tgt) = < > (COSQ SenG)

senf  cosf senf  cos6

~ cost — senf cos®0 — sen®d  cosf — senf (cosf — senf)(cosf + senf)

senfcos  senfcosf  senfcosf senf) cos
_ (cos® — senf)? cosf+ senf  cos® 0 + sen®d — 2senf cos O ( 1 1 )
~ senfcosd senfcosf senf cos 6 senfl  cost
1 — 2senf cos 6 1
g p— (cosectl + sech) ( g y— ) (cosectl + sec )
1 1
< ol cosd > (cosect + sec ) = (cosech sec @ — 2)( cosect + sec ),

ficando comprovada a identidade, para senf, cosf # 0.

Problema 1.39. Se tgA + senA = m e tgA — send = n,

entao mostre que m? — n? = 4/mn.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {;T + k| ke Z}. Utilizando a diferenca dos

quadrados:

m? —n?= (m+n)(m—n) = (tgA + senA + tgA — senAd)(tgA + send — tgA + senA)
= 2tgA - 2senA = 4tgAsenA.
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Calculando 4v/mn:

sen?A

4y/mn = 4,/(tgA A)(tgA — senA) = 44/ tg?A — 2A:4\/
m \/( gA + senA)(tg senA) \/ g sen o A

1 1 —cos’A sen?A
= 4senA\/E = 4senA oA = 4senA o A

= 4senAy/ tg?A = 4senAtgA,

— sen?A

comprovando a igualdade, desde que cos A # 0.

Problema 1.40. Se cosz + senz = /2 cos x, prove que cosz — senz = /2 senz.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é z € R | = € [0, 7]. Segue da hipdtese as seguintes
equivaléncias:
(cosx + senz)? = (V2cosx)?

2p = 2cos® x

& cos? x4 2senz cos ¢ + sen
& 1+ 2senzcosx = 2(1 — sen’z)
& 14 2senzcosx = 2 — 2sen’x
& 2sen’zr = 1 — 2senz cos
& 2sen’s = 1 — 2senz cos © + cos’x + sen’z — 1
& 2sen’y = (cosr — senw)?

& v/2senxr = cosx — sent,

provando a identidade, para x € R | x € [0, 7].

Problema 1.41. Se 3senf + 5cosf = 5, mostre que 5senfl — 3 cos = £3.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)
SOLUCAO: Usando a hipétese, temos:

(3senf + 5cos)? = 25

< 9sen’d + 30send cos + 25 cos® = 25

& 9(1 — cos® ) + 30send cos  + 25(1 — sen®d) = 25
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& 9 —9cos? 0 + 30senf cos f + 25 — 25 sen?d = 25
& 9 = 9cos? § + 25send — 30 send cos
& (5senf — 3cosf)* =9
< Hsenf) — 3cosf = £3,

provando a identidade.

Problema 1.42. Se acosf + bsenf = p, asenf — bcos = ¢ mostre que a? + b> = p? + ¢°.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO: Calculando os valores de p? e ¢?, temos:
p* = (acosf + bsend)? = a” cos® O + 2absend cos O + b* send

¢* = (asenf — bcos)? = a®sen?d — 2absend cos 6 + b* cos? 6.

Entao
p? + ¢® = a® cos® 0 + b? sen’6 + a® sen?6 + b cos? 4
= a*(cos? § + sen?d) + b*(cos? 0 + sen®d) = a® + b7,

provando a identidade.

Problema 1.43. Se acosf — bsenf = ¢, mostre que asenfl + bcos = +v/a? + b — 2.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO: Como acos® — bsenf = ¢, entdo:

(acos® — bsenf)? = ¢?

a® cos? 0 — 2absend cos O + b? sen’d = ¢

2
a®(1 — sen®d) + b*(1 — cos? @) — 2absenf cos ) = ¢*
a® — a?sen’d + b* — b? cos®  — 2absenf cos § = ¢
a® 4 b* — ¢ = a*sen’d + 2absend cos O + b? cos? 0
a® 4+ b* — ¢ = (asenf + bcos 6)?
a? + b2 — c2 = (asend + bcos® ),

provando a identidade.

Problema 1.44. Se tg?0 = (1 — ¢?), prove que sec + tg30 cosec = (2 — e?)3/2.
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis é R — {; | k € Z}. Utilizando a hipétese:

1—e? = tg%) =

1+1—e?=1+ tg?f =sec’) =

(
(
(

(2~

2 —

l\D

62>3/2 = (sec2 0) 2 =sec’ ) —=

3/2
2)¥2 _ secf + tg>0 cosech,

3/2
62> 2 secfsec’ ) = sec (1 + tg20) —
3/2 1 20
62) / = sec ) + sec 0 tg*0 = secl + no
cosf cos? 0

provando a identidade, desde que cos, senf # 0.

Problema 1.45. Se senf = m

2 2

m?2 + n?

= secl +

1 sen?f send

cosf cos2 0 senb

, determine os valores de tgf, secf e cosecf.

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {2 | k€ Z}. Utilizando as relacoes trigonomé-

tricas, obtemos:

Problema 1.46. Se tgh =

20 +1

9 1 m? + n?
cosect) = =
senff  m?2 — n?
tol) — send B senf B m2 —n? 1
& cost /1 — sen2 m2+n2 : m? —n2\ 2
m2 + n?
_m?—n? 1
- m2 + n2 (m2 T+ n2)2 — (mQ _ n2)2
(m? 4+ n?)?
_m?—n? m? + n? ~m?—n*  m?—n?
m2+n? Vmt+2m2n2 +nt —mt 4+ 2m2n2 —nt  Vdm?2n? 2mn
0 1 tgd  m%Z-—n? mi+n® m?4+n?
sec = = = . = )
cos 0 senf 2mn m?2 —n? 2mn
2z(x + 1)

, determine senf e cos .
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

Construindo um tridangulo ABC, reto em B, entao as medidas dos catetos serao: AB = 2x+1

e BC' = 2z(x + 1). Calculando a hipotenusa AC:

AC = /(22 + 12 + [20(z + 1)]? = VA2? + dz + 1+ 427 1 823 + 4a?

:\/4x4+81:3+81:2+4x+1:\/(2x2+2x+1)2:2x2+2x+1.

Assim,
BC 2¢(x +1)
senf = =
AC 222+ 2x+1
e
AB 20+ 1
cosf =

AC T 227422+ 1
provando a identidade.

2
Problema 1.47. Se cosf = 173: encontre os valores de tg# e cosect.

+ 22’

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

km
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — - | k€ Z}. Primeiro calculamos o valor de

senf, que vai ser necessario para o calculo dos outros valores:

s = VT o010 = 1 - (2 = [T Cof

14 22 1422

B 1+ a? (14222 14 22

_\/1+2x2+x4—4x2 (@ =2 1-2a?

senf 1—22 1+4+22 1—22
cosf 14 z2 2x 2x
1 142

sen 1 —z?’

cosecl =

desde que = # +1 e x # 0.

1 1
Problema 1.48. Se secx =p + e entao secx + tgr = 2p ou %0
P p

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)
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SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {;T +kr| ke Z}. Substituindo o valor de secx

na identidade:

2
1 1
secx + tgx:secx—l—\/sec?x— =p++¢<p+> -1
P

4 4p
1 Ap? +1\° 1 16p* + 8p% + 1 — 16p?
=p+ -+ < )—1:p+—|—
4p J 4p 4p (4p)?
1 1 11
=p+ —+ —/(Up? =12 =p+ —+ —(4p* - 1).
Pt (4p? — 1) P 4p(p )
Entao,
1 1
secr+ tgr=p+—+p——=2p
4p dp
ou,
+t +1 +1 2 _ 1
Secr €r = —_— = - = =
sEEP p T Ty

Problema 1.49. Se sec + tgf = p, obtenha os valores de secf, tgf e senfl, em termos

de p.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {;T + k| ke Z}. Partindo da identidade
sec? f + tg20 = 1, obtemos:

(secl + tgh)(sechd — tgh) =1,

p(sect — tgh) =1,

1
sec — tgh = —.
p

Somando as expressoes secf + tgf e sec — tgh, obtemos:

1
secO + tgh +sech — tgh =p+ ~
p

1

2sec =p+ —

p

[r+3)

sec =

N —
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Subtraindo as expressoes secf + tgf e sec — tgh, obtemos:

1
sect + tgt —sect + tgh = p — —
p

1
2tgd =p — —
D

1 1
tg=—(p— -
w3 (r-1)
Para calcular senf), a partir dos valores de tgf e sec6:

tgf  senf

= cos ) = senf
sec  cosf

e, portanto,

psend —qcost  p®—q°
psenf + gcosf  p2+q?

Problema 1.50. Se tgf = ]2, mostre que
q

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {2 + k| k € Z ;. Dividindo o numerador e o
denominador do lado esquerdo da igualdade por cosf, o que é possivel ja que cosf # 0, e

utilizando o valor tgf = B, temos:
q

psenf — g cos 6 py P’ P’ =
tof) — p ¢ ——q 2 _ 2
cos 6 :p g q: q _ q _ q :p q
psenf + qgcost  ptgh + ¢ P p? PP+¢ pPPtg?
cos p\,)ta T
q q q
dxy

Problema 1.51. A equacao sec? § = 5 € possivel para quaisquer valores de z,y € R?

) ) (z+y) o ,
Se nao, encontre uma relagao entre z e y para fazer que essa equagao seja possivel.

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:
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4
A priori, x # —y para que x + y # 0. Sabemos que sec? § > 1, entdo (fy)Q > 1. Mas,
rTy
dzy 2 2
——=2>1l=(r+y) <doy = (v +y)* — 4oy <0
(z +y)?

— 2+ 2oy +ul —day < 0= 2 — 22y +u* <0 = (z —y)* <0.

Como o lado esquerdo da desigualdade (z — y)? < 0 é um quadrado, entdao niao pode ser

menor que zero, logo (z —y)? = 0. Ora,

Assim, a equagao acima é valida Vx,y € R, x =y, desde que z,y # 0.

Problema 1.52. Se m? + m? + 2mm’cos =1, n®> + n? + 2nn'cosf =1 e

mn +m/'n’ + (mn' + m'n) cos = 0, prove que m? + n? = cosec?d.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO: Reescrevendo as duas primeiras equacoes,temos as seguintes igualdades:
m? 4+ m'? + 2mm/ cos§ + m? cos* § — m?* cos* 4 = 1,

(m’ +mcos0)® +m? —m?cos®0 = 1,
(m’ +mecosf)? +m?*(1 — cos®0) = 1,

(m' +mcos 0)® + m?sen’d = 1,

(m’ +mcosh)? =1 —m?sen’d. (5.9)

Analogamente,
(n' +ncosf)* =1 —n?sen’d. (5.10)

Agora, calculando o produto:
(m' +mcos0)(n’ +ncos®) =m'n' +mn' cos @ +m'ncos + mn cos® 6.
Entao,
(m' +mecos8)(n' +ncos) =m'n’ + (mn’ + m'n) cosf + mn cos® 0. (5.11)
Reescrevendo a terceira equacao do problemas:

(mn' +m/n) cos® = —mn — m'n’. (5.12)
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Substituindo (5.12) em (5.11), obtemos:
(m' +mecos)(n +ncosh) =m'n' —mn —m'n' +mncos?§ = —mn + mncos? 0.

Entao,
(m' +mecos0)(n’ +ncosf) —mn(l — cos* §) = —mn send. (5.13)

Segue de (5.13) que:
(m' 4+ mcos 0)*(n' + ncos§)* = (—mn send)? (5.14)
Substituindo (5.9) e (5.10) em (5.14):
(1 —m?*sen?0) (1 — n*sen®d)) = m*n*send,
1 —m?sen?d — n? sen?0 + m?n?sen’d = m*n? sen’6,

1 — (m*+n?)sen’d = 0 = (m® +n?)sen’) = 1,

e
1
2 2\ 2 2\ _ 2
(m*+n°) = g (m* +n®) = cosec0,
provando a identidade.
Problema 1.53. Se tgh = Pog= 30, (O <0< g), prove que P __9 _ 2¢/p? + ¢2.
q seng  cos ¢

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 317)

SOLUCAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis é {9 eR - {;T | k€ Z}} U {(;5 €eR- {; | k€ Z}}

senff  p . senfl  cost
= =, ou seja, = )
cosf ¢ P q

Das relagoes do triéngulo retangulo:

Como tgf = E, entao
q

senf) = \/7 e cosf = \/7
Entao,
senf  cosf 1 B \l cos*0 + sen?0
P q  VPP+eE P+e

Assim, p = /p? + ¢%®senf e ¢ = /p? + ¢* cos .

Substituindo na equaciao que devemos provar, resulta:

\/7 :;en@ \/7COS 0 \/7 ( senf  cos 9)

Senqﬁ cos ¢

_ \/m senf) cos ¢ — cos@sen¢ _ \/m ‘ sen(f — ¢)
seng cos ¢

seng cos ¢

sen(3¢ — ¢)

seng cos ¢

sengb cos qb

= p2+q2.
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Mas, sen¢ cos ¢ = % sen2o,

p_ 9 _ [a 2'25en(2¢):2/2 2
p°+q sen2¢ p° +q°,

seng cos¢

ficando provada a igualdade.

4 4
1
Problema L.54. Se oo™ + T —, entao:
2 3 5
2
tg’r = -
a) tgx 3
sen®r  cos®uw 1
) S+ -
8 27 125
1
tg’r = —
c) tg’z 3
8 8 2
Q) sen’s | 08°T .
8 27 125
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 317)
SOLUCAO:
Desenvolvendo a equacao e utilizando a identidade fundamental cos?z = 1 — sen?a:
sen4x+cos4a: 1:>3sen4:c+2(:os4x 1:>3 iy 4 9cost s 6
= - = - sen"w cos"x = —
2 3 5 6 5 5

6 6
= 3sen’z + 2(cos’ 7)? = : = 3sen’z + 2(1 — sen’r)? = R

6
— 3sen’z+2—4sen’z+2sen’s = F = 25 sen’r—20 sen’z+4 = 0 = (5sen’r—2)% =0

2
— Hsen’r — 2 =0 = Hsen’s = 2 = sen’z = =
2 3
= (1 — cos® ) :g:>0082x:g
2
sen’z 5 2
:}tz = = = = —,
&%= ot 33
5

Portanto, a resposta correta é a letra "a".

Problema 1.55. Prove que tgl®- tg2° - tg3°®- .- tg89° = 1.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:

Aplicando a férmula de reducao tgf = cotg? — 0, temos que:
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tg89° = cotgl®, tg88° = cotg2® ... tg46° = cotgd4®, entao o produto P fica:
P = tgl°tg2°® - . tg44°tg45° cotgd4® cotgd3d® - - - cotg2° cotgl®, ou seja,
P = (tgl® cotgl®)(tg2° cotg2°) - - - (tgdd® cotgdd®) tgds® =1-1-1---1- tgdh® = 1, ficando

provada a igualdade.

1
Problema 1.56. Prove que sen?5° + sen®10° + sen?15° + - - - + sen?85° 4+ sen?90° = 95

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:

Esta soma tem 18 parcelas, sendo 16 delas entre duplas de angulos complementares e as
parcelas sen?45° e sen?90°.
Como sen90° — a = cosa, sen?5° + sen?85° = sen?5° + cos?5° = 1, temos na soma S
acima 8 somas iguais a 1 mais sen?45° e sen?90°, conforme mostrado abaixo:
S = (sen®5° + sen85°) + (sen®10° + sen?80°) + - - -(sen?40° + sen50°) + sen?45° + sen90°
2
2 1 1
=81+ sen?45° + sen?90° = 8 + <\g_> +1:9+§ :95,

ficando provada a igualdade.
Problema 1.57. Prove que cotgf — cotg2 = cosec26.

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:

T
O conjunto dos valores admissiveis é R— {2 | k € Z}. Substituindo cotangente e cossecante

pelas relagoes com seno e cosseno:

tod to0g — 08 6 cos’f  cosfsen2f —cos20send  sen(20 — 0) senf)
cotgh — co = - = = —
& & senff  sen2d senf sen26 senf sen26 senf sen26
= = cosec26,
sen26

ficando provada a igualdade.

Problema I.58. Prove que tg70° — tg20° = 2tgh0°.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:
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Aplicando a tangente da soma, temos:

o o | opoy _ 1850° + tg20°
tg70° = tg(50° + 20°) = T t50° tg20°"

Segue que,
tg70°(1 — tgh0°tg20°) = tgh0° + tg20°,

ou seja,
tg70° — tg70° tgh0° tg20° = tgh0° + tg20°.

Como tg70° = cotg20°, temos as igualdades,
tg70° — tg50° tg20° cotg20® = tgh0° + tg20°,
tg70° — tgh0° = tgh0° + tg20°,
tg70° — tg20° = 2tg5H0°,
ficando provada a igualdade.
sen(A—B)  sen(B—C) sen(C —A)

Problema 1.59. P -
roblema rove que —— o + ~onB sonC' + senC senA 0

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pig. 326)

SOLUCAO:
O conjunto dos valores admissiveis ¢ A, B,C,D € R — {kr | k € Z}. Reescrevendo a
expressao inicial, obtemos:

sen(A-B) ( sen(B —C)  sen(C A))

senB senC senC sen A
B ( senB cos C' — cos B senC' . senC cos A — cos C senA)

senB senC senC sen A
—senA senB cos C + senA cos B senC' — cos AsenB senC + senA senB cos C

senAsenB senC
senC(senAcos B —cos AsenB)  senAcos B cos AsenB

senA senB senC senA senB senAsenB’

senA senB

Entao,
sen(A—DB) cosB cosA

senAsenB  senB  senA
Verificamos que cada parcela do lado esquerdo da igualdade pode ser escrita como da

= cotgB — cotgA.

forma encontrada para a primeira, ou seja, como a diferenca entre as cotangentes. Assim,

sen(A — B) sen(B — C)+ sen(C' — A)

senAsenB  senBsenC  senC'send

= cotgB— cotgA+ cotgC'— cotg B+ cotg A— cotgC' = 0,

ficando provada a igualdade.

sen(A—B) sen(B—C) sen(C — A)
Problema 1.60. P =0
roblema Ve dl® s Acos B * cos B cos C * cosC cos A
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:
O conjunto dos valores admissiveis é A, B,C, D € R — {;r + k| ke Z}. Analogamente

ao exercicio anterior:

smm—B)_«gmB—m+@mw—A»

cos Acos B - cos BcosC cos(C cos A
B ( senB cos C' — cos B senC n senC cos A — cos C senA)

cos BcosC cosC cos A
—cos AsenB cos C 4+ cos A cos BsenC — cos A cos BsenC + send cos B cosC

cos A cos BcosC

senB senC  senC  senA
= — — = —tgA + teC — tgC + tgB.
cos B + cosC cosC + cos A gA+ g gt + te

Entao,
sen(A — B)

= tgd — tgB.
cos Acos B & &

Aplicando na igualdade inicial

sen(A—B) sen(B—C) sen(C — A)
cos Acos B cos BcosC cosC cos A

= tgA — tgB+ tgB — tgC + tgC — tgA = 0,
ficando provada a igualdade.

sen(B + A)cos(B — A)  cos A+ senA
Probl I.61. P = .
roblema rove que sen(B — A)cos(B+ A)  cos A — senA

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:

Os valores admissiveis sdo todos os nimeros reais, exceto aqueles valores de A e B que
anulam os termos sen(B — A), cos(B + A) e (cos A — senA), que podem ser expressos por

T .
A B # 1 + k7, com k € Z. Desenvolvendo os senos e cossenos das somas e das diferencas:

sen(B + A)cos(B — A)  senBcos A+ senAcos B + cos Acos B 4 senAsenB
sen(B — A)cos(B+ A)  senBcos A — senAcos B + cos Acos B — senAsenB
_ cos A(senB + cos B) + senA(senB + cos B)
~ cos A(senB + cos B) — senA(senB + cos B)
(cos A+ senA)(senB +cos B)  cos A+ senA

h (cos A — senA)(senB +cos B)  cos A — senA’

ficando provada a igualdade.

tg(A + B) sen?A — sen’B
Probl 1.62. P - '
roblema rove que cotg(A— B) ~ cos? A — sen?B
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Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:

Os valores admissiveis sao todos os niimeros reais, exceto aqueles valores de A e B

que anulam os termos cotg(A — B) e (cos? A — sen?B), que podem ser expressos por
T T

AB # —+kr,com k € Z e B # j:§ + A e seus congruos. Substituindo tangente e

cotangente pelas relagoes com seno e cosseno:

tg(A+B)  sen(A+ B) sen(A - B)
cotg(A — B)  cos(A+ B) cos(A— B)
_ (senAcos B + senB cos A)(senAcos B — senB cos A)
~ (cos Acos B — senAsenB)(cos Acos B + senAsenB)
_ (senAcos B)? — (senBcosA)?  sen®A(1 — sen’B) — sen’B(1 — sen®A)
~ (cos Acos B)? — (senAsenB)?  cos? Acos? B — (1 — cos? A)(1 — cos? B)
sen?A — sen?Asen’B — sen?B + sen’Asen®B
cos? Acos? B — 1+ cos? A — cos? Acos? B + cos? B
sen?A — sen’B sen?A — sen’B sen?A — sen’B

co2A—1+cos2 B cos? A — (1 —cos?B) cos? A — sen?B’

ficando provada a igualdade.

Problema 1.63. Comprovar a igualdade:

T T 1
sen-— Ccos — — —
12 12 4

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 220)
SOLUCAO:
Utilizando a relagdo sena cosa = 5 sen2q :

T T 1 2T 1 T 1 1
n— _— = — n— — — n——-—-.-—
P 1 TN Ty T T g

ficando comprovada a igualdade.

Problema 1.64. Comprovar a igualdade:
tghh° — tg35° = 2tg20°
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 220)

SOLUCAO:
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Utilizando a relacdo tg35° = cotg(90° — 35°) = cotghh°, e a férmula da tangente da

diferenca, obtemos:

tg55° — tg35°
tg(55° — 35°) =

8 )= T st
tgh5° — tg35°  tgh5° — tg35°

£820° =
& 1+ tgh5° cotgh5° 1+1

1Logo,
tgh5” — tg35° = 2tg20°,

ficando comprovada a igualdade.

Problema 1.65. Comprovar a igualdade:

8 cos 10° cos 20° cos 40° = cotgl0°
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 220)

SOLUCAO:

Lembramos aos alunos que, como temos que provar a relacao entre o produto dos cossenos
e uma cotangente, precisamos que no lado esquerdo E apare¢a um seno no denominador,

entao multiplicando e dividindo o lado esquerdo da expressao inicial por sen10°:

o 8senl0° cos 10° cos 20° cos 40°  4(2senl0° cos 10°) cos 20° cos 40°

sen10° senl0°
~ 4sen20°cos 20° cos40°  2(2sen20° cos 20°) cos40°  2send0° cos40°  sen80°
B sen10° B sen10° B senl10° ~ senl0°

Como sen80° = sen(90° — 10°) = cos 10°,

cos 10°
E= = cotgl0°
senlQe° cotet

ficando comprovada a igualdade.

Problema 1.66. Comprovar a igualdade:

sen70° + 8 cos 20° cos 40° cos 80° = 2 cos? 10°.
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 220)

SOLUCAO:

Mostramos para os alunos que no lado esquerdo da expressao inicial ha um produto

de cossenos, em que cada argumento é o dobro do anterior. Uma boa ideia é utilizar a
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propriedade 2sena cos a = sen2a e, para isso, multiplicamos e dividimos por sen20°:

4('sen20° cos 20°) cos 40° cos 80°

E = sen70° +
sen20°
— senT0° + 2(2 send0° cos 40°) cos 80°  cen70° 4 2(2 sen80° cos 80°)
sen20° sen?20°
sen160°
= 70° 4+ ——.
senf sen2(°

Como sen(180° — o) = senav entdo sen(180° — 20°) = sen20° e assim,

sen20°

E = sen70° +
sen20°

= sen70° + 1.

Mas sen70° = cos(90° — 70°) = cos 20° e 1 + cos 2a = 2 cos? a. Portanto,
E =1+ cos20° = 2cos® 10°,

comprovando a igualdade.
Problema 1.67. Comprovar a igualdade:

1 — 4senl0°sen70° B
2senl(° N

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 220)

SOLUCAO:

Como ha na expressao angulos de 10° e 70°, e o dngulo complementar de 70° é 20°,
precisamos introduzir o angulo de 20°. Para isso, utilizaremos a propriedade 2 senacosa =

sen2a , multiplicando e dividindo o lado esquerdo F da igualdade por cos 10°:

o cos 10° — 2 - 2sen10° cos 10° sen70° cos 10° — 2sen20° sen70°

2senl0° cos 10° sen20°
_ Cos 10° — 2sen20° cos 20° _cos 10° — sen40(° B sen80° — sen40°
a sen20° N sen20° - sen20°

e, substituindo a diferenga dos senos pelo produto seno cosseno:

a—pf a+p
seno — senfl = 2sen 5 C0S

o_ 4no o o
2 sen 0 240 cos 80 ;40 2 sen20° cos 60°

sen20° sen20°

comprovando a identidade.

1
=2cos60°=2--=1
cos 5 ,

Problema 1.68. Demonstrar a identidade:

sen(f —+v) sen(y—«a) sen(a—pf)
+ + :
cos [3 cosy COS 7y COS (v cos o cos 3
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Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 220)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é a, 3,7 € R — {;T +km| k€ Z}. Desenvolvendo o

seno da diferenca:

> senf cosy — senvy cos [3 n Sen<y cos @ — Sena cos vy n senq cos 3 — senf3 cos «
cos 3 cosy COS Y COS (v cos acos 3

senf  senvy n seny  sena  sena  senf

i(),
cosf3 cosy cosy cosa cosa  cosf3

comprovando a igualdade.

Problema I.69. Demonstrar a identidade:
3m 3T 7T
cotg (2 - a) sen <2 + a> sen (a - 2> + tg(m + «) cos(m + «) cos(2m — a) = 0.
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:
O conjunto dos valores admissiveis é R — {{35 +kr|ke Z} U {—g +kr| ke Z}}

Substituindo os termos tangente e cotangente pelas relagdes com seno e cosseno, e chamando

o lado esquerdo da identidade de E, obtemos:

cos (2 — a 3
E = M sen (ﬂ + a) sen (a — W) + sen(r £ a) cos(m + a) cos(2m — a).
sen <377r _ a) 2 2 COS(W + OZ)

Substituindo as fungoes seno e cosseno pelas formulas de redugao, obtemos:

E = ﬂ(— oS () sen {— (;T - oz)] :

(—cos )
E mais, como a func¢ao seno é impar, sen [— (g — a)} = —sen (g — a) = — cos q,

E = (—sena - — cosa) — sena - cos o = sinacos o — sena cos a = 0,

comprovando a identidade.

Problema 1.70. Demonstrar a identidade:
sen(a — 270°) cos(a + 90°) tg(3a — 180°) = cos(180° — ) sen(180° — ) cotg(90° — 3av).

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)
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SOLUCAO:

2k 2k —1
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {{ ;371' | k€ Z} U{ " | k€ Z}}

Substituindo cada parcela dos produtos pelas respectivas férmulas de reducao:

sen(a — 270°) = cos «
cos(a +90°) = — sena
tg(3a — 180°%) = tg3a
cos(180° — ) = — cos «
sen(180° — o) = sena
cotg(90° — 3a) = tg3a

resulta em:
sen(a — 270°) cos(a + 90°) tg(3ar — 180°) = — cos asenav tg3a
cos(180° — av) sen(180° — «) cotg(90° — 3a) = — cos asena tg3av.

Assim, por transitividade, fica comprovada a identidade.

Problema I.71. Demonstrar a identidade:

cos® a — cos 3a N sen®a + sen3a

COS ¢ sena

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)
SOLUCAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis é R — {; | k€ Z}. Utilizando as propriedades dos

arcos triplos:
cos3a = 4 cos® a — 3cos a,

sen3a = 3sena — 4sen’a,

e chamando F a identidade a ser demonstrada:

E =

cos 3o — 4 cos® a + 3 cos a N sen3a + 3sena — 4sen®a

cos o sena
3cosa —3cos®a  3sena — 3sen®a 3cosa(l — cos? ) N 3sena(l — sen’a)

cos a sena cos « senq
= 3sen’a 4 3 cos? a = 3(sen’a + cos® a) = 3,

comprovando a identidade.

Problema 1.72. Demonstrar a identidade:
cos2a 1 — tga
1+ sen2a 1+ tga’
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Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

3
O conjunto dos valores admissiveis é R — {{Z + k| ke Z} U {;T +km| ke Z}} De-
senvolvendo o lado esquerdo E da igualdade e utilizando as propriedades que relacionam

argumentos simples com argumentos duplos:

cos2a = cos’a — sen’a e sen2a = 2senacosa e substituindo no denominador a

2

identidade fundamental cos? o + sen’a =1 :

cos’a — sen’a (cosa — sena)(cosa + sena)  (cosa — sena)(cosa + sena)

1+ 2senacosa sen?a + cos? o + 2sena cos « (cosa + sena)?
cosa — senaw

cosa + sena

Para obtermos a tangente, dividimos o numerador e o denominador por cosa:

COS (x — sena sena
E— cosa _ cosa _ 1= tea
cos o + senc 14 senozn 1+ tga’

COS (v COS v

comprovando a identidade.

Problema 1.73. Demonstrar a identidade:

1 — sen8a = 2cos?(45° + 4a).
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

Verificamos no lado direito da identidade o termo cosseno elevado ao quadrado. Vamos

substitui-lo pela relacdo 2 cos? 3 = 1 + cos 2:
2 cos?(45° + 4a) = 1 + cos 2(45° 4 4a) = 1 + cos(90° + 8a),
e, utilizando a férmula de redugao cos(90° + ) = — senf3
2cos?(45° + 4a) = 1 + cos(90° + 8a) = 1 — sen8a,

comprovando a identidade.

Problema 1.74. Demonstrar a identidade:

cotgar + sonar 2 coS v

sena + tga 1 —cos2a’
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Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R —

k
?ﬂ | k € Z ;. Substituindo a tangente e a

cotangente do lado esquerdo da igualdadeF, pelas relagbes com seno e cosseno:

cos o 1 1+ cosw
F_ sena | sena _ seno _ l+4cosa _ cos o _ cos«
- Sena — sena cosa + seno 24’
sena + sena sena(l+cosa)  sen’a
COS (¥ CcOS v
1 2

logo,

mas, sen’a = £(1 —cos2a) e entdo

sen?ac 1 — cos2a’

1 2cos o

E =cosa- 5= = ,
sen‘o 1 — cos2a

comprovando a identidade.

Problema 1.75. Demonstrar a identidade:

o seca + tga

tg? (45" + 2) =

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 221)

seca — tga

SOLUCAO:
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {{Z +kr|ke Z} U {;T +kr|ke Z}} De-

senvolvendo o lado esquerdo E da igualdade:
) 2

B sen? (450 + %) [ sen45° cos § + cos45° sen§

 cos2 (450 + %> B (cos 45° cos § — sen45° sen

2 2

V2 0g @ 4 V2 0g V2 o a a a2
_ ( g Ccosyt5cosy | | (cos § + sen®) _ [cos§ + seng
V2 a _ V2 a V2 a a cos 2 — sen%
5 COS § — %5 COS § (cos § — sen%) 2 2

07

_1+ Sen(%+§) _1—|— sena

N 1—cos<%+%) 11— sena’

cos? % + sen2% +2 sen% cos % 1+2 SGH% cos %
(e} (07 (e} (07

2 a 20 _ a a 1 _ a a
cos® 5 + sen”g 2861120082 1 286112(3052

Agora, para provarmos a igualdade, vamos dividir o numerador e o denominador por cos

(6%

1+ sena 1 senao
J— _ Cosa  _ cosa  cosa _ seca + tgo
1 — sena 1 | seno  geca — tga’

CoS & cosa  Ccosa

comprovando a identidade.
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Problema 1.76. Demonstrar a identidade:

(cosa + senf3)? + (sena — cos 3)? = 4 cos? <45° + Oé§6> :

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 221)
SOLUCAO:
Desenvolvendo o lado esquerdo F da igualdade:

E = cos® a + 2senf cos o + sen’f3 + sen’a — 2senavcos 3 + cos? 3
= (cos? a + sen’a) + (cos® B+ sen’f3) + 2senf3 cos a — 2 sena cos f3

= 2+ 2senf cosa — 2senacos f = 2(1 + senf cosa — senacos ) = 2[1 + sen(f — ).

E, desenvolvendo o lado direito D da igualdade:

a—f a— B\’
D=4 (COS 45° cos 5~ sendb° sen 5 >

(ot ) [ 25wt

— T2 P 5 ST 2 5~ %M
2
:2<cosagﬁ—senagﬁ> :2<0082a;6+sen2a;6—23ena;6c05agﬁ>
:2<1—2sena_ﬁcosa_ﬁ>.
2 2

Como 2 seng cos g = sen2d,

D = 2[1 — sen(a — )],
e, pela imparidade da fun¢ao seno
D =2[1—-(—sen(f —a))] =2[1 + sen(f — a)] = E,

comprovando a identidade.

Problema 1.77. Demonstrar a identidade:

2( ! + cotg?2 > t a t @
cotg2a | = cotg— — tg—.
sen2o & g2 g2

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis é R — {{; | ke Z} U{km | k € Z}} Desenvolvendo
o lado esquerdo F da igualdade:

E:2< 1 L cos?a> :2<1+cos2a>‘
sen2q sen2a sen2o
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Aplicando as relagoes de seno e cosseno com angulos duplos sen2a = 2senacosa e

14 cos2a =2cos® v :

2 cos® 2 cos a
E=2. = .
2 sena cos o senq
«

Como no lado direito da igualdade hé termos com argumentos § , vamos novamente

substituir  por § + § :

a |« 2a _ 2a 2a 2a
_200s(2+2> B 2(cos 2 sen 2) _2(005 5 sen 2)
- a | a) a a @ a a @
sen (5 + 5) seng cos 5 + seng cos 5 286112 oS 5
2 o 2 a «@
cos” 5 sen” g oS § seng «Q o
= — = — = cotg— — tg—,
sen% CoS % sen% CoS % sen% CoS % 2 2

comprovando a identidade.

Problema 1.78. Demonstrar a identidade:
1 —2cos®¢

= tgp — cotgo.
seng cos ¢ g% 8%

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {; | k€ Z}. Vamos partir do lado direito D

da igualdade:

_seng  cos¢ sen?¢ — cos? ¢ B 1 — cos? ¢ — cos? ¢ B 1—2cos? ¢

"~ cos¢  send  senpcos¢p seng cos ¢ ~ sengcos ¢

, comprovando a identidade.

Problema 1.79. Demonstrar a identidade:

V14 sena — 1 — senazZsen% <0<04<72T).

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

Como no lado esquerdo ha raizes quadradas, vamos elevar ambos os lados ao quadrado:

2
(x/l + sena — /1 — sena)2 = (2 seng) .

Agora, desenvolvemos o lado esquerdo E da igualdade:

E= (\/1 + sena)2 — 2\/(1 + sena)(1 — sena) + (\/1 + Sena)2

=1+ sena — 2Vv'1 — sen?a+ 1 — sena = 2 — 2Vcos? a = 2(1 — cosa) = QSGH%,
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comprovando a identidade.

Problema I.80. Demonstrar a identidade:
4 sen (¢—|— 73T) - sen (qb — 7;) = 4sen’p — 3.
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

Inicialmente, vamos aplicar a formula que relaciona o produto de fungoes trigonométricas

com a soma, senasenfl = cos(er — f) ; cos(or + 5)‘

Considerando a = ¢+ 5 e [ =¢ — 7, entao a—ﬁng—%’r e a+ =2«

Aplicando no lado esquerdo E da igualdade:

2

cos - — o8 2¢ 1
E=1 :2<—2—0082¢):—1—2c082¢:—1—0032a—6082¢

2
= —1(1 + cos 2¢) — cos 2¢.

Mas, 1 + cos2¢ = 2cos? ¢ e — cos2¢ = 2sen?¢p — 1, entdo:

E = —2cos® ¢+ 2sen’p — 1 = 2sen’p — 2(1 — sen’¢) — 1 = 2sen?p + 2sen?p — 2 — 1
= 4sen’p — 3,

comprovando a identidade.

Problema 1.81. Demonstrar a identidade:

2 cos acos B cos(a + B) = cos® a + cos® B — sen?(a + )
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:
Desenvolvendo o lado direito D da igualdade:

D = cos® a + cos® B — (sena cos 3 + senf3 cos )?

= cos® o + cos® B — sen’a cos® 5 — sen?f cos® v — 2 sena cos 3 senf cos
= cos® a(1l — sen?B) + cos® B(1 — sen’a)2sena cos B sen3 cos o

= cos® a cos® B 4 cos® B cos® o — 2 sena cos B sen3 cos

= 2cos’ a cos? f — 2sena cos 5 senf cos o

= 2cosacos f(cosacos f — senasen3) = 2 cos a cos f cos(a + ),
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comprovando a identidade.

Problema I.82. Demonstrar a identidade:

a+p o+ B+
- cos - cos .
2 2 2

cos a + cos 3 + cosy + cos(a + B + ) = 4 cos

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:
Para desenvolver o lado direito D da igualdade, vamos utilizar a formula

05 0 cos & — cos(f — o) —;— cos(0 + ¢) :

a+p |1 a—pf a+ B+ 2y
D=4 - —rerel
CcoS 5 [2<COS 5 -+ cos 5

4~1 CosOé—FB-(:OSOé_jLﬁ—i—cosa—i_ﬁ-cos.oH_ﬂ—F27

2 2 2 2 2

1 2 2

2 [2 (cosf—i—cos;) +
1 2 2

:2[2 (cosf—l—cos;)vL

= cosa + cos f + cos(—7) + cos(a + 5 + ) = cosa + cos f + cosy + cos(a + 5 + ),

(cos(—fy) + cos W)]

(COS<“27> +_COSQC¥‘F223'*5*7>]

N — N~

comprovando a identidade.

Problema 1.83. Demonstrar a identidade:

1 1
Ccos v — 3 cos 3o — 5 cos ba = 8 sen’a cos® .

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

Vamos desenvolver o lado esquerdo F da igualdade e utilizando a mesma propriedade que

relaciona o produto de cossenos com a soma:

1 1 5 3 oo — 3
E-cosoz—(cos5oz—|—cos?>oz)—cosa—(2(:08 ot Y cos 22 a)
2 2 2 2
= cosa — cos4da cos a = cos a1 — cos4a) = cos a(2sen?2a) = 2 cos (2 sena cos a)?
= 2cos a(4sen’a cos® a) = 8sen’a cos® a,

comprovando a identidade.
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Problema I.84. Demonstrar a identidade:
2sena — senda + senbo 2 cos 2a

cos @ — 2 cos 2a + cos o tgs

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

Os valores admissiveis sao todos os nimeros reais, exceto aqueles valores de o que anulam
o termo cos o — 2 cos 2a + cos 3a e cos 5. Substituindo no lado esquerdo E da igualdade a

soma de fungoes trigonométricas pelo seu produto:

Sa—3a Sa+3a
2sena + (senba — sen3a) 2sena + 2 (Sen 5o Cos 2*F )

(—2cos2a) + (cos 3a + cosa) (—2cos 2a) + 2 (cos 3a+a oo 3a2—a>

sena + sena cos 4o sena (1 + cos 4a) sena - 2 cos? 2a
(—cos2a) + cos2acosa cos2a(cosa— 1)  cos2al—(1 — cos a)]
2 sena cos 2a sena cos 2a
- 2a 2a
2sen®g sen”g
Mas, sena = 2sen$ cos 5, entao
I 2seng cos § cos 2a 2 cos § cos 2a 2 cos 2a 2 cos 2«
- 2a - a ~ sen® a
sens sen’y 5 tg5
cos §

2

comprovando a identidade.

Problema I.85. Demonstrar a identidade:

cos a + cos(120° — ) + cos(120° + ) =0
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 221)

SOLUCAO:

Utilizando no lado esquerdo E da igualdade as férmulas dos cossenos da soma e da

diferenca:

E = cosa + cos 120° cos a + senl120° sena + cos 120° cos o — sen120° sena

= cos a + 2 cos 120° cos a.
Mas, cos 120° = cos(90° 4 30°) = —sen30° = —3, entao:
1

E=cosa+2- (—2> cosa = cosa — cosa = 0,

comprovando a identidade.

Problema I.86. Calcular sena , cosa , tga , se cotga = —2e § <a<m.
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Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 222)

SOLUCAO:
O valor de tga sai direto da formula tga cotga =1
1
entao tga = =—=.
cotga 2
Como 1 + tg’a = entdo cos? o = _
cos?a’ 1+ tg?a’
| 9 1 I T
080 Cos” v = 12—1+}—§—5
1+ () 11
4 2 2v/5
Assim, cosa = /- =+ = ii
5 5 5
Como — < a <7,
2v/5
cosq = ———
5
1( 25\ 2V5
sena = tgacosa = —= | — = —
2 5 5
3 s

Problema 1.87. Calcular sena , tga , cotga , se cosa = — em<a< >

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 222)

SOLUCAO:
9 16
2d=1—-cosla=1— — = —
Sen -« COS™ v o5 o5
seno = -
5
Problema 1.88. Demonst +B=" ! B—— g<a<™
roplema 1. . emonstrar que « = — ,8€e senax = —= € senp = ——, (6% —
q 4 NG V10 2
0<B<z
5
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 222)
SOLUCAO:
1)\’ 1 4
2a=1l—-senPa=1—-|—| =1—-==-
COS™ v Sen-« ( 5) 5 5

coszﬁzl—sen2521—< =1-—=—.
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Como « e  estao no primeiro quadrante, cosa > 0 e cos 3 > 0,
2
cosa = —,
V5
3
cos ff = ——,
b V10
1 3 2 1  3+2 5 5 V2
sen(a+f)=—=-—=+—=- = = = = —.
5 V10 V5 V10 V50 V50 5v2 2
Entao
T
2a 1—a?
Problema 1.89. Demonstre que senx = T COST = ot tgr = L cotgr =
1—a? ) T
—— se tg— =a.
2a 0 8y T
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 222)
SOLUCAO:

Primeiramente, expressando a tangente em funcao de seno e cosseno:

T

x seny x x
tg— =a — = = a == Ssen; = acos
2 oS 5 2 2
Utilizando a identidade fundamental senzg + cos2§ = 1, e substituindo o valor de
x x
sen— = @ cos —:
2 2
1
GQCOSQ§+COS2§ =1 z>cos2g(a2+1) =1 :>coszg =it
Da relacao 1 + cos2a = 2 cos? a:
1+0082<x)—20052<x>:>1+cosa:—2 = COST = 2 —
2) 2 CTa?+1 a2+l
B 2—(1+a? B 1—a?
cosT = 211 1ra
1 — a2 2 1 2)2 _ (1 _ 42)2 Aa?
sen’yz =1 —cos?z =1 — a :(+a) ( a’) = a ,
1+ a? (1+ a?)? (1+ a?)?
4a? 2a
senx = =
(14+a%)? 1+a?
2a
1+ a? 2a
t p— p—
BT = 92 1 —a?’

1+ a?
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1—a?

2a '
comprovando as igualdades.

cotgr =

sen32a

Problema 1.90. Demonstrar a identidade: cos « cos 2ac cos 4o cos 8a cos 16 = 5 .
sena

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 223)

SOLUCAO:
O conjunto dos valores admissiveis é R — {kn | k € Z}. Como 2senacosa = sen2q,

multiplicaremos e dividiremos o lado esquerdo E da expressao por 2sena:

2 sena cos o cos 2 cos 4o cos 8 cos 16 sen2a cos 2c cos 4o cos 8 cos 16«

2 sena 2 sena

Agora, multiplicando e dividindo por 2:

5 2 sen2a cos 2 cos 4o cos 8o cos 16 B senda cos 4o cos 8a cos 16a

4 seno 4 seno
2 senda cos 4o cos 8o cos 16« sen&8a cos 8 cos 16

8 sen« 8 sena
- 2 sen8« cos 8 cos 16« senl6a cos 16 - 2senl6ba cos 16« sen32«

16 sena n 16 sena a 32 sena "~ 32sena’

comprovando a identidade.

Problema 1.91. Demonstrar a identidade:

9 cos 15a + 3 cos Taw + 3 cos 19 + 9 cos 11a = 24 cos® 2ar cos 13a.
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 223)
SOLUCAO:
Rearrumando os termos do lado esquerdo E da expressao:
E = 9(cos 15a + cos 11a) + 3(cos 19a + cos Tav).
Utilizando a féormula de transformacao da adi¢ao de cossenos em produto:

E = 9(2cos 13 cos 2a) + 3(2 cos 13a cos 6cr) = 18 cos 13av cos 2a + 6 cos 13 cos 6
= 6 cos 13a(3 cos 2a + cos 6av).

Utilizando a férmula do angulo triplo cos 3A = 4 cos® A — 3cos A

E = 6cos 13a(3 cos 2a + 4 cos® a — 3cos o) = 6 cos 13ar(4 cos® ) = 24 cos® 2ar cos 13ar,
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comprovando a identidade.

Problema 1.92. Demonstrar a identidade:

1 1
+ sena:ﬂ,se0<a<ﬂ.
l1+cosa 1—cosa

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 223)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {kn | k € Z}. Elevando o lado esquerdo E da

igualdade ao quadrado:

2
1 1 1 1
E? = \/ + sena | = ( + ) sen’a
l1+cosa 1—cosa 1+cosaa 1—cosa

1 —cosa+1+cosa 9
= 5 - sen‘o = 5
1 —cos?« sen’q

2 [ 2
Chegando ao resultado E? = 5 sen’a, entdo F = 5 sen?ce. Como 0 < av < 7,
sen’q sen’q

entdo sena > 0. Assim, F = /2, comprovando a identidade.

(\]

SGI]QOé.

1 1 2
Problema 1.93. - Demonstrar a identidade + = — 8¢ —5 < a <.
sen?a  cos? sen2aq

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 223)

SOLUGAO:

k
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — {; | k e Z}. Elevando o lado esquerdo £ da

igualdade ao quadrado:

) 1 1 1 1 cos? a + sen’a 1
BT = 20 T oo - 2, T o, T 2 2, 2 2
sen?ac - cos?a sen?a  cos? « sen?a cos? o sen?a cos? o
1 2-2 4
(senacos a)(senacosa)  (2senacosa)(2senacosa)  sen2asen2o
4
sen?2a’
Assim,

FE =4+ 4 =+ 2 .
\ sen?2c sen?o

2
Ecomo -5 <a <0, F=- , ficando comprovada a igualdade.
senZaq
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Problema 1.94. - Demonstrar a identidade:

Vv cotga + cos o + +/ cotga — cos o = 2 cos %\/ cotga.
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 223)

SOLUCAO:

Os valores admissiveis sao todos os niimeros reais, exceto aqueles valores de o que anulam
o termo sena e que resultam em cotga < 0, cotga + cosa < 0 e cotga — cosar < 0.

Elevando o lado esquerdo E da igualdade ao quadrado:

2
E? = (\/ cotga + cos a + +/ cotga — cos a) = cotga + cos o + cotga — cos o + 2\/cotg2a — cos? a

2

cos” v
:2cotgoz+\/ 5 —Cos2a:2cotg04+\/ 5
sen?qv sen?q

cos® a(l — sen’a) cos a cost a cosa  cos’a
= 2 cotga + 5 =2 +2\ —=—- =2 +
sen?ay sena sen?cy sena  sena
2coszoz+cosoz 2 cos (1 4 cos a)

= = = 2cotga(l + cosa) = 2 cotga - 2 cos? e
seno seno 2

cos? a — cos? asen’«

Assim,

E = \/4 cotga - cos? % = 2cos %\/ cotga,

comprovando a identidade.

5.2 Equacoes Trigonométricas

Problema E.1. Se senf + cos = a, calcule os valores de |senf — cosf| e sen’d + cos? .
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

a) Quando trabalhamos num problema onde aparece o valor absoluto de uma expressao,
temos duas opgoes basicas. A primeira é tirar o valor absoluto, analisando o sinal da
expressao. Para os valores das variaveis que fagcam a expressao f nao negativa, tem-se
|f| = f. Para os valores das varidveis onde f seja negativa tem-se |f| = —f. A segunda

alternativa é utilizar a relacao | f| = v/f?. No caso, qual dos dois caminhos tomar?

Analisamos com os alunos, que a primeira variante parece ser mais complicada. Se ado-

tassemos a segunda variante, ter-se-ia que |senf — cos | = \/ (senf — cos#)2. A primeira
vista a raiz parece complicar, mas desenvolvendo o quadrado da diferenca senf — cos#,
resulta (senf — cosf)?> = sen?d — 2senf cosf + cos?@ . Aplicando a identidade fun-

damental sen®d + cos?f = 1, tem-se (senf — cosf)? = 1 — 2senf cosf. Esta tltima
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expressao “pede” a aplicacdo da féormula do angulo duplo sen26 = 2senf cosf. Entao,
(senf — cosf)? =1 — sen26 e | senf — cos | = /1 — sen26.

Qual a utilidade desse resultado? E dado inicial do problema que senf + cosf = «, assim
podemos aplicar o conhecido recurso de elevar ao quadrado e chegar a conhecer os valores
das expressoes pedidas em funcio do dado o € R. Como (send + cos#)? = a2, entdo
(senf + cosf)? = sen®d + 2senfcos + cos’d = 1 + sen26. Logo, 1 + sen20 = o’ e

sen20 = o — 1. Finalmente,

| senf) — cos 0] = \/(seHQ—cos@)2 =V1—sen20 =/1—(a?2—-1)=v2— a2

b) sen?f + cos? 6 é nosso velho conhecido. Sabemos que sen?d + cos® § = 1 — 2send cos? 6
(exercicio 1). A parcela 2sen?6 cos? f pode ser transformada a partir da férmula do seno do
angulo duplo, sen20 = 2senf cos §. Elevando ao quadrado, sen?20 = 4 sen?d cos? §. Entao,

sen?f cos® 6 = 3 sen?26 e

1 1 2
sen?d + cos*0 =1 —2sen?fcos’ =1 — isen229 =1- 3 (a2 — 1)

Problema E.2.

a) Sabendo que senf + cosec = 2, calcule o valor de sen?@ + cosec?d.
b) Ache o valor minimo da expressio f(x) = cos?z + sec? z.

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

a) Uma primeira observacao é que, como a fungao cossecante tem como dominio R—{kn, k €

7}, este conjunto é o conjunto dos valores admissiveis da variavel 6.

O problema apresenta um tunico dado, senfl + cosecd = 2. Portanto, essa informagao

certamente tera que ser usada.

Qual a relacdo entre as expressoes sen?f + cosec?d e senf + cosecf? Cada parcela da
expressao cujo valor queremos calcular é o quadrado das respectivas parcelas da expressao
cujo valor conhecemos. Isso sugere elevi-la ao quadrado: (senf + cosecf)? = 4. Entao

sen?6 4 cosec?d + 2senf) cosec = 4. Dai, sen?d + cosec?d) = 4 — 2 senf cosech.

Qual a relacdo entre as fungoes senf e cosecf? cosect = , portanto, cosecf senf = 1.

1
send
Substituindo: sen?d + cosec’d =4 —2-1= 2.

b) O dominio da funcao f(x) = cos®x +sec’z é R — {g +krm, k € Z}.
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A ideia de elevar ao quadrado a expressao cos x —sec x é sugerida pelo método de solugao do
exercicio do item (a) pois, analogamente ao produto send cosect, ocorre que cos x secz = 1.

Vejamos:
2 2 2 2 2
(cosx — secx)” = cos”x + sec” x — 2cos T secxr = cos” T + sec” x — 2.

Entdo, f(z) = cos® x +sec? z = (cosx — secz)? + 2.

A parcela (cosz — sec z)?, por ser um quadrado, é sempre maior ou igual a zero. Portanto,
T
f(x) =cos’z +sec’z >0+ 2 =2, para todo x € R — {§+k7r,k €7Z}.

Até aqui provamos que a funcdo f estd limitada inferiormente por 2. Para provar que 2 é
o valor minimo da funcdo precisamos encontrar algum valor  do dominio onde f(z) = 2.
Isso ocorre quando (cosz — secx)? = 0, ou seja, quando cosz = sec z, 0 que se cumpre em

r =0, r = 27 e seus coterminais.

Problema E.3. Indique a melhor resposta. Seja A(f) = sen?d + cos* #, para todo 6 € R.

Tem-se:

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

Para analisar o intervalo de valores de A(f) devemos lembrar o grafico das fungoes seno e
cosseno, especialmente que, para todo # € R, —1 < senf < 1e —1 < cosf < 1. Também
devemos lembrar que se —1 < a < 1, tem-se que 0 < o < 1. Como a* = (¢?)? também
ocorre que 0 < o* < 1. Portanto, 0 < sen?d < 1 e 0 < cos*f < 1. Somando ambas as
desigualdades, membro a membro, obtém-se 0 < sen?d + cos*d < 2. E uma resposta
possivel, mas nao é nenhum dos itens oferecidos para a resposta. Entao devemos refinar o

calculo das cotas.

A identidade fundamental sen?d + cos? 6 = 1 pode nos ajudar a refinar a cota superior.
Dado que cos?§ = cos? 0 cos? §, podemos escrever A(f) = sen?6 + cos? § cos? . Como
0 < cos?f < 1, cos?Ocos?f < cos?f -1 = cos?f. Assim, A(f) = sen?d + cos?f <

sen?d + cos? 6 = 1.

Procuremos uma cota inferior. Para isso acharemos um 3 € R, tal que A(f) > 5. Uma

ideia pode ser transformar A(f) numa expressao s6 com a fun¢do cosseno. Para isso,
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usamos a identidade fundamental na forma sen?( = 1 — cos? . Substituindo: A(f) =

sen?f + cos*0 =1 — cos? @ + cos* @ = 1 + cos* O — cos? 4.
Completemos o quadrado em 1 + cos* @ — cos? 0:
1 1 1\2 1
1+ (Cos49 —(:0529) =1+ (Cos4«9—00529+ 4> ——=1+ <C0$29— > - =
3 9 1\2
= 9—).
(oo
Entao,

2 4 3 9 1 2
A(#) = sen®6 + cos 9:4(008 9—2>

1 2
Como (COS2 0 — 2) > 0, para todo 0 € R, tem-se que A(f) =

para todo 6 € R.

<AL

W~ w

Logo, a resposta correta é o item (b),

1
Problema E.4. Resolver a equacao senx - sen2z - sendx = 3 sen2x - cos 2.
Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUCAO:

Um recurso basico utilizado na resolucao de equagdes ¢é transformar a equagao dada numa
equagao equivalente da forma P;.Ps...P, = 0. Para que o produto P;.P,... P, se anule é
suficiente que ao menos um dos fatores P;,j = 1,2, ...,k se anule. Portanto, a equacao
Py.P,...P; = 0 equivale a conjuncao das k equagoes P; = 0,5 = 1,2, ..., k. Espera-se que
cada uma das k equacdes seja suficientemente simples para ser facilmente resolvida. O
conjunto solucao da equacgao P;.P,...P, = 0 é igual a uniao dos conjuntos solucao das k

equacoes P; = 0,7 =1,2,... k.

Na resolucao desta equacao aplicaremos essa estratégia de fatorizacao.

1 1
senz - sen2x - sendxr = 5 sen2z - cos 2r <> senx - sen2z - sen3xr — 5 sen2z - cos 2x = 0.
Destacamos o fator comum sen2zx:

1
sen2x (senx - sendxr — 3 CcoS 2x> = 0.
. ) . ) 1 . ) R
E conveniente eliminar o coeficiente 5; para isso o retiramos para fora do paréntese:

1
5 sen2z (2senz - sendx — cos2x) = 0.

Entao

sen2z (2senz - sendx — cos2x) = 0. (5.15)
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Observe que todos os passos nas transformagoes efetuadas conservam a equivaléncia com
a equagao original. Portanto, a equacao 5.15 equivale a equagao proposta no exercicio. Em
linha com a estratégia de decompor em fatores, procuraremos transformar o paréntese
acima num produto. Para isso, tentaremos transformar a parcela 2 senx. sen3z numa soma
ou diferenca, de modo que ocorra uma simplificacdo da expressao do paréntese e tome a
forma de um produto. Apresentamos aos alunos a lista das férmulas da soma, diferenca e

produto das fungbes trigonométricas e dialogando com eles se escolhe a férmula:
1
senA.senB = 5 [cos(A — B) — cos(A + B)]

Em senz.sen3x tomamos, por conveniéncia, para evitar um sinal negativo, A=3e B = 1.
Entao,

1
senz. sen3r = §(COS 2x — cos 4x)

Substituindo em 5.15:
1
sen2z {2 (2(008 2x — cos 4:10)) — CoS 2x] =0

sen2z [(cos 2z — cos4x) — cos 2x] = 0
sen2z. cos4x = 0

Dai, sen2z = 0 ou cos4x = 0.

k
De sen2:c:O:>2:c:k7T:>:c1:§,kEZ.

2k +1 2k + 1
Decos4a:':():>4x:(—g)ﬂ:>:c2:(g>7r,kez.

Problema E.5. Resolver a equagao 3(1 — senz) = 1 + cos 2z.
Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUCAO:

Uma primeira ideia é transformar o cos2z utilizando uma das féormulas conhecidas:
cos 2x = cos?x — sen’xr = 1 — 2sen’s = 2cos?x — 1. A Ultima parece a mais conveniente,
pois 1 e —1 se cortariam. Assim: 1+ cos2z = 1+ (2cos’z — 1) = 2cos?z. A equagio

proposta é equivalente a 3(1 — senz) = 2cos® z.

Sabemos que cos? x = 1 — sen?z. Esta tltima expressao é uma diferenca de quadrados e se
decompde no produto (1+ senx)(1 — senx), o que é conveniente pois poderiamos destacar

o fator comum (1 — senz) e obter a decomposicao fatorial. Fagamos:
3(1 — senz) = 2cos” v <= 3(1 — senz) = 2(1 — sen’7)

3(1 — senz) = 2(1 4 senz)(l — senx) <=
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3(1 — senz) — 2(1 + senz)(1l — senz) = 0 <=
(1 — senz)[3 —2(1 + senz)] = 0 <=
(1 — senz)(3 —2 —2senz) =0 <=

(1 — senz)(1 — 2senz) = 0.
(4k + D)7

ke
3 "S

Dai, 1 — senz = 0 = senx:1:>x1:g+2k7r:

1
E, (1 —2senz) =0 = senzx = ;= n = km + (—1)"%,]{ € Z.

3 5
Problema E.6. Resolver a equacao tggx . cotggx =1—sec 595 cosecg.r.
Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUCAO:

A primeira vista, a equagao parece muito complicada, mas considerando que em cada
membro temos o produto de duas fungoes reciprocas, tangente e cotangente, secante e

cossecante, uma boa ideia parece ser transformar tudo em seno e cosseno:

3 5
SENn—-Ix - COS -«

5 37 _ 1 1

3 5 3 3
COS —I - Ssen—-x COS —I - Sen—xT

5 3 5 5

O numero 1 é um valor notavel do seno e do cosseno, pelo que permanecera no membro

direito e todas as expressoes trigonométricas ficarao no membro esquerdo:

Ssen—-x - COS -«
5 3 1 _
3 5T 3 5 =1
COS - - sen—x COS =T - sen—x
3 5 5

5
sen—x -cos—-x + 1
5 3 -1

COS —T - Ssen—x

A ideia de deixar o 1 no membro direito foi pensada achando que na esquerda poderiamos
chegar a uma expressao na forma do seno ou cosseno de um angulo, mas parece dificil

fazer essa reducao. Para simplificando, vamos eliminar a fracao:

5 3
sen—x -cos —xr + 1 =cos —x - sen—x
) 3 5 3

3 ) 3 5

sengaj - COS gx + 1 — cos 5x . sengx =0 (5.16)

3 5
O termo sen—z - cos —x — cos —x - sen—x lembra a férmula do seno da soma e da diferenca
sen(A + B) = senA. cos B &+ cos A.senB.
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Fagamos arranjos simples na equagao (5.16) para usa-la de forma mais clara, considerando

a paridade das fungoes seno e cosseno:

5 3 > 3

Sen—r - CoS —x — COS =& - sen—xr = 1
3 ) 3 5

) 3 16
Entao, sen <3x — 5x> =1= senﬁx =1.

16 16 16 4k + 1 15
De SeN T = 1, tem-se = g+2k7r = EE= (-{2—)7T — = 3—2(4k5—|—1)7r, ke Z.

Problema E.7. Resolver a equagdo sen(x+25°)- sen(z—20°) = sen(70°+z)- sen(65° —z).
Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUCAO:

Tentaremos transformar a equacao acima para uma do tipo sena = 3, com [ um valor

notavel. Para isso transpomos todas as parcelas para o membro esquerdo:
sen(z + 25°) - sen(x — 20°) — sen(70° + ) - sen(65° — ) =0 (5.17)

Tentaremos aplicar a férmula senA. cos B — cos A.senB = sen(A — B). Para isso trans-
formaremos sen(z + 25°) e sen(70° 4 z) para a fungao cosseno, mediante as férmulas de

reducao ao primeiro quadrante cos(90° £ A) = FsenA. Assim,

sen(z + 25°) = cos[90° — (z + 25°)] = cos(65° — x)

sen(70° + ) = cos[90° — (70° + x)] = cos(20° — x)
Como cos(—a) = cos «, cos(20° — x) = cos(z — 20°)
Fazemos isso, para os argumentos ficarem iguais em sen(z — 20°) e cos(z — 20°).

Substituindo em (5.17) e organizando convenientemente:
sen(x — 20°). cos(65° — x) — cos(z — 20°).sen(65° — ) = 0.

Aplicando a férmula do seno da diferenca, lembrada acima, com A = x—20° e B = 65° — 1z,

tem-se:
sen(x — 20°). cos(65° — x) — cos(z — 20°).sen(65° — z) = sen[(z — 20°) — (65° — x)] =

= sen(2z — 85°) = 0.

Dessa ultima equacao, resulta que:

20 — 85° = 180°k = 22 = 85° + 180°k = x = 42,5° + 180°k, k € Z.
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Problema E.8. Resolver a equagao tg(z + 30°) - tg(x — 60°) = 1.
Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUGAO:

Temos o produto de dois fatores com a funcao tangente e se observa que os valores 30°
e 60° sdo complementares (30° 4 60° = 90°). Uma ideia interessante ¢ transformar um
dos fatores na funcao cotangente, reciproca da func¢ao tangente. Utilizaremos a férmula

tga = cotg(90° — «). Entao,

tg(x+30°)- tg(x—60°) = cotg[90° — (x+30°)]- tg(x—60°) = cotg(60° —z)tg(x—60°) =1
Como tg(—a) = —tga, tem-se que tg(z — 60°) = —tg(60° — x). Entao,

cotg(60° —x). tg(z—60°) = cotg(60° —x).[— tg(60°—z)] = — cotg(60°—x). tg(60°—z) = 1

Como cotga.tga = 1, chegamos a contradigdo —1 = 1. Portanto, a equacao proposta nao

tem solucao.

Problema E.9. Resolver a equagao sen2x + cos 2z + senz + cosz + 1 = 0.
Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUCAO:

O lado esquerdo da equagao contém as fungdes seno e cosseno com os argumentos z e 2z,
pelo que uma ideia inicial é aplicar as formulas do angulo duplo sen2z = 2senx - cosx e

cos 2z = 2cos?x — 1. Esta tltima ¢ indicada para que se “cortem” as parcelas 1 e -1.
sen2z + cos 2z 4+ senz + cosz + 1 = 2senz - cosx + 2cos’ s — 1+ senz +cosz+1 =0

2senx - cosx + 2cos’ x + senz + cosz =0

Agrupando convenientemente para decompor em fatores:
(2senz - cosx + senz) + (2 cos® T + cos x) =0

senz(2cosx + 1) + cosz(2cosz + 1) =0
(2cosx + 1)(senx + cosz) = 0.

Logo, 2cosxz + 1 =0 ou senx + cosx = 0.

1 2
2COS$—|—1:O:>COS$:—§:>£B1:2k’71':|:§7T,k‘€Z.
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senx 4+ cosx = 0 = senx = —cosx

Dividindo por cosx, com cosx # 0:

senx

= tgx:—1:>x2:k7r—z,kez.
cosx 4

~ ; . .
Para nao perder raizes observemos que cosx = 0 tem no intervalo [0, 27| as solugoes 5 e

3 . - - -
- Deve-se verificar se estes niimeros sao solugoes da equacao proposta.

T
P = —:
ara T 5

25 4+ 0525 + sen— + cos— + 1 +coST + sen= + cos— + 1
Sensz— COS 24— Sen— COS — = senm COS T Ssen— COS —
2 2 2 2 2 2

=0—-14+1+0+1=1%#0
7.‘— ~ V4 ~
Portanto, x = 5 nao ¢é solugao.
3

Para © = —:
2

3T 3T 3T 3T 3 3T
sen2— + cos 27 + sen? + cos 5 + 1 = sen3m + cos 37 + sen? + cos 5 +1

—0—1-140+1=—-1%#0

3T , - .
Portanto, x = 53 também nao é solugao.

Problema E.10. Resolver a equagao senx + sen2x + sendz = 1 + cosz + cos 2.
Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUCAO:

Poderia se pensar em substituir as fung¢oes de angulo duplo e angulo triplo, mas complicaria

muito por causa do sen®z da férmula sen3z = 3senz — 4sen®z. Entdo procuraremos uma
3T+ 3r —
=2re
2

decomposicao fatorial por outra via. Uma ideia é, dado que =z,

agrupar (sen3x + senx) e transformar em produto.

3 3r —
Assim, sen3x 4+ senz = 2sen ( x2+ 96) cos ( x2 x> = 2sen2x cosz, e no lado direito,

substituimos cos 2z = 2cos?z — 1.
(senz + sen3dx) + sen2x = 1 + cos x + cos 2z

2sen2z cos T + sen2z = 1+ cosz + 2cos’z — 1

2sen2z cos T + sen2x = cos x + 2 cos’ T (5.18)
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Existe a "tentacao"de substituir, no membro esquerdo, a parcela sen2x por 2 senx cos x,

mas nao seria conveniente porque sen2z ¢é fator comum, entao:
2sen2x cos x + sen2z = sen2x(2cosx + 1)

Entretanto, o que ha com o membro direito? cosx + 2 cos?z = cos x(2cosx + 1). Para a
nossa alegria, apareceu o fator (2cosz + 1) que permite completar a decomposigdo em

fatores.

Substituindo em (5.18):
28en2z cos T + sen2x = cosx + 2 cos® x

sen2z(2cosx + 1) = cosz(2cosx + 1)
sen2x(2cosx + 1) — cosz(2cosx + 1) =0
(2cosx + 1)(sen2x — cosz) = 0.

Para completar a decomposicao fatorial, substituimos sen2z por 2senx cos x e destacamos

o fator comum cos x:

(2cosz + 1)(2senzcosz —cosz) =0
(2cosx + 1) cosx(2senx — 1) =0

Dai, 2cosxz+1 =0, cosz =0 e 2senx — 1 = 0.

1 2
2COS$—|—1:O:>COS$:—§:>JZ1:2]£7T:|:?7T,/{€Z.

Cosx:O:>x2:g+k7r,kEZ.

1
2sent —1=0= senxzi:xgzkﬁ—l—(—l)k%,kez.

Problema E.11. Resolver a equacao sendx = cosx — senz.

Fonte: Shajno (1985, pag.55)

SOLUCAO:

Tendo sido visto no exercicio anterior o resultado sen3x + senx = 2sen2z. cos x, fica claro

aplica-lo nesta equacao. Transpomos todas as parcelas para o membro esquerdo:
sendzr + senx —cosx = 0

2sen2z.cosx —cosx =0
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cosz(2sen2z —1) =0
cosr =0= 1, :g—l—kﬂ,kGZ.

1 k
2sen2r — 1 =0 = sen2zx = 5 :>2x:k7r+(—1)k% = 1y = §+(—1)k%,kEZ.

Problema E.12. Resolver a equacio cos 7z + sen?2z = cos? 2z — cos .

Fonte: Shajno (1985, pag.56)

SOLUCAO:

Procuremos a decomposicao fatorial para resolver a equacao proposta. Transpomos todas

as parcelas para o membro esquerdo:
cos Tz + sen?2x — cos® 2z + cosz = 0.

Agrupamos (cos 7x 4 cos x) para aplicar a férmula

A+ B A-B
cos A + cos B = 2 cos <+> cos <> ,
2 2
tomando A = 7x e B = z. Entéo, cos 7x 4 cos z = 2 cos 4x cos 3z. A equacao se transforma

(G200

2 cos 4x. cos 3x + sen?2x — cos? 2x = 0.

O que fazer com o binémio sen?2z — cos? 2z, que aparentemente destoa de 2 cos 4z cos 3x?
A diferenca dos quadrados do seno e cosseno lembra a féormula cos 24 = cos? A — sen?A.

Aplicando-a, tem-se sen?2x — cos? 2o = — cos4x. A decomposicao fatorial estd pronta:
2cos4x.cos3xr —cosdr =0
cosdx(2cos3x —1) =0

kE+1 2k+1
T T =

cosdr =0 = 4z = T,k € Z.

1 2
20053:1:—1:O:>cos3a::§:>3x:2k7r:|:g:>x2:§k7r:|:g,kez.

3 3 1

Problema E.13. Resolver a equagao sen”z.cosx — cos’ x.senx = 1

Fonte: Shajno (1985, pag.56)
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SOLUCAO:

A ideia inicial é reduzir a expressao do membro esquerdo da equacgao. Observa-se que se
destacamos senzx.cosx como fator comum, fica uma diferenca de quadrados que lembra a

formula do cosseno do angulo duplo. Efetuemos estas transformacoes:

1
senT. cos T (senzx — cos® x) =1

1
senx. cos z(— cos 2x) = —

4
O fator senz.cosx lembra a férmula do seno do dngulo duplo sen2z = 2senx. cos x. Para

utiliza-la deve-se completar o fator 2:
1 1
5(2 senzx. cos x)(— cos 2z) = 2

1
—~ sen2z. cos 2z = -
288I1 ZI.COS 2T 1

De novo, a féormula do seno do angulo duplo salva a resolucao, sen2zx.cos2x = %senllsc.
Substituindo:

1(1 4)_1 1 4 1 iy — —1

5 2senx —4:> 4senx—4:>sena:—
4k — 1 4k — 1

43::2/£7r—g: 5 T= T = g m, k € Z.

Problema E.14. Resolver a equagao cos 5x + cos 3z + senbx + sen3dx = 2 cos (Z — 4a:>.
Fonte: Shajno (1985, pag.56)

SOLUCAO:

De novo podemos aplicar no membro esquerdo as férmulas de transformacgao da soma
de senos e cossenos em produto. No membro direito, aplicamos a féormula do cosseno da

diferenga cos(A — B) = cos A. cos B + senAsenB. Fica imediata a fatorizagao:
T 7r
(cosbx + cos 3z) + (senbz + sendx) = cos i dx + sen- sendx
2
2cos4x.cosx + 2sendx. cosx = —5 €08 dr + 5 €08 4o
2
2 cos x(cos 4z + sendx) = 7(COS Adx + sendx)

2
2 cos x(cos 4z + sendz) — T(COS 4x + sendx) =0
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2
(cos 4z + sendx) <2 cos T — g) =0

2
Dai, cos4x + sendx = 0 ou 2cosx — \é_ =0.

2 2 2 2
2COSZ‘—\2_ =0= 2cosx = \é_ —> COST = \fl_ =—> I = arccos ([) + 2km

cosdx + sendr = 0 = 1 + tgdr = 0, se cosdx # 0, = tg4x:—1:>4x:k7r—£
4k — 1
:>l'2:1767T,]€EZ.

Deve-se conferir se os valores de x que anulam a fun¢ao cos4z sdo solugoes da equa-

¢ao proposta. Basta checar para as solugoes positivas, nos quatro primeiros quadrantes.

Vejamos:
do =0 dz = Foudr =0 s g Ty = 3T
cosdxr = T=goudr = T=gour=-—.
5 3 5 3
Para x = g : cos§7T + Cosg7T + seng7T + sen% =1,8477
4 2r — 4 — 2
E, 2 cos (Z_87T> :2COS< WS W) = 2 cos (f) :2\2_:\/57& 1,8477

™
Logo, x = 3 nao é solucao da equacao.

3 15 9 15 9
Para x = g : cos ?ﬁ + cos g + sen% + seng = —0,7654

T 127 T — 61 —om V2
E,2cos<4—8>—2cos( 1 )—QCOS( 1 >—2 5 ——\/57&—0,7654

3T
Logo, x = = também nao é solucao da equacao.

Problema E.15. Se cosect — senf = m, sec — cos = n, eliminar 6.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pdg.316)

SOLUCAO:
k+ 1

O conjunto dos valores admissiveis é R — { Tl ke Z}.

1 — sen2d B cos?f

_ _ — — 1
" send sen send send (5.19)
1 1 —cos?f  sen?d
— — 0 = = 5.20
" cos o8 cos cos ( )

cos?f sen?d
= cos 0 senf

send cosf
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De (5.19): cos® § = msend

cos” @ = m cos @ send = m(mn) = m*n

De (5.20): sen®@ = ncos@

sen®d = n cos @ send = n(mn) = mn?

Como sen?d + cos? 0 = 1,
(sen®0)?® + (cos® 9)*3 = 1

(mn?)?3 4 (m*n)?? = 1.

Problema E.16. Resolver a equacdo senbx + senz + 2sen’z = 1.
Fonte: Litvinenko e Morkévich (1989, pag. 244)

SOLUCAO:

Utilizando a féormula de transformacgao da adi¢ao de senos em produto de seno por cosseno:

sendxr + senr = 2sen <5x2+ :v) cos <5:1:2— x) = 2sen3x cos 2x
e a formula que liga funcao de um argumento a funcao de argumento duplo:
2sen’s = 1 — cos 2z
a equacao acima se transforma em:

2sen3zrcos2x + 1 —cos2x =1

cos2x(2sen3z — 1) =0

Assim, temos como resultado duas equagoes: cos2x = 0, e 2sen3z — 1 = 0 ou seja,

cos2x:0:>2x:g+k7rz>x:2+k:g,k62

1
2sen3z — 1 =0 = sen3z = 5 — 3z = (—1)k%+k7r:>x: (—1)k118+kg,k€Z

Problema E.17. Resolver a equagao cos 15z = senbz.
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Fonte: Litvinenko e Morkévich (1989, pag. 245)

SOLUCAO:
Como cos 15x = sen <72T + 1517), vamos substituir na equacao acima, ficando:
sen (W + 151:) — sen (W + 15x> =0
2 2
Utilizando a relagdo que transforma a diferenca de senos em produto seno cosseno:

T 152 — 52 g+15x+5x

sen<;+15x>—sen<;+15x):2sen 2# CoS B E— =0

25en<5x+—1>c@s<1&r+—z>::O

Resultaram duas equagoes: sen (5x + F) =0 e cos <10x + W) =0.

4 4
T T T T
Sen(5x+4>—0:>5x+4—/{:7r:>x——20+k5
€
T T T T T

Problema E.18. Resolver a equacao cos 4x cos 8x — cos bx cos 9x = 0.
Fonte: Litvinenko e Morkévich (1989, pag. 245)

SOLUCAO:

Primeiramente, vamos transformar os produtos de cossenos em somas:

1
cos 4x cos 8z — cos bx cos 9 = 3 [cos(8x — 4x) + cos(8z + 4z)] —

1
) [cos(9z — bx) + cos(9z + Hz)]

1 1
=3 [cosdx + cos 122 — cos 4z — cos 14x] = 3 [cos 122 — cos 14x] = 0
Agora, transformando a diferenga de cossenos em produto:

1 12 14 14z — 12
3 [cos 122 — cos 14x] = 2 {Sen <M> sen (Hﬂ =0

2 2

2senl3z senr = 0 — senl3zsenx = 0
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Temos duas equacgoes: senldz = 0 e senx = 0, e assim, duas familias de solugoes para a
equacao inicial:
smezOzﬁHﬂzk%zﬁxz&%jEZ

sent =0 =z =km,ke€Z
Problema E.19. Se cotgf + tgh = x, sect — cos = y, eliminar 6.

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAO:
k+1

O conjunto dos valores admissiveis é R — { | ke Z}. Desenvolvendo o valor de x:

14 tg?0  secd 1 cosf

1
x = cotgh + tg = — + tgb =

tgh tgd  tgd " cos?0  send
= coto + tof) = — — 5.21
= cotgrt tg send cos 0 ( )
Desenvolvendo o valor de y:
1cos? 6 20
y = sec + cosf = +eosf = 2 7 2 (5.22)

cos cos 6 cos

Utilizando (5.21) e (5.22):

1 2 20 1
iy = ( ) e =sec®d

senf cos 6 cos cos® 6

) 1 sen?6)\” 1 sen’d  sen®d 5
xy — . — . — e tg 8
senf cos 6 cos @ senf cosf cos?2  cos3l

Como sec? § — tg20 =1,
(sec® 0)2/% — (1g%0)%% =1

(2°y)*? + (x?)* =1

Problema E.20. Se ccos® + 3ccosfsen?0 = m e csen®d + 3ccos® fsenf = n, entdo

prove que (m + n)*3 + (m — n)*3 = 2c%/3.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 316)

SOLUCAOQO: Somando as expressoes de m e n:

m +n = ccos® § 4 3ccos O sen*d + csen®d + 3¢ cos® O send
= c(cos® 0 + 3 cos fsen’d + sen®d + 3 cos” § send)
= c(cos ) + send)?
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(m +n)*3 = 3(cos § + senf)? (5.23)
Subtraindo as expressoes de m e n:

m —n =ccos® 0 + 3ccos § sen’d — csen®d — 3¢ cos® § send)
= c(cos® 0 — 3 cos® §senff) + 3 cos f sen’d — sen®)

= ¢(cosf — senf))?

(m —n)*? = c*3(cos§ — senfh)? (5.24)
Somando (5.23) e (5.24):

(m +n)*3 + (m +n)*3 = 3(cos 0 + send)? + *3(cos § — senf)?
= *3(cos® 0 4 2senf cos 6 + sen’d + cos® 6 — 2senf cos § 4 sen’6)

= *3(cos? 0 4 sen? + cos® § + sen?) = 2¢*/3,

provando a identidade.

Problema E.21. Simplificar a expressao:

2cos(§ — a)sen(f + a) tg(m — a)

cotg( + a)sen(m — a)

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (2012, pag.219)

SOLUCAO:

Nos problemas que envolvam relagdes entre fungoes trigonométricas de arcos que pertencam
a quadrantes diferentes, é interessante observar as seguintes propriedades: quando um
arco ¢ definido a partir do didmetro horizontal, a funcao original se conserva e quando
é definido a partir do didmetro vertical, as fungoes seno, cosseno, tangente e cotangente
mudam para cosseno, seno, cotangente e tangente, respectivamente. Assim, substituindo

as fungoes da expressao acima, por suas equivalentes reduzidas,
cos(m/2 — a) = senq,
sen(m/2 4+ a)) = cos a,
cotg(m/2 + o) = tgo,
tg(m — a) = —tga,

sen(m — a) = senq,
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a expressao inicial fica:

2cos(y —a)sen(5 +a)tg(m —a) _ 2sena cosa(— tga) = 2cosw

cotg(§ + a)sen(r — ) ~ (—tga)sena

Problema E.22. Simplificar a expressao:

sen(3 + o) tg(3r + 8)  sen(% — fB) cotg(% + )

cos(m — o) cotg(3F — ) cos(2m — ) tg(m — @)

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (2012, pag.219)

SOLUGAO:

Utilizando as mesmas relagdes do problema anterior, e chamando de £ a expressao a ser

simplificada:

_ (—cosa)(—cotgB) B (—cos B)(— tga) ~(—eo R
P T Cewma(ed)  osh—tga) s Y

= (—cotgf) cotgB +1 =1 — cotg?p.

O problema esta resolvido, mas o resultado pode ser apresentado de outra forma:

cos’ 3 sen’f —cos® S  —(cos® f — sen®f)  cos2f3
sen?f sen?f3 N sen?f3 - sen2f

E=1-cotg’F=1—

cotgs + tg9

Problema E.23. Simplificar a expressao = =,
Cotg§ — tg§

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (2012, pag.219)

SOLUCAO:

O conjunto dos valores admissiveis é R — {(k + 1)7 | k € Z}. Para resolver este problema,

vamos simplesmente substituir as tangentes e cotangentes pelas relagbes com senos e

COSSENos:
cosS  seng cos? ¢ + sen?2
2 2 2 2
cotgy + tg5  seny cos§  sengcosg 1 11
cotg? — tg2  cosg  seng  cos®$ — sen’§  cos?2 — sen??  cos?2  cosa
seng  cosg seng cos 5

Problema E.24. Simplificar a expressao — cotga.

senaq
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Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (2012, pag.219)

SOLUCAO:

km
O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — e | k€ Z}. Para resolver este problema,

inicialmente temos que eliminar o argumento 4a:

2 cos 2 2 cos2a 1 —cos? 2
— cotg2a = — = — =
senda sen(2a+2a)  sen2a 2sen2acosa sen2a sen2a cos 2
2(2 2
__ sen (2c) _ sen2a ta20.

sen2q cos 2« Cos 2«

Problema E.25. Simplificar a expressao:

tg?(45° + ) — 1
tg?(45° + o) + 1

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (2012, pég.219)

SOLUCAO:
2% + 1

O conjunto dos valores admissiveis é R — | ke Z}. Para resolver este problema,

primeiro calculamos o valor de tg?(45° + a) :

tg’(45° + a)  tgdb+ tga 1+ tgo
tg?(45° +a) 1 — tgdb°tga 1 — tga’

Substituindo na expressao inicial:

1+ tga 2
tg*(45° +a) —1 (1 — tga) (14 tga)? — (1 - tga)?
tg?(45° +a) + 1 (1 + tga>2 O (1 + tga)? + (1 — tga)?
1 — tga
1+ 2tga + tg?a — 1+ 2tga — tg2a dtgo 2tgoy
T 1+2tga+ tgla+1—2tga+ tg2a 2+ 2tg’a 1+ tgla

senq 9
cos“ o« = 2seno cos @ = sen2a.

= 2tgacos’a = 2
CoS &

Problema E.26. Simplificar a expressao tg (% + 9)

1 — sen«
5) ———

COS

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (2012, pag.219)
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SOLUCAO:
2% + 1

O conjunto dos valores admissiveis é R — | ke Z}. Para resolver este problema,

vamos utilizar o resultado encontrado no problema anterior:
T o« 1+ tg$
(D4 8) =l

Substituindo na expressao a ser simplificada:

a

seng
; 7r+a I —senae 14 tg5 1— sena cosg 1 — sena
gl 5 = : = a
4 2 cos 1 — tg5 COoS (v 1+ seny COS (v
(0%
COS 3
cos 5 + seng 1 — sena
cos§ — sen§  cosa
o [ 2
Como 1 — sena = (cos 5 — seng) ,
(6% (6% 2 2 2
cos § + seng (COS 5 = Seﬂg) Q . a cosg — seng  cos® g — sen‘g
. = cos — + sen— - = .
cos § — seng COS (v 2 COS (v COS &
Mas, cos® § — sen?$ = cos2§ = cosa,

entao

T  «\ 1— sena COS &
tg ( + > = = 1.
4 2 CoSs & COS &

2cos?a—1

2tg(T — a)sen?(§ +a)

Problema E.27. Simplificar a expressao
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (2012, pag.219)

SOLUCAO:

4k — 1 -2k -1
O conjunto dos valores admissiveis é R — { . | ke Z} U {47T | k€ Z}. Para

facilitar, vamos determinar os termos do denominador separadamente:

seno
s _ tgh — tga _1—tga_1_cosa_cosa—sena
tgl 1 — = T - - sena — (5.25)
4 1+ tgftga 1+ tga 14 cos & + sena
cos a

<7T n > T n T 2 n 2 2 ( n )
sen | — = sen— cos sena cos — = — CcoS — cosa = —(cos se
n 1 «Q n 1 «Q no 1 5 Q 5 o 5 Q no
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2
2 1
[\2_ (cosa + Sena)l = i(COS o+ sena)? (5.26)

sen2 (W + oz)
4

2cos? o — 1
substituindo (5.25) e (5.26) na expressao s @

2tg(5 — a)sen?(§ + oz):

2cos’a—1 2cos’a—1 1( N 2
= —(cos o + senc
th& —a) senQ(g + a) 9 (cosa — sena) 2
COS & + sena
Cos 2« cos 2« _cos 2x

(cosa — sena)(cosa + sena)  cos?a — sen?a cos2a

Problema E.28. Simplificar a expressao sen®(% + §) — sen®(E — $).
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (2012, pag.220)

SOLUCAO:

Transformando a expressao através da propriedade que relaciona fungoes de um argumento

com fungbes de argumento duplo:
9 1
sen“f = 5(1 — cos 2[3)

e substituindo na expressao inicial:

1 1
son’(5 + 5) = sen*(g = 9) =5 [1—eos2 (g + 5 )] = 5 [1-eom2 (- 5]

Vi a)] e 5o

1 T T 1 T T
= —[1 — cos — cos v + sen-; sena — 5[1 —cos cosa — sen sena]

2
1 2 2 2 2
= 5[1 — \é_cosa + \é_sena -1+ \é_cosa + TSena]
1,2v/2
= —(——sena) = —— sena.
20 2 2
60°
Problema E.29. Simplificar a expressao sen(60° + a) o
4 sen (15o + ) sen (750 — 4)

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (2012, pag.220)

SOLUCAO:
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3k + 11 3k —17
O conjunto dos valores admissiveis é R — { —:ig_ Tl ke Z} U { 5 " | k € Z}. Utili-
zando a férmula de reducao sen(90°— ) = cos 5 e, se § = 15°+ %, entao 90°— 3 = 75° — %.

Logo, sen <75° — Z) = cos 15° + %. Aplicando na expressao:

sen(60° + ) sen(60° + )

o o\ [o) Q
4 sen (15 + 4) sen (75 — 4) 4 sen (15 + 4> Cos (15 + 4>

o (0%
sen (600 + OZ) Sen2 (30 + 2>

28@1(HP%—Z—%15“%Z) 2smq<mr4—g)

_ sen2 (30O + g) CoS (300 + Z)

Y

2 sen <30° + g)

entao,
sen(60° + )

o = :cos<30°+(;).
4 sen (15o + 4) sen (75O — 4>

Problema E.30. Calcular o valor de sen?f cos? f(sec® 6 + cosec?0).
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321)

SOLUCAO:
k1

O conjunto dos valores admissiveis ¢ R — { T| ke Z}. Substituindo os valores de

secante e cossecante pelas respectivas relagbes com cosseno e seno:

1 1 sen?6 + cos? 0
2 2 2 20\ — 2 2 + = 2 2
0 0 0+ 0 0 0 ( ) - 0 8 ey y—y
sen“f cos” f(sec cosec“f) = sen“d cos o020 T sen?d SEn"v cos ( senz cos2 0

1
2 2
— sen?) 9():1
SO Y ees sen?6 cos? 0
Problema E.31. Se senf + cosec) = 2, calcular o valor de sen?d + cosec?.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321)

SOLUCAO:
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O conjunto dos valores admissiveis é R — {kx | k € Z}. Como foi informado o valor de
uma expressao e solicitado o valor de outra expressao, equivalente a soma dos termos da

primeira elevados ao quadrado, vamos elevar a primeira expressao ao quadrado:
(senf + cosecd)® = 4 = sen’d + 2send cosecd + cosec’d = 4
1
— sen’f + 2senf—— + cosec?f = 4 = sen’d + 2 + cosec’d = 4

send
— sen’d + cosec?d =2

Problema E.32. Para quantos valores de x, entre 0 e 27, a equagao 2 cosec2x cotgr —

cotg?r = 1 é valida?
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321)

SOLUCAO:

Reescrevendo a equacao:
1
sen2x

Dividindo ambos os lados por cotgx e substituindo sen2x por 2senz cos x:

2

cotgr — cotg?x = 1.

2

— — cotgr =
2 senx cos T cotgw
—— = cotgx +
senx cos x cotgx
1 cosx senw  cos’x + sen’xy
SenTr cosxT  Senr  CosT Senx cos
Senx cos 9 9 9 9
—— =cos" x + sen“r = cos” x + sen“zr = 1.
senx cos

Assim, a identidade acima é verdadeira para todos os valores de x, tais que senz # 0 e
cosx # 0.

Problema E.33. A equagao cos 2z + asenz = 2a — 7 tem uma solugao se

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321)
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SOLUCAO:
Substituindo o valor de cos 2z por 1 — 2sen?x:

1 —2sen’z +asenz = 2a — 7

2sen’x — asenr = 8 — 2a
2sen’s — asenr +2(a —4) =0

ok \Ja2—16(a—4) at+a?—16a+064
- . -

seny =
4
_aty/(a—8)® ax(a—28)
B 4 B 4
~ . . . _ a—4 .
Entao, os dois valores para sinx seriam sinx = ou sinx = 2. Mas, sabemos que
a—4
—1 < senx < 1, entao s6 é valido o valor sinx = —5 e, calculando os valores de a:
a—4
-1 <l=—=a—-4>-2=a2>2

a—4<-2=a<6

Ou seja, 2 < a < 6.

Problema E.34. Indicar se a seguinte afirmacao é verdadeira ou falsa:

(xQ + y2>3

Se x = acos?fsend e y = asend cos b, entdo 5
7y

¢ independente de 6.

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321)

SOLUCAO:
Substituindo os valores de x e y na equacao:

(> +9%)?®  [(acos*Osend)? + (asen?d cos6)’>  [(a® cos® fsen®d) + (a® sen’d cos® 0)?]?
22 (acos?fsenf)?(asen2@cosf)2 (a®cos?fsen26)(a?sentd cos? f)
[a? cos? B sen?@(cos? 0) + a? cos? H sen?d( sen?d)]?
a* cos® 0 sen%f
[a? cos? O sen®B(cos® 6 + sen?0)]*  [a? cos® Osen®d]®  af cos® 0 sen’d

= = = a/
at cosb 0 senb0 at cosb 0 senb0 at cos® 0 senb0

2

(132 + y2)3

Logo, = a?, independe de 6, confirmando que a afirmacdo é verdadeira.
7y

1
Problema E.35. A equacgao senf) = x + — é verdadeira para todo 6 € R?
x

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321)
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SOLUCAO:

Vamos utilizar nessa questao a desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica.
Lembrando que M A > MG, vamos calcular as médias entre as duas parcelas que compdem

a soma da expressao do seno:

1
:E—F* 1 1

MA = w:< )
2 A

1
MG=\|z-—=1
x

1 1 1
Como MA > MG, 5 <x+ ) > 1, logo  + — > 2 e assim, senfl > 2. Mas senf < 1,
x x
V0 € R, entdo a equagao inicial é falsa.

Problema E.36. Qual o valor de senf cos 0( tgf + cotgf)?
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 322)

SOLUCAO:

0 0 ZQ 2 0
senf) cos 0( tge + COtg9 = senf cos 0 —— + cos — senf cos M =1
cos 0 send senf cos 6

1
Problema E.37. Se para x real, a equacao x + — = 2cos 6 é valida, calcular o cos 6.
x
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 322)

SOLUCAO:
1
T+ - =2cosf = 2> +1=2xcosh = 2% —2xcosfh+1=0
T
para x real, A > 0 = 4cos?>0 —4 > 0 = cos? > 1. Mas, cos? > 1 é impossivel. Entao
cos?f =1 = cosf = +1.

Problema E.38. Se cosecf — cotgf = ¢, calcular o valor de cosecf.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 322)

SOLUCAO:

Partindo da identidade cosec? — cotg?d = 1:

1
( cosecl+ cotgh)( cosec— cotgfl) = 1 = (cosech+ cotgl)-¢ = 1 = (cosect+ cotgh) = —
q
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Somando com a hipétese:

1 1 1
(cosecl+ cotgh) + (cosecd — cotgh) = g+ — = 2 cosecld = g+ - = cosecl = 2 (q + )
q q q

Problema E.39. Uma das raizes da equacio 82% — 6x + 1 =0 é:
a) cos 10°
b) cos 30°

c) sen30°

d) cos80°

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)

SOLUCAO:

Resolvendo a equacao:

1 1
&f—ze—lzﬁ&ﬁ—Bx:—§:$3x—bﬁz5 (5.27)

Como o problema apresenta como opc¢ao de resposta para as raizes da equagao, senos ou
cossenos, vamos utilizar a relacdo entre os angulos triplos sen3f = 3 senf —4 sen3d. Fazendo
x = senf, temos em (5.27) que 3senfd — 4sen®d = 3" Entao, sen3f = 5 Assim deduzimos
que 30 = 30° e # = 10°. Ou seja, uma raiz da equagao acima é r = senl0° = cos 10°. A

resposta correta € a letra "d".

P
Problema E.40. Em um tridngulo PQR, ZR = g Se tg§ e tgé2 sao as raizes de
ar? +bxr +c=0,a # 0, entdo:

a)b=c
b)b=a+c
c)a=b+c
d)ec=a+0
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)
SOLUCAO:

Como foi informado um dos angulos do triangulo, entao os outros dois serao tais que:

P+Q:W—R:¢P+Q:w—g:¢P+Q:g
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1 P
e assim i(P +Q) = Z, donde podemos afirmar que tg <2 - g) =1

P P
Sendo th e tgé2 as raizes da equagao do segundo grau acima, entdao S = th + tgé2 e

P = th . tg;. Aplicando na férmula da tangente da soma:

P Q s

Por outro lado, utilizando as férmulas da soma e produto das raizes de uma equagao do
—b c

segundo grau: S = — e P = —, e aplicando em (5.28):
a a

—b b
—zl—E:>f:E—lzdfracca:>b:c—a:>c:a+b
a a a a

A resposta correta é a letra "d".

B
Problema E.41. Se em um triangulo ABC, cos A = %, prove que ele é um triangulo
sen
isosceles.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 326)
SOLUCAO:

senB

C A=
0Imo cos 5 sonC

, entao 2cos AsenC = senB

5.3 Maximos e Minimos Trigonométricos
Problema M.1. Determine os valores maximo e minimo que assume a funcao

f(x) = —1+ sen3z.
Fonte: Neto (2009, pag. 258)

SOLUCAO:
P: Qual é a tnica fungao trigonométrica que aparece na expressao de f(x)?
R: y = sen3x.
P: Qual é o dominio e a imagem da fungao seno?
R: O dominio ¢ R e a imagem ¢ o intervalo [—1,1].

P: Qual o maximo dominio possivel da funcao dada pela expressao

f(z) = =1+ sen3z?
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Comentario: No enunciado do problema o autor chama f(z) = —1 + sen3z
de funcao. Na realidade, essa é a expressao que determina a lei de correspondéncia
entre a varidvel independente x e sua imagem f(z). Uma funcao estd determinada pelo
dominio, contradominio e a lei de correspondéncia. Assumimos que a intenc¢ao do autor é
calcular os valores maximo e minimo sobre o maximo dominio possivel para a expressao
f(z) = =1+ sen3x, que é R.

P: A partir da resposta a segunda pergunta, qual é o valor maximo e minimo da

funcao seno?
7z . / 7’ . 7T
R: O valor maximo é 1 e o minimo -1, —1 < sen3x < 1. Como sen§ =1le

7T ~ e . 7’ . ~
sen; = —1, temos a certeza de que as cotas -1 e 1 sdao valores minimo e maximo e nao

meras cotas.

P: Entao, a partir da desigualdade —1 < sendz < 1, passo a passo iremos a majorar

e minorar a expressao f(z) = —1+ sen3z.

Comentario: Induzir, em didlogo com os alunos, os passos seguintes, colocando

as propriedades que os justificam:
—1<sendr<l=-1—-1<-14sendr<1—-1=— —-2<-143senzx <0
— —2< f(z) <0
P: O que nos diz a desigualdade —2 < f(z) < 07
R.: -2 é uma cota inferior da expressao e 0 uma cota superior.

P: Como garantir que esses niimeros sao o valor minimo e maximo, respectivamente?

R: Achando um elemento do dominio cuja imagem seja o valor minimo e outro

cuja imagem seja o valor maximo. Por exemplo,

f(?);) :—1+38en32ﬁ:—1+3'(—1):—4

s i
— ) =—-14+3sen-=-1+3-1=2.
f(z) oseng *
Esta provado que o valor minimo é -2 e o maximo é 0.

Problema M.2. Determine os valores maximo e minimo que assume a funcao
f(z) = |—1+4 sen3z|.
Fonte: Neto (2009, pag. 258)

SOLUCAO:

P: Como resolver este problema a partir da solu¢ao do problema anterior?
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R: Seria tomar s6 os valores nao negativos. Assim,
—4 < —1+4+3senz <2=0<|—1+4 sen3z| < 2.

Logo, o valor maximo é 2 e o minimo é 0.

Comentario: O professor deve lembrar a definicao de valor absoluto. Novamente
surge a questao: se existe um x € R, tal que f(z) = 0. Para responder isso, resolve-se a

equagao —1 + 3senx = 0.

1 1
—1+ 3senr = 0 = senzx = 3 — r = arcseng.

Nao é necessario utilizar uma calculadora para saber qual é o valor de x, basta saber

que existe ao menos um angulo no primeiro quadrante tal que senx = —. Uma outra
possibilidade é, em forma intuitiva e acessivel aos alunos do ensino médio, explicar que,

por ser f(x) = —1+ sen3z continua em R, toma todos os valores intermediarios entre 0 e 2.

Problema M.3. Determine o valor minimo assumido pela funcao f(x) = 45" cs®,

Fonte: Neto (2009, pag. 258)

SOLUCAO:
P: Identifique a estrutura da funcao f(z) e seu dominio maximo.

R: Trata-se da funcdo exponencial de base 4, 49®) com g(x) = senx cosx. Entdo

o maximo dominio possivel é R. A funcao exponencial é crescente em todo seu dominio.
P: Qual seria a estratégia para resolver o problema?
R: Encontrar a imagem da fungao do expoente, g(x) = senzx cos .

P: Como fazer essa analise? Observem que facilitaria muito reduzir senz cosz a

uma unica fungao trigonométrica. O que lembra esse produto?
R: A férmula do seno do arco duplo, sen2x = 2senx cos z.
P: Como transformar?
R: senzcosz = 5(2 SenT cosx) = 3 sen2z.
P: Desenvolvam os passos para achar os valores maximo e minimo.

R: Para todo z € R, —1 < sen2z < 1.

1 sen2r 1
3 2573 =3
P: Concluindo, por ser estritamente crescenlte a funcao exponencial determinada

1/2 = — = —
412 2’

IN

Dai, multiplicando por

por y = 4%, tem-se que o valor minimo é 4~
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Comentario: No exercicio nao é perguntado o valor méaximo, mas com raciocinio
analogo se vé que o valor maximo ¢é 4/2 = 2. Como informacao complementar, mostramos
abaixo o grafico das fungoes g(z) = senzcosz e f(x) = 45" ohtidos no software

Maple.

Figura 8 — Gréfico da fun¢ao produto seno x cosseno
g(x) = cos(x)
; - ~ .’ ] \

4 A ) -
’ v/ \
h(x)=sen(x).cos(x) ¢ A \ f(x) = sen(x)

M \

\_ /\ ! \ /

’ 0 .

4 /‘ 2, 0 2 g
.\ "I \‘

\Y

Fonte: Autora

Figura 9 — Grafico da fungao 4 5* s

f(:l?) — 4sen(m)cos(m)

Fonte: Autora

CcCosx

Problema M.4. Determine o valor minimo assumido pela funcao f(z) = (0,1)
Fonte: Neto (2009, pag. 258)

SOLUCAO:

P: Identifique a estrutura da fungdo f(z) e compare-a com a fungao f do exercicio

anterior.
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1
R: Trata-se também de uma funcao exponencial, cuja base é 0,1 = —. Seu dominio

maximo possivel é também R.
P: Qual a diferenca fundamental em relagdo ao problema anterior?

R: A base 0,1 é um nimero compreendido estritamente entre 0 e 1, pelo que esta

exponencial é decrescente, ao contrario da funcao do exercicio anterior, que é crescente.
P: Como comecariamos a resolver o problema?

R.: Seguindo a estratégia do exercicio anterior, é muito facil, ja que o expoente é a

funcao cosseno e sabemos que —1 < cosz < 1.
P: Qual seria a “casca de banana” em relacao ao exercicio anterior?

R: A funcao deste problema é decrescente, ou seja, seu valor minimo é alcancado

no valor maximo do expoente.
P: Desenvolvam!

R: —1 <cosz < 1= (0,1)} < (0,1)°% < (0,1)"F <= (0,1) < (0,1)®* < 10.

Portanto, o valor maximo procurado ¢ 10.

Problema M.5. Ache os valores maximo e minimo da funcio ¢(x) = sen®x + cos® z.

Fonte: Lidski e outros (1972, pag. 91)

SOLUCAO:

P: A forma da funcdo nos lembra um recurso ja utilizado para transformar sen®z +

cos® z. Qual é esse recurso?

R.: Utilizar a identidade algébrica

a* + b = (a+0b) (> = 2ab+b*) = (a+b) [(a+1b)*— 3ab| .

2

Tomando b = cos? x e a = sen?z, obtém-se a identidade

sen’z + cos®z =1—3sen’z +cos?z=1— 1 sen’z.

2

- . 3 . A
P: Para procurar o méximo e o minimo de p(z) =1 — sz é melhor escrevé-la

como uma fragao,

3 4 — 3sen’x
r)=1-"sen’r = —————
() 1 1
Por qué?
4 — 3sen’x
R:A fracdo —————— tem o denominador constante e positivo, logo seu valor

méximo (minimo) é alcangado para o valor da varidvel x que faz maximo (minimo) o

numerador.
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P: Comecem as operagdes com o numerador.

R:

—1<senr <1 =—
0< sen’zr <1—
—1< —sen’sr < 0=
—3< —3sen’z <0 =

4—-3<4—3sen’sr <4—

4—3 4—3sen’z 4
< < —
4 = 4 4
1 4 —3sen’s
—_ < — <1
4 — 4 -
1
nggl(:c).

Logo, o valor minimo de ¢(x) é 760 méximo é 1.

Problema M.6. Ache os valores maximo e minimo da funcao

y = 2sen’z + 4 cos® z + 6 senz cos x.

Fonte: Lidski e outros (1972, pag. 92)

SOLUCAO:

Aplicaremos as férmulas do seno e cosseno do angulo duplo: sen2x = 2senz coszx e

cos2r = 1 — 2sen?z. Da tltima férmula tem-se

2sen’zr = 1 — cos 2z

4cos®r =2 ((3082 :1:) = 2(1 + cos 2x)

6 senz cos x = 3(2senz cos x) = 3sen2x

Substituindo (5.29), (5.30) e (5.31) em y:
y = (1 — cos2z) 4+ 2(1 4 cos 2x) + 3sen2zx

Simplificando:
y = 3 + cos 2x + 3sen2x

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Agora vamos introduzir um recurso que é muito dificil de induzir nos alunos, mas que a

partir de sua utilizagdo neste problema pode, talvez, ser lembrado e aplicado em futuros
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1
problemas. O recurso consiste em introduzir o angulo auxiliar ¢ = arctan 3 o que significa

que ¢ é o angulo do primeiro quadrante cuja tangente igual a —. Nos interessa saber os
valores de seny e cos . Para isso, construimos um triangulo retangulo com hipotenusa

unidade e um angulo agudo igual a ¢, conforme a figura abaixo, para entender melhor.

Figura 10 — Tridngulo retangulo auxiliar

x=seng

y=cos¢

Fonte: Autora.

sen 1
L e sen?p+cos? ¢ = 1. Resolvendo o sistema das duas equacoes

Cumpre-se: tg =

cos
1
em seny e cos , obtém-se cos p = — e senp = ——. Aplicando a férmula do seno da
V10 V10
soma
3 1
sen(2z + ) = senx - cos ¢ + cos 2z - senp = —— sen2x + —— cos 2.

V10 V10

Agora vamos transformar y aplicando o resultado acima, de modo a termos uma tnica
expressao trigonométrica em y para, com facilidade, determinar suas cotas superior e

inferior.

sen2zx +

y =3+ 3sen2x + cos 2z = 3+\/10< cost) =3+ V10sen(2z + ¢).

3 1
V10 V10
Entao:

—1< sen(2z + ¢) <1 = —V10 < sen(2z + ¢) < V10 =
— 3 — V10 < 3+ sen(2z + ) < 3+ V10,

assim, o valor minimo de y é 3 — /10 e o valor maximo é 3 4 1/10.
Problema M.7. Ache a imagem da funcdo f: R — R, f(x) = (senz + 1)(cosz + 1).

Fonte: Gelca e Andreescu (2007) pag.234.

SOLUCAO:

Embora no enunciado nao se fala em calcular o valor maximo e o valor minimo da funcao
f, de fato, ao determinar o conjunto imagem da funcao esta-se determinando seus valores

maximo e minimo.
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Para comecar, vamos transformar a expressao de f(z). A conveniéncia dessas transforma-

¢oes sera percebida no final da resolucao.

Efetuemos o produto dos parénteses:

f(z) = (senz + 1)(cosx + 1) = senz cosx + senx + cosx + 1.

1
Somando e subtraindo X
1
f(z) = senzcosz + senz + cosx + 1 = B + senx cosx — 5 + senx + cosx + 1.
Agrupando e escrevendo o coeficiente 1 de senx cosx como 3" 2:
1 1 1
f(z) = (2 + 3 28enxcosx) -3 + senx 4 cosx + 1.

1
Destacando 3¢ substituindo 1 por sen?z + cos? z:

1
(1 4+ 2senz cosx) — §+ senx + cosx + 1

_|_

fx) =

NN DN

1
sen’x + 2senx cosx + cos? x) — 5 + senx +cosx + 1

1
(senx + cosz)? — 2 + senx 4 cosx + 1.

Agora, vamos desenvolver a expressao para procurar uma funcao cuja variavel independente

seja y = senz + cos z. Reescrevendo f(x):

1 1 1
f(z) = §(senx+cosa:)2 -5t §~2(senx+cosx) +1
1 1 1
= §(senx+cosx)2 +t3- 2(senx + cosx) + 3
1
2

{( senz + cos x)? + 2(senx + cosx) + 1} :

1
ssun, X)) = — senx+cosx —I— . onsidaerandao y = SGIL’L‘—I—COS ZL’, pO e Ser expressa
Assi 5 1] . Considerand d
1

como uma funcao h de y, da forma: h(y) = 5(3/ +1)2.

Agora efetuaremos mais algumas transformacoes aplicando a férmula do cosseno da

diferenca:
m m
y = senz +cosx = (0-cosx +1- senx) + cosz = <COS 5 cosx + sen§ senx) +cosx

™
Logo, y = cos <2 — x) + cos .
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A seguir, utilizamos a férmula cosA+cosB:2cosA+B-cos A;B, comA:g—a:e
B =ux:
: G-o)-o] [G=o)+
y:cos<2—x)+cosx:2cos | s |

ZQCOSZ-COS(Z—Z‘> :\/Qcos (x—Z)

i
Entao, para todo = € R, tem-se —1 < cos <a: — 4) <1, e dai,

—\/§§\/§COS<:0—Z> <V2.

Como —\/§§y§ \/5, resulta que —V2-1 <y+1< V2 + 1;
2 1 1 2
Assim, 0 < (y +1)* < (ﬂ—l—l) e entao, 0 < i(y +1)2 < 3 (\/§—I— 1) , ou seja,
1 2
ogh@y;§@6+g.
Portanto, a imagem da fungdo f: R — R, f(z) = (senz + 1)(cosx + 1), que foi expressa
1 2
como h(y) é o intervalo {O, 5 (\/§ + 1) }

Comentario: A complexidade da resolucao do problema dificulta uma elaboragao con-
junta em didlogo com os alunos. Deve-se recomendar estudar a demonstracao em detalhe

para incorporar as ideias a fim de aplicar em futuros problemas.

Problema M.8. O valor maximo de (cosay) - (cosas) - - - (cosay,) , sob a restri¢ao
é

0 <ap,ag,: - a, < g e (cotgay) - (cotgas) - - - (cotga,) = 1 é:

Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 315)

SOLUCAO:

Mostramos aos alunos que, se transformarmos o produto das cotangentes em termos de

Senos e cossenos, aparecera a expressao da qual devemos mostrar o seu valor maximo:

COS(v] COS (g COS (v,

senq;  senos sena,,

(cosay)(cosag) - - - (cosay,) = (senay)(senay) - - - (senay,).
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Como temos produtos de cossenos e produtos de senos serd mais facil resolver o problema
se tivermos apenas uma das fung¢oes seno ou cosseno. Entao, para eliminar um dos dois,

podemos multiplicar cada lado por cosa; i = 1,2, ...,n. Assim,

(cos? o) (cos? ag) - - - (cos® ay,) = (sena; cos a )( senar cos ag) - - - (senay, cos oy, ).

Mas sen2a = 2sena cos @ = sena cos o = %sena,

entao

2.
[Tcos*a; =] ser; i

0
Outro dado do problema é que 0 < «; < 5 ou seja 0 < 2a; < . Como 0 < sen2q; < 1,

para esse intervalo, o valor maximo do produto [] sera:

e assim
1 1 1

2 _
HCOS Y= 512 912 one

Logo, a resposta correta ¢ a letra “a”.

Problema M.9. Calcular o menor valor de 2sen?d + 3 cos? 6.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321.)

SOLUCAO:

Reescrevendo a equacao:

2sen’d + 3 cos® § = 2(send) + cos® ) + cos®> 6 = 2 + cos* §

Como 0 < cos?6 < 1, o menor valor da expressao serd obtido quando cos?f = 0, ou seja,

o menor valor de 2sen?d + 3 cos? @ é 2, atingido quando x = g

Problema M.10. Calcular o maior valor de sen*d + cos*#.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 321.)

SOLUCAO:

Reescrevendo a equacao:

sen’d + cos® @ = (send) + cos® 0)? — 2sen’f cos® § = 1 — 2sen’f cos” §
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Mas a expressao
1 —2sen®fcos’f < 1,

pois o produto

sen?6 cos? 0 > 0.

Logo, o maior valor de sen*d + cos* 6 sera 1, quando senf = 0 ou cosf = 0.

Problema M.11. Calcular o menor valor de tg2f + cotg?.
Fonte: Khanna e Sharma (2012, pag. 322.)

SOLUCAO:

Vamos utilizar a desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica de dois

nimeros positivos, tg?f e cotg?0:

tg26 tg?6
g—l—zcog >/ tg?0 cotg?0 = tg?0 + cotg?d > 2,/ tg?d

1
tg20
— tg%0 + cotg’d > 2

Logo, o menor valor de tg2f + cotg?f é 2.

5.4 Desigualdades Trigonométricas

Problema D.1. Demonstrar a desigualdade

b
asen’a + - = 2V ab
sen2o

sabendo que a > 0, b > 0 e a # n.
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 231)

Vamos utilizar a desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica de dois

nimeros positivos, asen’a e

5 salientando que tal desigualdade pode ser utilizada
sen?a
pois temos a e b > 0 e sen’a > 0.

asen?a +

MA = sen’a
2

b
MG = Vasen?a -

senZo
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Como M A > MG, temos que:

) b
asen‘a + 2 b
SENX > /g sen2o - 5
2 sen-q
isto é,
asen’a + > 2Vab,

sen?a
ficando provada a desigualdade.

Problema D.2. Demonstrar que se A, B e C sao os angulos de um triangulo,

3
cos A+ cos B + cos C' < 5

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 231)

SOLUCAO:
Sabemos que A + B + C' = 180°.
A+ B
Entao A+ B = 180° — C, e, portanto, 5 _ 90° — g
Por outro lado, cos B = cos (90o — g) = seng.
A-—B A+ B

Sabendo que 0 < cos <1 e cos = sena, entao:

2
A+ B A—B
cos cos < sen—
2 2 2

A+ B A—-B
2 cos Cos < 2sen—
2 2 2

A+ B A-B C
2 cos —; cos — +cosC < 2sen§ + cos C. (5.32)

A+B A-B

Substituindo a propriedade da soma dos cossenos: cos A + cos B = 2 cos 5 s
em (5.32), fica:

C
cos A+ cos B+ cosC <2 Sel + cos C. (5.33)

Assim, devemos provar que

C 3
2 sen— +cosC < 7 (5.34)
Utilizando a relagao entre cosseno de angulo simples e cosseno de angulo duplo

C
cosC =1-— 2861125 e, substituindo em (5.34), resta-nos provar que:

<

| Q)
NN GV

C
2sen§ +1—2sen?
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Assim,
C C 3
—2sen’— +2sen— +1 < =
sen 5 + sen2 +1< 5
C C 3
—25en2§ +25en§ +1-— 3 <0

C c 1
—25en2§ +286n§ 3 <0
C c 1
2861125 _ZSeHE + 3 >0

C C
4sen2§ —4sen§ +1>0

2
(25(3ngY — 1) >0

C C C
Essa desigualdade é verdadeira para todo seng, e assim, —2sen®’— + 2sen— + 1 <

3
2 2

também é verdade.

Portanto, de (5.33), fica provada a desigualdade cos A + cos B + cos C' <

DN o

3
Problema D.3. Demonstrar a desigualdade sena sen2a senda < 1

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 232)

SOLUCAO:

Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade:

200 — 2 — 3
(senasen2a) senda = cos(2a = a) ;_ cos(2a +a) senda = w - senda
B sen3a cos o — sen3da cos 3o
N 2

Multiplicando e dividindo por 2:

2senda cos o — 2 sen3a cos 3o 2senda cos o — senba
(senarsen2ar) sen3a = =

4 - 4
3o — 3 2 4
Agora, substituindo sen3acosa por sen(3a a);r sen(3a + a) _ e a; sen a,
fica:
5 sen2a + sendo 6
— senobo 2 4oy — 6
(senasen2ar) senda = 2 1 _ senda sez @ shd (5.35)

Como sen2a <1, senda <1 e —senba < 1, entao:

sen2a + senda — senba < 3.
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Analisando o sinal de igualdade, o mesmo s6 sera valido para os valores de o que satisfacam:
sen2a = 1, senda = 1 e senba = —1. Tomando sen2a = 1, entao cos2a = 0 e assim,

senda = 2 sen2a cos 2a = 0, contradizendo a segunda condicao senda = 1.

Logo,

sen2a + senda — senba < 3

sen2a + senda — senbo - § (5.36)
4 4
De (5.35) e de (5.36):
sen2a + sendoa — senbo 3
sena sen2a sendo = 1 < 1

sena sen2a senda < 1

comprovando a desigualdade.

Problema D.4. Demonstrar que

senay + senas + - - - + sena,
thél < < tg@n
COS(¥1 + COS g + - - - + COS (upy,

se0<041<042---<04n<g
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 233)

SOLUCAO:

. ™ ~ , ~ ,
Para o intervalo aberto (0, 2), a funcdo senx é crescente e a fungdo cosx é decrescente,
ou seja,

O<ap <ay-—<a,= 0< sena; < senay < - -+ < senay,
O<a; <ag: <@, — COSQp > COSQy > -+ >Ccosay, >0

Como temos no numerador uma soma de n parcelas, em que a menor é senay, e a maior é

senay,, entao essa soma ¢ maior que nsenqa; € ¢ menor que 7N sena,,, ou seja:

nsena; < senaq + senas + - - - + sena,, < nsena,,. (5.37)
Analogamente para a soma dos cossenos:

N COSQp > COS iy + COS g + + -+ + COS (v, > N COS Q. (5.38)

Dividindo a desigualdade (5.37) pela desigualdade (5.38):

n senoy - senay + senas + - - - 4 senaqy, - 7 Senqy,,

N COS (1 COS Q1 + cos g + -+ - 4 COS vy, ncosozn7
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e entao,
seno; + senog + - - - + sena,
tgan < < tgay,.
COS (¥] + COS Qg + - -+ + COS (¢py

Problema D.5.Demonstrar a desigualdade
tgatglh + tgbtgy + tgatgy <1

m
sea>0,5>07>06a+6+7<§

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 233)

SOLUCAO:
Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade tgatgfs + tgftgy + tgatgy < 1:

tgatgS + tgftgy + tgatgy = tgatgf + tgy(tga + tgh). (5.39)

Temos que v < g — (a + ), entao substituindo em (5.39):

™

5 (o + B)) (tga + tgB).

tgatgh + tgbtgy + tgatgy < tgatgh + tg <

™

Como tg <2 (o + B)) = cotg(a + f),

tgatgS + tgftgy + tgatgy < tgatgl + cotg(a + B)(tga + tgh)

= tgatgl + M(tga + tgf)

1 — tgatgl
= tgatgh + ———
ga e/ tga + tgf

= tgatgf + 1 — tgatgh < 1,

(tga + tgh)

provando a desigualdade.

Problema D.6. Mostrar que se «, 3,7 sao os valores dos angulos de um tridngulo, entao:

(sena + senf + seny)® > 9senarsenf + senry.
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 234)

Sabemos que o + 3 + v = 7, entdo podemos afirmar que «, 3,7 € (0,7), ou seja,
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sena, senf3, seny > (0 e assim, podemos usar a desigualdade entre as médias aritmética e

geométrica de trés niimeros positivos.

sena + sen/3 + seny
3

> \P/ sena senf sen-y

sena + sen3 + seny > 3\3/senoz sen/3 senvy (5.40)

Elevando ambos os membros da desigualdade (5.40) ao quadrado:

(sena + senf + seny)? > 9\3/( sena senf3 seny)?.

Mas, \3/( senasen(3 seny)? > \‘"/( senasenf seny)?3, pois sena, senf, seny < 1. Entao,

(sena + senf + seny)? > 9\3/( sena senf seny)? = 9sena senfs seny,

provando a desigualdade.

Problema D.7. Demonstrar a desigualdade tga —a < tgf — 8, se 0 < a < f < g

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 235)

SOLUCAO:

T
Temos que tgr > x para 0 < x < —. Como 8 > «, Jx tal que x =  — . Assim, podemos
afirmar que tg(f — a) > 5 — a. Se demonstrarmos que tgf — tga > tg(f — a), teremos

provado que tgf — tga > § — a. Logo, devemos provar que

tgl — tga > tg(f — ).

Para isso, vamos calcular a diferenca tgf — tga — tg(8 — «), cujo resultado deve ser

positivo:
tgf — tga
tgf — tga — tg(f — o) = tgf — tgo — ————>—
gf — tga — tg(f —a) = tgf — tga — - 2B tga
_ (1+ tgatgh)(tgf — tga) — tgf + tga
1+ tghtga
_ tgf — tga + (tgatef)(teh — tea) — tgh + tea
1+ tgltga
tgatgf
=— = =2 (4 — t .
1+ tgp tg&( g ga)

s
Os termos tga, tgfl sao positivos, pois a e [ pertencem ao intervalo (O, 2) e como

tgatgf

m(tgﬁ — thé) também é pOSitiVO.

tgf > tga, o produto
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tgatgls

_ SO (4o — t
1+—tg5tga< gl — tga),

Logo do resultado obtido acima tg — tga — tg(f — a) =

podemos afirmar que:
tgh — tga — tg(f—a) >0
tgd — tga > tg(8 — a).
Mas tg(f — a) > 5 — a,

entdo tgf — tga > f —a eassim, tgh— [ > tga — a.

Problema D.8. Demonstrar a desigualdade cos 36° > tg36°.
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 236)

SOLUCAO:

Supondo que o contrario da desigualdade seja verdade, isto é:

cos 36° < tg36°, (5.41)

sen36°
cos 36°’

cos? 36° < sen36°.

cos 36° <

1
Usando a relagdo 1 4 cos2a = 2cos? a, e substituindo cos? 36° = 5(1 + cos 72°) na
desigualdade cos? 36° < sen36°:

1
5(1 + cos 72°) < sen36°

1+ cos72° < 2sen36°
1+ cos(90° — 18°) < 2sen36°
1+ senl8” < 2sen(30° + 6°)
1 4 2sen9° cos 9° < 2sen30° cos 6° + 2 cos 30° sen6’

14+ 2sen9° cos9° < cos6° + 2 cos 30° sen6®
Como 1 > cos6°, sen9° > sen6°® e cos6° > cos30°, verificamos que a desigualdade

1 4+ 2sen9° cos 9° < cos 6° + 2 cos 30° sen6° é uma contradigao. Logo, a desigualdade (5.41)

é falsa.

Problema D.9. Mostrar que se A, B, C' sdo os dngulos de um tridngulo,

0|

sen— sen— seng <
2 2 2 =

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 236)
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SOLUCAO:
) B
Vamos supor que a desigualdade senE Sen§ sen

AenB > (5.42)
Sel’l2 sen2 sen2 8 .

Utilizando a propriedade que transforma o produto dos senos na diferenca dos cossenos,

¢ 1 ja falsa, isto é
— < - seja falsa, isto é
2 8 -] Y )
c 1

obtemos:
A B 1 ( )
n—sen— = — —
se 5 se 5 5 cos cos

Substituindo em (5.42):

S en— > —.
2 2 2 2 4
Por outro lado, do produto de seno por cosseno, transformado em soma de senos:

1 —-A+B+C A-B+C ( —-A—-B+C A—|—B+C’>} 1
—|lsen—— +sen——— — ([sen———— + sen———— | | > —
2 2 2 2 2 4
—-A+B+C A-B+C —-A+B+C A+B+C 1
- 4+ s8n——— —sen—————— — sen——— > —.
2 2 2 2 2
Pela imparidade da func¢ao seno:
-A+B+C A-B+C A-B-C A+B+C 1
sen——— 4+ sen—————— + sen—————— — sen——————— > —.
2 2 2 2 2
Mas, como A+ B+ C = 180°, A— B+ (C =180°—-2B, —A+ B+ (C =180° —2A e
A+ B — C =180° — 2C, vamos substituir estas relagoes nas parcelas de (5.43), obtendo:

sen

(5.43)

senW = sen(18002_2A) = sen(90° — A) = cos A4,

senA_gMJ = sen(18002_23) = sen(90° — B) = cos B,

senA—i_f_C = sen(18002_20) = sen(90° — C') = cos C,
senW = Sen(18oo) = sen90° = 1.

Finalmente, substituindo em (5.43), obtemos:

1
cosA+cosB+cosC —1 > 3

3
cos A+ cos B+ cosC > 3

3
Mas, foi provado no Problema D.2 que cos A + cos B + cos C' < 5 © portanto, o resultado

3
cos A+ cos B+ cos C > — é uma contradigao. Assim, (5.42) é falso e, portanto, a desigual-

B C
dade sen— sen; seng < 3 é verdadeira.
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5.5 Funcoes Trigonométricas Inversas

Problema F.1. Simplificar a expressao cos(arcsenz), —1 <z < 1.
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 226)

SOLUCAO:
Chamamos arcsenz = y. Entao seny =z, -3 <y < 7.

Devemos calcular o cosy. Sabemos que cos?y = 1 — sen?y = 1 — 22. Como — Y
entdao cosy > 0. Assim cosy = v/1 — 22, ou seja, cos( arcsenz) = /1 — 22, —5<y<

Problema F.2. Simplificar a expressao cos(2 arcsenx).
Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. ex 226)

SOLUCAO:

Utilizando a relacdo cos2a = cos? a — sen?a, temos que
cos(2arcsenz) = cos?(arcsenz) — sen’( arcsent).

Tomando os valores do problema anterior:
2
cos(2 arcsenz) = (\/1 - a:2> —r?=1-2%—2%

e assim, cos(2arcsenr) = 1 — 222

Problema F.3. Simplificar a expressdao sen(arctanx).

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 226)

SOLUCAO:
Fazemos y = arctan z, entao tgy =x, —5 <y < 3.
1
Através da igualdade cos?y = —————, vamos encontrar cosy.
1+ tg7y

Sabemos que, no intervalo —3 <y < 7, cosy > 0. Assim,

1 1 1
2
Ty ! J1+ tg2y  V1ita?

1
V1422

Finalmente, seny = tgycosy = x -
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T

V1+ a2

ou seja, sen(arctanz) =
17
Problema F.4. Calcular arccos (cos (—577>)_

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 227)

SOLUCAO:

17 _ 17
Se chamamos y = arccos <cos <—57T>>, entao cosy = cos (—57r>, 0<y<m.

Utilizando a periodicidade da funcao cosseno:

() =on (a3 on(3)-
COS 57'[‘ = COS ™ 577' = COS 57T = COSYy

3 , 17 3
Logo, y = =™ ou seja, arccos (cos (—57T)) =

1 1 13
Problema F.5. Mostrar que arccos 3 + arccos (—7) = arccos (—)

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 227)

SOLUCAO:
7
Chamando a = arccos 3 B = arccos (—7> e 7y = arccos (—14>, temos que: o = 3
g T <B< 187 <
cosf=-5 3 mecosy=—,5, 5 <Y<

Precisamos mostrar que o + 3 = «. Para isso, vamos utilizar uma certa funcao trigonomé-

trica A(x). Devemos ter o cuidado de observar que A(a + 8) = A(y) s6 é valido se a + 3

T T
e v pertencerem ao mesmo quadrante. Sabemos que o = 3 cos ff = g <fB<me
13 = - . .

CSY=—75 5 < 7 < m. Entdo, podemos concluir que (a4 f3) e v pertencem ao intervalo
[W 3#]

27 2]
Uma funcao trigonométrica que é mondtona nesse intervalo é a funcao seno, pois é

™ 3 )
decrescente entre 3¢5 Assim, faremos A(x) = senz.
Agora devemos mostrar que sen(a + ) = sen(7y).
T T

sen(a + ) = senacos f + senff cosa = sen o cos 8 + senf3 cos 3 (5.44)

Precisamos calcular o valor de senf. Pela identidade fundamental

1\N? 4 4
senzﬁzl—cos25:1—<—7> :8:>sen5:\7/§.

Substituindo o valor de senf em (5.44), obtemos:

V3 1 43 1 —/3+4V3 33
Sen(a+5):2'( >+7'2: 4 14

7
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Agora, vamos calcular senvy:

13\2 169 V27 33
—imwy = y1- (-B) —Vl‘— _ 33
SRy €08 N/ 14 196 14 14

Logo, sen(a + ) = seny. Agora podemos afirmar que o + = =, pois vimos que o+ (3 e

v pertencem ao mesmo quadrante.

Problema F.6. Simplificar a expressao: cos(arccos z + arccosy).

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 229)
SOLUCAO:
Se fizermos arccosz = a e arccosy = b, entdo cosa = x e cosb = y. Assim,

cos(arccos x + arccosy) = cos(a + b) = cosacosb — sena senbd.

Como cosa = z, sena = /1 — 22 e cosb =y, senb = /1 — 42, resulta que

cos(arccos x + arccos y) = xy — V1 — 22y/1 — 12.

Problema F.7. Simplificar a expressao: sen(arccosz + arcseny).
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 229)

SOLUCAO:

Fazendo arccos x = a, entao cosa = x e sena = v/1 — x2. Do mesmo modo, arcseny = b,
entao senb = y e cosb = /1 — y?. Substituindo na expressao que devemos simplificar,

obtemos:

sen(arccos x + arcseny) = senacosb + senbcosa = V1 — 22y/1 — y? + zy.

Problema F.8. Simplificar a expressao: tg(arctan z + arctany).
Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 229)

SOLUCAO:
Fazendo arctanz = a, entao tga = x. Do mesmo modo, arctany = b, entao tgb = y.
Substituindo na expressao que devemos simplificar:

_ tga+tgb  w+y
1 —tgatgh 1—zxy

tg(arctan x + arctany) = tg(a +b)
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Problema F.9. Simplificar a expressao: tg(arcsenx + arcseny).

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 229)

SOLUCAO:

Fazendo arcsenz = a, entao sena = x e cosa = v/1 — 22. Do mesmo modo, arcseny = b,

entdao senb =y e cosb = /1 — y?. Agora, precisamos calcular tga e tgh. Temos

‘ sena x

a4 — —

& cosa /1 —a2
senb Y

tgh = =
& cosb /1 —1y?
Substituindo na expressao que devemos simplificar, obtemos:

o Y

+
) — 2
tg(arctan x + arctany) = tg(a + b) = V1 a:x Vi ] Y

e
/1T —y2 +yv1 —a?
V12T a/T-y gVl —a?
VI —ay VI-AVT -y
V1= a22yT—y?

Problema F.10. Simplificar a expressao: cos(2arctan x).

Fonte: Litvinenko e Mordkdvich (1989, pag. 229)

SOLUCAO:

sena ) .
= x, e mais sena = x cos a. Substi-

Fazendo arctan xz = a, entao tga = x, ou seja,
cos a

tuindo na expressao que devemos simplificar:
cos(2arctan z) = cos 2a = cos® a — sen’a = cos® a — x? cos® a =

1
Problema F.11. Simplificar a expressao: cos(§ arccos x).

Fonte: Litvinenko e Mordkévich (1989, pag. 229)

SOLUCAO:
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~ a .
Fazendo arccosx = a, entao cosa = x. E, como vamos calcular cos 5 precisamos da

relagdo entre o cosseno de um arco e o cosseno do dobro desse arco. Assim,

9 cos? 1+ sa l+cosa a 1+ cosa
cos” - = COSa —> COS" = = ———— = C0S = = || ———
2 ¢ 2 2 2 2

Substituindo
<arccos:1:) 1+ 1+ cosa
CoS = =4/ —.
2 2 2
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho estudamos as ideias de George Pélya sobre a utilizagao do método
heuristico na resolugao de problemas e sua aplicacdo na pratica docente do ensino da
Matematica, em particular na resolucao de problemas de trigonometria, tais como a prova
de identidades, a resolucao de equagoes, a transformacao de expressoes e o cédlculo de

maximos e minimos de func¢oes trigonométricas.

Os problemas selecionados para serem resolvidos sao de dificuldade superior aos
utilizados comumente em sala de aula no Ensino Médio. Isso responde, em primeiro lugar,
a intencao de abordar problemas proximos do tipo que interessava a Pdlya, aqueles cuja
solucao necessita de uma certa dose de descoberta e criatividade. Em segundo lugar, tem
como objetivo fornecer aos professores do Ensino Médio uma coletanea de exercicios ja
resolvidos, tomados de livros que nao sao facilmente acessiveis. Esses exercicios poderiam
ser utilizados para trabalhar em forma diferenciada com alunos interessados e para a

preparacgao para as olimpiadas de Matematica.

Consideramos que o tema abordado no trabalho é importante, interessante e
motivador. Importante, porque os alunos que estudam as disciplinas de Matematica, tanto
na escola como nas instituicoes de ensino superior, apresentam significativas deficiéncias
e insuficiéncias nas habilidades logicas e técnicas para resolver problemas matematicos.
Interessante, porque mostra um método pouco utilizado, ao menos explicitamente, na

didatica da Matemaética.

Destacamos no trabalho o item 4.2, intitulado Alguns resultados gerais sobre
fungoes periodicas, onde foram enunciadas e provadas algumas proposi¢oes gerais que
nao encontramos na literatura em portugués que revisamos. Também consideramos que
merecem destaque as expressoes gerais apresentadas no subitem 4.1.2, pois apresentam
resultados interessantes que poderao auxiliar aos estudantes, na resolucao de problemas

de trigonometria.

O método heuristico, em conjuncao com o método de ensino mediante problemas,
constitui-se em poderosa ferramenta, o que abre um rico campo para a pesquisa e a pratica
docente. Motivador, porque para o professor enamorado do seu trabalho docente, é um
convite ao aprofundamento no estudo das aplicacoes do método heuristico no ensino da
Matematica e ao seu proprio aperfeicoamento na "arte de resolver problemas". Para nos,
foi muito motivador "descobrir'o Pélya humano, pesquisador matematico de alto nivel e

professor apaixonado pelo ensino.

Finalmente, esperamos que este trabalho sirva como material de apoio para os

professores de Matematica do Ensino Médio, assim como os incentive a se aprofundar no
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método heuristico para utiliza-lo em sala de aula, resultando numa melhora do processo de
ensino-aprendizagem da Matematica, tdo importante para a melhoria da Educagdo como

um todo, e para a melhora dos indicadores do ensino no Brasil.



163

Referencias

BOAS, R. P. George Pdlya: A Biographical Memoir. Washington, D.C.: National
Academy of Sciences, 1990. Disponivel em: <https://www.nasonline.org/publications/
biographical-memoirs/memoir-pdfs/polya-george>. Citado 2 vezes nas paginas 21 e 165.

BODEN, M. A. Artificial intelligence and natural man. New York: Basic Books, Inc.,
1977. Citado na pagina 33.

FRALEIGH, J. A First Course in Abstract Algebra. New York: Addison Wesley, 1989.
Citado na pagina 12.

GELCA, R.; ANDREESCU, T. Putnam and Beyond. Texas: Springer, 2007. Citado na
pagina 144.

HALMOS, X. The heart of mathematics. 1980. Citado 2 vezes nas paginas 25 e 26.

KHANNA, M.; SHARMA, Y. I I T Mathematics. Nova Déli: Jai Prakash Nath Co, 2012.
Citado na péagina 59.

LIDSKI, V. B. et al. Problemas de Matematicas Elementales. URSS: Editorial Mir, 1972.
Citado 2 vezes nas paginas 24 e 53.

LITVINENKO, V.; MORDKOVICH, A. Pricticas para resolver Problemas Matemdticos.
Moscou: Editorial Mir, 1989. Citado na pagina 59.

MAJMUTOV, M. 1. La Ensenianza Problémica. Havana, Cuba: Editorial Pueblo Y
Educacion, 1983. Citado na pagina 28.

MENDOZA, H. G. Resolugdo de Problema no Ensino de Ciéncias - Tipos de problema
docente e de situagoes problema. 2015. Disponivel em: <https://w3.dmat.ufrr.br /hector>.
Citado na péagina 26.

MENDOZA, H. G. A contribuicio do ensino problematizador de Majmutov
na formagao por etapas das agoes mentais de Galperin. 2016. Disponivel em:
<https://w3.dmat.ufrr.br/hector>. Citado 2 vezes nas paginas 26 e 27.

MINSKY, M. L. Steps toward artificial intelligence. [S.1.]: Feigenbaum and Feldman, 1963.
Citado na péagina 33.

NETO, A. et al. Nocoes de Matemdtica. Fortaleza, Ceara: Vestseller, 2009. v. 3. Citado
na pagina 23.

O’CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F. George Polya. Scotland: School of
Mathematics and Statistics, University of St Andrews, 2002. Disponivel em:
<https://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk /Biographies/Polya>. Citado 2 vezes nas
paginas 20 e 21.

PEARL, J. Heuristics: intelligent search strategies for computer problem solving. London:
Addison Wesley Publ Co, 1984. Citado na péagina 33.


https://www.nasonline.org/publications/biographical-memoirs/memoir-pdfs/polya-george
https://www.nasonline.org/publications/biographical-memoirs/memoir-pdfs/polya-george
https://w3.dmat.ufrr.br/hector
https://w3.dmat.ufrr.br/hector
https://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Polya

Referéncias 164

POLYA, G. Mathematics and Plausible Reasoning: Induction an Analogy in Mathematics.
New Jersey: Princeton University Press, 1954. Citado na pagina 24.

POLYA, G. A arte de Resolver Problemas. Rio de Janeiro: Editora Interciéncia Ltda.,
1977. Citado 2 vezes nas paginas 12 e 32.

POLYA, G.; SZEGO6, G. Problems and Theorems in Analysis. Berlin: Springer-Verlag, 1925.
Citado na pagina 17.

PUCHKIN, V. N. HEURISTICA - A Ciéncia do Pensamento Criador. Rio de Janeiro:
Zahar Editores, 1976. Citado 2 vezes nas paginas 29 e 34.

RAPHAEL, B. The thinking computer. San Francisco, Califérnia: W. H. Freeman Co.,
1976. Citado na pagina 33.

ROMANYCIA, M. H. J.; PELLETIER, F. J. What is a heuristic? Alberta, Canada, 1985.
Citado na péagina 33.

SHAJNO, K. U. Colecio de Problemas de Matemadtica Elementar de Elevada Dificuldade.
Minsk, URSS: Escola Superior, 1965. Citado 2 vezes nas paginas 38 e 40.

SHARP, H. Elementos de Trigonometria Plana. Havana, Cuba: Editorial Pueblo y
Educacion, 1976. Citado na pagina 55.

SLAGLE, J. R. A heuristic program that solves symbolic integration problems in freshman
calculus. New York: McGraw-Hill Inc., 1963. Citado na pagina 33.

SPIEGEL, M. R. Manual de Formulas y Tablas Matematicas. México: McGraw-Hill, 1973.
Citado na péagina 50.

TAO, T. Como Resolver Problemas Matemdticos - Uma Perspectiva Pessoal. Rio de
Janeiro: SBM, 2013. Citado na pagina 29.



165

ANEXO A - George Pdlya - Bibliografia

Selecionada

A seguir, bibliografia de George Pélya, tomada de George Pdolya - A Bibliographical
Memoir (BOAS, 1990).

1913
Uber eine Peanosche Kurve. Bull. Acad. Sci. Cracovie, A, 305-13.

Sur un algorithme toujours convergent pour obtenir les polynomes de meilleure approxi-
mation de Tchebychef pour une fonction continue quelconque. C. R. Acad. Sci. (Paris),
1957:840-43.

Uber Annaherung durch Polynome mit lauter reelen Wurzeln. Rend. Circ. Mat. Palermo,
36:279-95.

Uber Annaherung durch Polynome deren samtliche Wurzeln in einen Winkelraum fallen.
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 1913:326-30.

1914

With G. Lindwart. Uber einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Polynomfolgen
und der Verteilung ihrer Wurzeln. Rend. Circ. Mat. Palermo, 37:297-304.

Uber das Graeffesche Verfahren. Z. Mat. Phys., 63:275-90.

With I. Schur. Uber zwei Arten von Faktorenfolgen in der Theorie der algebraischen
Gleichungen. J. Reine Angew. Math., 144:89-113.

Sur une question concernant les fonctions entieres. C. R. Acad. Sci. (Paris), 158:330-33.
1915

Algebraische Untersuchungen uber ganze Functionen vom Geschlechte Null und Eins. J.
Reine Angew. Math., 145:224-49.

Uber ganzwertige ganze Funktionen. Rend. Circ. Mat. Palermo, 40:1-16.
1916

With A. Hurwitz. Zwei Beweise eines von Herrn Fatou vermuteten Satzes. Acta Math.,
40:179-83.

Uber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbetrage einer analytischen Funktion und
dem grossten Gliede der zugehorigen Taylorschen Reihe. Acta Math., 40:311-19.

Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. Math. Ann., 77:497-513.



ANEXO A. George Pdlya - Bibliografia Selecionada 166

1917

Uber geometrische Wahrscheinlichkeiten. S.-B. Akad. Wiss. Denksch. Philos. Hist. KIl.,
126:319-28.

Uber die Potenzreihen, deren Konvergenzkreis natiirliche Grenze ist. Acta Math., 41:99-118.
1918
Uber Potenzreihen mit endlich vielen verscheidenen Koeffizienten. Math. Ann.; 78:286-93.

Uber die Verteilung der quadratischen Reste und Nichtreste. Nachr. Ges. Wiss. Gottingen,
1918:21-29.

Uber die Nullstellen gewisser ganzer Funktionen. Math. Z., 2:352- 83.

1919

Uber das Gauss’sche Fehlergesetz. Astronom. Nachr., 208:186-91; 209:111.
Proportionalwahl und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Z. Gesamte Staatswiss., 74:297-322.
1920

Arithmetische Eigenschaften der Reihenentwicklungen rationaler Funktionen. J. Reine
Angew. Math., 151:1—31.

Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Momenten-
problem. Math. Z., 8:171-81.

Uber ganze ganzwertige Funktionen. Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 1920:1-10.
1921

Bestimmung einer ganzen Funktion endlichen Geschlechts durch viererlei Stellen. Mat.
Tidsskr. B.:16-21.

Ein Mittelwertsatz fur Funktionen mehrerer Veranderlichen. T6hoku Math. J., 19:1-3.

Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung betreffend die Irrfahrt im Strassennetz.
Math. Ann., 84:149-60.

1922

Uber die Nullstellen sukzessiver Derivierten. Math. Z., 12:36-60.

1923

Sur les series entieres a coefficients entiers. Proc. London Math. Soc, 21:22-38.

Herleitung des Gauss’schen Fehlergesetzes aus einer Funktionalgleichung. Math. Z., 18:96-
108.

Bemerkungen iiber unendliche Folgen und ganze Funktionen. Math. Ann., 88:169-83.

Uber die Existenz unendlich vieler singularer Punkte auf der Konvergenzgeraden gewisser



ANEXO A. George Pdlya - Bibliografia Selecionada 167

Dirichletscher Reihen. S.-B. Preuss. Akad. Wiss. Gottingen Math. Phys. K1. Abh. Folge
3., 1923:45- 50.

With F. Eggenberger. Uber die Statistik verketteter Vorgange. Z. Angew. Math. Mech.,
3:279-89.

On the zeros of an integral function represented by Fourier’s integral. Mess. Math.,
52:185-88.

1924
Uber die Analogie der Krystallsymmetrie in der Ebene. Z. Kristall., 60:278-82.

On the mean-value theorem corresponding to a given linear homogeneous differential
equation. Trans. Am. Math. Soc, 24:312-24.

1925

With G. Szego. Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis. 2 vols. Berlin: Springer- Verlag.
1926

On an integral function of an integral function. J. London Math. Soc, 1:12-15.

On the minimum modulus of integral functions of order less than unity. J. London Math.
Soc, 1:78-86.

1927

With G. H. Hardy and A. E. Ingham. Theorems concerning mean values of analytic
functions. Proc. R. Soc. A., 113:542-69.

Uber trigonometrische Integrale mit nur reelen Nullstellen. J. Reine Angew. Math., 158:6-
18.

Uber die algebraisch-funktionentheoretischen Untersuchungen von J. L. W. V. Jensen. Kgl.
Danske Vidensk. Selsk. Math.-Fys. Medd., 7(17).

Eine Verallgemeinerung des Fabryschen Liickensatzes. Nachr. Ges. Wiss. Gottingen,
1927:187-95.

1928

Uber gewisse notwendige Determinantenkriterien fur die Fortsetzbarkeit einer Potenzreihe.

Math. Ann., 99:687-706.

Beitrag zur Verallgemeinerung des Verzerrungssatzes auf mehrfach zusammenhangende
Gebiete. S.-B. Preuss. Akad. Wiss. Gottingen Math. Phys. KI. Abh. Folge 3., 1928:228-32,
280- 82; 1929:55-62.

1929

Untersuchungen uber Liicken und Singularitaten von Potenzreihen. Math. Z., 29:549-640.



ANEXO A. George Pdlya - Bibliografia Selecionada 168

1931

With G. Szego. Uber den transfiniten Durchmesser (Kapazitatskonstante) von ebenen und

raumlichen Punktmengen. J. Reine Angew. Math., 165:4-49.
1932

With A. Bloch. On the roots of certain algebraic equations. Proc. London Math. Soc,
33:102-14.

1933
Uber die Konvergenz von Quadraturverfahren. Math. Z., 37:264- 86.
Qualitatives uber Warmeausgleich. Z. Angew. Math. Mech., 13:125-28.

Untersuchungen uber Lucken und Singularitaten von Potenzreihen. II. Ann. of Math. (2),

34:731-77.
1934

Uber die Potenzreihenentwicklung gewisser mehrdeutiger Funktionen. Comment. Math.
Helv., 7:201-21.

With G. H. Hardy and J. E. Littlewood. Inequalities. Cambridge: Cambridge University

Press.
1936

Algebraische Berechnung der Anzahl der Isomeren einiger organischer Verbindungen. Z.
Kristall. (A), 93:315-43.

1937

With M. Plancherel. Fonctions entieres et integrates de Fourier multiples. Comment. Math.

Helv., 9:224-48; 10:110-63.

Kombinatorische Anzahlbestimmungen fur Gruppen, Graphen und chemische Verbindun-

gen. Acta Math., 68:145-254.

Uber die Realitat der NuUstellen fast aller Ableitungen gewisser ganzer Funktionen. Math.
Ann., 114:622-34.

1938

Sur la promenade au hasard dans un reseau de rues. Actual. Sci. Ind., 734:25-44.
1942

On converse gap theorems. Trans. Am. Math. Soc, 52:65-71.

With R. P. Boas. Influence of the signs of the derivatives of a function on its analytic
character. Duke Math. J., 9:406-24.



ANEXO A. George Pdlya - Bibliografia Selecionada 169

1943

On the zeros of the derivatives of a function and its analytic character. Bull. Am. Math.
Soc, 49:178-91.

1945
With G. Szego. Inequalities for the capacity of a condenser. Am. J. Math., 67:1-32.

How To Solve It: A New Aspect of Mathematical Method. Princeton: Princeton University

Press.
1948

Torsional rigidity, principal frequency, electrostatic capacity and symmetrization. Q. Appl.
Math., 6:276-77.

1949
With H. Davenport. On the product of two power series. Can. J. Math., 1:1-5.

1950 With A. Weinstein. On the torsional rigidity of multiply connected cross sections.
Ann. Math., 52:154-63.

1951

With G. Szego. Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics. Princeton: Princeton

University Press.
1952

Sur une interpretation de la methode des differences finies qui peut fournir des bornes
superieures ou inferieures. C. R. Acad. Sci. (Paris), 235:1079-81.

1954
With M. Schiffer. Convexity of functional by transplantation. J. Analyse Math., 3:245-345.

Estimates for eigenvalues. In: Studies in Mathematics and Mechanics Presented to Richard

von Mises, New York: Academic Press, pp. 200-7.

Mathematics and Plausible Reasoning. Vol. 1, Induction and Analogy in Mathematics. Vol.

2, Patterns of Plausible Inference. Princeton: Princeton University Press.
1956

With L. E. Payne and H. F. Weinberger. On the ratio of consecutive eigenvalues. J. Math.
Phys., 35:289-98.

1958

With I. J. Schoenberg. Remarks on de la Vallee-Poussin means and convex conformal
maps of the circle. Pacific J. Math., 8:295- 334.



ANEXO A. George Pdlya - Bibliografia Selecionada 170

1959

With M. Schiffer. Sur la representation conforme de l'ext£rieur d’'une courbe ferm6e
convexe. C.R. Acad. Sci. (Paris), 248:2837-39.

1961

On the eigenvalues of vibrating membranes, In memoriam Hermann Weyl. Proc. London

Math. Soc, 11:419-33.
1962

Mathematical Discovery: On Understanding, Learning, and Teaching Problem Solving. 2
vols. New York: John Wiley and Sons.

1968
GraefFe’s method for eigenvalues. Numer. Math., 11:315-19.
1972

With G. Szego. Problems and Theorems in Analysis, Vol. 1. New York, Heidelberg,
Berlin: Springer-Verlag. Revised and enlarged English language version of 1925,1. (See
1976,1, for Vol. 2).

1974

Collected Papers. Vol. 1, Singularities of Analytic Functions. Vol. 2, Location of Zeros, ed.
R. P. Boas. Cambridge: MIT Press.

1976

With G. Szego. Problems and Theorems in Analysis, vol. 2. New York, Heidelberg,
Berlin: Springer-Verlag. Revised and enlarged English language version of 1925,1. (See
19721, for Vol. 1).

1984 Collected Papers, Vol. 3, Analysis, eds. J. Hersch and G. C. Rota. Vol. 4, Probability,
Combinatorics, Teaching and Learning Mathematics, ed. G. C. Rota. Cambridge: MIT

Press.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Objetivos
	Objetivo Geral
	Objetivos Específicos

	Método de pesquisa

	QUEM FOI GEORGE PÓLYA?
	Dados Biográficos de George Pólya
	Os Problemas que interessaram a Pólya
	Majmutov e Tao comentam Pólya

	O QUE É A HEURÍSTICA?
	Heurística
	O Método Heurístico na Solução de Problemas
	As quatro etapas de Pólya na Resolução de Problemas
	Compreensão do Problema
	Estabelecimento de um Plano
	Execução do Plano
	Retrospecto


	ALGUNS TÓPICOS DE TRIGONOMETRIA
	Sinais das funções trigonométricas notáveis
	Funções trigonométricas inversas
	Função arco seno
	Função arco cosseno
	Função arco tangente
	Função arco cotangente
	Função arco secante
	Função arco cosecante

	Expressões gerais das soluções das equações trigonométricas notáveis

	Alguns resultados gerais sobre funções periódicas

	COLETÂNEA DE PROBLEMAS DE TRIGONOMETRIA
	Identidades Trigonométricas
	Equações Trigonométricas
	Máximos e Mínimos Trigonométricos
	Desigualdades Trigonométricas
	Funções Trigonométricas Inversas

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	Referências
	George Pólya - Bibliografia Selecionada

