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RESUMO

Desde os tempos antigos, a Matematica vem se desenvolvendo como uma importante
ferramenta utilizada pela humanidade. A partir dos primeiros problemas de contagem
simples de objetos, até o desenvolvimento de teorias refinadas e de grande avanco
tecnolégico. A Matematica se tornou indispenséavel para o nosso desenvolvimento, prin-
cipalmente para fazer previsdes de fenbmenos de natureza aleatéria, probabilisticas ou
intuitiva, das quais sao presentes no universo. No Ensino Basico Técnico e Tecnolégico,
espera-se que os alunos tenham técnicas da Matematica de forma logica para resolver
problemas do dia-a-dia. Diante disso, o objetivo principal deste trabalho é mostrar uma
abordagem da técnica do Método Monte Carlo, dar e apresentar véarias aplicagées, em
especial, calculos de area sem o conhecimento prévio de Integral em diversas areas da
Ciéncia. Primeiramente, foi feita abordagem da probabilidade e variavel aleatéria com
as principais definicdes, teoremas e propriedades. E por ultimo, fez-se uma abordagem
tedrica do Método Monte Carlo e varias aplicagdes, que podera servir de referencial
para que seja explorado de forma rica na Matematica pelos professores e alunos.

Palavras-chave: Probabilidade. Variaveis aleatérias. Método Monte Carlo.



ABSTRACT

The Mathematics has been an important tool used by the humankind since the ancient
times. From the first problems involving simple counting of objects to the development of
refined and advanced technology theories. The Mathematics has become indispensable
to our own development, mainly to predict random-nature, probabilistic or intuitive
phenomena, which are present in the universe. In Basic, Technical and Technological
Education, teachers hope that students use Mathematics in a logical way to solve
everyday problems. Thus, the main aim of this paper is to present through an approach
of the Monte Carlo Method that this Method has many applicationsin several areas of
Science, especially in the area calculation with no need of previous knowledge of integral
calculation. Firstly, the theories of probability and random variables were reviewed
together with their main definitions, theorems and properties. Then, | approached the
Monte Carlo Method and its applications, which may be the reference to be exploited in
Mathematics Education by teachers and learners.

Key-words: Probability. Random variables. Monte Carlo Method.
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INTRODUCAO

Desde os tempos antigos, a Matematica vem se desenvolvendo como uma
importante ferramenta utilizada pela humanidade. A partir dos primeiros problemas de
contagem simples de objetos até o desenvolvimento de teorias refinadas e de grande
avanco tecnoldgico, a Matematica se tornou indispensavel para o nosso desenvolvi-
mento.

A palavra Probabilidade vem do Latim probare: testar ou confirmar, € o es-
tudo da Matematica responséavel pela relacéo de previsdes para eventos "incertos"ou
"desconhecidos",dependendo do contexto a ser trabalhado.

Como a Probabilidade teve seu inicio como uma ciéncia empirica, fica dificil
buscar suas origens. Tempos depois que foi associada a Matematica, todavia nao se
tem como determinar o periodo dessa transicdo. Mesmo assim, quando se falam dos
"criadores"da probabilidade, todos os autores de livros concordam que foram Pascal e
Fermat. Podemos ver em (LEONARDO, 2013), que para responder questdes ligadas
aos jogos de azar no século XVII era utilizada a teoria de probabilidades para dar
previsdes de ocorréncia dos eventos.

Um estudo sistémico das propriedades das probabilidades, em qualquer con-
junto (experimento) aleat6rio, teremos sempre uma incerteza se um determinado evento
ocorrera ou nao, € nem sempre sera facil de ser definido, como, por exemplo: "Ao jogar
um dado honesto(equilibrado) e observar a face superior". Neste caso, no estudo de
probabilidade € bem simples verificar que o conjunto do espago amostral (2) € for-
mado por: Q = {1,2,3,4,5,6} , pois sdo as unicas possibilidades de ocorrer. "Numero
impar", por exemplo, ndo € um resultado elementar, pois consiste de trés resultados
"1,3,5"(JAMES, 2015).

Pode-se ver em (LEONARDO, 2013), que as investigacées das chances de
ocorréncia de um determinado evento sdo chamadas de Teoria das Probabilidades
e por sua vez teve como origem no século XVII, para tentar responder questbes
ligadas aos jogos de azar. Atualmente, as aplicagbes da teoria das probabilidades sao
encontradas em multiplos aspectos da vida social e da pesquisa, por exemplo: nos
jogos de partida de futebol, para garantir que as equipes tenham a mesma chance de
escolha de um dos lados, pois nesse, caso poderemos garantir que cada equipe tenha
1 de escolha, e em seguida, o juiz pede aos capitdes de cada equipe que escolha
um dos lados (cara ou coroa)e, em seguida, langa para cima a moeda. Neste caso, 0
vencedor pode escolher de qual lado comecar o jogo. Para (SMOLE; DINIZ, 2010, p.
161),

Pela teoria das Probabilidades, um acontecimento isolado constitui
um acaso, mas a andlise de grande numero de ocorréncias desse
acontecimento permite prever as chances de ele ocorrer de novo.
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De acordo com (BRASIL, 2006, p. 69), além de outras competéncias, ao final
do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica para resolver
problemas praticos do cotidiano para modelar fendmenos em outras areas do conheci-
mento, e saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e
tecnologico.

Dessa forma, o objetivo inicial da probabilidade era o tradicional problema da
resolucao de calculos tradicionais pelas técnicas de amostragem, e, posteriormente,
com experimentos que caracterizem conjuntos com infinitos pontos. Com o surgimento
de numeros aleatérios, houve a necessidade de analisarmos esses problemas por meio
de um método que garanta um resultado aproximado do real, que neste caso, 0 método
Monte Carlo mostrara, e dara, uma solugdo bem aproximada.

De acordo com (COSTA et al., 2002), o matematico Stanislaw Ulan em 1946
tentou calcular, pelo tradicional método da anélise combinatéria, as probabilidades
de sucesso de uma determinada jogada de um jogo de paciéncia. Depois de muitos
calculos, Ulan percebeu que a alternativa mais correta seria realizar "n jogadas", por
exemplo, 200 ou cinco mil, e verificar a quantidade de cada resultado ocorrido. Nessa
mesma época, o0 método de técnicas de amostragem néo era usado, pelo fato de os
calculos serem demorados, e sujeitos a erros. Com isso, hoje os matematicos séao
classificados em dois grupos: aplicados ou puros, sendo que essas classificacées nao
s&o as unicas. Assim, o ramo da matematica experimental ou aplicada que possui
ligagdo aos experimentos envolvendo numeros aleatérios, é conhecido como método
Monte Carlo. E as suas aplicacbes extendem as diversas areas do conhecimento, por
exemplo, Matematica, Fisica, Ciéncias Sociais, Ciéncias Médicas e outras.

Segundo (ALLEN C.R., 1995), foi durante a Segunda Guerra Mundial, por meio
do projeto Manhattam que Stanislaw Ulan cunhou a aplicagdo do método (Monte Carlo),
para a difusao aleatéria de Néutrons num determinado material radioativo. Isso devido
a similaridade das grandes simulacdes estatisticas através dos jogos de azar, sendo 0s
quais eram praticados em Monte Carlo (capital do Principado de Ménaco), onde havia
grande concentragao de cassinos, apostas e jogos de azar.

Rotineiramente, hoje em dia, o método Monte Carlo é utilizado em diversos
campos, com simulagcbées de fendbmenos fisicos complexos, através do estudo dos
modelos nucleares, até uma simples simulagao realizada em um jogo de bingo.

Conforme o experimento, a Matematica pura ou tedrica tem pontos fortes que
sd0 a sua abstracao e generalidade; a modelagem do problema pode ser feita rigoro-
samente; a compreensao do funcionamento completo é feita a partir de uma analise
tedrica. Contudo, a mesma matematica que carrega pontos fortes também carrega
fraqueza, pois problemas de grande complexidade em termos tedricos deterministicos
a modelagem do problema sera mais dificil. Nesse sentido, 0 método Monte Carlo tem
uma ideia principal na abordagem dos problemas que é:



SUMARIO 16

aproveitar ao maximo a forca da andlise teérica, e ao mesmo tempo
evitar suas fraquezas, substituindo a teoria por experimento, onde quer
que a primeira falhe (COSTA et al., 2002, p. 1).

Dessa forma, o estudo da probabilidade tera sua concentragcdo em aplicacoes
com a utilizagdo do Método Monte Carlo de forma elementar como, por exemplo,
conseguir aproximagoes do valor de 7.

Diante do exposto, a escolha deste tema foi devido a sua grande importancia
dentro da Probabilidade na vida da sociedade, desde os primordios e, principalmente,
para os dias atuais.

Além disso, devido, muitas vezes, a falta de conexao da teoria com a aplicagao
do dia a dia, podemos notar falta de motivagao por parte de alguns estudantes ao
estudar Probabilidade, ja que sabemos que, na atualidade, o Método Monte Carlo
podera ser utilizado em varias situacdes praticas e tedricas envolvendo ndo somente
problemas internos da matematica, mas também de outras disciplinas cientificas e
tecnoldgicas que envolvem fendmenos aleatérios, dentro de um conjunto de finitas e
infinitas possibilidades de ocorréncias, entre outros.

Primeiramente, no capitulo um, foi feita uma abordagem dos conhecimentos
basicos da Probabilidade, com uma revisdo de algumas definigbes importantes para o
desenvolvimento deste estudo e apresentacéo de alguns exemplos.

No segundo capitulo, faremos uma abordagem da Probabilidade, por meio do
principio basico da contagem, e especificamente, em Variaveis Aleatorias discretas ou
continuas. Neste caso, conforme (BRASIL, 2006), o estudo do principio da Contagem
no Ensino Médio, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais completa da
probabilidade por si s, permite também o desenvolvimento de uma nova forma de
pensar em Matematica, denominada raciocinio combinatério. Ou seja, decidir sobre
a forma mais adequada de organizar numeros ou informacdes, para poder contar os
casos possiveis, ndo deve ser aprendido como uma lista de férmulas, mas como um
processo que exige a construgdo de um modelo simplificado e explicativo da situagao,
deve dar énfase principalmente a esses trés tipos de fungdes.

No capitulo trés, sera apresentado o Método Monte Carlo como uma maneira de
solucionar problemas para casos em que envolvam conjuntos infinitos em sua amostra,
abordando as ideias de varidveis aleatorias e funcdes de distribuicdo. Nesse mesmo
capitulo, apresentaremos as possiveis aplicacdes desse estudo, como, por exemplo,
na Engenharia. Além disso, estudaremos a Probabilidade para encontrar o valor de
7 através da equacao do comprimento da circunferéncia, e também os principios da
AGULHA DE BUFFON, focando algumas defini¢cdes e aplicages.
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0.1 OBJETIVOS

0.1.1 Objetivo Geral

Apresentar o Método Monte Carlo através do estudo da probabilidade, com
suas defini¢cdes, teoremas e propriedades, porém com um foco de aplicabilidade dos
conceitos adquiridos nas diversas areas do conhecimento.

0.1.2 Objetivos Especificos

a) Fazer um estudo da probabilidade por meio das definicoes, teoremas e proprieda-
des, enfatizando suas aplicagdes;

b) Reconhecer o carater aleatério de fendmenos e eventos naturais, cientifico tecno-
l6gicos ou sociais, compreendendo o significado e a importancia da probabilidade
como meio de prever resultados;

¢) Interligar a teoria da probabilidade apresentada ao contexto da aplicagdo do
método Monte Carlo;

d) Fazer um breve levantamento histérico sobre o Método Monte Carlo;

e) Fazer previsées em situacoes aplicadas a diferentes areas do conhecimento e da
vida cotidiana que envolvam o pensamento probabilistico;

f) Construir um acervo de aplicagdes do Método Monte Carlo nas diversas areas do
conhecimento.

0.2 JUSTIFICATIVA

Este trabalho foi desenvolvido buscando atender as necessidades de professo-
res e alunos do Ensino Médio ou do ensino Basico, Técnico e Tecnoldgico em conhecer
o Método Monte Carlo como uma ferramenta para resolver problemas praticos do dia a
dia da Matemética e de outras Ciéncias.
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1 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, serdo apresentados os conceitos basicos e fundamentais de
Probabilidade necessarios para o entendimento do METODO MONTE CARLO E
SUAS APLICACOES. Além de uma breve abordagem histérica sobre o surgimento da
Probabilidade, faz-se um breve estudo sobre conceitos Basicos da Andlise Combinatéria
e da Probabilidade, como: principio fundamental da contagem, arranjos, combinagoes,
defini¢des, principais teoremas da probabilidade, variaveis aleatorias e o Método Monte
Carlo e suas aplicagdes.

1.1 ABORDAGEM HISTORICA DO SURGIMENTO DA PROBABILIDADE

O jogo foi 0 motor de arranque e o primeiro beneficiado com as probabilidades.
De fato, por volta de 1200 a.C. existiam dados com forma cubica feitos a partir de 0ssos.
No entanto, o jogo atingiu uma grande popularidade com os gregos e os romanos. Na
Idade Média, a igreja catdlica era contra o jogo dos dados, ndo pelo jogo em si, mas
pelo vicio de beber e dizer palavrées que o acompanhavam. Os jogadores inveterados
do século XVI procuravam cientistas de renome para que estes lhes dessem formulas
magicas para garantir ganhos substanciais nas bancas de jogo. O ponto decisivo para
o0 inicio da teoria das probabilidades foi dado pela correspondéncia trocada entre os
matematicos franceses Blaise Pascal e seu amigo Pierre de Fermat, em que ambos,
por diferentes caminhos, chegaram a solugéo correta do célebre problema da divisdo
das apostas, em 1654.

A Probabilidade é um dos ramos da Matematica presente nos jogos desde os
primérdios da humanidade, e, aos poucos, foram aprimorando suas técnicas com as
previsdes para possiveis ganhos em apostas. Sabe-se que probabilidade deriva do
Latim probare (provar ou testar). Na sociedade atual e no cotidiano, usa-se o calculo
de probabilidades de uma forma intuitiva; ao levantarmos olhamos como o tempo est4,
pela TV ou internet analisa-se a previsao do tempo, em determinado periodo, e a partir
dai, podemos decidir o modo de sair ou ndo, e estamos condicionados muitas vezes a
previsdes: no nosso trabalho, a probabilidade do time preferido ganhar um jogo ou até
mesmo 0 campeonato; a probabilidade de passarmos numa prova objetiva ou ENEM
“chutando” todas as questdes; a probabilidade de ganhar na Loteria fazendo uma unica
aposta; a probabilidade de jogarmos um dardo e este acertar o alvo, e a probabilidade
de contaminacgao por radiacdo quando ficamos expostos.

Segundo (MORGADO; CARVALHO; FERNADEZ, 2006), a Teoria da Probabili-
dade é o ramo da Matematica que cria, desenvolve, e em geral, pesquisa modelos que
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podem ser utilizados para estudar experimentos ou fenémenos aleatérios.

Portanto, vé-se que a utilizagao e o desenvolvimento da Probabilidade no decor-
rer da historia, até os dias atuais, na sua grande maioria, foram impulsionados pela sua
aplicagéo no dia a dia da sociedade.

Pode-se ver em (BRASIL, 2006), que a Estatistica e a Probabilidade devem ser
vistas, entdo, como um conjunto de ideias e procedimentos que permitem aplicar a
Matematica em questdes do mundo real, mais especialmente aquelas provenientes
de outras areas. Devem ser vistas também como formas de metodologias de estudo
para quantificar e interpretar conjuntos de dados ou informagdes que ndao podem ser
quantificados direta ou exatamente.

Cabe a probabilidade, por exemplo, dar a previsdo do candidato A ou B ter
éxito em uma elei¢ao, ou o possivel éxito do langamento de um produto no mercado,
respectivamente antes da eleicdo em si, e da fabricacao do produto. Para que essas
previsdes ocorram, temos que ter uma populagcao ou amostra, levantamento de dados
e analise das informagdes obtidas.

Assim, entende-se que uma das alternativas para despertar o interesse do aluno,
ao estudar a probabilidade, € abordar conteudo que tenha o foco, em especial, as
aplicagdes que lhes serao uteis.

1.2 ANALISE COMBINATORIA

1.2.1 Principio fundamental da contagem

Definicao 1.2.1. Dado, um evento, composto por k;, com1 < i < n,comn € N, com N
etapas sucessivas e independentes, e de tal maneira que o numero de possibilidades
de cada etapa ocorra de k; maneiras, entdo o numero total de possibilidades do evento
ocorrer € dado por [T, ki = ky - ko -+ - k.

Exemplo 1.2.1. Uma mocga foi convidada a ir a uma festa, e ela tem como opgéao (ver
1), 3 blusas, 4 calgcas jeans e dois pares de sapatos para montar seu look. Nessas
condicées, de quantas maneiras ela pode combinar esse look (blusas, calcas e um par
de sapatos) para ir a essa festa?

Observacao 1.2.1. O produto [T}, k; = ki - ko - - - k,, dos numeros das possibilidades
em qualquer etapa independente sera valida.
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Figura 1: Exemplo: Principio Fundamental da Contagem.

WE g

Calca3 Calga4d

Blusa 1 Blusa 2 Blusa 3 Calgcal Calga2

-

Sapato 1 Sapato 2

Fonte: Autor, 2016.

Neste caso, verifica-se que o evento € dividido em trés etapas: escolher uma
blusa, um calga e um par de sapatos. Como o principio fundamental da contagem
tem-se a ideia de apenas quantificar o numero de possibilidades, podemos notar que
pela definicdo (1.2.1), tem-se que o total de possibiliaddes do evento é dado pelo
produto das escolhas de cada etapa. Assim o total é de 3 - 4 - 2 = 24 possibilidades de
uma combinacao do /ook. Eesse problema traz um resultado "trivial", mas nem sempre
essa visualizacao podera ser vista de maneira simples. Para isso, antes de dar esse
resultado, poderemos utilizar um método conhecido como "Diagrama da Arvore"para
que a visualizacao se torne mais clara.

O método é construir as etapas em forma de ramificagcdes, mostrando as possi-
veis maneiras de um elemento de uma etapa ramificar com outro da préxima etapa e
assim por diante. No exemplo (1) pode-se verificar que, para resolver o problema, o
evento sera dividido em trés etapas, as quais representaremos por B1, B2 e B3 as trés
blusas; por C1, C2, C3 e C4 as quatro calgas; e por S1 e S2 os dois pares de sapatos,
conforme diagrama da Figura (2). Com isso, temos:
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Figura 2: Diagrama da Arvore: Principio Fundamental da Contagem.
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Fonte: Autor, 2016.

Portanto, o numero total de possibilidades € 3 -4 -2 = 24.

1.2.2 Permutacao simples e fatorial de um numero

1.2.2.1 Permutacao simples

A palavra permutar tem como sinénimo "trocar". De maneira intuitiva, quando
surge em problemas de contagem, no caso da permutacao, deveremos ter a nocao
de embaralhar ou misturar. Considere um conjunto com n elememtos, e todos serao
usados nos agrupamentos. Por exemplo: quantos numeros de 3 algarismos distintos
(sem repeticdo) podemos formar com os algarismos 3, 4 e 5?

Neste caso, por se tratar de um conjunto com apenas 3 elementos, podemos
resolver pelo método da tentativa. Ao final, encontraremos 6 numeros de 3 algarismos
distintos que sao: 345, 354, 435, 453, 534 e 543.

Também pode-se resolver e encontrar todas as possibilidades construindo uma
"arvore de possibilidades ou diagrama da arvore", assim se pode verificar que para
resolver o problema, o evento sera dividido em trés etapas, em que a escolha do
algarismo para compor as casas decimais ndo altera o numero de possibilidades.
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Assim para compor a casa das centenas, temos 3 possibilidades de escolha; para
a casa das dezenas temos 2 possibildades; e para as da unidade sobra apenas 1
possibilidade. Com isso, temos:

Figura 3: Permutacéo Simples: Diagrama da Arvore.

Numero
12 Etapa 22 Etapa 32 Etapa Formado

- 4 5 345
<
/ \ 5—14 354
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L cm/
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- 3——————14 534
5<
4——m3 543
l l Tota\ll/de 6 Numeros de 3 algarismos

3 Possibilidades 2 Possibilidades 1 Possibilidade
de escolha de escolha de escolha

Fonte: Autor, 2016.

Assim, pelo principio fundamental da contagem, temos 3-2-1 = 6 possibilidades
de formar numeros de 3 algarismos distintos. Podemos notar que todos os numeros
possuem os mesmos algarismos. Neste caso os numeros diferem entre si pela ordem
dos algarismos.

Considerando o exemplo acima, de um modo geral, se temos n elementos
distintos, a escolha do primeiro elemento é feita de n maneiras. Sendo que a partir
do segundo elemento teremos sempre uma possibilidade a menos de escolha. Assim
fica claro que o numero de agrupamentos ordenados total que poderemos formar com
todos do conjunto com n elementos é dada por:n-(n—1)-(n—2)---3-2-1. Esses
agrupamentos que sao ordenados e diferem pela ordem sdo chamados de permutacao
simples e podem ser denotados por P, que € o numero total de permutagdes do
conjunto com n elementos: P, =n-(n—1)-(n—2)---3-2- 1.
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1.2.2.2 Fatorial de um NUmero

Definicao 1.2.2. Fatorial de um numero natural n é um agrupamento ordenado de
elementos de um determinado conjunto obtido através da permutagéo P,, do numero
natural n e podemos indicar por n! (onde lé-se n fatorial ou fatorial de n).

Considerando que o fatorial de um numero natural n é dado pela permutacao
P,, entao temos que:

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1paran > 1. (1.1)

1.3 ARRANJOS SIMPLES E COMBINAGOES

1.3.1 Arranjos Simples

Definicao 1.3.1. S3o os agrupamentos ordenados de maneiras distintas que sdo
formadas com p dos n elementos de um conjunto ndo vazio com n elementos tomados
depap, comp <n.

Neste caso podemos indicar por A, , ou A2 e para calcular o total de agrupa-
mentos, consideremos as seguinte situagdes:

a) Para n = p temos que o calculo do arranjo € o mesmo da permutacdo dos
elementos, ou seja, A,,, = P, = nl;

b) Para p < n, temos que os n elementos serdo agrupados de p a p.

Sendo assim, o total das possibilidades do agrupamento através de uma analise
pelo principio fundamental da contagem, temos para a primeira posi¢ao n possibilidades
de escolhas; para a segunda posicao, (n-1) possibilidades de escolhas, sendo que os
elementos sao distintos; para a terceira posicao, (n-2) possibilidades de escolhas; e
ja para a p-ésima posicao, [n-(p-1)] possibilidades de escolhas. Nesse sentido, pelo
principio fundamental da contagem, temos que o numero total de possibilidades é o
produto de todas as possibilidades, assim:

App=n-(n-1)-(n—-2)-(n=3)---[n—(p—-1)]. (1.2)

p—fatores

Como [n— (p—1)] = (n — p+ 1), assim podemos representar A,,, ou A2 por meio de
fatoriais, neste caso:

multiplicando A, =n-(n—1)-(n—2)- (n—=3)---[n — (p— 1)] por =5, temos:

p—fatores
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App = n-(n—l).(n—2)-(n_3)...[n_(p_1>].(n—p)!
p—fatores

_n-(n—-1)-n—-2)-(n=3)---[n—(p—1)]- (n—p)! (1.3)
(n —p)!

como temos que n(n—1).(n—2).(n—3).....[n— (p—1).(n — p)! que é o desenvolvimento
de n!, logo a equacao fica:

App = ' (1.4)

Observacdo 1.3.1. Quando multiplicamos a equagéo do arranjo por EZ:ﬁ;: tem a mesma
ideia de multiplicar por qualquer numero real diferente de zero (0), o valor nao se altera,

poisn > p.

1.3.2 Combinacoes simples

Definicao 1.3.2. Sdo todos os subconjuntos com p elementos agrupados que podem
formar com os elementos dados de um conjunto com n elementos tomados de p a p
(v < n) denotados por C? ou C,,,, ou (Z)

Neste caso, temos que o0s n elementos agrupados tomados p a p, significa que a
cada combinacdo tem a correspondéncia de p! arranjos, e que se obtém permutando-se
cada elemento da combinacdo. Assim, temos que o numero total de agrupamentos séo
definidos por:

- (1.5)

Observacao 1.3.2. Dentro das combinagbes, temos como conceito nos problemas de
contagem uma associag¢ao intuitiva de apenas fazer escolha de subconjuntos

Em combinacé&o simples, temos a validade da propriedade :

Cnvp = C’I’Lﬂl—p

1.3.3 Caracterizacao de arranjos e combinacoes

Os problemas de andlise combinatoria podem ser resolvidos por arranjo ou
combinagao, porém iremos encontrar varios agrupamentos, de acordo com o uso de
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arranjo ou combinacgao. Neste caso, para identificar se o agrupamento do problema
envolvido tem referéncia a um arranjo ou a uma combinagao, basta montar pelo menos
um deles e modificar a ordem dos elementos desse agrupamento.

Se, ap6s a mudanca, tiver formado um agrupamento diferente, ou seja, diferem
entre si pela ordem de colocacado dos elementos ou pelo menos um elemento, esse
problema sera de arranjo. E, se apds a troca de ordem dos elementos, formar 0 mesmo
agrupamento, esse problema sera de combinagao. Para melhor compreensao dos
citérios, veja o exemplo:

Exemplo 1.3.1. Considere 7 pontos num plano plano cartesiano, onde nao existem 3
pontos alinhados (colineares)', quantas retas ficam determinadas por estes pontos?

Figura 4: Pontos no plano: A, B,C, D, E, Fe G

Fonte: O autor, 2016.

Neste caso, monta-se pelo menos um dos agrupamentos (reta) e se descobre
se o problema (Figura 4) é arranjo ou combinagdo. Sabe-se também que 2 pontos
distintos determinam uma e Unica reta. Como os pontos nao sao colineares, podemos
unir quaisquer 2 pontos, assim podemos dizer que a reta que tem o segmento AF é
a mesma reta, se trocarmos a ordem dos elementos do segmento para F'A. Neste
caso, a reta (agrupamento) continua sendo a mesma, portanto, temos um caso de
combinagao.

Assim, temos um agrupamento de 7 elementos sendo agrupados de 2 em 2,
pela definicdo de Combinacao simples, como n = 7 e p = 2, temos que o0 nimero

1 Colineares: trés ou mais pontos pertencentes a uma mesma reta
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de retas determinadas por 7 pontos sendo agrupadas de 2 em 2, € definida por :

Cr2 = g = 5 = 5 = 21. Portanto, podemos determinar 21 retas.

1.3.4 Binomio de Newton

Nos estudos dos produtos notaveis, sabemos que a soma de dois termos ao
quadrado, ou seja, (z + y)? é igual ao primeiro elevado ao quadrado mais duas vezes o
primeiro pelo segundo mais o quadrado do segundo, assim:

(x+1y)* =2+ 2.2y +y (1.6)
Nesse mesmo sentido, para calcular (z + y)?, podemos escrever:

(+y)° = (@+y?’(z+y)
= (*+22y+v).(z+v)
= 234+ 3.2%y+ 309+ (1.7)

De maneira analoga, calcular as quartas, quintas e sextas poténcias e, de modo geral,
podemos obter esse resultado no desenvolvimento da poténcia (z + y)" a partir da
anterior, ou seja, de (z + y)"!. Analisando o desenvolvimento, podemos notar que
quando o valor de n aumenta de maneira grandiosa, o céalculo da poténcia fica muito
trabalhoso. Neste caso, existe um método para desenvolver a enésima poténcia de
um binémio, conhecido como bindmio de Newton? e para entender esse método é
necessario saber o que sao coeficientes binomiais, algumas de suas propriedades e o
triangulo de Pascal.

Defini¢ao 1.3.3 (Numero Binomial). Dados dois numeros naturais n e p, comn > p,
denominamos numero ou coeficiente binomial n sobre p, 0 numero (O=mIET p), i que podem
ser denotados por C? ou C,, , ou (p) onde (lIé-se: n sobre p). Assim, podemos escrever:

n n!
(p) " (n—p)l-p! (1.8)

Observacao 1.3.3. O numero binomial ( ) por analogia com as fragées, podemos
dizer que o seu numerador é n e, 0 denominador é p.

Observacao 1.3.4. Para todo n natural, é sempre verdadeiro que: (Z) =1; (’f) =
ne (g) =1

Definicdo 1.3.4. (Tridngulo de Pascal) E a disposicdo dos nimeros binomiais de
forma ordenada entre linhas e colunas, de forma que os numeros binomiais de mesmo

2

Isaac Newton, matematico e fisico inglés, (1642 - 1727)
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numerador n fiquem dispostos numa mesma linha, e os de mesmo denominador p
fiquem dispostos numa mesma coluna, conforme disposicdo abaixo:

linha 0 (§)

linha 1 (o) ()

linha2 () () ()

tinha3 () () () ()

linhad (o) (1) ) () ()

tinhas () () G) G G G

linha6 () (1) ) () G G @
timhan () () () G) GG ()0

Dos numeros binomiais do triangulo 1.3.4 e calculando seus valores, podemos
ter uma outra representacao desse triangulo com os termos do binémio de Newton.

linha0 1 = (z+9y)°=1

linhal 11 = (z+y)l=x+y

linha2 1 21 = (v+y)?=1224+2.2.9+ 19>

linha3 1331 = (z+y)3=12%+3.2%y+3.2.9% +1.93

linha4d 14641 = (z+y)*=12*+4.23y+6.2%9y% +4z.9° + 1y*

linhab 15 10 10 5 1 = (z+1y)° =12° + 5.2%.y + 10.23.y2 + 102293 + 5z.y* + 195

linha6 16 1520 15 6 1 = (z+y)® = 12°+6.2°.y+15.2%.y% +2023 .53 +1522.y* +62.9° +1y°
Observacao 1.3.5. Da disposicdo dos numeros binomiais das linhas formadas pelo
tridngulo de Pascal, esses numeros sdo os coeficientes do desenvolvimento binomial
(@ +y)".

Definicao 1.3.5 (Bindmio de Newton). Toda poténcia do tipo (x + y)", com x,y €
R en € N, é denominada de binémio de Newton, e o seu desenvolvimento é feito de
maneira simples, assim:

(z+y)" =(@+y) (+y) (x+y) - (x+y) (1.9)

n—vezes

Observacao 1.3.6. Se observarmos o triangulo de Pascal, podemos notar que o termo
genérico do produto, sera obtido se tomarmos p dos fatores (com 0< p < n) na segunda
parcela e para os demais restantes tomamos "n — p” fatores a primeira parcela. Neste
caso, temos que 0s agrupamentos podem ser feitos de (Z) modos distintos, logo o
termo genérico do produto é: (;L) PP,

Conforme 1.9 e 1.3.6, podemos afirmar para um numero natural n, o desenvolvi-
mento (z + y)" fica:
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n n n " (n
cot ‘xQ.yn—Q + ‘xl.yn—l + xOyn:Z _xn—p.yp
n—2 n—1 n =0 \P

1.4 NOGCOES INTUITIVAS DE PROBABILIDADE

Nesta secéo, seréo vistas as nog¢des basicas de probabilidades, que serédo
apresentadas sob um ponto de vista informal, na sua maioria por meio de defini¢ées,
propriedades e principais teoremas. Para isso, define-se espago amostral, eventos e
probabilidade.

1.4.1 Experimentos aleatérios

Dentro do estudo das probabilidades, podem-se considerar dois tipos de experi-
mentos: 0s ndo aleatoérios (experimentos deterministicos) caracterizados a priori, neste
caso nada temos a fazer, pois o resultado ja é sabido antes mesmo de ele ocorrer; € 0s
aleatérios (casuais, mas com possibilidades de uma previsao de ocorrer), que neste
caso € o objeto de estudo, pois sdo acontecimentos que ndo sabemos o resultado a
priori, mas podemos fazer uma previsdo em seus resultados (que pode ocorrer ou néao),
conforme definigdo a seguir:

Definicao 1.4.1. S4o todos os experimentos que, com n repeticbes sob as mesmas
condigées, apresenta, entre suas possibilidades, resultados imprevisiveis, porém, essas
possibildades poderao ter uma previsdo de ocorréncia.

Exemplo 1.4.1. No lancamento de uma moeda, os resultados possiveis sdo: "cara”
ou "coroa”, simbolizado por C'="cara” e k = "coroa”, temos 0s elementos do conjunto
{C, K}.

Exemplo 1.4.2. No lancamento de um dado e uma moeda, como o dado possui 6
possibilidades e a moeda 2 e pelo principio fundamental da contagem, o nimero total
de resultados (agrupamentos) é 12. Para o dado, temos o conjunto {1,2,3,4,5,6} e
conforme 1.4.1, temos o conjunto {C, K'}. Neste caso, o conjunto de todas as possi-
bilidades do experimento é o conjunto dos pares {(1,C), (1, K), (2,C), (2, K),(3,C), (3,
K).(4,C), (4, K).(5,C), (5, K),(6,C), (6, K)}
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1.4.2 Espaco amostral ((2)

Definicdo 1.4.2. E o conjunto de todas as possibilidades (resultados possiveis) de um
determinado experimento aleatodrio ocorrer, e denotado por ).

Observacao 1.4.1. Segundo (JAMES, 2015), quando um experimento é realizado sob
certas condicées fixas, teremos um conjunto de "resultados possiveis"com resultado
elementar e indivisivel do experimento, e esse conjunto € chamado de espa¢co amostral.
No lancamento de um dado, é facil determinar o conjunto dos possiveis resultados da
face superior, mas, as vezes, esse conjunto néo é tao facil de ser definido, por exemplo
(JAMES, 2015)(adaptado) Selecionar ao acaso um habitante da Cidade de Boa Vista-
RR e medir sua massa em quilogramas (Kg). Quais os resultados possiveis deste
experimento? Numeros Reais entre 0 e ?. Supondo que ndo exista massa maxima,
talvez seja coerente termos um espagco amostral ) = (0,00). Mas esse conjunto tera
resultados impossiveis de ocorrer, tais como cinco mil ou cem mil quilos de massa de
um individuo. Neste caso, poderiamos selecionar outros conjuntos para 2, por exemplo,
os intervalos limitados (0, 500) e [3, 500]. Assim nos dois intervalos, aparentemente, toda
a populagéo teria um resultado possivel para o experimento. Esses intervalos tém todas
as propriedades para o estudo dos propdsitos, e ainda poderemos escolher qualquer
intervalo (incluindo (0, o)) para o espago amostral, embora tenhamos varios resultados
impossiveis na propria reta real R. Poréem, pode ser uma escolha muito conveniente
para o espago amostral, pois nesse caso desejamos atribuir uma distribuicdo normal
ao resultado através de um conjunto de variaveis aleatorias, ja que o importante, entao,
€ que todos os resultados possiveis estejam dentro do espagco amostral §2; com as
suposicoes:

a) a todo resultado possivel corresponde um, e somente um ponto w € Q; e

b) resultados distintos tém pontos distintos, isto significa que ndo se pode representar
mais de um resultado.

Exemplo 1.4.3. Considere o experimento do lancamento de um dado, como o dado
possui 6 possibilidades, entdo seu espago amostral fica definido por: Q) ={1,2,3,4,5,6}.

Exemplo 1.4.4. No lancamento de uma moeda e um dado, este possui 6 possibilidades
e a moeda 2, e pelo principio fundamental da contagem, o nimero total de resultados
(agrupamentos) sao 12, conforme tabela (1).

Para o dado, temos o conjunto {1,2,3,4,5,6} e conforme (1.4.1) temos o con-
junto {C, K}. Neste caso, o espaco amostral §2 é o conjunto de todas as possibilidades
deste experimento, e fica determinado pelo conjunto dos pares Q={(1,C), (1, K), (2,C),
(2, K),(3,C), (3, K),(4,C), (4, K),(5,C), (5, K),(6,C), (6, K)}.
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Tabela 1: Langamento de um dado e uma moeda.

Espaco Amostral: Lancamento de um dado e uma moeda

Dado-Moeda 1 2 3 4 5 6
"cara"=c (c,1) (c2) (c,3) (c,4) (c,5) (c,6)
"coroa"=k  (k,1) (k,2) (k,3) (k,4) (k,5) (k,6)

Fonte: Autor, 2016.

1.4.3 Eventos 4;

Definicao 1.4.3. S4o todos os subconjuntos A; do espaco amostral 2, ou seja, sdo
conjuntos com resultados possiveis.

Neste sentido, quando, da realizacdo de um determinado experimento, ha
certeza de certos eventos ocorrerem ou ndo. No lancamento de um dado, por exemplo,
ha possibilidade ou ndo de alguns eventos:

A; = a face ser um numero impar;
A, = aface ser o nimero 5 e
As = a face ser um nimero > 6

Neste caso, podemos notar que cada um desses eventos podem ser facilmente
identificados como um subconjunto de €2, tais como: A; = {1,3,5}; Ay = {5} e A3 = {}.
Estas enumeracgdes de cada evento e subconjuntos poderéo ser realizadas em qualquer
experimento. Assim, seja {2 0 espago amostrale A; com 1 < i <n,comn € N.

Considere-se um circulo de raio unitario (ver figura 5), e escolhe-se ao acaso,
um ponto. Neste caso, temos que o espago amostral 2 é um circulo de raio r = 1 com
as seguintes caracteristicas: 2 = {(z,y) € R?*/z* + y*> < 1}. Diante do experimento,
podemos enumerar alguns eventos, como:

A, = a distancia da origem ao ponto escolhido é < 1;
A = entre o ponto escolhido e a origem ter uma distancia > 2;
Az = ter a 12 coordenada maior que a 22.

Considerando o ponto w = (x,y) como resultado do ponto escolhido aleatério
dentro do experimento, assim, o evento A; tera como ponto definido, se, e somente se,
2% +y? < 1/4, Q sera favoravel a As, se, e somente se, z > y, € 0 evento A, ndo tera
nenhum ponto definido dentro do experimento. Logo temos:

Ay = {(z,y) € Q22 + 42 < 1/2} (ver Figura 6);
Ay = () = conjunto vazio;

As = {(z,y) € Q|x > y} (ver Figura 7).
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Figura 5: Conjunto do experimento Q = {(z,y) € R?/2? + y? < 1}

;

Fonte: (JAMES, 2015, p. 3), (adaptado)

Figura 6: Evento A, = {(z,y) € Q|va? + y?> < 1/2} do experimento Q

0.5

Fonte: (JAMES, 2015, p. 3), (adaptado)
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Figura 7: Evento A3 = {(z,y) € Q|x > y} do experimento (2

Fonte: (JAMES, 2015, p. 3), (adaptado)

Neste caso, temos que todo evento associado ao experimento /22 + y? < 1
pode ser chamado de subconjunto do espago amostral 2. Assim, dado um determi-
nado experimento aleatério e definido o seu espaco amostral 2, temos as seguintes
afirmacoes:

a) sera chamado de evento todo subconjunto A; C ©2; com 1< i < n e n natural;
b) se A; = Q, sera chamado de evento certo;

c) se A; = ¢, serd chamado de evento impossivel ou incerto.

1.4.4 Conceito de probabilidade

Definicdo 1.4.4. Para todos os eventos aleatérios equiprovaveis®, podemos atribuir
uma possibilidade de um evento A; ocorrer num determinado espago amostral ). Assim,
dado um determinado experimento aleatorio definido no seu espago amostral 2 e um
evento A; C (), definimos probabilidade como a raz&o entre o numero de resultados
favoraveis do evento A; ocorrer e o numero de resultados favoraveis do espagco amotral
Q, ou seja: P(4A;) = ’”‘n(éi)), desde que seja, satisfeitas as sequintes propriedades:

3

Dado um determinado experimento com um espago amostral = {wq, ws,ws, . ..w,}, com finito
numero de elementos, neste caso, podemos afirmar que os eventos (w;) sdo equiprovaveis, pois tem
a mesma chance de ocorrer, isto é, tem a mesma probabilidade, assim: P({w;}) = %
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Propriedade 1.4.1. Para todo evento A;, temos sempre 0 < P(A;) <1lou0 < P(4;) <
100%, para todo A; C Q.

De fato, como temos sempre que 0, A; e Q tem a correspondéncia com: () C

A; C Q. Assim, se relacionarmos o numero de elementos dos conjuntos, temos também
a desigualdade: n(0) < n(A;) < n(Q) Se dividirmos as desigualdades por n(2) > 0,
. n(0) n(4;) ~ n(Q)
10g0: 300y < @) < a@)-

Como n(¢) = 0; 25 = P(4;) e 23 = 1, podemos concluir que:

2

0< P(A;) < 1.

Observacao 1.4.2. Para qualquer evento A;, temos sempre uma probabilidade com
valoresde 0 a 1, e:

Para eventos A; = ¢, temos um evento impossivel. Isso significa que ndo ha
nenhuma possibilidade desse evento ocorrer num espago amostral 2, assim P(A;) = 0;

Para eventos A; = 2, temos um evento certo. Isso significa que ha 100% de
certeza de que o evento ocorrera num determinado espago amostral §2, assim P(A;) =
1;

Propriedade 1.4.2. Para todo evento certo A; = ), temos sempre P(A;) = P(2) =1

Propriedade 1.4.3. Para um numero qualquer de eventos independentes A, As, As, ... A,,
temos sempre P(A; U A,..... U A,)= P(A;) + P(Ay) + P(A3) + ... + P(A,) e em
particular, quando temos apenas dois eventos excludentes A,eA,, tem-se sempre
P(A; UAy) = P(A)) + P(Ay)

Com essa definicdo classica de probabilidade, por exemplo, no langamento
de um dado, podemos atribuir probabilidade a qualquer evento A; contido no espaco
amostral 2, pois nesse caso temos que todos os resultados do experimento sao
equiprovaveis, ou seja, diante dos resultados i = 1,2,3,4,5 e 6, pode-se definir que
P(i) = ¢ V i € Q. Neste caso todo evento terd uma possibilidade de ocorréncia. J& no
caso do experimento de escolher um ponto ao acaso no circulo (/2% + 4% < 1), 0 acaso
podera ter a interpretagcdo como: a probabilidade sera a mesma dos dois eventos se, e
somente se, os dois eventos tiverem a mesma area (probabilidade geomeétrica). Assim,
temos que: P(4;) = %ﬁ, para todo A; C € e se a area de A; estiver bem definida.
Considerando o evento A, citado acima, e se lancarmos um dardo em um alvo com o
espago amostral definido em Q = {(x,y) € R?|z% + 3? < 1}, neste caso, a probabilidade
do dardo acertar em um ponto com a distancia < 1 entre o ponto escolhido e a origem

é:
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Dados:

Espaco amostral = Q = {(z,y) € R?|z* + y* < 1}, com R = 1;
Evento = A, = {(z,y) € R?/2* +y*> < 1/2}, com r = 1/2;
Areade QO = 7R? = Area de Q = 712 = 47 u.a;

Areade A; = mr? = Areade 4, = 7(1/2)% = (7/4) u.a;
) — areacy)

area(Q)

Como a probabilidade € definida por P(A; , assim temos que:

P(A) =% = P(A) = £ = P(A) =L

1.4.5 Principais teoremas
Teorema 1.4.1. Se um evento B é um conjunto vazio, entado P(B) = 0.

Demonstragcdo. Seja A um evento qualquer do espaco amostral €2 e B um evento vazio.
Neste caso temos a relagédo de B ¢ A C 2. Como por hipbtese B = ¢, assim temos que
BN A=¢,logo A e B sao disjuntos (excludentes), entao:

P(AUB) = P(A) + P(B) - P (AN B)

Como A e B s&o eventos mutuamente exclusivos, e (A U B)= A, pois B é vazio, pela
propriedade (1.4.3) tem-se:

P(A UB) = P(A) = P(A) + P(B) = P(B) = P(A) - P(A)= 0, Portanto P(B) = P(¢) = 0
0

Teorema 1.4.2 (Probabilidade complementar). Se A; é o complemento de um evento
A;, entdo P(4;) =1 — P(A)).

Demonstracdo. Considere o diagrama da Figura (8):

Pode-se notar que o complementar de A; é dado pela diferenca de ( A; — 4;),
que sio formados pelos elementos = € A; que ndo pertencem a A;, ou seja, A, — A; =
{z |z e A;ex ¢ A;}. Pelo diagrama da figura(8) tem-se A;UA; = Q e como A;NA; =0,
logo os eventos A; e A; sdo mutuamente exclusivos. Pela propriedade (1.4.3) temos:
P(A;UA;) = P(A4;) + P(A;), como A; U A; = Q, assim P(A; U A;) = P(Q2), logo temos
que:

P(A; UA) = P(Q) = P(A;) + P(4;), como temos que a P(A; U A;) = P(Q)= 1
pela propriedade (1.4.2), assim: P(4;) + P(A4;) = 1 = P(A;) = 1 — P(4;). Portanto
P(4;) =1 - P(4). O
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Figura 8: Diagrama de Venn: Complementar de um conjunto

Q

N

Fonte: Autor, 2016.

Teorema 1.4.3. Se A, C A, C Q, entdo P(A;) C P(As) C P() e P(Ay — Ay) =
P(Ay) = P(Ay).

Demonstragcdo. Tem-se pelo diagrama da (figura 9) que A, = A; U (A; — A;), com
A; e (Ay — A;) mutuamente excludentes (ver diagrama da figura(9)). Assim temos:
P(A3) = P[A; U (Ay — Ay)] = P(A;) + P(Ay — A)) — P[A; N (Ay — Ay)]. Como A; e
(A2 — A;) sdo mutuamente exclusivos isso significa que A; N (4; — A;) = ¢, assim
temos P[A; N (Ay — A;)] = 0, logo pela propriedade (1.4.3), temos: P(Ay) = P(A;) +
P(Ay—Ay) = P(Ay—A,) = P(As) — P(A;). Neste caso, pela propriedade (1.4.1) temos
também que P(A; — A;) > 0, dai decorre que P(As) > P(A;). O

Figura 9: Diagrama de Venn: Relagéo de Inclusao

Fonte: Autor, 2016.
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Teorema 1.4.4 (Teorema da soma). Se A; e A, sdo dois eventos quaisquer, entao:
P(A1UAy) = P(A)) + P(Ay) — P(A1 N Ay).

Demonstrag&o. i) Para A; e A, mutuamente exclusivos:
Considere o diagrama da Figura (10):

Figura 10: Diagrama de Venn: Uni&do de conjuntos

Fonte: O autor, 2016.

Como A, e A, sdo disjuntos, logo A;NAs; = ¢ — P(A1NAy) = 0. Assim pela propriedade
(1.4.3)logo temos:
P(A1 U Ay) = P(A)) + P(Ay) (1.10)

i) Para Ay N Ay # ¢
Considere os eventos A; e (A; N A3) mutuamente exclusivos.
Como A; N (A} N Ay)= ¢, logo pela propriedade (1.4.3), temos:
P[AU (AN Ay)] = P(A1 U Ay) = P(A1 U Ap) = P(A)) + P(A1 N Ay).
Como A, é a unido dos eventos mutuamente excludentes (A4; N A;) e (A, N A;), logo:

P(Ay) = P(Ay N Ay) + P(A2A1) = P(A N Ay = P(Ay) — P(A1 N Ay) (1.11)

Substituindo (1.11) em (1.10), temos: P(A; U Ay) = P(A;) + P(42) — P(A1NA4y) O
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1.4.6 Probabilidade Condicional

Definicao 1.4.5. Sejam dois eventos A, e A; do espago amostral 2, com (P(A;) >
0) (ver diagrama da Figura (11)). Temos que a probabilidade condicional do segundo
evento A, ocorrer, tem como hipdtese do evento A, ja ter ocorrido, assim, como A, ja
ocorreu, logo temos um novo espago amostral (que sera o proprio A,) e os elementos
do evento A, pertencem a A; N As.

Figura 11: Diagrama de Venn: Probabilidade Condicional

_.—-'"'_-_- T _-_--""H-..LH
f"f ) : h ™,

- \
/ \
| 1
! {

A, 4
f’lnl-
s
v
— - \""‘-\.___-_- -_-.--/,'

Q

Fonte: O autor, 2016.

Assim a probabilidade condicional de A, ocorrer quando A, ja tenha ocorrido ( denotado
por P(A5|Ay)) € dado por:

n(AlﬂAQ)
n(A1 N Az) n(Q) P(A1 N Az) . .z
P(A3|A)) = () = n(&%) — PA) com P(A;) # 0, pois A; ja ocorreu.

(1.12)

Como P(As|Ay) = BE52 — P(A; N Ay) = P(Ay) - P(A3|Ay)

Exemplo 1.4.5. No lancamento de um dado, qual a probabilidade de sair um numero
menor que 4, sabendo-se que o resultado foi um numero primo. Note que, conforme
a definicdo (1.4.2), temos o espago amostral inicial 2 = {1,2,3,4,5,6}, mas como foi
dada a informagéao de que o numero da face que saiu é um numero primo, logo temos
uma redugéo do espago amostral, assim o novo espago amostral O* = A; = {2,3,5}, e
é neste novo espag¢o-amostra reduzido que se avalia a probabilidade desse evento.
Neste caso, temos 0s sequintes conjuntos:

Ay ={z € Q|z é primo} — Ay ={2,3,5};
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Ay = {z € Q|z é um nimero menor que 4} — Ay ={1,2,3}, e;

Al N AQ = {2,3}
Resolugéo:
Neste caso, tem-se:

AlNAy={2,3} 5 P(AiNAy) =2 e

Pela equacéo (1.12), tem-se que:
P(A]A)) = § = 3
Logo, a probabilidade de sair um numero menor que 4, dado que o resultado foi um

ndmero primo, é de 2

1.4.6.1 Eventos independentes

Definicao 1.4.6. Dois eventos A, e A, de um espago amostral ) sdo independentes,
se, e, somente se, P(A; N As) = P(A;) - P(Ay), desde que (P(A,) #0e (P(A;) #0).

Proposicao 1.4.1. Um evento A; é independente de si proprio se, e somente se,

Demonstragdo. Suponhaque P(4;) =xz,com0 < z < 1.Como P(A4;) = P(A;N4;) =
r # x?, para todo = € ao intervalo 0, 1], entretanto P(A; N A;) = P(4;) = = = 22, se
x=0o0ouxz=1.Agorase P(A;) =0o0u P(4;) =1, entdo o evento € independente de
si mesmo. Pelo contrério, ndo serd independente de si proprio. Agora suponha que A;
seja independente de si mesmo, logo:

2?2 = P(A;) - P(A) = P(A;N A;) = P(A;)) = z, ou seja, 22 = z — 2% — x = 0, mas sera
verdadeiro, se e somente se, rt =0 ou x = 1. O

Proposicdo 1.4.2. Se A, e A, sdo eventos independentes, entdo A, e AS também
s&o independentes ( e também AS e A,, e ainda A e AS).Ver (JAMES, 2015, p. 20)

Observacao 1.4.3. Se P(A1NA,) # P(A;)-P(A,) os eventos A, e A, sdo dependentes,
desde que P(A;) #0 e P(Ay) # 0.

Teorema 1.4.5 (Produto da Probabilidade composta). Se A; sdo subconjuntos do
espacgo amostral 2, com P(A;) > 0, entdo:
i)P(A1 N Ag) = P(Ay) - P(As|Ay) = P(A) - P(A1|Ay),V, Ay e Ay € A,

i)P(A1 N Ay N Ag (-~ 1 Ay) = P(AL) - P(As]Ay) - P(A3|Ay N Ag) - - - P(An] Ay N
AZHASH"'An—l)avaAl ) A27 A37"' aAneAzcgavn:2a3747
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Demonstracgo. ii) Como em:

PN, Ai)zp(Al).P(ﬁ(f;‘)‘Q). (ﬁ(flﬁi‘;)‘@ P((R: = . Pela definigao (11), tem-se que:
P(NLy Ai) = P(Ay) - P(As|Ar) - P(A3|A1 N Ag) -+ P(NE A) O

1.4.7 Teorema ou Regra de Bayes

Teorema 1.4.6 (Probabilidade total). Se um conjunto A = A, Ay, As,---, A, dois a
dois disjuntos na qual formam uma particdo do espagco amostral §2, ou seja:

», A =Q e assumaque P(A;) > Oparai=1,2,3,4,---,n, entdo, para qualquer
evento B, temos que:

P(B) = P(AinB)+P(A,NB)+ P(A3sNB)+---+ P(A,NB)
= P(A1)- P(B|A1) + P(Az) - P(B|Az) + P(A3) - P(B|A3) + -+ + P(Ay) - P(B|Ay)
= > P(A)- P(B|A) (1.13)
=1
Demonstracao. Por hip6tese, temos que a sequéncia Aj, A,, As,---, A, forma uma
particdo para qualquer B C (2, entdo temos que B = U}, (A; N B). Como A; sao disjun-
tos dois a dois, entdo tem-se que A;,NB também serdo disjuntos, como Ay, A, A3,---, A, C

A;, entdo UL, A; C 1, e pelo teorema (1.4.5) temos:

P(B)=3(A,nB) =Y P(A) - P(B|A)

i=1 =1

O

Definicao 1.4.7 (Regra de Bayes). Sejam A;, i = 1,2,3,4,--- ,n eventos mutuamente
exclusivos, tal que !, A; = ), com P(A;) > 0 para todo evento B C () de tal forma
que séo conhecidas as probabilidades condicionais P(B|A;), temos sempre que:

pAB) = £ <A0P'(1;()B|Ai)
= P(A;) - P(B|A)
~ P(A)) - P(B|A)) + P(As) - P(B|As) + P(A3) - P(B|A3) + - + P(A,) - P(B|A,)
P(A;) - P(B|A)

(1.14)

iz1 P(4) - P(B|A;)
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2 VARIAVEIS ALEATORIAS E DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

No capitulo anterior, foram revisadas algumas definicdes da Analise Combina-
toéria e introduzidos varios tipos de modelos de Probabilidade através do meio dos
espagos amostrais de forma simples e que serdo necessarios para o desenvolvimento
do Método Monte Carlo. De forma geral, é necessaria a ampliacao dos conceitos para
que tenhamos todos os modelos de probabilidade para a representacao de todos os
tipos de variaveis. Assim, neste capitulo, serdo apresentadas as variaveis aleatérias
com as distribuicbes de probabilidade que sdo de suma importancia para a utilizagao
nas aplicacées. Inicia-se com a abordagem sobre os tipos de variaveis: discretas ou
continuas, funcdes de distribuicdo e posteriormente as distribuicdes de probabilidade.
Antes de definir as funcdes e distribuicdo, serao vistos e definidos os tipos de variaveis.

2.1 VARIAVEIS ALEATORIAS

De um modo geral, quando temos um determinado espaco amostral 2 € um
fenbmeno aleatdrio qualquer contido nesse espaco, para as variaveis qualitativas, todas
as descricdes de probabilidades associadas a eventos séo faceis de determinacao.
Por outro lado, temos na descricdo de dados, que os recursos disponiveis para as
analises sao mais ricos nas variaveis quantitativas. Neste caso, desejamos estudar a
estrutura probabilistica de quantidades associadas a esse fendmeno. Por isso, nesta
secdo, apresenta-se a definicdo e os tipos de variaveis, onde sera definida a variavel
discreta e a continua. Além disso, também serdo apresentadas algumas propriedades
importantes para este estudo.

Definicao 2.1.1. Seja £ um experimento aleatdrio e Q2 = {wy, ws, w3, ..., w,} um espago
amostral associado a E. Neste caso, chama-se de variavel aleatéria, qualquer fungcéao
X, que associa cada valor wy,ws, ws, . . . ,w, & um numero real X (w;).

Definicdo 2.1.2 (Variavel aleatéria discreta). £ toda funcdo X, definida dentro de um
espaco amostral ) que assume valores em um conjunto (finito ou infinito) de infinitos
pontos (enumeraveis) dentro dos reais.

Definicdo 2.1.3 (Variavel aleatéria continua). £ toda fungdo X, definida dentro de
um espaco amostral 2 que toma um conjunto de numeros infinitos (ndo enumeravel)
de valores reais.
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Figura 12: Variavel aleatoria

X:Q ——R
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Fonte: Autor, 2016.

Observacao 2.1.1. Apesar da terminologia "variavel aleatdria”, teremos que X é uma
funcdo com dominio em Q) e contradominio em R.

2.2 DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADES

A fungdo X, definida em um espago amostral €2, cujo dominio tem como valores
os da variavel e cuja imagem sao numeros reais, assim, esses numeros sao as
probabilidades que cada variavel assuma nessa distribuicdo. Neste caso o conjunto
imagem dessa funcao estard sempre restrito ao intervalo [0, 1]. Assim teremos que
uma distribuicdo de probabilidade tornara um modelo matemaico que tera relagao do
valor de uma variavel aleatéria com a sua probabilidade de ocorrer dentro do espaco
amostral €.

Observacao 2.2.1. Toda variavel da fungdo X definida em um espago amostral §) que
assumir valores num conjunto de pontos da reta (enumeravel) tera distribuicdo de
probabilidades discretas e se a variavel assumir valor em um intervalo de numeros
reais tera sua distribuicdo de forma continua.
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2.2.1 Distribuicao Discreta de probabilidades

Dado uma variavel aleatéria X associada a um espac¢o amostral €2, e o conjunto
{z1, 29, -+ ,x,} , de valores que podem assumir, e se para cada valor z; atribuir-se
uma probabilidade, tem-se uma probabilidade definida por:

P(X=uxz)=f(z;) 1<i<n (2.1)

Assim, a equacao (2.1) € definida como uma fungéo de probabilidade, e pode ser dada
como:
P(X =) = f(z) (2.2)

Neste caso, se consideramos = = z;, a equacgao (2.2) reduz a (2.1), ja para os demais
valores de x, teremos sempre f(x) = 0. Nessas condi¢des,temos que f(z) € uma
funcéo de probabilidade se:

a) P(X=z)=f(z)>0e;

b) 3, P(X =) = f(x) = 1.

A distribuicao ou funcao de probabilidade definida pela equacao (2.2) € uma distribuicao
de frequéncias relativas dos resultados do espaco amostral €, pois indica de forma
proporcional o valor que cada variavel aleatéria esta assumindo dentro desse espago.

2.2.1.1 Distribuicao de probabilidade acumulada

Como tem-se uma distribuicao de probabilidades relativas para uma determinada
variavel aleatéria X, a partir desses dados pode-se construir uma nova distribruicéo a
partir da distribuicdo relativa como sendo uma distribuicado acumulada.

Definicao 2.2.1. Dada uma variavel aleatéria X, define-se uma fun¢ao de distribuicao
acumulada da variavel X, num ponto x, como P(X < z) = F(z), comz € R, e

—00 < < 00,

Tem-se, neste caso, que uma fungdo acumulada pode ser gerada através da
fungéo de probabilidade, sempre verificando que; P(X < z) = F(z) = X, <. f(2r),
com z; < x. No caso em que a variavel aleatéria X assumir valores reais finitos
x1,To, T3, Ty, - , Ty, @ fuNcdo de distribuigdo F(X) fica definida por:
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0, se —oco<zx<uxy,

f(x1), se w1 <z <1,

f(z1) + f(z2), se 1z, <z <3,

F(X) = f(@1) + f(2) + f(w3), se w3 <z <
, se 5
y se s
Y se 5

flx1) + f(xe) + fas) + f(aa) +-- -+ f(z,), s€ z, <z <o0.

Observacgao 2.2.2. A fungédo P(X < x) = f(x) pode ter sua representagéo por formu-
las (equacées), tabela ou grafico.

A distribuicdo de probabilidade acumulada atende as seguintes propriedades:

) <o P(3:) = FI(X);
i) F(—oo) =0 paratodo z<0e F(co)=1 paratodo z > zy;
iiiy P(a < X <b) = F(b) — F(a);
iv) Pla< X <b)=F(b) - F(a) + P(X = a);
V) P(a < X <b) = F(b) — Fla) + P(X = a);
Vi) Pla< X <b) = F(b) — F(a) — P(X = a);
vii) Se F(X) é continua a direita, entao lim,_,,, F(X) = F(Xo).

viii) Se F(X) é descontinua a esquerda, nos pontos em que a probabilidade & sempre
diferente de zero, entdo lim,_,,, F'(X) # F(X,) para toda P(X = zy) # 0;

ix) A fungdo F'(X) é nao decrescente, isso significa que para um b > a, tem-se
sempre P(b) > F(a).

2.3 DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADES PARA VARIAVEL CONTINUA

Nesta secdo, apresenta-se a variavel aleatéria X, apresenta um contradominio
num conjunto de numeros reais continuos dentro do intervlo [a,b]. No caso em que
definiu para a variavel aleatéria X discreta, a probabilidade P(X) como sendo a fungéo
f(z) = P(X = z) que associa cada elemento do dominio a um numero ndo negativo,
com 7 _, P(X) = 1. Neste caso, tem-se para a variavel aleatoria continua, que tal
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definigdo ndo pode ser aplicada, uma vez que nao tem como definir a probabilidade do
i-simo valor da variavel aleatoria X, pois esses ndo sdo numeraveis, assim P(X;) ndo
tera nenhum sentido.

Definicao 2.3.1. Seja X uma variavel aleatdria continua, associada a um experimento
aleatorio dentro do espaco amostral 2. Assim uma distribuicdo ou fungao (densidade)
de probabilidade f(x) é toda fungdo que satisfaz as seguintes condi¢des:

1) f(x) > 0, para todo = pertencente ao dominio da funggo:

2) [ P(X =2) = f(x)de = 1.

Na condicao (2) da definicao (2.3.1), nota-se que uma variavel aleatéria X € R
esta compreendida num intervalo de —oo € oo, assim, V a < b dentro do contradominio
(R.), tem-se entdo a probabilidade da variavel X estar entre a e b dada por:

Pla< X <b) = / P(X =) = f(z)dz (2.3)

Observacao 2.3.1. Se X for uma variavel aleatoria continua de um intervalo |a, b|,
entdo pela equacéo (2.3) todas as probabilidades serdo iguais:
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b) =Pla<X<b).

Observacao 2.3.2. Na equacédo (2.3), a funcao distribuicdo ou fungao (densidade) de
probabilidade f(z) ndo é definida como uma probabilidade. Assim, a fungdo f(z) so
tera uma probabilidade quando for integrada entre os dois limites, que neste caso, a
probabilidade sera a area definida pela curva da fungéo definida no intervalo |a,b], com
a < b.

2.4 MEDIDAS DE DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADES PARA VARIAVEL ALEA-
TORIA

Os estudos das distribuigdes de frequéncias (relativas ou acumuladas) tém como
principais medidas sobre essas distribuicdes as medidas de posicao e as separatrizes.
Nesse estudo, tem-se como necessidade apenas das definicoes das medidas: Média
ou Esperanca Matematica (valor esperado de uma variavel), Variancia e Desvio-Padrao.
Assim, a aplicacao dessas medidas sera utilizada para estabelecer modelos teéricos
de probabilidades da variavel aleatéria X ( discreta ou continua), com a unica finalidade
de descrever populagdes. Neste caso, as medidas aqui utilizadas representarao os
parametros destas populagdes.
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2.4.1 Média ou esperanca matematica

Dada uma variavel aleatoria X, definida em um espag¢o amostral 2,e definida
sua probabilidade P(X = z) por:

Tabela 2: Esperanca matematica de uma variavel aleatéria

Distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria

Variavel aleatéria X G Ty T3 Ty . Ty,
P(z;),com1<i<n P(xq) P(xs) P(x3) P(xy4) P(z,)
;- P(z;)),com1<i<n x-P(ry) x9-P(xs) x3-P(x3) x4-P(xg) --- 1, Plxy,)

Fonte: Autor, 2016.

assim o valor médio ou esparan¢a matematica (denotada por £ (X)) da variavel
aleatéria discreta X, sera o valor numérico definido como:

E(X) = pe, = p = 21-P(21) 429 P(02)+23- P(23)+24- P(24) +- - -+ P(,) = zn:IzP(xz)

(2.4)

e para uma variavel aleatéria X com sua fungéo de distribuicdo F(X), a F(X) fica
definida por

B(X) =, =p= [ - fa)dx) (2.5)

quando a integral imprépria de Riemann-Stieltjes' estiver definida em um intervalo [a, b].

Observacao 2.4.1. Pode-se notar que o valor de E(X) definido pela equagéo (2.5)
fica definido de maneira clara, quando a soma nao tem dependéncia na ordem dos
termos. Assim, em termos bem particulares, tem-se uma série totalmente convergente?,
pois, 377 |x;| - P(x;) < oo. Assim, nesse mesmo sentido, pode-se dizer que a esperanga
matematica E(X) é uma média desses valores da variavel aleatoria X de forma
ponderada, pois os pesos dessas variaveis sdo as probabilidades de cada P(z;) de
acordo com a distribuicdo da variavel X .

2.4.1.1 Propriedades da Média ou esperanca matematica

Propriedade 2.4.1. Se uma variavel aleatoria X assume um unico valor constante
k € R, entdo sua média fica definida como a propria constante k.

1 caso o leitor ndo tenha conhecimento do célculo de integral, sugere-se que o mesmo faga uma leitura
(estudo) sobre integral de Riemann-Stieltjes que se encontra em qualquer livro de calculo

2 Dada uma sequéncia {ai, as, as, -, a,_1, a,}, COM a n-ésima soma parcial. S,, € a soma dos
primeiros n termos da sequéncia, isto €, ; S, Uma série é convergente se a sequéncia de suas
somas parciais {Sa1, Sas, Sas, -, Sa,_1, Sa,} converge. Nesse sentido, de forma mais simples e
formal, a série converge se existe um limite L tal que para qualquer nimero positivo (¢ > 0), existe
um K positivo inteiro tal que para todo k£ > K, sempre |S,, — L| < ¢
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Propriedade 2.4.2. Se multiplicar constante k € R pela variavel aleatéria X, o valor
esperado E(X) fica multiplicado por k, entdo k - = é dado por:
EX)=(k-z)=k-E(X)

Propriedade 2.4.3. Dados dois numeros a e b reais e uma variavel aleatoriaY dada
porY =a-x+ b, com X também uma variavel aleatoria, entdo:
EY)=a-E(X)+b

Demonstragdo. Neste caso, basta utilizar a definicdo do valor esperado E(X) e as
propriedades conhecidas do somatério. Assim, pela definicdo dada pela equacgéo (2.4),
tem-se:

n

EY)=> v (v) (2.6)

i=1
como

n

Xn:yi =Y (az; +b)eP(y;) = plazx; +b) (2.7)

i= i=1

1
substituindo (2.7) em (2.6), tem-se:

n

E(Y)=> (az; +b) - plaz; +b) (2.8)

=1

por definicao, obtém-se que:

plazx; + b) = p(z;) (2.9)

assim, substituindo (2.9) em (2.8), obtém-se:

n

E(Y) = ;(a:cﬁb)-p(xi)

— Z[(axi p(x;) + 0 play)]

i=1

= Z ax; - p(x;) + Z b-p(z;)
i1 i=1

— 0 Y plan) + b Y p() (2.10)

=1 =1

Pela definicdo do valor esperado e pela propriedade da probabilidade, postula-se que:
EX) =" (z;) p(x;) e X p(x;) = 1, conclui-se que: E(Y) =a- E(X) +b. O

Propriedade 2.4.4. A soma ou diferenca de duas variaveis aleatorias X eY é igual a
soma ou diferenca das médias (valor esperado) dessas variaveis, isto é:
E(X+Y)=FEX)+E(Y).



Capitulo 2. VARIAVEIS ALEATORIAS E DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE 47

2.4.2 Variancia e desvio padrao

Seja X uma variavel aleatdria, definida em um determinado espago amostral 2,
a variancia (denotada por Var(X) ou 0?(X)) é definida por:
0?(X) =Var(X) = E[X — E(X)?], isto é, o valor esperado do quadrado do desvio da
variavel aleatéria X em relagédo a sua propria média. De maneira simples, como temos
uma dispersao de cada variavel X; em torno de sua média, a variancia pode ser uma
média do quadrado da diferenca dos desvios médios.

Observacao 2.4.2. Para a variavel X discreta, tem-se que a variancia fica definida
como: o*(X) = Var(X) = (X; — E(X)?) - P(x;)

Observacao 2.4.3. Para a variavel X continua, tem-se que a varidncia esta definida
por:c*(X) =Var(X) = [*_(X; — E(X)?) - P(x;) - f(z)d(x).

Como a variancia sera sempre um numero real ndo negativo, entdo, o desvio pa-
drao define-se como a raiz quadrada da variancia, assim: o(X) = \/02()() = \/Var(X),
neste caso, o desvio padrao mostra como os valores de cada elemento do conjundo
x; variam ou mantém uma certa distancia ou "dispersao"em torno da média ou valor
esperado. Isso significa que, quanto mais préximo de zero for o desvio padrao, indica
que os dados estao em torno da média; por outro lado, se o desvio padrao apresentar
um valor alto, indica que os dados estdo muito dispersos, ou seja, distante da média.

2.5 MODELOS PROBABILISTICOS DE DISTRIBUICOES PARA VARIAVEIS ALEA-
TORIAS

Dentro das aplicagdes, algumas variaveis aleatorias sdo adaptadas de maneira
facil, por apresentarem caracteristicas deterministicas. Sendo assim, o estudo deta-
Ihado das variaveis tem importancia, pois, a partir delas, serdo construidos modelos
probabilisticos para situagdes reais e a consequente distribuicdo com estimacao de
parametros ja existentes em tabelas para facilitar o calculo de probabilidades. Nesta
secao, serao apresentados alguns modelos para utilizagdo neste trabalho, de ma-
neira a enfatizar as condigcdes em que eles sao utilizados para o auxilio do célculo de
probabilidade de ocorréncia de cada evento num determinado espaco amostral (2.

2.5.1 Distribuicao uniforme

Seja uma variavel aleatéria X, associada a um espaco amostral 2, e se X
possuir valores inteiros de 1 a n dentro de um intervalo [a, b], equiprovaveis, ou seja, x,
xe, T3, - -+, T, t0dOS 0S valores tém igual probabilidade P(z;) de ocorréncia, ou seja,
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P(X = ;) =p(z;) =+, com1l <i < n,desdeque Y7, P(z;) = 1, neste caso,
tem-se uma distribuigcdo uniforme de uma variavel aleatéria discreta.

Figura 13: Funcéo de probabilidade para variavel aleatoria discreta.

Y
P(x)

ERC

My X2 Xz Xa Xn X

Fonte: O autor, 2016.

Para todo caso em que a variavel aleatéria X assume um valor continuo no
intervalo [a, b], X tem sua distribuicdo uniforme definida pela fungao densidade dada
por:

f(:c)—{ 0, paratodo =z ¢[a,b],

| &, paratodo a<az<b

Figura 14: Funcao distribuicdo de probabilidade uniforme para variavel aleatéria conti-
nua

Fonte: O autor, 2016.
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Pode-se notar que, para o caso da variavel aleatéria X, tem uma distribuicao
uniforme na distribuicado acumulada definida pela fungéo:

0o 0, paratodo =z <a,
F(ﬂﬁ):P(XSx)Z/f(x)dxz 2=a  paratodo a <z <b,
1, paratodo z >b.

Figura 15: Fungéo distribuigdo acumulada uniforme para variavel aleatoria continua.

A
F(x)

Fonte: O autor, 2016.

2.5.2 Distribuicao de BERNOULLI

Dado um espaco amostral 2, e um evento desse espaco, se uma determinada
variavel aleatéria X tiver apenas as possibilidades de assumir sucesso (S) ou fracasso
(F), a variavel vai assumir apenas dois valores 0 para fracasso e 1 para sucesso.
Pela definicdo de probabilidade, tem-se que a probabilidade do sucesso ocorrer €
dada por: P(Soul) = % que nesse caso denota-se por p com 0 < p < 1, a pro-
babilidade do sucesso dessa variavel ocorrer, e, como consequéncia, tem-se que a
probabilidade do fracasso (F) é a probabilidade complementar do sucesso (S), assim
S+ F=1= F =1- 5. Entao, a distribuicdo de Bernoulli® é definida por uma fungao
de probabilidade dada por (z;, p(z;)), tal que:

p, paratodo =z =1,
1—p, paratodo x=0.

f (i, p(z;)) = {

3 Daniel Bernoulli, foi um matemaético suico, membro de uma familia de talentosos matematicos,
fisicos e filésofos. E particularmente lembrado por suas aplicagbes da matematica & mecanica,
especialmente a mecanica de fluidos, e pelo seu trabalho pioneiro em probabilidade e estatistica, e 0
primeiro a entender a pressao atmosférica em termos moleculares.
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Observacao 2.5.1. Postula-se em (BUSSAB; MORETTIN, 2003) que, para todos os
experimentos, associados a um espaco amostral 2, que chegaram numa variavel
aleatéria X de Bernoulli, s&o denominados como ensaios de Bernoulli e sGo denotados
por X ~ Ber(p), com pardmetro p.

Observacao 2.5.2. Para (JAMES, 2015), quando em um determinado evento ocorrer
probabilidade de sucesso (P(S = p)) sera a mesma para todo ensaio, e por iSSo 0s
ensaios binomiais sédo frequentemente denominados ensaios de Bernoulli.

2.5.3 Distribuicao binomial

Para um determinado experimento aleatério £/, em que as possibilidades de
ocorréncias sao apenas duas, ou seja, apresentam apenas como resultado: sucesso
(S) e fracasso(F), com probabilidades p e ¢ respectivamente, desde que p + ¢ = 1.
Assim, se 0 experimento E ocorrer de n maneiras independentes com k£ realizagdes, e
que em cada repeticao do experimento, a probabilidade tanto do sucesso (S) quanto
do fracasso (F)for sempre a mesma para cada repeticdo, tem-se uma distribuicao de
probabilidade pelo método binomial.

Definicao 2.5.1. Seja um experimento aleatério E, em que seja realizado n vezes
de maneiras independentes, com probabilidades de sucessos (P(S = p)) em cada
repeticdo, e seja X = k o numero de sucessos, entdo a probabilidade de ter k sucessos
é:

P(X = k) = (})-p*-q"*, comop+q = 1= q=1-p,logo P(X = k) = (})-p"-(1-p)"*,

com

/N

V) = e

2.5.4 Distribuicao de POISSON

Em muitos casos, em um determinado experimento aleatério E, tem-se a fa-
cilidade de conhecer a probabilidade de sucessos, porém em muitos casos, essas
probabilidades de sucessos nao é tao facil de ter sentido de valor de sucessos, bem
como o numero total. Como, por exemplo, em uma central telefénica, em um determi-
nado intervalo de tempo ¢ pode-se anotar e quantificar o numero de telefonemas que a
central recebe nesse intervalo de tempo, porém, ndo se pode determinar 0 nimero de
telefonemas que a central deixou de receber. Neste caso, verifica-se que uma variavel
tempo ¢ € de suma importancia, pois faz sentido que, quanto maior o tempo, ou seja,
quando (¢ — oo) a probabilidade tende a aumentar. Assim uma aplicagio de Poisson®
vai ocorrer quando uma variavel aleatéria X tem uma distribuicdo binomial com pro-

4 Siméon Denis Poisson: Engenheiro e matematico francés, nascido em Pithiviers, considerado o
sucessor de Laplace no estudo da mecanica celeste e da atracao de esferdides
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babilidades de k£ sucessos num intervalo de tempo ¢ a um numero real A esperado de
ocorréncias nesse intervalo de tempo, com as seguintes hipoteses:

Hy. P(X =1,At) = \-At;
Hy,. P(X =0,At) =1—\-At;
Hj. para dado intervalo de tempo At com X > 1, tem-se P(X > 1, At) = 0;

H,. para dado intervalo [a, b], tem-se que todas as ocorréncias de sucesso sao inde-
pendentes.

Neste caso, se um evento ocorre de n maneiras em um dado intervalo de tempo A,
logo seu tempo total ¢ € dado por:

=n-A= A= Lelogo a hipétese (H,) fica: P(X = 1,A) = X - L. Nesse sentido,
para encontrar uma expressao para o calculo da P(X,t) probablidade da variavel
X em k sucessos no intervalo de tempo ¢, necessita apenas de calcular o limite da
distribuicado Binomial com parametros n e % Assim, dada a distribuicao Binomial
definida pela expressdo P(X = k) = (Z) pF gk, comop+g=1=q=1—p,logo
P(X = k)= (})-p*- (1 - p)"~*, aplicando limite (n — oc) a expressao fica:
P(X = k) = lim, o0 (’,;) pF g™k comop+g=1-q=1—p, logo:

n—oo

P(X = k) = lim (Z) P (L=p) (2.11)

Resolvendo a equacéao (2.11) tem-se:

(2.12)

Desenvolvendo o numero Binomial (Z) e aplicando a propriedade da poténcia, a
equacao (2.12) fica:
. oon(n=1)-(n=2)-(n—=3)---(n—k+1)(n—k)! (A)" At Aty
P<X_k)_nh—>rgo k! (n—k)! nk (1 n> (1 n)
(2.13)
Simplificando (n — k)! e desenvolvendo a poténcia n*, logo a equacgéo (2.13) fica:

POX = k) = lim =D =D 0 =8) ok r ) (T g My g A

n—oo mn-mn-mn-M-+---n k' n n

k—vezes

(2.14)
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Colocando n em evidéncia e organizando os fatores, logo a equagéo (2.14) fica:

k
POC=R) = tim (11— 1) (1= 2) -2y B Mg A 20
(2.15)

Como lim,, (%) = 0 para a € R, assim a equagéo (2.15) fica:

a
n

P(X — k) = lim (1 — 2y . Q"

(2.16)

Para todo n natural, tem-se que lim,, (1 — 2)" = ¢=*, assim substituindo e

n

aplicando o limite em (2.16), a equacao de Poisson passa a ser:

POc=k) = - My O
_ ()\t)k e (2.17)

k!

Portanto, a probabilidade da variavel X em k sucessos no intervalo de tempo ¢ ocorrer
é definida pela equacéo P(X = k) = %-e*”, com A um numero real, igual ao numero
esperado de possibilidades que ocorrem num dado intervalo de tempo e e é base do

logaritmo natural (e = 2,71828...).

Observacao 2.5.3. Na teoria da probabilidade e na estatistica, a distribuicdo de Poisson
é uma distribuicdo de probabilidade de variavel aleatoria discreta que expressa a
probabilidade de uma série de eventos ocorrer num certo periodo de tempo se estes
eventos ocorrem independentemente de quando ocorreu o ultimo evento.
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3 METODO MONTE CARLO E SUAS APLICACOES

Nos capitulos anteriores, foram vistas as definicoes, propriedades e toda a teoria
matematica sobre probabilidade necessarias para o entendimento das aplicagées com
técnicas aplicadas pelo Método Monte Carlo em diversos problemas de diversas areas
do conhecimento, os quais serao apresentados.

Portanto, sendo este o foco deste trabalho, o capitulo tem o objetivo de mostrar
a aplicacao do Método Monte Carlo em solugées de situagdes problemas em diversos
campos da ciéncia. Serao expostos diversos problemas de aplicagdes, que contribuirdo
para um ensino da probabilidade, e servirdo de forma clara e objetiva como um referen-
cial para todos os profissionais em especial da area de Matematica do Ensino Basico e
académicos dos cursos de exatas.

3.1 METODO MONTE CARLO

O objetivo inicial da probabilidade era o tradicional problema da resolugao de
calculos tradicionais pelas técnicas de amostragem, e, posteriormente, com experi-
mentos que caracterizem conjuntos com infinitos pontos. Com o advento de numeros
aleatérios, surgiu a necessidade de analisarmos esses problemas através de outras
formas, que nesse caso sera feito pelo Método Monte Carlo.

Pode-se ver em (COSTA et al., 2002), que o Matematico Stanislaw Ulan, em
1946, tentou calcular, através do tradicional método da analise combinatéria, as proba-
bilidades de sucesso de uma determinada jogada de um jogo de paciéncia. Depois de
muitos caculos, Ulan percebeu que a alternativa mais correta seria realizar "n jogadas”,
por exemplo, 200 ou cinco mil, e verificar a quantidade de cada resultado obtido. Nessa
mesma época, 0 método pelas técnicas de amostragem néo era usado, pelo fato de os
calculos serem demorados e até sujeito a erros. O ramo da matematica experimental
ou aplicada que possui ligacdo aos experimentos envolvendo numeros aleatérios é
conhecido como o Método Monte Carlo, e as suas aplicagcdes extendem as diversas
areas de conhecimento, por exemplo, a Matematica, a Fisica, as Ciéncias Econdmicas,
as Ciéncias Médicas e outras.

Segundo ALLEN C.R. (1995), durante a Segunda Guerra Mundial, por meio do
projeto Manhattam, Ulan cunhou a aplicacao do método (Monte Carlo) para a difusao
aleatéria de Néutrons num determinado material radioativo. Isso devido a similaridade
das grandes simula¢des estatisticas através dos jogos de azar, sendo que Monte Carlo
(capital do Principado de M6naco) concentrava cassinos, apostas e jogos.
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Rotineiramente, hoje em dia, o Método Monte Carlo é utilizado em diversos
campos, com simulagdes de fendmenos fisicos complexos, através dos estudos dos
modelos nucleares, até uma simples simulagéo realizada em um jogo da mega sena.

Conforme o experimento, a Matematica pura ou teérica tem pontos fortes que
sdo a sua abstracédo e generalidade. A modelagem do problema pode ser feita rigo-
rosamente e compreender o funcionamento completo a partir de uma analise teorica.
Contudo, a mesma matematica que carrega pontos fortes também carrega fraqueza,
pois em problemas de grande complexidade, em termos teoéricos deterministicos, a
modelagem do problema sera mais dificil. Nesse sentido, o Método Monte Carlo, tem
uma ideia principal na abordagem dos problemas que é:

aproveitar ao maximo a forga da anadlise teérica, e ao memso tempo
evitar suas fraquezas, substituindo a teoria por experimento, onde quer
que a primeira falhe (COSTA et al., 2002, p. 1).

Dessa forma, o estudo da probabilidade com as aplicacdes terd sua concen-
tracado em aplicacdes de alguns modelos aplicando o Método Monte Carlo de forma
elementar, por meio de um gerador de "numeros aleatérios"para uma simulagéao Esta-
tistica.

3.1.1 Caracterizacao do Método Monte Carlo

O método Monte Carlo consiste na solugao de um problema através de um
processo aleatério, de maneira que os parametros do processo escolhido sejam as
variaveis desconhecidas a calcular (BUSLENKO N. P.; SHVIDER YU. A; SRAGIVICH,
1966). Pela determinacéo dos dados estatisticos do processo aleatorio, faz-se a apro-
ximagao das variaveis desconhecidas. A base do método Monte Carlo é a utilizagao
de func¢des de probabilidade obtidas a partir da teoria apropriada. Assim, para fazer
a simulacao pelo Método Monte Carlo, tém-se os principais componentes de uma
simulagao que séao:

a) Funcéao densidade de probabilidade: modelo matematico em questao;
b) Um Gerador de numeros aleatérios;
c) Amostragem dos dados a serem simulados;

d) Contagem dos dados: os resultados de interesse sao armazenados;

e) Estimativa de erro: uma estimativa de erro estatistico como fungao do nimero de
testes pode ser avaliada;

f) Paralelismo e vetorizagdo: algoritmos que permitem que o método Monte Carlo
seja implementado com mais eficiéncia e rapidez podem ser avaliados.
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O sucesso nos resultados pela simulagao através do Método Monte Carlo dependera
de alguns fatores, tais como:

a) o modelo matematico escolhido tem que ser adequado para o problema;
b) um bom Gerador dos numeros pseudo-aleatérios;

C) as variaveis de entrada com boa caracterizacao;

d) quantidade de simulacdes feitas para a analise final;

e) um intervalo de abrangéncia com o maximo de confianca.

Em situagbes em que as condi¢cdes do método convencional ndo sdo atendidas,
o método Monte Carlo torna-se uma ferramenta com grande vantagem e pode ser
utilizada, pois:

a) o modelo matematico adequado para a analise ndo apresenta uma linearidade;

b) a distribuicdo de probabilidade da grandeza de saida afasta-se significativamente
da normal (média).

Observacao 3.1.1. O método da Simulagdo por Monte Carlo é particularmente util,
quando modelos matematicos complexos estdao envolvidos, nos quais é dificil ou
inconveniente determinar as derivadas parciais exigidas pelo método classico, ou
quando a grandeza medida ndo pode ser explicitamente expressa em razdo das
grandezas de influéncia.

3.2 GERAGCAO DE NUMEROS E VARIAVEIS ALEATORIAS PARA AS APLICACOES
EM SIMULACOES

Atualmente, para a area de simulacao, considera-se, por exemplo, a modelagem
do numero de pessoas a comparecer em uma festa. Pode-se determinar que o total de
pessoas a comparecer a festa caird numa faixa conhecida, por exemplo, em torno de
um percentual atribuido, de acordo com as caracteristicas da festa, dia e horario que
s&o inerentes ao proprio acontecimento. Assim, os métodos de simulagdo estocastica’
séo baseados em habilidade de geracédo e numeros aleatérios que representam uma
variavel aleatéria que serd distribuida uniformemente no intervalo [0, 1]. Tém-se que as
primeiras técnicas utilizadas para gerar nimeros aleatérios utilizavam processos fisicos,

1 Métodos de simulagéo estocastica sdo procedimentos que envolvem a geragao de nimeros aleatorios
(pseudo-aleatorios) com o objetivo de explorar 0 espago de incerteza ou campo de possibilidades de
um dado fenébmeno fisico ou qualquer outro tipo de variavel de estudo cujo comportamento possa
ser quantificado matematicamente
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que até entao sao aceitos como aleatérios, por exemplo, jogar moedas, lancamento
de dados, roletas e entre outros. Nesse sentido, essa pratica ndo sera possivel gerar
valores aleatorios dentro de uma distribuicdo uniforme, porquanto, nesse caso, gerara,
de forma deterministica, uma sequéncia de valores que parecem ser aleatérios e uni-
formemente distribuidos nesse intervalo. No entanto, tem-se que a saida dos nimeros
aleatérios é gerada a partir de um algoritmo que nao sera de forma verdadeiramente
aleatéria. Nesse sentido, esses numeros gerados formam uma sequéncia numérica
que tem a formidade aleatéria estatistica, pois estdo sendo gerados por um processo
de maneira deterministica. Neste caso, pode-se definir como nimeros Pseudoaleato-
rios?. Assim, a aleatoriedade dos métodos de simulagéo para a geragio de niimeros
aleatérios se baseia na geracao de uma sequéncia z; de variaveis aleatérias indepen-
dentes 71,75, 73 . . ., T;_1, T; uniformemente distribuidas no intervalo [0, 1]. Diante de
tudo isso, 0s pioneiros da teoria de computacédo, ao invés de desenvolver em maquinas
mais eficientes para gerar numeros aleatérios, propuseram a geracao de numeros
pseudoaleatdrios que se "assemelham"aos numeros aleatérios, através de sequéncias
deterministicas. Tem-se como exemplo, Von Neumann, que propds o método "middle
square": iniciado com 8653, eleva -se ao quadrado e obtém-se (74874409) e conse-
guentemente extraem-se seus elementos do meio com quatro digitos (8744), e depois
eleva-se ao quadrado novamente e assim por diante o processo continua.

Os primeiros experimentos descritos datam do século XV 111, como exemplo
o experimento de Buffon3, uma das mais famosas tabelas de nimeros supostamente
aleatérios, a RAND*, continha 1 milhdo de digitos gerados por ruidos eletrénicos.
Entretanto, para a grande maioria das tabelas de numeros aleatérios obtidos por
processos fisicos foram detectados vicios e dependéncias.

3.2.0.1 Propriedades dos numeros aleatorios

Toda numero aleatério ao ser gerado pertence a uma seqiéncia X de numeros
aleatérios, r = =1, 29, 23, -+ , 1,1, T, € terd sempre como propriedades, a uniformidade
e independéncia. Todo numero aleatério x; € uma amostra independente de uma
distribuicdo uniforme e continua no intervalo [0, 1], entdo, o numero aleatdrio tera uma
funcéo densidade de probabilidade F'(x) dada por:

2 Pseudo-aleatério tem como radical Pseudo que é um termo de origem grega, pseudes/pseudos que

significa de forma literal "mentira"ou "falsidade", que nesse caso o numero Pseudo-aleatério somente
se aproxima de algumas das propriedades dos nimeros aleatérios.
experimento que sera estudado em item especifico.
A Million Random Digits with 1 000 000 Normal Deviates € um livro de 1955 da RAND Corporation.
O livro, composto principalmente por uma tabela de niumeros aleatérios, foi um dos trabalhos mais
importantes do século 20 na area de estatisticas e nimeros aleatérios. Foi produzido a partir de 1947
por uma simulacéo eletrénica de uma roleta ligada a um computador, em gque os resultados foram,
entdo, cuidadosamente filtrados e testados antes de ser usados para gerar a tabela.
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0, para =z fora do intervalo,

F(z) =
1, se 0<Lz<1.

A distribuicao da sequéncia dos numeros aleatérios estao representados no grafico da

figura (16).

Figura 16: Fungédo Densidade de Probabilidade de numeros aleatérios.

-~

Fonte: O autor, 2016.

Assim, para cada numero aleatério tem-se que a esperan¢a matematica £(X)
definida pela equacéao (2.5) tem como valor:

B@) = == [ - f(@)d(a) (3.1)

Como o numero aleatorio z; esta definido no intervalo [0, 1], o valor esperado definido
pela equacao(3.1) fica:

E(2) = o, = p =[Sz fle)d(z) = 3 ad(z) = 5 +C

1

0

Como a variavel X é continua, tem-se que a variancia é definida por:

Var(e) = [ (@i~ B@P)-P) f@)d(e) = [ [ () = [ [ (). 32)

—00

Resolvendo (3.2), tem-se que:

3

Var(z) = [)[x?—1d(z) = &£ —1-2+C

" O . ~ 7
Neste caso, pode-se afirmar que o desvio padréao por sua vez € dado por:

o*(z) = Var(z) = o(x) = /15
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Para garantir uma série de numeros aleatérios de forma desejada, o gerador
desses numeros tem que possuir algumas propriedades desejadas como:

a) A geracao dos numeros deve ser de forma eficiente computacionalmente, pois
muitas vezes a simulacdo necessitara de uma geracao de um conjunto de até
mesmo, milhdes de numeros aleatérios em cada execugao, sendo que o intervalo
de tempo desse processamento deve ser minimo;

b) A escolha do periodo deve ser longo, sendo que a escolha de um pequeno
periodo pode ocorrer que a sequéncia numérica tenha repeticao da seqliéncia de
nameros;

c) Os sucessivos valores devem ser independentes e uniformemente distribuidos: a
correlagao entre os diversos valores gerados deve ser pequena, pois, de maneira
significativa, pode indicar dependéncia entre elas.

Observacao 3.2.1. Para melhor compreender por que existem varios métodos gerado-
res de numeros aleatorios e por que alguns sao considerados melhores do que outros,
exemplifica-se como estes geradores operam. A técnica empregada mais comum faz
uso de uma relacdo recursiva para a qual, o proximo numero na sequéncia é uma
fungdo do ultimo ou dos dois ultimos numeros gerados, isto é, x; = (fi_1, fi—2, fi—3,* ).

3.2.1 Geradores de numeros aleatorios

Para a geracdo de numeros aleatérios uniforme (GN A) existem grande nimero
de algoritmos disponiveis. Dentre eles, pode-se citar: deslocamento de registro, con-
gruéncia linear, Fibonacci, congruéncia inversa e entre outros. Neste trabalho sera
apresentado o método do meio-de-quadrado apenas para conhecimento historico,
sendo que nesta secao sera feita a descricao do algoritmo da Congruéncia linear por
ser utilizado moderamente.

Praticamente em todos os geradores de numeros aleatérios uniforme (GU),
utilizam-se férmulas recursivas (recorréncias). Assim, os termos iniciais da sequéncia
u; = Uy, Uz, Uz, -, U1, U;, com 1 < i < n sdo conhecidos como "SEMENTE (Seet)"de
uma simulagao, e, na maioria das vezes, sdo numeros inteiros e positivos , que podem
ser escolhidos pelo préprio simulador ou pelo usuario.

Observagao 3.2.2. Se, na simulagao, o numero inicial (SEMENTE) for escolhido pelo
computador, na maioria utiliza-se o relégio interno, que para cada execu¢do do pro-
grama sera fornecido um numero sempre diferente.

Em alguns ambientes de programacao , a condigdo das operacdes aritméticas
com inteiros deve ter a preocupacao com os arredondamentos, pois sempre existe uma
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limitacao na representagdo numérica de inteiros positivos. Neste caso, é importante
conhecer o maior inteiro positivo K, de tal maneira que os inteiros que pertengam ao
intervalo [0, K] tenham representagéo na maquina utilizada (FILHO, 2000) . Para toda
maquina que utilize registros binarios (bits) para a representacao dos numeros inteiros,
tem-se um valor mais adequado para esse nimero K = 2 — 1 ou K = 2¥ (HIGHAM,
2002)

3.2.1.1 Método do gerador meio-de-quadrado

Por volta de 1946, Jonh Von Neumann sugeriu um dos primeiros algoritmos para
obter uma sequéncia de numeros pseudo-aleatoérios, que consiste em uma sequéncia
de inteiros u; = wy, ug, us, -+ ,ui—1,u;, com1 <i<n,ondel < z; < 10 — 1, que,
a partir da sequéncia X, obtém-se a sequéncia z; = T, T», T3, - - , T;_1, T; de name-
ros aleatorios distribuidos de forma uniformemente dentro do intervalo (0,1), € € um
numero de k digitos (decimais segundo a ideia de Neumann). Assim, o valor de k é
sempre escolhido de acordo com a capacidade da maquina de forma que K > 10* — 1,
que € o maior inteiro que a maquina consegue representar. Os valores da sequéncia
de 7; s@o gerados pela divisao de 7; = (. Como o intervalo dessa sequéncia nao
inclui os extremos 0 e 1, o algoritmo nunca vai obter os valores paraz; =0e z; = 1. Os
valores dos numeros da sequéncia obtida por esse método sdo gerados a partir dos
termos intermediarios (centrais) do valor de (7;_1)?. Por exemplo, se para nimeros de
k = 3 digitos, e dando um valor inicial (Semente) x; = 235 tem-se que elevando-se ao
quadrado e seguindo a operagao, obtém-se a seguinte sequéncia:

z1 = 235 = (235)2 = 055225 = x5 = 522

2y = 522 = (522)% = 272484 = 15 = 248

w3 = 248 = (248)% = 61504 = 2, = 150

24 = 150 = (150)2 = 22500 = x5 = 250

z5 = 250 = (250)% = 62500 = 24 = 250
e assim por diante. Mas, se observar, esse método nao é tao confiavel, pois, se
na geracdo de um numero ao quadrado, os termos intermediarios forem zero os
demais serdo sempre zero ou se os termos intermediarios forem iguais, também os
demais serdo sempre iguais, o que nao garante uma boa qualidade na sequéncia. No
processo aplicado, obteve-se uma sequéncia u; = (235, 522, 248, 150, 250, 250, - - - ) de
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ndmeros inteiros e o nimero aleatorio € definido por z; = ¢z, assim a sequéncia fica:
z; = (0,235;0,522;0,248; 0,150; 0,250; 0,250, - - - )

3.2.1.2 Meétodo gerador: congruéncia linear

Um dos primeiros métodos de congruéncia linear foi proposto por (LEHMER,
1969) para serem usados em simulacao de variaveis pseudo-aleatérias. O gerador
baseia-se em uma sequéncia x; que € obtida a partir de uma recursao (recorréncia
linear) da forma z,, 11 = (ax,, + ¢)mod m, com m, n > 0. O valor inicial z, é chamado de
Semente (Seed), a multiplicador, ¢ o incremento e m é 0 modulo da divisdo. Os termos
r; , com 0 <7 < n da sequéncia uniforme, sao obtidos por z7; = “. Se parac =00
gerador sera da forma multiplicativo e caso contrario (¢ # 0) aditivo. Se for utilizada,
por exemplo, a sequéncia de nimeros inteiros proposta por (GENTLHE, 1998), na qual,
foi gerada utilizando a = 12; ¢ = 0; m = 2° — 1 = 31 e uma semente z, = 9, ele obtera,
pela congruéncia linear u,, 11 = (a - u, + ¢)mod m = 12 - u,, - mod 31, 0s seguinte valores:
paran =o0=u; =12 - uy-mod 31 =12-9-mod 31 = 108mod 31 =15 = u; = 15
paran =1= us =12 -u; - mod 31 =12 - 15 - mod 31 = 180mod 31 = 25 = us = 25
paran =2 = uz = 12 - uy - mod 31 = 12 - 25 - mod 31 = 300mod 31 = 21 = uz = 21
paran =3 = uys = 12-uz-mod 31 =12-21 - mod 31 = 252mod 31 =4 = uy =4
paran =4 = us =12 -uy - mod 31 =12 -4 -mod 31 = 48mod 31 = 17 = us = 17
Seguindo esse raciocinio, obtém-se a sequéncia:
u; = (9,15,25,21,4,17,18,30,19, 11,8, 3,5,29, 7,22, 16, 6, 10,27, 14, 13,1, 12, 20, 23, 28, 26,
2,24,9,---) de numeros inteiros positivos no intervalo (0, 31). Pode-se notar que apos
o termo ugy, = 24, a sequéncia comega a repeticao, pois 12 - 24mod 31 = 9. Assim, a
sequéncia de numeros aleatérios compreendidos no intervalo (0, 1) é definida dividindo
0S numeros da segéncia u; por m = 31, entao:
Z; = (0.29032,0.48387,0.80645,0.67741,0.12903, - - - ,T39 = 0.77419,0.29032, - - - ). Neste
caso, uma boa escolha de forma adequada para a, ¢ € m definird as caracteristicas
tedricas e empiricas do gerador. Assim, para um ¢ # 0, o gerador tera um periodo (P)
maximo P =m =2¥e P = m = 2¥ — 1 para ¢ = 0, com k& um numero (bits) que € o
maior inteiro que a maquina consegue representar.

3.2.2 Geradores para geracao de variaveis aleatoérias

Nesta secao, serdo mostrados métodos e procedimentos por meios computacio-
nais para a geragao de variaveis aleatérias para algumas das diversas distribuicées
tedricas de probabilidades. Uma das necessidades pode ser atestada nos sistemas de
"filas"e entre outros, pois, nesse caso, podera sempre estimar o tempo entre chegadas
de clientes em um certo tipo de atendimento. Para os servicos, pode-se estimar tempo
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de realizacdo ou demandas por cada produto de aceitacao ou ndo no mercado. Pode-se
avaliar também a probabilidade de haver prejuizo ao langar um determinado produto.
Neste caso, muitas vezes sdo elementos que possuem a natureza aleatéria e assim
necessitam de uma simulacdo, e sempre mantém suas caracteristicas (FILHO, 2008).

Assim, para a geracao de numeros aleatérios terd a necessidade computacional,
com base em uma prévia geracao de uma sequéncia de numeros aleatérios (N A)
de forma uniforme distribuido no intervalo (0, 1). Neste caso, a partir de um gerador
(métodos) sera gerado uma sequéncia X; de variaveis aleatérias dentro de um deter-
minado intervalo [a, b], com fun¢do de densidade de probabilidade f(z) para continuo
e p(x) para discreta. Para a geracao de variaveis aleatérias tem a existéncia de pelo
menos cinco métodos basicos, que sao: transformacao inversa, transformacéo direta,
convolucéao, aceitacao/rejeicao e propriedades especias. O tipo de distribuicao e da
eficiéncia que busca o método no processo , interfere na geracdo dessas variaveis.
Neste trabalho ndo ha preferéncia em detalhes dos métodos em particular, mas neste
caso, tem-se a ideia de como sera a escolha da distribuicdo de probabilidade para
mostrar a forma como se apresenta, e para que tenha uma visao em qual programa
utilizar.

3.2.2.1 Distribuicao discreta: distribuicdo de Poisson

Dentro de inumeras distribuicdes tedricas para variaveis aleatérias discretas
possiveis de serem geradas de formas pseudo-aleatérias, dentre elas: geométrica,
Poisson e Empirica discreta, mas para esse trabalho, detalhar-se-a o procedimento
associado apenas a distribuicdo de Poisson. A distribuicdo de Poisson expressa a
probabilidade de uma série de eventos ocorrer num certo periodo de tempo, desde que
estes eventos ocorram independentemente de quando ocorreu o ultimo evento. Assim,
a probablidade da variavel X em k sucessos no intervalo de tempo ¢ ocorrer é definida
pela equacdo P(X = k) = (%)k -e~*, com A um nimero real, igual ao nimero esperado
de ocorréncias que ocorrem num dado intervalo de tempo e e € base do logaritmo
natural (e = 2,71828...). Assim, para essa distribuigédo, o tratamento computacional em
geracao de uma variavel aleatéria por Poisson, tendo, como uma aplicacdo do método

da aceitagao/rejeicao, que:

a) considerarn =0 e P(X)=1;

b) por meio de um método gerar uma nimero aleatério z; e substituir P(X) por
P(X) -
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c) Se P(X) < (\)~™, aceitar X = n, caso contrario, rejeitar n atual, fazern =n + 1
e repetir os passos do item b.

Neste caso, ha uma ideia dos métodos em testar sua aceitacao/rejeicao para ser
gerado. Assim, pode-se verificar uma necessidade de se gerar mais numeros aleatorios
para serem utilizados na geragéo de uma unica variavel, pois, nem sempre os valores
aleatérios que sao gerados satisfardo a condigao dada.

O método de Poisson, para uma longa simulagdo, no caso de uma aplicacdo em
que o valor esperado A = 15, a ineficiéncia computacional é muito grande, neste caso,
a distribuicao normal torna-se mais adequada para simulagdo computacional para ter
uma boa aproximacao (LAW; E., 1991).

3.2.2.2 Geracao de distribuicao continua : Distribuicdo uniforme

Dentre inumeras distribuicdes continuas, com possibilidades pseudoaleatorias
de serem geradas, tais como: triangular, exponencial, normal e uniforme. Nesse caso,
para efeito de entendimento deste trabalho, apresentar-se-a em particular, os procedi-
mentos apenas do método da distribuicdo uniforme.

Dada uma sequéncia X,, de variaveis aleatdrias, uma variavel aleatéria X;, com
1 < i < n, tem sua distribuicdo uniforme sobre um intervalo [a, ], se a sua fung¢ao
densidade de probabilidade F D P) for dada por: f(z) = 7=, com a < x < b. Dentre as
técnicas utilizadas para obter uma variavel aleatéria X; uniformemente distribuida no
intervalo é a da transformacéo inversa, que € definida como:
X =a+ (b—a)-[NA](Z;), sendo, a, b 0s extremos do intervalo e [N A|(z;). Para esse
método, tem-se como parametros apenas os valores extremos do intervalo, pois os
passos devem ser considerados:

a) primeiramente gerar um namero aleatorio [N A](z;) por um método adequado;

b) obter uma sequéncia de variavel X = a + (b — a) - [NA|(z;).

Nota-se que nesse método nao ha necessidade de um teste para sua aceitacao/rejei-
cao, pois, para quaisquer numeros aleatérios gerados, a variavel aleatéria X; estara
distribuida de forma uniforme no intervalo [a, b].

3.2.3 Software para geracao de numeros aleatorios

Como visto, o Método Monte Carlo-MMC consiste basicamente em um método
totalmente estatistico, com previsdes probabilisticas de tal evento ocorrer em um
determinado experimento, pois 0 Método Monte Carlo tem a ideia de simulagédo. A
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ajuda de um "Software"vai permitir simular qualquer processo, em que a solucao
dependa de fatores aleatérios.

Assim, os programas (software) servirdo para gerar aleatoriamente X; sucessi-
vos numeros aleatérios em tempo rapido (curto) para uma geragéo de variavel aleatoria,
a fim de que sejam feitos "testes"contra um modelo de probabilidade (distribuicdo de
funcéo de probabilidade) adequada, para que seja dada como retorno de uma estima-
tiva, o qual € sempre inversamente proporcional ao numero de interagcoes. Neste caso,
0 erro padréo (EP) = £ é dado pela equagéo : ¢ = > onde o € o desvio padrao da
variavel aleatéria X; e N o numero de interacées. Como é definido um erro estimado, e
nao se pode medir 0 tamanho da magnitude desse erro, assim, constréi-se um intervalo
de confianga I, baseados numa distribuicdo amostral para esse estimador. Assim, por
exemplo, um intervalo de 95% de confianga, a partir de uma escolha de uma amostra
com sua meédia amostral 7z, € admitindo-se que oz, € dado pelo intervalo:

Ic = (i, — 1,960%,, i,, + 1,960%,) (3.3)

Mesmo com esse percentual de confianga, o intervalo pode ou ndo conter o parametro
u = E(z) (BUSSAB; MORETTIN, 2003).

Pode-se perceber que, quanto maior o numero de interagdes, menor sera o
erro em torno de um valor (média). Atualmente, existem no mercado inimeros "Soft-
ware"para a geragao de numeros aleatorios, como, por exemplo: Random Number
Generator - RNG®. Com Random Number Generator, o usuario gerara niimeros alea-
térios em diversas areas e finalidades. Os numeros gerados aleatoriamente poderao
ser editados e copiados para uma area de transferéncia e colados em outros aplicativos
para a realizacdo da simulagdo de uma determinada amostra. Para o entendimento
do Método Monte Carlo-MMC, foram desenvolvidos dois programas em python "Pi1"e
"Pi2"com o mesmo propédsito para a estimativa do valor de =, sendo que o primeiro
mostra, conforme o niumero de interacdes, o valor estimado para 7; enquanto o se-
gundo, além do valor de 7, mostra também em um grafico que quanto maior o numero
de interagdes, mais préximo do valor se aproxima. Os dois codigos para a compilacao
do valor encontram-se no ANEXO deste trabalho.

Assim, para todos os tipos de escolha de um Software, a geragao de niumeros
aleatérios € valida para o Método Monte Carlo-MMC como um todo. Neste caso, por
ser um programa de facil acesso e manipulagdo, um gerador para a simulagéo € a
utilizacao do Microsoft Excel, pois, a principio, 0 Microsoft Excel ja tem em sua base
um bom gerador de numeros randémicos, que pode ser gerado através de uma funcao
"=ALEATORIO()", na qual gerara4 um nimero pseudo-aleatério entre 0 e 1. Neste caso,
essa funcdo "=ALEATORIO()"é uma funcao de distribuicao de probabilidade distribuida

5 software livre, disponivel em: http:randomnumbergenerator.intemodino.com/pt/gerador-de-numeros-
aleatorios.html.
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uniformemente no intervalo |0, 1[. Além desta fung&o, o Microsoft Excel possui outros
tipos de distribuicao, tais como:

a) Distribuicdo uniforme continua:
=a+ (b—a)* ALEATORIO();

b) Distribuicdo Normal ou de Gauss:
= INV.NORM.(ALEATORIO(); j1;0);

c) Ou pela barra de "ferramentas”pela opcao "Dados", "Analise de dados"e "Geracao
de numero aleatério", dentro dessa opcao € so6 escolher qual o tipo de distribuicao
adequada para ser gerada.

3.3 APLICACOES DO METODO MONTE CARLO-MMC

Nesta secdo serdo apresentadas algumas aplicacbes com o uso do Método
Monte Carlo-MMC como uma ferramenta de analise de problemas através de simulagéo
com o emprego de um Software. As aplicagdes serdo na area da Matematica, Ciéncias
Sociais: Economia, Fisica e Ciéncias Médicas: Medicina e Saude.

3.3.1 Matematica

Serao apresentados dois métodos para aproximacéo do valor do 7 (apesar de
ser um experimento deterministico) através de um programa desenvolvido para mostrar
0 método da "Agulha de Buffon"e dois programas desenvolvidos em python para fins de
mostrar a aproximagao por langamento de dardos em um alvo circular de raio unitério
inscrito em um quadrado, e uma aplicacdo para mostrar a sua aplicabilidade para
aproximar o calculo de area de figuras através de uma fotografia.

3.3.1.1 Aproximagéao do valor de 7

Na matematica, o nimero © € uma propor¢do numerica que tem origem na
relacdo entre o comprimento (perimetro) de uma circunferéncia e seu diametro; por
outras palavras, se uma circunferéncia tem perimetro C' e diametro D, entao o valor de
7 tem um valor aproximado definido pela razao entre seu perimetro e seu diametro, ou

C

seja, m ~ 5.

Diante das buscas em encontrar as aproximacdes adequadas para o valor de
m, existem n formas de se obter a aproximacao de «, que seja através de métodos
numéricos. Neste caso, considera-se © um numero irracional e transcendente, de forma
gue todos os métodos utilizados para o valor desse numero irracional sempre serdo por
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aproximagoes, aproximagdes sucessivas e/ou séries infinitas de somas, multiplicacdes
e divisdes.

Os métodos apresentados consistem basicamente em gerar aleatoriamente N
sucessivos pontos aleatérios através dos programas desenvolvidos que serdo entao
"testados"em um modelo desenvolvido para tal fim. Os dois programas levam basica-
mente ao mesmo resultado. O primeiro método sera o da "Agulha de Buffon"e o do
langamento de dardos em um alvo.

Agulha de Buffon:

Dentre os problemas mais antigos de probabilidade e geometria, encontra-se
o problema da "Agulha de Buffon", que foi enunciado pela primeira vez em 1777, que
tem como envolvimento o langamento aleat6rio de agulhas num plano com n linhas
paralelas (ver Figura 17) , com o principal objetivo de calcular a probabilidade da agulha
cruzar uma das linhas (COSTA et al., 2002, p. 4).

Figura 17: Langamento de agulhas num plano.

Fonte: (CARVALHO, 2016).

Neste caso, o matematico e naturalista francés Conde de Buffon tinha o grande
interesse em saber qual era a probabilidade de uma agulha de comprimento L quando
langada em um plano com n retas paralelas de mesma distancia D de tocar uma
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dessas retas (com L < D). Assim, ao langar uma agulha (de comprimento L), em um
plano, pode-se observar a ocorréncia de duas variaveis: D', a distdncia do centro da
agulha a uma das retas mais proxima, e um angulo « (0 < a < ) em que a agulha cai,
formando um angulo com uma reta passando pelo seu centro e paralela as retas do
plano. Neste caso, pode-se perceber faciimente que a distancia D' (0 < D' < 2) tera
um valor maximo sempre menor ou igual a % Ver grafico (18) para verificar a definigéo.

Figura 18: Agulha de Buffon de comprimento L num plano.
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Fonte: O autor, 2016.

Diante da situagao apresentada da agulha no plano, sabe-se definir bem se
ocorreu ou nao o toque da agulha com uma das linhas paralelas. Ao analisar o que ja foi
formulado, tem-se que a agulha no plano tem as configuracées de um ponto no plano e
pode-se ter a situagao de conjunto de pares ordenados (z,y) do conjunto (0, £)X (0, )
Na figura (18), considerando o0 AOQO’I retangula em O’, pode-se notar que:

a) o segmento OI mede £ e é definido como hipotenusa do tridngulo retagulo OO'I;

b) o segmento O'T é o cateto oposto ao angulo a.

Como o seguimento O’ é o cateto oposto ao angulo « , entédo pela definigao trigono-
métrica de seno do angulo «, tem-se que:

sen(a) = % = %’] = 01 =% sen(a)

Diante de todas as condi¢cdes, o problema é basicamente definir para qual valor
do angulo « a agulha cruza ou toca umas das retas paralelas. Pelo que foi definido,
pode-se notar que essa agulha sé vai cruzar ou tocar umas das retas quando o valor da
distancia D’ for sempre menor que a distancia 0’1, neste caso, quando o cateto oposto
ao angulo « for sempre maior que a distancia do centro da agulha a umas das retas
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paralelas. Assim, a agulha sé vai tocar ou cruzar umas das retas paralelas, em uma
linguagem Matematica, quando: D' < L-sen(«). Neste caso, "Buffon"conseguiu mostrar
que a probabilidade de uma agulha tocar ou cruzar umas das retas ficou definida pela
expressao: p = % denominada de probabilidade geométrica, pois a sua demonstragao
tem como conceito de integral, ja que foge do ensinamento na educagao basica. Caso o
leitor queira verificar como foi definida a probabilidade, essa demonstra¢do encontra-se
nos artigos de (COSTA et al., 2002) e (LINS, 2004) de forma clara e objetiva. A partir
do experimento de "Buffon", Pierre Simon Laplace® viu no experimento a possibilidade
de estimar o valor de w, pois se tem que no langcamento de agulhas, a probabilidade é
definida por:
2L

b= D (3.4)

Mas se tem também que em N lancamentos e k£ sucessos de que essas agulhas
toquem ou cruzem uma das retas, logo, pode-se definir também que a probabilidade
pode ser definida como sendo a razao entre o numero de sucessos € 0 numeros de

lancamentos, assim:

p=r (3.5)

Neste caso, substituindo o valor de p da equacao (3.5) em (3.4), tem-se:

k 2L
NPT (3.6)
Resolvendo a equacgéo (3.7) tem-se que:
k 2L 2NL
NPT Dok (3.7)

Com a utilizagéo do programa’ desenvolvido a fim de simular a estimativa do
valor de 7 utilizando o método da "Agulha de Buffon", foram feitos 4 intera¢cdes com 300,
1000, 12000 e 100000 langamentos de agulhas respectivamente, utilizando uma distancia
de 1u.m e uma escala para a agulha em 0.8, foram obtidas as seguintes aproximacoes
para 7, conforme figuras e a tabela (3)abaixo:

1) No langamento de 300 agulhas, o numero de agulhas que tocou ou cruzou umas
das retas foram num total de 160, com um valor estimado para 7 ~ 3;

2) Para o langamento de mil agulhas, 0 nUmero que tocou ou cruzou uma das retas
foram num total de 525, com um valor estimado para = =~ 3,047619;

3) Para o langcamento de doze mil agulhas, o nUmero que tocou ou cruzou umas das
retas foram num total de 6107, com um valor estimado para = ~ 3,143933. Pode-se

6 Pierre-Simon, Marqués de Laplace (Beaumont-en-Auge, 23 de margo de 1749 — Paris, 5 de margo
de 1827) Matematico, astrénomo e fisico francés
7 Disponivel em: http://www.projeto.siud.com.br/
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notar que esta interacao ja possui um numero até razoavel de lancamentos, e
para uma estimativa de 2 duas casas decimais, o aluno, ja pode perceber que
conforme a quantidade de langamentos, o programa gerara um valor estimado

bem proximo do valor conhecido;

4) Para o langamento de cem mil agulhas, o nUmero que tocou ou cruzou uma das

retas foi num total de 50898, com um valor estimado para = ~ 3

Figura 19: Langcamento de 300 agulhas no plano.
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Fonte: (CARVALHO, 2016).
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Figura 20: Langamento de 1000 agulhas no plano.

Fonte: (CARVALHO, 2016).

Figura 21: Langamento de 12000 agulhas no plano.

Fonte: (CARVALHO, 2016).
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Figura 22: Langamento de 100000 agulhas no plano.

Fonte: (CARVALHO, 2016).

Tabela 3: Método: agulha de Buffon.

N K = sucessos estimativade 7 erro (7 —7)
300 160 300 -0,141592
1000 525 3047619 -0093973
12000 6107 3,143933 0002341
100000 50898 3,143541 0001949

Fonte: Autor, 2016

Para esse experimento, com uma escala da agulha em 0.8 o valor para = é
percebido com langamentos a partir de 10000, sendo que para uma outra escolha da
escala da agulha, por exemplo 0.5, as interagées acima possuirdo outras estimativas.
Para que possa ter uma boa estimativa, deverao ser feitos langamentos superiores a
100000.
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Método do circulo:

O experimento consiste em lancar dardos em um quadrado de lado L com
0 objetivo de acertar um alvo circular inscrito com o espaco amostral definido em
Q = {(z,y) € R*|2? + y* < £}. Neste caso, tomemos um quadrado de lado 2 u.m con-
forme ( Figura 23).

Figura 23: Método do circulo.

1 L

Centro

Fonte: Autor, 2016

Assim, considerando que todos os dardos langados atinjam o alvo, tem-se que a
probabilidade de que o alvo seja acertado € dada pela razao entre as areas do circulo
e do quadrado, ou seja: ;‘—; = p. Sabe-se, que a area de um circulo de raio r é definida
por: A. = 7 - r?, e a area do quadrado de lado L por A, = L?. Como o quadrado é
de lado L = 2, entdo o raio do circulo fica » = 1. Nesse caso, a probabilidade fica
determinada por: y , ,

e TeT -1 T
P=A4, "4 ~ 4 "1 (3.8)
Considerando que em N langamentos pode-se obter k sucessos de acertar o alvo,
entdo tem-se uma probabilidade frequentista definida por: p = % Neste caso, pelo
método do circulo, pode-se estimar o valor de 7, pois se considerarmos o experimento
em lancar N dardos no alvo, pode-se contar quantos desse atingem o circulo, assim

substituindo p = £ na equagéo (3.8) obtém-se:

A, m-r2 w12

ko il
N A, 4 4 4

(3.9)
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Para o experimento, foram desenvolvidos dois programas na linguagem python®
para a estimativa de m, na qual foram considerados dois conjuntos A = [-1,1] e
B = [-1,1], um ponto P para o alvo (quadrado), nesse caso o ponto P € um par
ordenado (z,y) tal que P = {(z,y) € AzBlzr € A e y € B}, j para os pontos do
circulo, tém a forma de: 22 + y? < 1.

Neste caso, ao fazer N lancamentos no alvo, o programa gera n pares de pontos
P, da forma (z,y) com as variaveis aleatorias = e y de forma distribuida uniformemente
no intervalo [—1, 1], sendo que a variavel gerada possui a distribuicdo de Bernoulli
P(z,y), definida como:

Plr.y) 0, para fora do circulo,
T, Y) =
1, se 22+42<1

Neste caso, a aproximagao (estimativa) para = sera dada por: 7 =4 - % =4-FE(P),com
E(P), a esperanga matematica de P.

Com a utilizagao dos programas Pil e Pi2 que foram desenvolvidos para fazer a
estimativa do valor de = no método do circulo, foram feitas as simulagcées com 200, 1000,
8000, 12000 e 100000 langamentos de dardos nos dois programas representados em
(a) e (b) respectivamente dos programas Pil e Pi2, conforme graficos representados
pelas figuras e o quadro da tabela (4) abaixo:

Figura 24: 200 dardos langados no alvo.

7=3.0800 N;=200, N, =154, N,=46
T T \\ 200 pontos: 152 jogados dentro 48 fora, pi estimado em 7 = 3.0400
t . e|le o N, T T T - ,

‘s o s*e Dentro do circulo
Fora do circulo
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Fonte: Autor, 2016.

8 O cébdigo fonte dos dois programas encontra-se em anexo deste trabalho.
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Figura 25: 1000 dardos langado no alvo.

98, N, =202

1000 pontos: 790 jogados dentro 210 fora, pi estimado em 7 = 3.1600
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Fonte: Autor, 2016.

Figura 26: 8000 dardos langados no alvo.

8000 pontos: 6259 jogados dentro 1741 fora, pi estimado em = = 3.1295

Fonte: Autor, 2016.

Figura 27: 12000 dardos langados no alvo.

12000 pontos: 9444 jogados dentro 2556 fora, pi estimado em 7 = 3.1480
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Fonte: Autor, 2016.
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Figura 28: 100000 dardos langados no alvo.

7=3.1422 Ny=100000, N, =78554, N, =21446 100000 pontos: 78557 jogados dentro 21443 fora, pi estimado em = = 3.1423

e*e Dentro do circulo
Fora do circulo

10

a b
@) Fonte: Autor, 2016. (®)

Figura 29: Comportamento dos pontos em torno do valor de = com 200 langamentos.

42 « estimativa de pontos dentro e fora do circulo
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Fonte: Autor, 2016

Figura 30: Comportamento dos pontos em torno do valor de = com 100000 langamen-
tos.

45 « estimativa de pontos dentro e fora do circulo
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35
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Fonte: Autor, 2016.
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Tabela 4: Método: Circulo

N K= (Pil) 7 (Pil) emo(Pil)=(7 —n) K = (Pi2) 7 (Pi2) ero(Pi2)=(7 — )

200 154 30800 -00615 152 30400 -0,1015
1000 798 3,1920 00505 790 3,1600 00185
8000 6197 30985 -00430 6259 3,1295 -00112
12000 9453 3,1510 00095 9444 3,1480 00065
100000 78554 3,1422 00007 78557 3,1423 00008

Fonte: Autor, 2016

Nos dois casos, para a aproximacao do valor de =, pode-se perguntar para que
fazer a simulagéo, pois ja € um experimento deterministico e ja existem calculos para
determinar o valor de = de forma correta. Neste caso, o que importa no ensino de
probabilidade € que isso ocorre de tal forma que os estudantes tém a chance de verificar
situagcdes em que, para determinados experimentos, ha maneiras distintas desses
eventos serem explorados para que possa ser verificada a aleatoriedade, variagao,
incertezas e as previsibilidades que ocorrem dentro do estudo da Probabilidade. No
sentido das imulac¢des apresentadas, o valor de 100000 intera¢des para o Método Monte
Carlo n&o € muito significativo, porém o valor estimado do valor de = nas simulagdes
nao foi o suficiente ser tdo real do valor real de 7, apesar das simulagdes serem feitas
com poucas interacdes, pode-se perceber que a aproximagao converge para um valor
real de .

3.3.1.2 Aideia para a aproximacao do calculo de areas de figuras

Nesta subsecao sera apresentada uma ideia de como calcular a area de uma
figura sob uma regido formada por uma fungcado dada com uma aproximacgao do valor
dessa area pelo Método Monte Carlo e verificado pela definicao classica (aplicagdo da
integral definida). Também baseado no trabalho de (COURA, 2014) sera apresentada,
como sugestdo, uma técnica para aproximar a area de uma regiao formada por uma
figura cuja funcdo matematica é desconhecida.

De acordo com (STEWART, 2011) ao tentar resolver um problema para encontrar
o valor da area de uma regidao Rs que se encontra definida por uma curva do tipo
f(z) =y emum intervalo [a, b], conforme mostra (Figura 31) abaixo, ela esta definida
por uma fungéo continua (f(z) > 0, e pelas retas * = a € + = b ambas paralelas ao
eixo das ordenadas.
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Figura 31: Area definida por uma curva.

Regiao(R)

Y

0 a b T

Fonte: Autor, 2016.

Assim, a area da regido limitada no intervalo [a,b] & formada pelo conjunto
Sp = {(z,y)|x € [a,b] e y € [0, f(x)]}. No caso em que a regiao é formada por
lados retos é facil definir a sua area, por exemplo: no célculo da area de uma regiao
R definida por um retangulo de base (b) e altura (h), tem-se sua area definida pelo
produto da base pela altura, ou seja, S, = b - h; ja para os poligonos pode ser obtida
dividindo em tridngulos, pois a area do triangulo € a metade da base (b) pela altura
(h), assim Sx = % ou por outra equacgao que defina a area de um triangulo, assim
tem-se que a area do poligono é a soma das areas dos triangulos, ou seja, Sp = i Sh,-
Para as figuras de regides R irregulares com seus lados em forma de curvas, tgrln-se
uma ideia da estimativa para a sua area conforme (Figura 32), que neste caso, basta
subdividir o intervalo [a, b] de comprimento L = b — a em N faixas com K subintervalos
[, 1], [71, 22|, T2, 23], [3, 4], -+, [Tn_2, Tn_1,[Tn_1,T,], COM cOmprimentos iguais a
A, =x;,—x, 1€ AL, = *’*T“ para as faixas com mesmo comprimento.
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Figura 32: Divisdo do intervalo [a, b] em N faixas.

A A | As Ay A5 |- -- A; 200 A,

0 o= a T Lo r3 T4 x5 T T; Tp-1 x,=b =z

Fonte: Autor, 2016.

Pode-se notar que a area total da regido R da figura é dada pela somas de
todas as subéareas A;, assim:

S(R) = é Ai

Como a regiao R foi dividida em N subintervalos (faixas) de mesma largura,
pode-se estimar um valor para a area com base em figuras conhecidas, como, por
exemplo, formando retédngulos. Neste caso, os retangulos formados possuem como
base (A, = %3*) com alturas H, as extremidades de f(z;) dos subintervalos.

Para os triangulos formados pelas alturas de extremidades f(z;) a esquerda
(Figura 33), a area estimada dessa regiao R;,...n. € menor que a area total da regiao
R; ja a area dos tridngulos de extremidades a direita (Figura 34) possui uma area maior
que a regidao R, assim se pode afirmar que a area da regido R tem um valor estimado
no intervalo [Rinierna, Rexterna)- COMO NOS dois casos sdo conhecidas suas dimensoes,
logo a area de cada retangulo é definida por:

b—a
N

S(Ai) = ( ) f(xz) (3.10)
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Figura 33: divisdo em retédngulos de alturas f(z;) de extremidades esquerda.

A
Yy
—
Hz) =y
]
A | A2 A Ay| As| - A; cee A,
0 €rg=a ) xo T3 Ty oxs X €T Tp1 x,="0b ;1;'

Fonte: (STEWART, 2011) Adaptado.

Figura 34: divisdo em retangulos de alturas f(z;) de extremidades direita.

A
Yy

Ay Ay As Ag| A5 |--- Ai ce A”

0 xro=a xy Lo T3 T4 x5 @1 € Tn-1  a,=0b o

Fonte: (STEWART, 2011) Adaptado.

Neste caso, a area estimada para a regido R; formada pelos retangulos de base
(%52) e altura f(z;) é dada por:

SR = > (") S 8.11)

i=1

com z; a extremidade f(z;) esquerda ou direita do retangulo. Assim, para quaisquer
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numeros de subintervalos (faixas), a area da figura definida pela regido R tem seu
valor estimado sempre no intervalo: A(Riniernos) < S(R) < A(Resternos)- Pode-se notar
que quanto maior o numero de interacdes (subdivisdo em subintervalos), as areas
das regides geradas pelos retangulos inferiores e superiores tendem a serem iguais e
assim se aproxima do valor estimado da area da regido R gerada pela fungéo f(z) = y.
E que, para toda interagao, a area esta em algum lugar do intervalo das areas inferiores
e superiores, que para N faixas todos os valores ficaram em torno da média dos
intervalos, assim a area tem seu valor estimado pela média aritmética simples do
intervalo, ou seja, S(R) = (Eimmosgﬁemr”“), que a ideia de estimar a area da regido
neste caso é dada pelo uso da ("probabilidade Geométrica")®, pois nesse caso pode-se
fazer uma analise de possibilidades do evento (encontra a area) por método geométrico,
tais como: por pontos langados ou por blocos de regides de mesma area e definir
a partir dessas informacdes para chegar a uma estimativa da area de uma regiao
formada por uma determinada fungéo f(z) = y.

A ideia de area como soma das areas definidas pela divisdo da regido R em
subdivisdes em faixas (subintervalos), conforme grafico (32) permite dar uma definicao
preliminar de maneira informal de integral definida para o céalculo dessa area pelo
método classico.

Defini¢ao 3.3.1. Dada uma regido R formada por uma fungdo f(x) continua no intervalo
la,b], a area S(R) € o limite da soma das areas dos retangulos aproximados:

S(R) = lim S(R) = n@mz Fan(=e (3.12)

Definicao 3.3.2 (Integral Definida). Seja uma fungdo f(x) continua no intervalo [a, b).
Entdo a soma das areas sob o grafico da fungdo f(x) no intervalo é denotado por
b b n

[ f(z)dz (MUNEM; FOULIS, 1982). Logo tem-se que [ f(z)dz = Y f(x;)(%*)(Figura
a a =1

32).

Sendo que a expressao jb'f(x)dx € denominada como a integral definida de a
até b de f(z)dz, e a funcdo é chgmada de integrando, e os valores de a € b do intervalo
sdo chamados de limites inferior e superior. Neste caso, o uso de limite ndo significa
de estar se tratando do limite de uma funcéo. Por ser tratar de um tema até entao
desconhecido para os estudantes do ensino basico, técnico e tecnoldgico, o estudo de
integral ficara apenas nas definicées preliminares com ideia basica de areas, pois a

9 Em problemas de probabilidade geométrica, os possiveis acontecimentos podem ser representados
por pontos de um segmento de reta, por figuras planas, por areas ou ainda por sélidos. Desde que
0 numero desses acontecimentos seja usualmente nao contavel, assim a probabilidade usual é
razdo entre o nimero de casos favoraveis e o nimero total de casos. Mas, pode-se ainda definir
essa probabilidade de um evento de uma maneira natural e calcula-la por meio de consideragdes
geomeétricas.
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notacao da integral definida se assemelha com a definicdo de integral indefinida. Assim,
percebe-se que a integral definida é um numero real (R) definido pela area da figura
de uma regido R, enquanto que a integral indefinida € uma fung¢édo F(x) chamada de
primitiva mais uma constante K" € R que é uma constante arbitraria.

No caso em que uma fungéo f(z) = y for definida num intervalo ndo necessari-
amente continua, a divisdo do intervalo [a, b] da regido da figura em N subintervalos
(Figura 35) [z, x1], [71, z2], [T2, 23], [x3, 24, -+, [Tn—2, Tpn_1,[T0n_1, zs], QUE NO intervalo
la, b] existe um j-ésimo subintervalo [z;_;, x;] dessa divisdo que é denominado de parti-
¢ao p com comprimento (norma) igual a || g; ||= AL, = x; — z;,_1. Neste sentido, para
cada subintervalo o seu comprimento é dado por A, =z, —z,_; con 1 < n < oo,
sendo que os subintervalos ndo necessariamente precisam serem do mesmo compri-
mento L (MUNEM; FOULIS, 1982). A norma da particdo em o (|| p ||) € o maior dos

Figura 35: divisdo do intervalo em N subintervalos.

xTo=a 1 T2 €y s Tiel Ti T Tp-l x, =b

Fonte: Autor, 2016.

numeros dos subintervalos. Neste caso, os comprimentos A, podem ter pelo menos
dois (2) subintervalos com 0 mesmo comprimento, assim, para que os subintervalos
tenham o mesmo comprimento, sua norma fica definida por: || o [|= %*

Se considerar que um subintervalo de uma i-ésima particéao g (figura 36) possui
um ndmero z; da i-ésima particao, formara sempre um retangulo de base A, = z;,—x;_;
e uma altura | f(z7)|, pois o ponto (z}, f(x})) pertence a funcgao.
Pode-se notar que para qualquer retangulo da particao p é possivel determinar sua
area, assim qualquer area sempre serd dada pelo produto da base (A;, = z; — x;_1)

n

pela altura (f(x}), assim a soma (> S(A;) de todas as areas do intervalo [a, b] com
=1

divisdo em subintervalos dos retangulos dada pela particdo é denominada de soma

de Riemann'. Como S(4;) = |f(x;)| - A(L;), logo a soma de Riemann podera ser

dada como: fj A(x;) - f(xF). Neste caso, a soma de Riemann representa uma boa
=1

aproximacao Bara a integral definida para a obteg¢&o da area de uma figura definida
em uma regido R (MUNEM; FOULIS, 1982). A partir dessa ideia, pode-se dar uma
definicao analitica para a integral definida.

10 Terminlogia usada em homenagem ao matematico alem&o Bernhard Riemann
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Figura 36: Area de um triangulo do i-ésimo subintervalo.

Fonte: (MUNEM; FOULIS, 1982), Adaptado.

Definicao 3.3.3 (Integral Definida-Analitica). Dada uma fungdo f(x) continua no
intervalo [a,b], ao dividir o intervalo em N subintervalos de mesmo comprimento, com
extremidades vy = a,xy,z2, -+ ,T;_1, T, Tno1, T, = b desses subconjuntos, se para
fodos pontos amostrais x; desses subintervalos , de maneira que o ponto selecionado
x; esteja no i-ésimo subintervalo [x; | — ;] e que o limite exista, entdo a integral definida
da fungdo f(z) no intervalo |a,b| é dada por:

b n
/a Fla)da = nh_rpw; Fla?) - A(Ly) (3.13)
Neste caso, para as aplicacdes sera utilizado o célculo pelo método classico

apenas para mostrar o valor apds a solu¢ao dada pelo Método Monte Carlo.

Exemplo 3.3.1. Usar a ideia de subdivisbes em retangulos para estimar a area da
regido R definida pela parabola f(x) = z* no intervalo de 1 até 3 (regido definida no
grafico da Figura (37)) (STEWART, 2011) adaptado.

Solucéo: A estimativa da area sera feita por dois experimentos (1 e 2) conforme
descritos abaixo:
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Figura 37: Area sob a curva f(z) = z2.

rp=a=1 r,=b=3 L

Fonte: Autor, 2016.

Experimento 1:Geracédo de Retangulos Inferiores e Superiores a curva da fun-
¢ao pelo Método Monte Carlo-MMC.

Neste experimento, sera usada a divisdo da regido em N faixas que formara
retdngulos com as bases formadas pelos comprimentos dos subintervalos (n&o ne-
cessariamente de mesmo comprimento) e as alturas (numero aleatérios gerados no
intervalo de 1 a 3) sdo os valores de f(z;) = x?. Para a divisdo da regido em 4 faixas,
por ser poucas faixas, o calculo pode ser feito de forma direta sem necessidades de
nenhum recurso computacional, apenas utilizando a divisao em retadngulos menores
conforme (Figura 38) com as suas alturas definidas pelas extremidades esquerdas dos
subintervalos [1, 2], [2,2], [2, 3] e [2, 3], todos com bases iguais ad, =1=2=05A
soma das areas desses retangulos estimados é dada por: Y % - f(z}), assim substi-
tuindo os valores, tem-se que: -

SIR(Le)] =5 (1 +5- ()P +3- 27 +5-3) =5 1+ 7 +4+%7) =5 (FHH2) =

4 _
% = 6,75 u.a.

Considerando a divisao da regido ainda em 4 faixas, o calculo estimado também
pode ser feito utilizando a divisdo em retangulos maiores conforme Figura (39) com as
suas alturas definidas pelas extremidades direita dos subintervalos [1,3], [2,2], [2,2] e

3—1

2, 3], todos com bases iguais a Ay, = 3 =2 =0,5.
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Figura 38: Divisdo em 4 faixas: retangulos menores.

A
Yy

9 ..............................................................................

0 1 3

=Y

o
b | Ot

Fonte: Autor, 2016.

Figura 39: Divisdo em 4 faixas: retangulos maiores.

0 1

Lo
SR ]
=Y

Fonte: Autor, 2016.

Neste caso, a soma das areas dos subintervalos desses retangulos maiores
tem valor estimado em:
SIR(La)l =53 +35-(2°+5-(3)*+
% . 886 = 10,75u.a

N[ =

(32 =1 (2 +4+ 2 4) = L(HI0E20456)
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Ao analisar os graficos (Figura 37), (Figura 38) e (Figura 39) nota-se que a area
S da regido R da curva z? no intervalo [a, b] esta estimada entre as areas das regides
definidas pelos retdngulos menores e maiores, assim: S[R(L.,)] < S(R) < S[R(Lg4,)]
No caso da divisdao em 4 faixas da regido, a area da regiao R esta estimada entre
6,75 ua < S(R) < 10,75 ua. Sendo que um possivel valor da drea S da regiao € um
valor que esta estimado em algum lugar no intervalo 6,75 vw.a < S(R) < 10,75 u.a,
que se pode estimar melhor ainda um valor préximo a média desse intervalo, ou seja:
S(R) = &I — IT5 — 8 75 y.a, portanto a area da regido R tem um valor estimado
em 8,75 u.a, que ndo € uma boa estimativa, pois, pelo Método Monte Carlo, uma
Unica simulacdo nao tem um valor préximo do real. Neste caso, pode-se dizer que
aumentando o numero de faixas (N — oo) obter-se-a uma estimativa melhor do valor
dessa area, assim, sera usado o recurso computacional, o programa Microsoft Excel,
rodado no sistema operacional Windows, com 6 interagdes com divisdes em 8, 20, 50
100, 1000 e 10000 faixas com comprimentos A, = x;_; — z;, que gerara numeros (x})
aleatoriamente pela fun¢do = a + (b — a)*ALEATORIO() DO EXCEL distribuidas de
maneira uniforme no intervalo [a, b], com as suas alturas definidas com as extremidades
do lado esquerdo (z.,) e as extremidades do lado direito (z,4,) dos subintervalos.

A partir das simulagdes realizadas pelo recurso computacional conforme modelo
descrito na Figura (40) para as interagdes 8, 20, 50 100, 1000 e 10000, obtiveram-se as
seguintes aproximacdes para o valor da area (Tabela 5)

Figura 40: Modelo usado no Excel para as simulagdes.

A B G D E F G H I ] K
INTERVALO NUMERO DE

EXTREMIDADES DO A . n

FAIXAS (N) . BASE DO RETANGULO| AREA (INFERIOR) ALTURA (MAIOR) AREA (SUPERIOR)
RETANGULOS
SR I W I 100000000000 | 1,00000000000 3

Copie os nimeros | 0 valor da altura é |[ O valor da base | O valor da drea | 0O valor da area | O valor da area
K=(N-1) M2 Aleatorios gerados na coluna "B" definida por em "H3" é inferior em "I3" & |superior em "13" &| inferior em "K3"

e cole na coluna "F3"

=E5~2. definida por = definida por definida por & definida por

Para gerar um

1 némero aleatério em entre os valores "1” e |  Para os demais E7-E6 =G6"F6 =F7*2 =H6%16
“B6", utilizar a funcio "3". Para colar na | selecione a célula e [| Para os demais | Para os demais | para os demais | Para os demais

2 —sAs24(sBS2- coluna "F" clicar com o| com o "mouse” ione a célula | selecione a célula | selecione a célula |selecione a célula
$A%$2)*ALEATORIO(), botdo direito do arrastar o cursor || e com o "mouse” | e com 0 "mouse” | e com o "mouse” |e com o "mouse”

arrastar o cursor
até a célula da
linha N{i-1).

"mouse” e na op¢ao arrastar o cursor
até a célula da

linha N{i-1).

que gera um nimero

entre o intevalo [a,b].

Para gerar os demais selecionar a opgdo
basta selecionar a "valores”
célula de entrada e ¥

até a célula da linha
"colar especial” n(i).

arrastar o cursor
até a célula da
linha N(i-1).

arrastar o cursor
até a célula da
linha N{i-1).

(N-1)

‘com o "mouse”
arrastar o cursor até
a quantidade K =(N-1)

desejada

3,00000000000000

9,000000000000)

Comprimento do
intervalo [a, b]

Valor estimado da drea =

Representa a soma

das areas dos

ret;

los inferiores.

Representa a soma das
areas dos retangulos
superiores.

Estimativa da area:
Média entre a somas
das areas dos
retangulos inferiores

2 superiores.

Fonte: Autor, 2016.
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Tabela 5: Estimativa da area pelo Método Monte Carlo

N  Quantidade de nimeros  S(R.,) S(R,,)  S(R) = e 150a,)
4 3 6750000 10750000 8750000
8 7 7330551 10084252 8708654
20 19 8092016 9259057 8675536
50 49 8366999 8971407 8669203
100 99 8506460 8828410 8667435
1000 999 8651149 8682197 8666673
10000 9999 8665075 8668257 8666666

Fonte: Autor, 2016

Na simulacédo apresentada no Experimento 1, pode-se perceber que quanto
maior for o numero de faixas (subintervalos), a area da figura definida pela funcéao
f(x) = 2” tem sua &rea convergindo para %.

Experimento 2: O experimento consiste em lancar (gerar) pontos em um retan-
gulo de comprimento C =3 — 1 =2 u.m e altura (H = f(3) = 9 u.m) com o objetivo de
gerar pontos para preencher a regido da curva da fungéo f(z) = x? inscrito no espago
amostral definido pelo retdngulo de base 2 e altura H = 9 conforme gréfico (Figura 41).

Figura 41: Método da geracao de pontos dentro do retangulo.

u

Reginol 1)

p=ua=1 r,=hb=3 T

Fonte: Autor, 2016

Assim, considerando que todos os pontos langados (gerados) atinjam o retan-
gulo, tem-se que a probabilidade de que o ponto atinja a area da regiao (R) é dada
pela razao entre as areas da regiao (R) e o retangulo, ou seja: M ~ p. Sabe-se
que a area da curva é definida por Sgegizo(r) = fff(:r)d:r e a area do retangulo de
comprimento (base) C' e altura H é definida por: S, = C' - H. Neste caso, como a ideia
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€ estimar a area da regiao (R), entao a probabilidade esta determinada por:

D SRegiéo(R) . flg f(l')dl’ _ f13 f(gj)dgj

= 14
Sy 2-9 18 (3.14)

Considerando que em N langamentos (geracdo de numeros aleatérios para a
formagéo de pontos) pode-se obter k sucessos de acertar a regido (R). Assim se tem
uma probabilidade frequentista definida por: p = £. Neste caso, pelo método da area,
pode-se estimar o valor da area da regiao (R) formada pela curva f(x) com o eixo oz
no intervalo |1, 3], pois se considerarmos o experimento em langar (gerar) N pontos
(P) de coordenadas (z, f(z)), poderemos contar quantos desse atingem a regido (R)
dessa curva, assim, substituindo p = £ na equagéo (3.14), obtém-se:

o~
~

N S, 2.9 18

k  _ Sgegiao(R)  SRegiao(R) _ SRegizo(R) s Spegito(n) = 18- ]lf] (3.15)

Para esse experimento, foi desenvolvida uma técnica com o programa Excel
conforme o quadro demonstrativo da Figura (42) para a estimativa da area da regiéo (R)
no intervalo [1, 3], em que foram considerados dois conjuntos A = [1,3] e B = [0, 9], um
ponto P de coordenadas (z,y) para o langcamento no (retdngulo). Nesse caso, o ponto
P é um par ordenado (z,y) tal que P = {(z,y) € A x Blzr € A e y € B}, que serao
gerados nimeros z; e y; aleatoriamente pela fungéo [= a + (b — a)*ALEATORIO()]
DO EXCEL distribuidas de maneira uniforme no intervalo [a, b] de cada coordenada.
Neste caso, ao gerar N pontos (langamentos) no retangulo, o programa analisa n pares
de pontos P, da forma (z,y) com a gerac¢ao da variavel aleatéria X, e a variavel gerada
possui a distribuicao de Bernoulli P(x,y) = X, definida como:

0, para y; > f(x),
1, se y < f(x)

X —

Figura 42: Modelo usado no Excel para geracao de pontos aleatérios.

A B B D E G H I J K L M N
Minimo  [Maximo PONTOS FORA

% 1

Y 0 9

Ne DE INTERACOES
COORDENADAS

@

SIMULACOES

MEDIA
12 28 32 42 58 5a

~

L i
8 PONTOS DENTRO
9 PONTOS FORA

Fonte: Autor, 2016
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Conforme o quadro demonstrativo (Figura 42), foram gerados os numeros
aleatérios das coordenadas = e y para a geracao da variavel aleatéria X com os
seguintes comandos:

a) Geracao da coordenada (abscissa) z: para a geracdo de numeros aleatérios
inserir na célula B8 o comando = $C$3 + ($D$3 — $C$3) - ALEATORIO() e em
seguida selecionar a célula B8 e com 0 mouse arrastar até o numero desejado
de interagdes;

b) Geracao da coordenada (ordenada) V': para a geracao de numeros aleatérios
inserir na célula C'8 o comando = $C$4 + ($D$4 — $C$4) - ALEATORIO() e em
seguida selecionar a célula C'8 e com 0 mouse arrastar até o numero desejado
de interagdes;

c) Geracao do valor da funcéo f(x): neste caso inserir na célula D8 o comando
= (B8)* e em seguida selecionar a célula D8 e com o mouse arrastar até o
namero desejado de interacdes;

d) Geragdo da variavel aleatéria X: inserir na célula E8 o comando = SE(C8 >=
D8;0;1) e em seguida selecionar a célula £E8 e com o mouse arrastar até o
numero desejado de interagdes, assim o programa fara a comparacéo e dara
como retorno 0 ou 1, em seguida, na ultima célula do intervalo das variaveis,
inserir um comando para contar todas as células com o valor 1.

Foram desenvolvidos para fazer a estimativa da area da regiao (R) 100, 2000, 10000 e
650000 interagdes com 6 simulagdes S;,com 1 < i < 6 em cada interagao, e obtiveram-
se o0s seguintes resultados da probabilidade dos pontos pertencerem a regido (R) da
funcdo e da estimativa da area, conforme apresentada na Tabela (6):

Tabela 6: Numero de pontos dentro da regido (R), para 100, 2000, 10000 e 65000 intera-

coes.
N Sl SQ 53 S4 S5 Sﬁ Méd|a P = Meria SR ~ 18- P
100 49 o4 53 46 42 49 48.83 0,4883 8,79
2000 966 970 971 948 974 1004 972,17 0,4861 8,7495

10000 4809 4786 4847 4864 4882 4713  4816,83 0,4817 8,6703
65000 31199 31238 31285 31242 31300 31455 31286,50  0,4813 8,66395

Fonte: Autor, 2016

Neste caso, como foram feitas em cada interagéo 6 simulagdes, a probabilidade
dos pontos pertencerem a regido (R) delimitada pela funcéo no intervalo [1, 3] ficou
definida pela equacéo:

E SRe ia0(R
p= N ~ gifio(R) = SRegiéo(R) ~ 18-

5 (3.16)

=] =
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Nuamero médio de pontos dentro da regido

com £ = N de_pontos _dentro _cu () Neste caso, os resultados deste ex-
perimento ja era até esperado, pois a cada aumento do numeros de pontos, diminuimos
o erro médio relativo, o que significa que a probabilidade dos pontos pertencerem a
regido (R) aumenta em grande propor¢do, assim quanto maior o numero de pontos
gerados, mais proxima € a razao entre o numero de pontos dentro da regido (R) e o
nuamero gerado. Assim, nos dois experimentos o0 aluno podera perceber que a area da
regiao esta estimada em um valor convergindo para 8,66 - - -, pois essas estimativas
estdo bem proximas do valor real que é de S = 2, esse valor é obtido aplicando o

célculo da integral [ 22dxz. Resolvendo a integral [} 22dz, obtém-se:
3

3,2 _ x| _ 3 18 _ 27
flxdx—g =5 —3 =3

s = 21 = % portanto o valor da &rea da regido

%u.a.

1
(R) definida no intervalo [1,3] & Sgegizo = %

Célculo de areas para qualquer figura:

Neste caso, sera apresentada uma ideia para a técnica de estimar a area de uma
regido através de uma figura, aplicando o Método Monte Carlo, com o0 uso do conceito
de probabilidade geométrica. A partir do conhecimento de uma regido delimitada por
uma figura, é possivel estimar sua area mesmo que nao seja uma figura que tenha
uma boa definicdo conhecida, por exemplo, a de uma figura que defina um tridangulo.

Para este experimento, tera que ter conhecimentos de estatistica, razao, propor-
¢ao, escalas de conversao de unidades, e dentre outros. A ideia principal n&o é obter
de imediato a area real e sim que o aluno possa ter uma percepcao que, para resolver
questdes de célculo, ndo € necessario o real conhecimento em saber resolver pelos
métodos classicos e que possa perceber que essa estimativa possa ser feita utilizando
ferramentas probabilisticas.

Definicao 3.3.4 (Razao). A razdo entre dois numeros a e b, comb # 0, é o quociente
entrea eb (3).

Definicdo 3.3.5 (Escala). E uma razdo(E), que tem como valor um nimero real,
definido pela razéo entre:

o Comprimento entre dois pontos do desenho

3.17
comprimento real da distancia dos dois pontos ( )
Para obter a escala (F), as duas grandezas tém que estar na mesma unidade

de medida = u.m.

Nas aplicacoes, os valores podem estar expressos em qualquer unidade, mas,
na maioria das vezes, utilizam-se unidades representadas no Sistema Internacional
= S.I, com seus multiplos ou submultiplos. Para a unidade fundamental, tem-se o
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metro(m), metro quadrado (m?), metro cubico (m?), para as unidades de comprimento,
area e volume respectivamente, e todos poderao ter sua converséo para os multiplos
(utilizados para grandes unidades) ou submultiplos( para pequenas unidades). Para a
transformacao de unidades no Sistema métrico decimal, conforme Tabelas (7), (8) e (9),
utiliza-se o método do deslocamento, que para cada deslocamento de unidade a direita
a ser transformada multiplica-se por 10", 102" e 10*", ja para a esquerda divide-se por
10", 10" e 10", para as unidades de comprimento, area e volume respectivamente,
com n, 0 numero de unidade a ser deslocada.

Tabela 7: Conversao de 1m em multiplos e submultiplos.

Km hm dam m dm cm mm

1 1 1 2 3
L L1110 110 1410

Fonte: Autor, 2016

Tabela 8: Conversao de 1(m)? em multiplos e submdltiplos.

Km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
T T T
L = i 1 1-102 1-10* 1-10°

Fonte: Autor, 2016

Tabela 9: Conversao de 1(m)? em multiplos e submdltiplos.

Km3 hm?® dam® m® dm? cm? mm?>
# % % 1 1-10% 1-10% 1-10°

Fonte: Autor, 2016

Para essa ideia e como sugestao para este experimento, tem-se 0 mapa do
Estado de Roraima-RR Figura(43) com uma regidao R com uma area (S, = area do
contorno do mapa a ser determinada) e uma figura de area (Sr = area de um retangulo
com comprimento L e altura h) conforme Figura (44)

Figura 43: Imagem de satélite: mapa do Estado de Roraima.

* “Monte Gaburai
te ¢

(Desenbocadura do Rio Branco

Fonte: (Google Earth), Adaptado.
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Figura 44: Mapa do Estado de Roraima.

il (Monte Caburai)

I Desembocadura Rio Branco
d(I, H)Real = 751,27km

d(I, Hymapa = 11, 50cm

R Sfigura

Fonte: Autor, 2016.

Neste caso, a razdo entre as areas da regido do mapa (.5,,) e da figura (Sy),
determina a probabilidade de que N pontos de coordenadas (x,y) langados na figura,
atinjam a regido do mapa, ou seja, a probabilidade € definida pela equagao: p ~ g—?
Assim, no lancamento de N pontos na figura, a probabilidade é a razao entre o niumero
de pontos dentro da regido desejada e o total de pontos langcados na regido da figura.
Para este experimento, utiliza-se um programa que gerara numeros aleatérios = e y
que formardo um ponto P de coordenadas (z,y) da regido da figura e se verifica o
ponto gerado (sorteado) pertenca ou ndo a regiao da area do mapa. Assim, verifica-se
a probabilidade desse evento ter ocorrido ou ndo. Com esses pontos, a partir da figura
com 0 seu mapa ja inserido sera gerada a variavel aleatéria X definida por:

\ 0, para P fora da area do mapa,

1, se P dentro da area



Capitulo 3. METODO MONTE CARLO E SUAS APLICACOES 91

Com uma distribuicao de Bernoulli de parametro p, em que p € a probabilidade
de um ponto P de coordenadas (x,y) estar dentro da regido do mapa (&rea desejada).

Para ter uma boa estimativa da area do mapa, é necessario subdividir a malha
em K quadriculos com a menor area possivel, que a imagem (mapa) dentro da malha
tenha uma proporgéo razoavel e que seja conhecida pelo menos uma medida real entre
dois pontos da regido a ser determinada pela area. Assim, quanto maior o niumero
de pontos gerados, tem-se uma area que se aproxima da real, pois quanto maior o
namero, essa proporgao se aproxima da probabilidade para um N — cc.

A partir dos conceitos apresentados, para qualquer regido delimitada dentro de
uma malha quadriculada, vale sempre a relagéo:

Stigura N Numero médio de pontos dentro do mapa

(3.18)

Smalha Numero de pontos gerados

Exemplo 3.3.2 (Estimativa da area do Estado de Roraima). Estimar a drea do Es-
tado de Roraima pelo Método Monte Carlo, utilizando a distancia entre a Desem-
bocadura Rio Branco, no Sul do Estado, de coordenadas geograficas (LATITUDE:
1924'34,62” S), (LONGITUDE: 61°50'38,22” O) e o Monte Caburai ao extremo norte
do Estado.

Solucao:

Para este experimento, sera estimada a area do Estado de Roraima por meio do
recurso do programa Excel. Foram utilizados para a area do estado de Roraima
224299km? e uma distancia entre a Desembocadura do Rio Branco ao Monte Caburai
uma distancia de 751,27km, valores extraidos do aplicativo do Google Earth'' conforme
imagem de satélite definida na Figura (43). A partir da imagem de satélite do Estado
de Roraima, com o uso do program Geogebra'?, a imagem foi inserida em uma malha
de um quadrilatero de 12cm de comprimento (largura) por 12cm de altura, e a malha
foi dividida em trés partes de maneira que a primeira ficasse com seus quadriculos
de 2c¢m Figura (45); a segunda com 1em Figura (46) de lados e a terceira com 0,5¢m
Figura (47). Se for feita a divisdo em quadriculos de menor lado, pode-se perceber que
quanto maior for essa divisdo mais proximo um ponto P gerado aleat6rio se aproxima
da probabilidade de pertencer ao mapa (imagem).

" Google Earth é um programa de computador desenvolvido e distribuido pela empresa estaduni-
dense do Google cuja fungéo é apresentar um modelito tridimensional do globo terrestre, construido
a partir de mosaico de imagens de satélite obtidas de fontes diversas, imagens aéreas (fotografadas
de aeronaves) e GIS 3D.

12 GeoGebra (aglutinagdo das palavras Geometria e Algebra) é um aplicativo de matematica dinamica
que combina conceitos de geometria e algebra em uma Unica Graphical User Interface-GUI. Sua
distribuicao é livre, nos termos da General Public License-GNU, e é escrito em linguagem Java, o
que lhe permite estar disponivel em vérias plataformas.
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Figura 45: Mapa quadriculado em quadrado de 12c¢m x 12¢m: quadriculos de 2e¢m x 2em.

Figura 46: Mapa quadriculado em quadrado de 1

12

11

10F

Fonte: Autor, 2016.

H

______

_______

AN

Fonte: Autor, 2016.

H (Monte Caburai)

I Desembocadura Rio Branco
d(I, H)Real = 751, 27km

d(I, Hymapa = 11, 50em

H (Monte Caburai)

I Desembocadura Rio Branco

d(I, H)Real = 751,27k

d(I, Hynafigura = 11, 50cm

2cm x 12em: quadriculos de 1em x 1em.
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Figura 47: Mapa quadriculado em quadrado de 12cm x 12c¢m: quadriculos de 0,5¢m x
0,5¢cm.
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(]1234367#91[)1111'51.111(17131()?01122

Fonte: Autor, 2016.

Por meio do programa Geogebra também foi definida a medida aparente entre
Desembocadura do Rio Branco e Monte Caburai pelo segmento 7H com um valor de
11,5¢m de distancia. Como os valores da distancia real da Desembocadura Rio Branco
ao Monte Caburai e a distédncia no mapa estardo na mesma unidade de medida (em

m), logo a relacao (3.18) passa a ser dada por:

Shmapa (distancia real da desembocadura ao Monte Caburai na figura em cm)?

S Roraima (distancia da desembocadura ao Monte Caburai em cm)?

(3.19)
Para cada subdvisdo da malha, definiram-se as regides com os intervalos em que
os pontos P = (z,y) estejam fora do mapa, para os experimentos, 0os pontos em
que seu quadriculo possuir uma pequena parte que seja do contorno do mapa por
menor que seja, sera considerado como dentro do mapa, sendo seréo considerados
pontos fora do mapa. Neste caso, sera apresentada uma ideia de simulacédo para a
divisdao da malha em quadriculos de 2¢m com 50, 1000 e 10000 interacdes (pontos)
com 5 simulagdes cada interacdo. Neste caso, para a geracao dos numeros aleatérios
para as coordenadas = € y, usou-se o programa Excel, conforme modelo da Figura
(48) apenas para mostrar a estimativa da divisdo da malha em quadriculos de 2cm
(as demais divisOes sao dadas para a visualizagao da ideia dessa aproximacgao), e a
partir da distribuigdo uniforme discreta no intervalo [a, b], em que foi usado no Excel
o comando [= a + (b — a) * ALEATORIO()] ou em um programa capaz de gerar
milhdes de numeros aleatérios, o que o recurso do Excel ndo é possivel por ser limitado.
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Apesar desses pontos serem gerados de maneira pseudo-aleatério, mesmo assim
"simulam"um comportamento de numeros aleatorios.

Figura 48: Modelo para geracao de pontos no Excel da malha dividida em quadrados

de 2e¢m x 2em.

[V I I (R R - TR R =

=
(=]

R = R S R N
=]
. [=1]

B C D E F G H | 1 K

intervalo N2 DE PONTOS Pontos dentro
Minimo Maximo 0

Média

Area Mapa

Area(Roraima)
Proporgio

Fonte: Autor, 2016.

Conforme o quadro (Figura 48), foram gerados os numeros aleatérios das

coordenadas z € y para a geracao da variavel aleatéria X com os seguintes comandos:

a)

Geracdo da coordenada (abscissa) x: para a geragdo de numeros aleatorios
inserir na célula C'5 0 comando = $B$3 + ($C$3 — $B$3) - ALEATORIO() e em
seguida selecionar a célula C'5 e com 0 mouse arrastar até o numero desejado
de interagdes;

Geracdo da coordenada (ordenada) V': para a geracdo de numeros aleatorios
inserir na célula D5 o comando = $B%4 + (3C$4 — $B$4) - ALEATORIO() e em
seguida selecionar a célula D5 e com 0 mouse arrastar até o nimero desejado
de interagdes;

Geracgéao da variavel aleatéria X : inserir na célula £5 o comando para verificar as
condicoes dos pontos fora do mapa, verificado na Figura (45), e em seguida sele-
cionar a célula E5 e com o mouse arrastar até o nimero desejado de interacoes.
Assim o programa fard a comparacao e dara como retorno 0 ou 1. Em seguida,
na ultima célula do intervalo das variaveis, inserir um comando para contar todas
as células com o valor 1.

Foram desenvolvidas para fazer a estimativa da area do Estado de Roraima 50, 200,
10000 interagbes com 5 simulagdes S;, com 1 <i < 5 em cada interagao, e obtiveram-se
0s seguintes resultados da probabilidade dos pontos pertencerem ao mapa do Estado
na figura e da estimativa da area, conforme apresentado na tabela (10):
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Tabela 10: Numero de pontos dentro do mapa do Estado de Roraima.

N S So Sy Sy Ss  Media p:Meria SRoraima(km)®  Proporgao

50 43 44 40 41 44 42 0,8480 521140 2,3242
200 159 173 166 177 162 167 0,8370 514380 2,2932
10000 8303 8386 8350 8276 8340 8340 0,8331 511984 2,2882

Fonte: Autor, 2016

Ao analisar o mapa apresentado na Figura (45), pode-se perceber que, quando
foi feita a distribuicdo dos pontos de forma uniforme no intervalo em uma malha de
144cm?, em 36 quadriculos de lado 2c¢m, e com os critérios estabelecidos para os pontos
pertencerem ou ndo ao mapa, obteve-se nesse experimento um total de 23 quadriculos
de 4cm? cada, dos 36 de total da malha, gerando assim uma probabilidade (p) de pontos
dentro do mapa de proporgéo p ~ 2 = p ~ 0,6388. Dessa forma pela equagéo (3.18) o
mapa ocupa uma area de 92cm? em relagdo a area da malha que é de 144cm? e, pela
equacao (3.19), a area do Estado de Roraima é estimada em Srrqima ~ 392631km?
com 1,7504 vezes a area real do Estado de Roraima. Neste caso, pode-se perceber
que o experimento com dados na Tabela (10), apesar de ndo apresentar uma boa
aproximacao, o aluno tem a capacidade de perceber que, quanto maior o niumero de
pontos gerados, melhor sera essa estimativa.

Para os mapas apresentados nas Figuras (46) e (47), com subdivisdes em
quadriculos de lados 1cm e 0,5¢m respectivamente cada, nao foram feitas simulacdes
com o programa Excel, devido as limitagées que o recurso apresenta, mas pode-se
perceber que:

a) Para a subdivisdo da malha em quadriculos de 1¢m de lado de forma uniforme
no intervalo em 144 quadriculos de lado 1¢m, e com os critérios estabelecidos
para os pontos pertencerem ou nao ao mapa, obteve-se nesse experimento um
total de 75 quadriculos de 1¢cm? cada dos 144 de total da malha, gerando assim
uma probabilidade (p) de pontos dentro do mapa de propor¢édo de p ~ {2 =
p ~ 0,5208, e pela equagéo (3.18), 0 mapa ocupa uma area de 75cm? em relagéo
a area da malha que é de 144cm?, e pela equacgéo (3.19), a area do Estado de
Roraima é estimada em Sroraima =~ 320079km? com 1,4279 vezes a area real do

Estado de Roraima e;

b) Para a subdivisdo da malha em quadriculos de 0,5¢m de lado de forma uniforme
no intervalo em 576 quadriculos de lado 0,5¢m, € com 0s mesmos critérios para
0S pontos pertencerem ou ndo ao mapa, obteve-se nesse experimento um total
de 258 quadriculos de 0,25cm? cada dos 576 de total da malha, gerando assim
uma probabilidade (p) de pontos dentro do mapa de proporgéo de p ~ 228 = p ~
0,4479, e pela equacgao (3.18) o mapa ocupa uma area de 64,50cm? em relagédo
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a area da malha que é de 144cm? e, pela equagéo (3.19), a area do Estado de
Roraima é estimada em Sroraima ~ 275268km? com 1,2272 vezes a area real do
Estado de Roraima.

Pode-se perceber que a proporgdo diminui conforme ocorre a subdivisdo da malha
em K quadriculos de lados L. Assim, essa ideia de gerar pequenos quadrados de
mesma area, e em seguida gerar N pontos (P), fara com que o erro relativo médio
diminua, pois a medida que diminui o lado do quadriculo, diminui também a quantidade
desses quadriculos que possuiam parte desses pontos no contorno do mapa. Neste
sentido, aproxima-se cada vez mais da area do mapa na figura, € em consequéncia o
aumento de interagdes nessa subdivisdo. Dado o critério de decisédo, quanto menor a
area do quadrado, mais préxima € a probabilidade desses pontos estarem dentro do
contorno do mapa. Assim, para ter uma boa estimativa da area, é necessario que faca
subdivisdes com o maior numero possivel de quadriculos com o menor lado possivel.

3.3.2 Ciéncias Economicas

No estudo de oferta e demanda em economia, envolve-se uma abordagem
de situacdes em que para determinado produto a ser colocado no mercado, existem,
no cenario econémico, variaveis que possam interferir principalmente na questao de
lucro/prejuizo desse produto para a empresa. Segundo (VASCONCELLOS; OLIVEIRA;
BARBIERI, 2011), "a quantidade demandada, bem como a sua quantidade ofertada,
depende de inumeros fatores". No entanto, dentre esses fatores, pode-se ter como
o mais relevante o seu preco. Neste caso, se mantidos constantes alguns fatores,
quanto maior o preco de uma mercadoria, menor a sua procura, ou seja, a quantidade
demandada do produto diminui. Em contrapartida, a quantidade ofertada aumenta,
quando o preco do produto aumenta, conforme ilustra o gréafico (Figura 49).

Neste caso, pode-se dizer que a curva da demanda é inversamente proporcional
ao preco, ou seja, quanto menor o preco, maior sera a demanda do produto, ja a oferta
é diretamente proporcional ao preco. O ponto de equilibrio faz com que a demanda
e a oferta sejam iguais, provando que nesse ponto a empresa nao tera lucro e nem
prejuizo. Assim, pretende-se apresentar uma aplicacao do Método Monte Carlo para
avaliar dependendo de uma variavel incerta, se ao langar um determinado produto no
mercado as condi¢cdes no cenario econémico, a empresa tera prejuizo ou lucro. Tal
resultado se da por meio da analise de riscos desse produto que ao ser langado no
mercado, verifica-se a probabilidade dele dar prejuizo a empresa. Para a analise, serao
consideradas as seguintes situagdes:

a) Preco de venda de um produto: é valor que apos a analise do custo somado
as despesas variaveis e fixas proporcionais, gere lucro liquido;
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Figura 49: Representacado de demanda e oferta.
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Fonte: Autor, 2016.

b) Custo total: € a soma de todos os custos da despesa, custo fixo (C.F) mais o
custo variavel (C.V);

b) Lucro Total:é a diferenca entre a receita total (R.T) e a despesa total (D.T).

Exemplo 3.3.3. Uma empresa deseja lancar um produto X no mercado, e apos pes-
quisas de mercado, verificou-se que a o valor da demanda média do produto ficou em
torno de R$13000,00, com um desvio padrao estimado em R$3800,00, e obtiveram-se
também os seguintes dados:

a) Preco de venda: com preco minimo de R$20,00 e maximo de R$30,00;
b) Custo de despesas fixas de R$50000;

c) Custo da matéria prima: com o menor custo de R$8,00 e maior custo de
R$12,00.

Além disso, a mao de obra da producgéo sera feita por 4 empresas (fornecedores),
conforme Tabela (11):
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Tabela 11: Custo da mao de obra de 4 empresas.

Fornecedor/Empresa f(minimo)(%) f(maximo)(%) Custo de Mao de Obra (RS$)

ABA 0 15 4,5
BCA 16 35 5
ECO 36 80 7
TAL 81 100 8

Fonte: Autor, 2016

Conforme os dados, avaliar através de simulacées (Método Monte Carlo), e
estimar uma probabilidade dessa empresa ter prejuizo ao lancar esse produto no
mercado [(VASCONCELLOS; OLIVEIRA; BARBIERI, 2011), adaptado].

Solucao:

Neste experimento, sera feita uma simulagdo Estocastica com o uso do programa
Microsoft Excel, rodado no sitema operacional Windows. Sera criado um cenario
com 20, 50 e 100 interacbes com 5 simulacdes para cada cenario, que serao ge-
rados numeros aleatoriamente usando o comando = a + (b — a) - ALEATORIO()
DO EXCEL distribuidas de maneira uniforme no intervalo [a,b], para os custos da
matéria-prima e para o preco de venda, para a demanda sera usado o comando
(= INV.NORM(ALEATORIO(); demanda média; Desvio padrio), ja para o custo da
mé&o de obra, usa-se o comando (=PROCV(ALEATORIO(); f(minima): valor da mao de
obra maxima;3;VERDADEIRQ) conforme o quadro demonstrativo disposto na Figura
(50) e com os seguintes comandos:

a) Para a geracao dos cenarios: inserir a partir da célula A3 a quantidade de intera-
cbes a serem realizadas;

b) Para a demanda: para a geracdo de numeros aleatorios inserir na célula B3 o co-
mando = INV.NORM(ALEATORIO(); MEDIA; DP) e em seguida selecionar
a célula B3 e com o0 mouse arrastar até o numero desejado de interages;

c) Prego de venda: inserir na célula C'3 o comando = $J$3 + ($J%4 — $J$3) -
ALEATORIO() e em seguida selecionar a célula C'3 e com o mouse arrastar até
0 numero desejado de interacoes;

d) Custo da matéria prima: inserir na célula D3 o comando = $M$3 + ($M$4 —
$M$3) - ALEATORIO() e em seguida selecionar a célula D3 e com o mouse
arrastar até o numero desejado de interacdes;

e) Custo da mao de obra: inserir na célula £3 o0 comando = PROCV (ALEATORIO(); $K$10 :
$N$13;4; VERDADEIRO) e em seguida selecionar a célula £3 e com o mouse
arrastar até o numero desejado de interagdes;
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f) Custo fixo: como o custo fixo é constante, inserir o valor em todas as células a
partir da F'3 até a quantidade de interacdes;

g) Para a obtengéo do lucro, usar o comando a = (C3 — D3 — E3) - B3 — F'3 a partir
da célula G3 até o numero de interacdes desejadas;

h) Lucro Médio: inserir na célula K'15 0 comando do = M EDIAA(intervalo da coluna G3);
i) Desvio padrdo: inserir na célula K16 o comando do = DESV PAD(intervalo da coluna G3);
j) Calculo da probabilidade (p < 0):

inserir na célula K17 o comando "=DISTNORM(0;K15;K16;VERDADEIRO)".

Figura 50: Quadro demonstrativo com o uso do Excel.

A B g D E F G 1 4 I L M N |
QUADRO DEMONSTRATIVO ‘

CENARIO (N) DEMANDA C.MATERIAPRIMA | MAD DE OBRA C.FIXO LUCRO

PREGO DE VENDA CUSTO MATERIA PRIMA
CELULA D3 CELULAE3S |CELULAF3 CELULAG3 MIN RS 20,00 |MIN. RS 8,00
WIAX. RS 30,00 [MAX. RS 12,00

DEMANDA MEDIA 13000
DESVIO PADRAD 3800

FORMNECEDORES FIMIN)(3a) fiMax.)(%) [CMO (RS)

CELULA B3

|~ @ e e

10
11
12
13
14
15 LUCRD MEDIO #DIv/0!
16
17 PROBABILIDADE<D

ABA 0 0,15 RS 4,50
BCA 0,16 0,35 RS 5,00
ECO 0,36 0,80 RS 7,00
TAL 0,81 1,00 RS 8,00

P " I - N UV (S T P

Fonte: Autor, 2016.

Neste caso, a avaliacdo sera feita por meio de analise de dados estatisticos.
Sera analisado, com a geracao de numeros aleatoérios para 20, 50 € 10000 cenarios,
com 5 simulagdes (S;,com 1 <i <5), conforme o exemplo apresentado na Figura (51)
para uma amostra de 20 cenarios, que faz uma analise por dados estatisticos, pelo qual
usam-se as medidas de tendéncia central, medidas de dispersado, bem como analise
do intervalo de confiabilidade. Neste caso, o uso do recurso do programa Excel dara
apenas uma ideia do uso do Método Monte Carlo como uma ferramenta util para que
possa auxiliar na analise de riscos, pois, para ter uma boa estimativa, o cenario teria
que ser de pelo menos 200000 interagdes, o que fica prejudicado pelo programa Excel
devido as limitagdes de linhas, mas, com o0 uso de outros programas, € possivel ter
uma estimativa com erros praticamente infimos.
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Figura 51: Andlise do prejuizo no langamento do produto X no mercado com um

cenario de 20 interacoes.
TEEED -

2 i @ - = x
P S — E B 5 =0 e Ay @
Bl e B 5: ST I e 6 e
= g o )| ek, o, | e o T o o

Area de Transt... Fonts Alinhamento {0 Nimero st Células Edigia

R30 - £
A ) c D E F G n L M N d P a R s T u '=|

1 QUADRO DEMONSTRATIVO | | el
CENARIO N] DEMANDA P.deVenda | CMATERIAPRIMA | MEODEOBRA [ C.FIXO LcRo )

2 PRECO DE VENDA CUSTO MATERIA PRIMA

3 1 3850 RS 26,29 RS 11,21 RS500 |RS5000000] RS43.273,87 |MIN. | RS 20,00|MIN RS 5,00

4 2 10407 RS 22,34 R5 10,58 RS7,00 |RS5000000] RS 453,20 |MAX. | RS 30,00|max | RS 12,00

5 3 16243 75 29,19 RS 6,33 RS 7,00 | RS 5000000 RS 17518063

3 4 18273 RS 26,20 RS 11,60 RS700 | RS 5000000 RS88.727,85 13000}

7 s 4515 RS 27,49 RS 10,43 RS 450 | RS 50.000,00] RS 6.707,50 3800]

s 5 4662 ®$ 29,63 RS 8,31 R$500 | RS 50.000,00] RS 26.109,08

9 7 10675 RS 29,39 RS 10,28 Rs450  |Rs 5000000 RS 10589520 | FORNECEDORES TN | M) oMa (RS)

10 s 13513 RS 24,59 RS 8,92 RS7,00 | RS 5000000 S 67.185,50 asA ) 015 [rs&s0
11 s 13157 RS 26,65 R$9,99 R$7,00 | RS 50.000,00] RS 77.088,20 BoA 0,16 035 [R50
12 10 10453 RS 25,92 RS 10,89 RS7,00 | RS 5000000 RS 33.883,37 E) 0,36 080 |R57,00
13 11 5716 RS 22,97 RS 6,67 RSB,00_ | RS 5000000 RS 1122354 TAL 051 1,00 |Rs8,00
14 12 5438 RS 27,21 R5 10,98 RS 4,50 | RS 50.00000] RS 60.707.92

15 13 15268 RS 29,46 RS 10,68 RSB,00 | RS 5000000| RS 11859644 LUCRO MEDIO] RS 66.045,69

16 14 15353 RS 27,62 RS 10,30 RS 7,00 RS 50.000,00| RS 106.850,85 DESVIO PADRAO| RS 47.361,96

17 15 16720 ®$ 29,26 RS 11,82 R$500 | RS 5000000 RS 158.071,16 | PROBABILIDADE<O 516

13 15 11416 RS 26,16 RS E,54 RSB,00 | RS 50.000,00] RS 58.843,12

15 17 5018 RS 22,87 RS 5,68 5450 |R$ 5000000 R537345,55 (NN

20 18 16205 RS 22,48 RS 10,84 RS500 | RS 5000000 RS57.554,18

21 19 11397 RS 26,95 RS 10,31 RSB,00 | RS 5000000 RS 485677

22 20 13698 RS 22,05 RS 8,73 57,00 | RS 5000000 RS 3662390

23 WEDIA 11908 RS 26,45 RS 10,08 R$ 6,26 RS 67.598,42

20 DESVIO PADRAO 3839 R$2,45 RS 1,14 RS 1,39 RS 48.136,67

25 Minimo 4385 2165 784 354 -26749,45

26| Maximo 19434 31,26 12,31 898 161946,30

" M| MMC 20 EJ 0! m

Ty .|

Fonte: Autor, 2016.

Apds a geracdo de numeros aleatérios para 20, 50 e 10000 cendrios, com 5
simulagdes (S;,com 1 < i < 5), obtiveram-se os seguintes dados com seus resulta-
dos apresentados nas Tabelas (12),(13) e (14) respectivamente e os dados médios
apresentados na Tabela (15).

Tabela 12: Dados da geracao do cenario com 20 interagdes.

Critérios Si S S Sy S Média

Lucro Médio
D.P
Probabilidade(%) < 0

61152,89 50583,02 42970,84 69032,57 54190,60 55585,08
57777,34  45731,69 43677,17 53882,74 41739,16 48561,62
14,49 13,43 16,26 10,01 9,71 12,78

Fonte: Autor, 2016

Tabela 13: Dados da geragao do cenario com 50 interagdes.

Critérios S1 So Ss Sy S Média

Lucro Médio
D.P
Probabilidade(%) < 0

7131498 7607148 55350,78 7524528 5279549 66213,20
56182,88 54382,28 5831055 55359,03 50392,90 54925.53
10,22 8,09 17,12 8,70 14,74 11,77

Fonte: Autor, 2016
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Tabela 14: Dados da geracao do cenario com 10000 interacoes.

Critérios S1 S S Sy Sk Média
Lucro Médio 62558,92 62533,34 62459,65 6169481 62529,24 62355,19
D.P 56821,72 56365,86 56207,31 56302,76 56316,17 56402,76

Probabilidade(%) <0 13,55 13,36 13,32 13,66 13,34 13,45

Fonte: Autor, 2016

Tabela 15: Quadro resumo dos dados da geracao de 20, 50 e 10000 interagdes com
valores médios em cada cenario.

Cenarios Lucro Médio (R$) Desvio Padrdao (R$) Probabilidade(%) < 0

20 95585,98 48561,62 12,78
20 66213,20 54925,53 11,77
10000 62355,19 56402,76 13,45

Fonte: Autor, 2016

Ao analisar os cenarios apresentados, verificou-se que a estimativa da empresa
ter prejuizo ao lancar o produto X no mercado tem uma probabilidade menor que 14%
com um intervalo de confiabilidade de 95%, apesar de ter uma analise com um ndmero
de cenarios pequeno para o Método Monte Carlo. Mesmo assim, pode-se perceber
que as possibilidades da empresa ter prejuizo variam entre 13 e 14, conforme dados
gerados pelas simulacdes feitas no cenario de 10000 interacoes.

3.3.3 Fisica

A aplicagcdo do Método Monte Carlo na Fisica é sempre rica; em especial
esse método tem estudos em varios fendmenos da Fisica, como em determinar a
temperatura em pontos de determinada chapa de aco, na Fisica Nuclear e entre outros.
Neste caso, sera descrita apenas a aplicacao em célculo de distancia percorrido por
um "ponto material"em um determinado intervalo de tempo. Assim, inicialmente é
determinada na Fisica como um passeio aleatorio discreto na trajetéria de um "ponto
material". Isso significa um caminho aleatério a partir de um ponto inicial, dirigido
ao longo do caminho em intervalos de tempo, que liga sucessdes de pontos desse
caminho a uma velocidade nesses pontos, sendo que a dire¢do do ponto de partida
desse caminho é escolhido de maneira aleatéria. Cada ponto das possiveis direcdes
de partida em cada ponto ao longo desse caminho ter4d a mesma probabilidade de
ocorrer (HOWARD; RORRES, 2001).

Propriedade 3.3.1 (Propriedades do passeio aleatério). Seja P, P>, P, Py, -+ , P,
com 0 < i < n uma sucessao de passeios aleatorios, todos comegando em um mesmo
ponto do caminho inferior (tempo) especificado. Sejam t,t;,t5,t%,--- ,t; 0s tempos
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nos pontos do caminho de cada intervalo de tempo At;, = t,_; — t; associado a uma
velocidade nesse intervalo que foram gerados ao longo desses passeios aleatorios.
Ent4o, o valor médio desses intervalos de tempo tende a velocidade no ponto desse
intervalo especificado, quando o numero N de passeios aumenta indefinidamente,
tem-se uma estimativa da distancia percorrida por esse "ponto material"(HOWARD;
RORRES, 2001).

A propriedade (3.3.1) € uma consequéncia direta da propriedade do teorema
do valor médio, sendo que sua demonstracao nao sera necessaria, devido ao passeio
aletério discreto envolver conceitos elementares de probabilidade, que ja foram des-
critos e definidos no capitulo 1 e capitulo 2 deste trabalho. Para o experimento, sera
analisado o problema da distancia percorrida em um dado intervalo de tempo por um
"ponto material”.

Considere um "corpo material"em um caminho com os tempos (o, t1, ta, t3, - -+ , ;)
com velocidade [V (¢;)] em cada dado instante (vg, vy, ve, vs, - - - , v;). Neste sentido, a dis-
tancia percorrida é o inverso da velocidade, pois se a velocidade permanecer constante
em todo intervalo de tempo, entdo o movimento serd uniforme (M.U), e sua distancia
percorrida € dada por: AS =V - At (STEWART, 2011).

No caso desse estudo, em cada intervalo de tempo (At = t;,_, —t;), a velocidade
varia no intervalo. Suponha que um determinado "ponto material"mova-se a uma
velocidade determinada pela funcdo f(¢) = V num dado intervalo de tempo [a,b],
desde que f(t) > 0. Considerando que nesse intervalo de tempo sejam registradas as
velocidades v(ty), v(t1), v(t2), v(ts),- - ,v(t;) de mesma maneira que a velocidade tenha
uma proximidade de uma velocidade constante. Neste caso, em cada subintervalo,
terd sempre uma leitura de um intervalo de tempo At; = t;_; — t; com uma velocidade
V = f(At;), portanto a distancia percorrida nesse intervalo é aproximadamente dada
pela area definida pelo retangulo de base AS; = At, - f(t;) e altura f(¢;).

Assim, pode-se perceber que o valor da area de cada regido determinada
em cada um desses subintervalos dar-se-a ideia da distancia percorrida pelo "ponto
material"naquele intervalo de tempo. Logo, a distancia total percorrida ao longo do
intervalo de tempo [a, b] € aproximadamente:

AS. = f(to) - At + f(t1) - Aty + -+« + f(timr - Aty = En:f(ti_l) WANZ (3.20)
1=1

para as alturas definidas nas extremidades esquerdas de tempo de cada retangulo,
e a distancia com retangulos de alturas definidas pelas extremidades direitas ficam
determinada por:

ASu= [(1) - At + [(t2)- Mot o+ (1 A =Y (1) A (321)
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Para (STEWART, 2011) a distancia real percorrida pelo "ponto material"é definida pelo
limite da soma, quando n cresce, tal que:

n—o0

=1 i=1

Pelas equacdes (3.20) e (3.21) pode-se perceber que quanto maior for a medi¢ao
da velocidade em um dado intervalo de tempo, melhor sera a estimativa da distancia
percorrida, e como as equacoes definem areas inferiores e superiores a curva da
funcédo. Neste caso, a média entre as duas areas definira melhor a estimativa da

distancia percorrida, logo:
AS. + ASy

2
Exemplo 3.3.4. A nasa lancou em 7 de maio de 1992 o énibus espacial Endeavour
STS — 49, com o proposito de instalar uma peca no satélite de comunicacdo do
INTELSAT. Os dados do quadro da Tabela (16) fornecidos pela NASA mostram a
velocidade do énibus entre o lancamento e a entrada em acao dos foguetes auxiliares.
Neste caso, qual a altura acima da superficie da Terra do Endeavour apos 62 sequndos
depois do langamento?

AS = (3.23)

Tabela 16: Dados do langamento do 6nibus espacial.

EVENTO TEMPO (s) V(m/s)
Langamento 0 0
Comeco da manobra de inclinagao 10 56
Fim da manobra de inclinacéao 15 97
Regulador de pressao a 89% 20 136
Regulador de pressao a 67% 32 226
Regulador de pressao a 104% 59 404
Pressao dinamica maxima 62 440
Separacéao dos foguetes auxiliares 125 1265
Fonte: NASA.

Solucao:
Considere o grafico de dispersao representado na Figura (52) gerado pelo programa
Excel.

Ao analisar o comportamento dos pontos (t, f(t)), pode-se perceber que o
conjunto de pontos ndo segue uma lineariedade, assim é necessario fazer um ajuste
desses pontos.
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Figura 52: Comportamento dos pontos (¢;, f(¢;)).

Velocidade(m/s)
1400
L
1200
1000
800
600 # Velocidade(mys)
400 ¢’
200 L
L
‘0
a
a 20 40 60 20 100 120 140

Fonte: Autor, 2016.

Nesse caso, sera feita uma andlise de regressdo com o uso do programa Excel,
pois, para qualquer conjunto de dados, a analise de regressao sempre determinard uma
reta ou uma curva (polinomial) que se ajustara melhor a eles minimizando a soma dos
erros quadraticos, e esse método é conhecido como "Minimo Quadrados"(NEUFELD,
2003). O Excel tem uma capacidade com certos numeros de opc¢des para permitir
a analise de regressao para um conjunto de dados. Isso inclui uma "ferramenta de
analise"e varias fungcées que sdo acessadas pelo assistente de fungdo com uma
opcao no assistente de grafico. Assim, foi utilizado neste experimento o assistente de
funcéo conforme quadro da Figura (53) que foi obtido de acordo com a sequéncia dos
comandos:

a) Criar uma tabela com os dados nas colunas B, C' e D;

b) Selecione o intervalo de células "C2 : D10” e em seguida, na barra de ferramentas,
selecione o menu "Inseri"grafico de "Dispersao: somente com marcadores”;

c) Para gerar a curva: clicar com o botdo direito do mouse em qualquer um dos
marcadores, selecionar o comando "Adicionar linha de tendéncia", marcar as
opcbes conforme mostra a Figura (54) e clicar em fechar. Em seguida, gerara o
gréafico com o ajuste e com a equacao polinomial da regressao, ver (Figura 55).
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Fonte: Autor, 2016.

Figura 54: Quadro demonstrativo: Op¢des de Linha de Tendéncia.

 Opges de Linha de Tendéncia | Opgées de Linha de Tendéncia
Cor da Linha Tipo de Tendéndia/Fegressdo

Estilo da Linha Exponendial

Sombra

() Logaritmica

(® Polinomial Ordem:
Poténda

() Média Mével  Periodo: |2

Nome da Linha de Tendéncia

(@) Automatico: Polindmio (Velocidade(m/s))
() Personalizado: I:I

Previsdo

Avancar: (0,0 periodos

Exibir Equacio no grafico:
[] Exibir valor de R-guadrado no gréfico

Fonte: Autor, 2016.
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Figura 55: Geracao da funcao: curva da analise de regressao.
Velocidade(m/s)

1400

V(t)= 0,046+ 4,123t + 17,92

1200 f

1000
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600 /
400
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200
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Fonte: Autor, 2016.

Neste caso, a partir do ajustamento dos valores, a area da regido (R) da curva
da fungdo V(t) = 0,04 - t* + 4,123 - t + 17,92 conforme gréfico da Figura (56) sera
a estimativa da altura do foguete ap6s 62 segundos depois do lancamento, assim
AH =~ Sge4izo- Para este experimento, o calculo da area sera feito por dois métodos
aplicando o Método Monte Carlo-MMC.

Figura 56: Grafico da fungao V(m/s) x t(s).
A

V(t) = 0.046% + 4123t + 17.092
1000

200 4

G00

200 1

Regiao( 1)

40 BID :?:Cl 1‘00 1‘20 1210 i

Fonte: Autor, 2016.
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Métoto 1:

Neste método, sera feita por Geracdo de Retangulos Inferiores e Superiores, a curva da
funcdo pelo Método Monte Carlo-MMC. Assim, pode-se estimar a area (distancia/altura
perccorrida) usando a divisdo da regido em N faixas que formara retangulos com
as bases formadas pelos comprimentos dos subintervalos (ndo necessariamente de
mesmo comprimento) e as alturas (numero aleatorios gerados no intervalo de 0 a 62)
com os valores de V (t;) = 0,04 - t? + 4,123 - t; + 17,92. Para uma boa estimativa, pelo
Método Monte Carlo, uma Unica simulacdo ndao tem um valor préximo do real. Neste
caso, pode-se dizer que aumentando o numero de faixas (N — oo) obter-se-4 uma
estimativa melhor do valor dessa area. Assim, sera usado o recurso computacional o
programa Microsoft Excel, rodado no sistema operacional Windows, com 3 interacdes
e divisbes em 100, 1000 e 10000 faixas (retdangulos) com comprimentos (bases) A, =
t;_1 — t;, que serdo gerados numeros (t;) aleatoriamente pela fungédo [= a + (b —
a)* ALEATORIO()) DO EXCEL distribuidas de maneira uniforme no intervalo [a, b], com
as suas alturas definidas com as extremidades do lado esquerdo (.,) e as extremidades
do lado direito (¢,,) dos subintevalos. A partir das simulagdes realizadas pelo recurso
computacional conforme modelo descrito na Figura (57) para as interagdes 100, 1000 e
10000, obteve-se as seguintes aproximagdes (Tabela 17) para o valor da area:

Figura 57: Quadro demonstrativo para o uso do calculo da area da curva.

A B C D E F G H I p) K L M

1
INTERVALD NUMERQ DE FAIXAS (N)
EXTREMIDADES DOS A A a
Py BASE DO RETANGULO|  AREA (INFERIOR) ALTURA(MAIOR) | AREA (SUPERIOR)
RETANGULOS.
0, 0,

Copie os nimeros 0 valor da altura 70 vallor da base | | O valor da érea || ©valor dadrea | © valor da area
Ne Aleatorios gerados na coluna "C" || em "H3" é definida em "I3" é inferior em "J3" é[| superior em "K3" [l inferior em "L3"
e cole na coluna "63" por definida por = definida por & definida por é definida por
entre os valores "0" e || =0,04%(63)~2+4,1 64-63. =H3*I3. =0,04%(64)~2+4, =I3*K3.
"62". Para colar na 23%(63)+17,92. Para os demais Para os demais || 123%(G4)+17,92. | Para os demais
coluna "G" clicar com Para os demais || selecione a célula | | selecione a célula||  Para os demais || selecione a célula
o botéo direito do || selecione a célula e [| € com o "mouse” [ e com 0 "mouse” || selecione a célula ||e com o "mouse”
"mouse” e na opcio com o "mouse” || arrastar o cursor | | arrastar o cursor || & com o "mouse” [l arrastar o cursor
"colar especial” arrastar O Cursor até a célula da atéacélulada || arrastar o cursor || até a célula da
selecionar a opgio  |{até a célula da linha linha N(i-1). linha N(i-1). até a célula da linha N(i-1).
"valores™ NQ). linha N(i-1).

v (o (v (u s wn
=
z
=

11
12

62, 427,

‘Comprimento do Representa a soma Valor estimado da area =
intervalo [a, b] das areas dos Representa a soma das | Estimativa da area:
areas dos retangulos | Média entre a somas
superiores. das areas dos
retangulos inferiores
N-1 & superiores,

Fonte: Autor, 2016.

Tabela 17: Estimativa da altura do foguete apéds 62s do langamento.

N  Quantidade de nimeros  S(R.,)  S(Rs,) S(R) = SHa)l50s)

2
100 99 11973,81 12454,15 12213,98
1000 999 12187,12  12239,21 12213,16
10000 9999 12210,61 12215,70 12213,15

Fonte: Autor, 2016

Pelas simulagbes, pode-se notar que com 10000 interagfes € possivel notar que
a area ja converge para um valor, gerando varias simulacoes, pode-se perceber que
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o valor da area é estimado em 12213,15 u.a, assim a altura do foguete 62s apés o
langcamento é: AH ~ 12213,15 m.

Métoto 2:
O experimento consiste em langar (gerar) pontos em um retangulo de comprimento
C' =62 e altura (H = V(62) = 427,31) com o objetivo de gerar pontos para preencher a
regido da curva da fungdo V (¢;) = 0,04 -t? +4,123 - t; + 17,92 inscrita no espago amostral
definido pelo retangulo de vértices ABC D conforme a Figura (58).

Figura 58: Método da geracao de pontos na curva.
A

Vit)

AW
400 4
i) = 0.04¢% + 4.123t + 17.92

300

2001

Regiaol i)

100 4§

Y

Fonte: Autor, 2016

Assim, considerando que todos os pontos langcados (gerados) atinjam o retan-
gulo, tem-se que a probabilidade de que o ponto atinja a 4rea da regiédo (R) é dada
pela razao entre as areas da regiao (R) e o retangulo, ou seja: Sf;#cgf) ~ p. Sabe-se,
que a area da curva é definida por Sgegizo(r) = j;f V(t)dt e a area do retadngulo de
comprimento (base) C e altura H é definida por: Sigcp = C - H. Neste caso, como a
ideia é estimar a area da regiao (R), entao a probabilidade fica determinada por:

o Shegisoty _ o2V _ 32V (1)t

= = 3.24
Sapep 62 - 427,31 26493,22 ( )

Considerando que em N langamentos (geracao de pontos) pode-se obter k
sucessos de acertar a regido (R). Entdo tem-se uma probabilidade frequentista definida
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por: p = % Neste caso, pelo método da area, pode-se estimar o valor da altura H
alcancada pelo 6nibus espacial, pois se considerarmos o experimento em langar (gerar)
N pontos (P) de coordenadas (¢, V' (t)), poderemos contar quantos desses atingem a
regido (R) da curva V (t) = y. Assim, substituindo p = % na equagéo (3.24), obtém-se:

E ~ SRegiéo(R) _ fOG QV(t)dt _ fOG 2V(t)dt
N SaBcp 62 -427,31 26493,22

k
= Shegino(r) = 2040722 (3.25)

Para esse experimento, foi desenvolvida uma técnica com o programa Excel
conforme o quadro demonstrativo da Figura (59) para a estimativa da altura apoés
62s do lancamento do Onibus espacial, em que foram considerados dois conjuntos
A = [0;62] e B = [0;427,31], um ponto P de coordenadas (¢,V’) para o langamento
no (retangulo). Nesse caso, o ponto P € um par ordenado (¢,V) tal que P = {(¢,V) €
AzB|t € A e V € B}, que serdo gerados numeros t; e V; aleatoriamente pela fungéo
[=a+ (b—a)*ALEATORIO()] DO EXCEL distribuida de maneira uniforme no intervalo
la, b]. Neste caso, ao gerar N pontos (lancamentos) no retangulo, o programa analisa n
pares de pontos P; da forma (¢,V) com a geracdo da variavel aleatéria X, e a variavel
gerada possui a distribuicdo de Bernoulli P(t,V) = X, definida como:

0, para V;>V(t;),
1, se V,<V(t)

X —

Figura 59: Quadro demosntrativo para a geragcao de pontos aleatorios.

A B g D 3 G H | ) K L M N 0 2 a R
[ wmevaos | PONTOS DENTRO
Minimo_|Méximo PONTOSFORA | |

oluls|w/nk
=<
o
IS
IS
S
W
B

N2 DE INTERAGOES
COORDENADAS 3 SIMULAGGES

MEDIA
4v§\ 12 22 32 a2 52 62 ” 82 92 102

~

t v
8 PONTOS DENTRO
9 | | PONTOS FORA

Fonte: Autor, 2016

Conforme o quadro demonstrativo (Figura 59), foram gerados os numeros
aleatérios das coordenadas t e V para a geragao da variavel aleatéria X com os
seguintes comandos:

a) Para a geracao da coordenada (abscissa) t: para a geracao de numeros aleatérios
inserir na célula B8 o comando = $C$3 + ($D$3 — $C$3) - ALEATORIO() e em
seguida selecionar a célula B8 e com 0 mouse arrastar até o numero desejado
de interagdes;
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b) Para a geracao da coordenada (ordenada) V': para a geracao de numeros aleat6-
rios, inserir na célula C'8 o comando = $C$4 + ($D$4 — $C$4) - ALEATORIO() e
em seguida selecionar a célula C'8 e com o mouse arrastar até o nimero desejado
de interagdes;

c) Para a geracéo do valor da fungé@o V' (t): neste caso inserir na célula D8 o comando
= 0,04 * (B8)* + 4,123 * (B8) + 17,92 e em seguida selecionar a célula D8 e com
0 mouse arrastar até o niumero desejado de interacdes;

d) Para a geracdo da variavel aleatoria X: inserir na célula E8 o comando =
SE(C8 >= D8;0;1) e em seguida selecionar a célula E8 e com o mouse ar-
rastar até o numero desejado de interagdes, assim o programa fara a comparagéao
e dara como retorno 0 ou 1. Em seguida, na ultima célula do intervalo das variaveis,
inserir um comando para contar todas as células com o valor 1.

Foram desenvolvidas para fazer a estimativa da area da regiao (R) 2000, 10000
e 62000 interagbes com 10 simulagdes (S;,com 1 < ¢ < 10) em cada interagéo, e
obtiveram-se os seguintes resultados da probabilidade dos pontos pertencerem a
regido (R) da fungéo, conforme apresenta na Tabela (18) os valores médios:

Tabela 18: Numero de pontos dentro da regido (R), para 2000, 10000 e 62000 interacoes.

N Si Sy Sg Sy S5 S6 S7 Sg Sg SIO Média
2000 908 921 916 953 933 916 948 921 935 938 928,90
10000 4534 4543 4623 4577 4621 4608 4571 4580 4500 4745  4595,20
62000 28712 28660 28504 28509 28535 28550 28426 28592 28575 28571 28563,40

Fonte: Autor, 2016

Neste caso, como foram feitas em cada interacao 10 simulac¢des, a probabilidade
dos pontos pertencerem a regido (R) delimitada pela fungéo no intervalo [0, 62] fica
definida pela equacgao:

E S egiao
pR o= 2ieqiolt) = SRegiao(r) = AH ~ Sapcp -
N Sascp

]’f] (3.26)

k Nuamero médio de pontos dentro da regido (R)
N Numero de pontos gerdaos :

Neste caso, conforme a equacéao (3.26) tem-se que a probabilidade para as
interagdes 2000, 10000 e 62000 sdo respectivamente a: p(2000) = 2520 = 0,46445;

p(10000) = 2220 = (45952 e p(62000) = 22320 — ( 46070. Usando a relagdo da
equacéo (3.26), com os valores da probabilidade para a interacdo de 2000 pontos e
area do retangulo de vértices ABC'D com Sapcp = 26493,22u.a, encontramos uma area
estimada para a regido (R), assim a area €: Sgegiao(r) ~ 26493,22 - p(2000) = 26493,22 -

0,46445 = Spegiao(r) = 12304,78u.a. Como a area estima uma distancia, logo pode-se
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dizer que a altura do énibus apds 62s do langamento encontrava-se a: AH ~ 12304,78m
de altitude, o que gerou uma estimativa ndo tdo préxima da real, pois ha grande
oscilagdo na estimativa da area entre as simulacdes, mas ja deu para perceber que
quanto maior o numero de pontos, melhor sera essa estimativa. Ja para as interacdes
de 10000 e 62000 pontos teve uma estimativa de: Sgegiaor) ~ 26493,22 - p(10000) =
26493,22 - 0,45952 = Spegiso(r) = AH = 12174, 16m € Spegiso(r) & 26493,22 - p(62000) =
26493,22 - 0,46070 = Spgegiao(ry = AH ~ 12205,43m respectivamente. Neste caso, os
resultados deste experimento ja eram até esperados, pois a cada aumento no nimero
de pontos, diminuimos o erro médio relativo, o que significa que a probabilidade dos
pontos pertencerem a regido (R) aumenta em grande propor¢do. Assim quanto maior o
numero de pontos gerados, mais proxima € a razao entre o numero de pontos dentro da
regido (R) e o numero gerado. Neste caso, a estimativa da altura € um valor estimado
em 12205,43m, que € inferior a altura real que é de 12213,15m obtida pelo célculo da
integral da fungéo.

3.3.4 Ciéncias médicas

O Método Monte Carlo tem sua aplicabilidade na modelagem de problemas
em relacdo as Ciéncias Médicas. Assim, nesta subsecao, sera apresentado o uso da
técnica do Método Monte Carlo na saude, uma das subareas. Sera visto que, com a
aplicacao de contraste na aorta do coragao, pode-se medir a capacidade (volume) de
sangue bombeado, que nesse caso o processo € chamado de capacidade cardiaca.

3.3.4.1 Capacidade cardiaca

O sistema cardiovascular humano, conforme gréfico (Figura (60), € responséavel
pela circulagdo do sangue, por onde sao transportados todos os nutrientes e o oxigénio
pelo corpo. J& o coracdo € um 6rgao desse sistema e tem como principal fungcao bom-
bear 0 sangue através dos vasos sanguineos para todo o corpo e que depois retorna do
corpo pelas duas veias: primeiro entra no atrio direito do coracao e € bombeado para
os pulmdes pelas artérias pulmonares, isso ocorre para fazer a oxigenagao, em seguida
retorna para o atrio esquerdo por meio das veias pulmonares e pela aorta circula para
todo o resto do corpo (STEWART, 2011). A Figura (60) tem essa representacao.

Assim, o volume que é bombeado pelo coracdo em um dado intervalo de tempo
[0,t] com uma taxa de fluxo na aorta é denominado de capacidade cardiaca, denotado
por F' e medido em litros por minuto (L/min). Para medir essa capacidade, € usado
0 método da diluicdo do contraste. Nesse caso, injeta-se o contraste no atrio direito
para que ele escoa e do coragao para a aorta, e em seguida uma sonda é inserida na
aorta e mede concentragdo desse contraste que sai do coragdo em um dado intervalo
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Figura 60: Sistema cardiovascular humano.

Artéria cardtica
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Valva

atrioventricular
Valva

atrioventricular
esquerdo

Corda cardiaca Septo

Ventriculo direito

Vela cava
inferior

Fonte: (STEWART, 2011), Adaptado.

de tempo, até que todo o contraste injetado acabe. Seja ¢(t), uma fungao que mede
a concentracao do contraste num dado intervalo de tempo [0,t]. Como ¢(t) é uma
funcé@o e sua concentra¢do € medida em um intervalo de tempo |0, ¢], se para dado ¢}
vai sempre existir um ¢(¢;) pertencente a funcao, nesse caso se dividir o intervalo em
subintervalos de comprimento At = t¢;,_; — t;, entdo a concentragcao nesse subintervalo
é estimada aproximadamente pela equacgao:

(concentragao) - (volume) = A = c(t)(F - At) (3.27)

com F sendo a vazao desse contraste que € a capacidade cardiaca desejada. Se
o intervalo subdividir-se em N faixas (intervalos de tempo) de mesmo comprimento
At = £, entdo o total de concentragdo desse contraste definido na equagao (3.27) fica
definido por:

S c(t)FAt =F ) c(t)At (3.28)
=1 =1

assim, de acordo com (STEWART, 2011) quanto maior for a subdivisdo do intervalo de

tempo, tem-se que a quantidade de contraste A injetada no corpo definida na equagéo

(3.28) reduz na equacao:

t A

0 o e(t)dt (3.29)
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em que a quantidade a ser injetada de contraste A é conhecida e as leituras de
concentragdo num dado intervalo de tempo sdo definidas pela integral [; c(t)dt, na
qual é obtida usando a Regra de Simpson, em que a definicdo € dada por (MUNEM;
FOULIS, 1982) da seguinte maneira:

Definicao 3.3.6 (Regra de Simpson). Seja a funcao f de Riemann integravel e defi-
nida no intervalo fechado [a, b]. Para cada inteiro positivo n, define-se:

Ax
Som = 5=+ (Yo + 4y + 20+ dys + 2y0 +++ + 2ynz + AYons + Yon) (3.30)

comAX =22 ey, = f(a+ kAz) para0 < k < 2n. Entdo S,,, ~ 1% f(z)dx, assim tem-
se uma boa aproximagcdo quando n tende ao infinito no sentido de que lim,, ., Ss, =

Ja f(@)dz.

Comparando a definicdo da Regra de Simpson com a integral que mede a
concentracao de contraste que passa na aorta em um dado intervalo de tempo, pode-
se afirmar que: Ax é o intervalo de tempo(At) que serd feita a leitura e y;, é a leitura
da concentragéo do contraste ¢(t) no intervalo de tempo. Neste caso, o Método Monte
Carlo podera ser usado para determinar a concentragao de contraste num intervalo de
tempo, pois essa concentracao podera ser definida pela aproximacao da area de uma
regido definida pela func¢éo c(t).

Exemplo 3.3.5. Em um paciente, sera injetado 6mg de contraste, com suas concentra-
¢bes desse mesmo contraste (mg/L) serdo modeladas pela fungao c(t) = 20 - t - e~ %,
com0 <t <10, ondet € medido em segundos. Nessas condi¢cbes, determinar a capa-
cidade cardiaca para o método de diluicdo do contraste nesse paciente [(STEWART,
2011), adaptado].

Solucao:
Neste caso, tém-se os seguintes dados:
A = 6mg; t = 10s intervalo de tempo para a medicdo da concentracdo. Pela equacéo

(3.29) a capacidade cardiaca F' é definida por: F' = m. Logo, a capacidade cardiaca
0
é: F = —w—5%—— Como a quantidade de concentragdo QC no intervalo de tempo é

[," 20-te-08tdt
definida pela fungéo, logo a quantidade é definida pela area da regidao (R)da funcéo da

Figura (61),assim: S = [;°20 -t - e %%t = Sp ~ QC.

Para o valor da area seré aplicado o experimento 1 da solugcédo do problema
(3.3.1) descrito em (3.3.1.2) baseado nos mesmos critérios estabelecidos para aquele
experimento. Assim, sera usado o recurso computacional do programa Microsoft Excel,
rodado no sistema operacional Windows, com 3 interagdes e divisées em 100, 1000 e
10000 faixas com comprimentos A, = t; 1 — t;, que serdo gerados numeros (¢;) aleato-
riamente pela fungdo = a + (b—a)*ALEATORIO() DO EXCEL distribuidas de maneira
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Figura 61: Curva de modelagem da concentracao de contraste.

A
cft) D
®

o

e(t) = 20te 06!

Regiiol R)

Fonte: Autor, 2016.

uniforme no intervalo [0, 10], com as suas alturas definidas com as extremidades do
lado esquerdo (t.,) e as extremidades do lado direito (¢,,) dos subintervalos.

A partir das simulacdes realizadas pelo recurso computacional, conforme modelo
descrito em (3.3.1.2), apenas para as interagdes 100, 1000 e 10000, obtiveram-se as
seguintes aproximagodes (Tabela 19) para o valor estimado da area:

Tabela 19: Estimativa da concentragao de contraste injetada.

N Quantidade de nimeros  S(R.., S(R,,) S(R) = Hea)?SWia)

100 99 54,8158 54,2788 54,5473
1000 999 04,5839 54,5974 54,5974
10000 9999 54,5911 54,5921 54,5916

Fonte: Autor, 2016

Assim, a concentragdo de contraste no intervalo de tempo [0,10] é de QC =
54,5916>7“. Logo a capacidade cardiaca do paciente é de:
F = foloao.fe—omdt = 5453172%.% = F = 0,109907018L/s., multiplicando por 60, logo
a capacidade cardiaca é: F' = (0,109907018L/s).60 = F = 6,59L/min. Portanto
a capacidade cardiaca para 6mg de contraste injetado € de 6,59L/min. Esse valor
estimado pelo Método é praticamente préximo do real, que pode ser obtido usando a

definicdo de Integral definida de Riemann.
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4 CONSIDERAGCOES FINAIS

Apresenta-se neste trabalho uma abordagem do estudo do Método Monte Carlo
com aplicagbes em diversas areas do conhecimento. Diante disso, mostrou-se que ter
conhecimento das teorias probabilisticas de uma variavel aleatéria € muito importante
para o entendimento das aplicacées do Método. Assim, ressalta-se aqui que apesar
de atualmente esse método nao ser praticado e exigido em solu¢des de problemas
com a vida e com praticas, ele é de grande importancia podendo ser trabalhado com
os conceitos e dar ideia de modelos a resolver problemas com modelos matematicos
adequados.

Durante o periodo de ensinamento, pode-se concordar que, dos conteudos
abordados, as aplicagdes sempre sdo deixadas somente para o final, por acharem
muitas vezes complexos ou por acreditarem que n&o sdo capazes em aprenderem
de maneira clara, assim o Método Monte Carlo, para o ensino meédio, n&o exige uma
técnica complexa.

Assim, as aplicacdes abordadas, se levadas em consideracédo as demais dis-
ciplinas, podem desenvolver no ensino uma interdisciplinaridade. Também criaram
algumas situag¢des de problemas com estrutura de solucéo de varias formas, o que
pode dar estimulo aos alunos e muitas vezes fazer com que eles tenham estimulos
e resolvam até mesmo por curiosidade. As aplicacées apresentadas neste trabalho
foram abordadas utilizando unicamente os recursos com conhecimentos de programas
em algumas linguagens de programagao que com poucos conhecimentos podem ser
desenvolvidos e com o recurso do Excel, que pode ser ensinado aos alunos do Ensino
Basico Técnico e Tecnoldgico. Assim, por ser um dos recursos de facil acesso e de
entendimento, 0 método pode ser trabalhado em sala de aula para dar outra visao na
solucéo de problemas.

O Método Monte Carlo, em varias aplicacbes apresentadas neste trabalho,
parece ser repetido, isso é devido a propriedade de caracterizacao para o método, ou
seja, pelo fato de as aplicacdes apresentarem caracteristicas semelhantes. Diante disso,
0s experimentos, em especial, foram usados onde se descreveu o comportamento de
cada numero aleatorio gerado, cujos fendmenos proprios em seus comportamentos,
existem, tais como: calculo de area, curva de demanda, distancia percorrida, etc.

Em algumas aplicagdes, na maioria das vezes, houve a necessidade de estudar
e estender outras teorias importantes em outras areas. Contudo, esse estudo nédo
aprofundou, e sim uma leitura para que nas aplicacoes tivesse um melhor entendimento.
No capitulo 3, foram apresentadas uma abordagem do Método Monte Carlo e varias
aplicacbes com abordagem ao Ensino Médio. No entanto, neste trabalho, foi feita
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uma abordagem com uma ideia do método, podendo assim ser ampliado com mais
aplicagdes do Método Monte Carlo com caracteristicas de solugées complexas em
outras areas da Ciéncia.

Portanto, as aplicagées apresentadas demonstram o quanto essa técnica de
solucionar problemas por Monte Carlo tem sua importancia. Diante de tudo isso, com
este trabalho, espera-se que possa ser usado como um apoio no ensino de Matematica
assim como ser um referencial para os professores e alunos que desejarem desenvolver
técnicas em solucionar problemas de diversas areas usando o Método Monte Carlo.
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A CODIGOS DOS PROGRAMAS PARA SIMULAGCAO

Os cédigos para copilacao para a execucao dos programas foram desenvolvidos
apenas para fins académicos para estimar do valor de «, na linguagem Python, sendo
desenvolvidos dois na mesma limguagem (Pil) e (Pi2) para mostrar que langando
a mesma quantidade de dardos gera um valor estimado diferente, o0 que mostra que
a cada interacdo sao gerados novas variaveis aleatorias com as caracteristicas que
satisfazem a distribuicdo de probabiliadde.

Listagem A.1: Cdodigo da simulacéao: pil.py

#—x— coding:utf -8 —x—

import numpy as np

import random

import matplotlib.pyplot as plt

Nt
Na

55000
0

fig = plt.figure(111).add_subplot(111,aspect="equal’)
circlet=plt.Circle((0,0),1,color="k")
circlel.set_fill (False)
plt.gcf().gca().add_artist(circlel)

xy_ax =[]

xy_ay =[]

xy_ex=[]

xy_ey =[]

for i in range(Nt):
x = random.uniform(—1,1)
y = random.uniform(—1,1)

if Xxx2+y*x2 <= 1:
Xy_ax.append(x)
xy_ay .append(y)
#plt.plot(x,y, .b")
Na = Na + 1

else:
xy_ex.append(x)

Xy_ey.append(y)
#plt.plot(x,y,’ .r’)

Ne = Nt—Na
pi = 4 x (float (Na)) / (float (Nt))
str="$\pi= $" + "{0.real:.4f}". format(pi)+ "$\ N_T=$"+str(Nt)+ ", " + "

SN _A=$"+str(Na)+", "+"$N e=$"+str (Ne)
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plt.plot(xy_ax,xy_ay,’b.’,label="$N_a$’)
plt.plot(xy_ex,xy_ey,’'r.’ ,label="$N_e$’)
plt.title (str)

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("y")

plt.legend()

print ("Pi = ",pi)
plt.show ()

Fonte: LIMA, L. F.

Listagem A.2: Codigo da simulagéo: pi2.py

#!/usr/bin/env python
# coding: utf-8

from __future__ import division
from random import random

from math import pi

import matplotlib.pyplot as plt

Script para criar pontos dentro de um circulo inscrito em um quadrado de

lado L. (codigo de uso livre para fins educacionais).

def rain_drop(length_of_field=1):

Simula uma chuva de pontos.

return [(.5 — random()) * length_of _field, (.5 — random()) =

length_of_field]

def is_point_in_circle (point, length_of_field=1):

Retorna verdadeiro se o ponto for inscrito no circulo
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return (point[0]) *x 2 + (point[1]) *x 2 <= (length_of_field / 2) xx 2

def plot_rain_drops(drops_in_circle, drops_out_of_circle, length_of_field
=0, format="pdf’):
""" Funcao para desenhar os pontos a serem jogados no circulo """
number_of_drops_in_circle = len(drops_in_circle)
number_of_drops_out_of_circle = len(drops_out_of_circle)
number_of_drops = number_of_drops_in_circle +

number_of_drops_out_of_circle

plt.figure(111).add_subplot(111,aspect="equal’)
plt.xlim (—length_of_field / 2, length_of_field / 2)
plt.ylim (—length_of_field / 2, length_of_field / 2)
plt.scatter ([e[1] for e in drops_in_circle], [e[0] for e in

drops_in_circle], color="green’, label="Dentro do circulo")
plt.scatter ([e[1] for e in drops_out_of_circle], [e[0] for e in
drops_out_of_circle], color="yellow’, label="Fora do circulo")

plt.legend(loc="best")

plt.title ("%s pontos: %s jogados dentro %s fora, pi estimado em $\pi$ =
%.4f" % (number_of_drops, number_of_drops_in_circle,
number_of_drops_out_of_circle, 4 x number_of_drops_in_circle /
number_of_drops))

plt.savefig("%s_pontos.%s" % (number_of_drops, format))

def rain(number_of_drops=1000, length_of_field=1, plot=True, format="png’,
dynamic=False):

Criando os pontos e jogando no circulo (com pontos fora e dentro).
number_of_drops_in_circle = 0
drops_in_circle = []
drops_out_of_circle = []
pi_estimate = []
for k in range(number_of_drops):
d = (rain_drop(length_of_field))
if is_point_in_circle(d, length_of_field):
drops_in_circle .append(d)
number_of_drops_in_circle += 1
else:
drops_out_of_circle .append(d)
if dynamic: # A opcao dinamica se definida como True ira plotar
novas quedas (isso pode ser usado para criar animacao da
simulacao)
print "Criando os pontos: %s" % (k + 1)
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plot_rain_drops(drops_in_circle, drops_out_of_circle,
length_of_field , format)
pi_estimate .append (4 x* number_of_drops_in_circle / (k + 1)) #
Isso atualiza a lista com a estimativa mais nova para pi.
# Traz as estimativas de pi
plt.figure ()
plt.scatter(range(1, number_of_drops + 1), pi_estimate)
max_x = plt.xlim()[1]
plt.hlines(pi, 0, max_x, color="red’)
plt.xlim (0, max_x)
plt.title ("$\pi$ estimativa de pontos dentro e fora do circulo")
plt.xlabel ("Numeros de pontos solicitados ")
plt.ylabel ("$\pi$")
plt.savefig ("estimativa_de_%s_pontos_dentro_e_fora.png" %
number_of_drops)
if plot and not dynamic:
# Se a opcao plot for passada e matplotlib estiver instalada, esta

# Ela da o conjunto final de pontos
plot_rain_drops(drops_in_circle, drops_out_of_circle,
length_of_field , format)

return [number_of_drops_in_circle, number_of_drops]

if name_ == "_main__ ":
# Executar o script
from sys import argv

number_of_drops = 10000 # <<<Coloque aqui o numero de pontos a serem

jogados no circulo >>>
if len(argv) > 1: # Se o argumento passar, entao mude o numero de
pontos a serem jogados.
number_of_drops = eval(argv[1])
# Dois conjuntos de simulacao(comentar o pi).
#r = rain(number_of_drops, plot=True, format="png’, dynamic=True)
r = rain(number_of_drops, plot=True, format="png’, dynamic=False)
# Escrever na tela:
print " "
print "%s pontos" % number_of_drops
print "pi estimado em:"
print "\t%s" % (4 x r[0] / r[1])
print " "

Fonte: (CARVALHO, 2016)
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