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Resumo

Neste trabalho fizemos uma pesquisa bibliografica sobre os Quadrados Latinos
e os Quadrados Magicos. Mostramos a teoria matematica envolvida e, sobretudo,
estudamos a ligacao entre esses objetos. Trouxemos as informacoes necessarias para
subsidiar o professor a usar Quadrados Mégicos e Quadrados Latinos como con-
teidos. Nosso objetivo é discutir o uso de jogos e passatempos como ferramenta
didética e chegar a uma proposta para utilizagao desses objetos em sala de aula.

Palavras-chave: Quadrados Latinos, Quadrados Mégicos, Quadrados Latinos
Ortogonais, Proposta Didatica.



Abstract

In this work we study the Latin Squares and the Magic Squares. We explore
the mathematical teory and, above all, we study the link between theses objects.
We bring the necessary information to support the teacher in the usage of Latin
Squares and Magic Squares as content. Our goal is to discuss the usage of games
and challenges like didatic tools, and to find a proposal to applicate him in the
classroom.

Keywords: Latin Squares, Magic Squares, Orthogonal Latin Squares, Didatic
Proposal.
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Notacoes

Notagoes Gerais
e [y representa o ntimero total de Quadrados latinos de ordem n.
e [ é o numero de Quadrados latinos reduzidos.

QL - Quadrado Latino, defido por Euler.

QLMO - Quadrados Latinos Mutuamente Ortogonais.

L(i,j,n) - Namero de Quadrados Latinos i-j Reduzidos, ou seja, o nimero
de Quadrados Latinos quando fixamos as ¢ primeiras linhas e as j primeiras
colunas, e permutamos os demais elementos.

Dy - Numero de Permutacoes Cadticas.
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Introducao

Ao longo do tempo, com o desenvolvimento das técnicas de ensino e das teorias
didéticas, temos visto a evolucao da utilizacao de jogos, brincadeiras, passatempos
como ferramentas bastante eficazes no processo de ensino-aprendizagem. O carater
lidico dos jogos convida as pessoas, que antes eram avessas & teoria matematica
contida neles, a mergulhar num conhecimento, muitas vezes complexo. A inten¢ao da
utilizacao dos jogos como ferramentas didaticas é dotar o aluno de um conhecimento
importante através de uma linguagem acessivel e dinamica. Alguns autores ja deram
sua contribuicao a pesquisa do uso de jogos como ferramentas didaticas.

Um jogo (do latim, jocus), é uma atividade com a finalidade de
divertir, entreter, recrear, onde exista a figura do jogador, que €
quem pratica a a¢ao, e suas respectivas regras estabelecidas para
se determinar a condicdo de vencer ou perder. A ac¢ao no jogo,
tanto quanto no problema, envolve um objetivo unico que € vencer
0 jogo ou resolver o problema e, em ambos os casos, o individuo
se sente desafiado e motivado a cumprir tal objetivo. Atingir o
objetivo implica em dominar, em conhecer, em compreender todos
0s aspectos envolvidos na acao e, portanto, produzir conhecimento.

(Grando, 1995, p.77) [1]

O ponto positivo dos jogos é que eles proporcionam desafios e ambientes visual-
mente atrativos, com a utilizacao de imagens que motivam e estimulam o interesse,
a atencao, a concentracao e a memoria do jogador. Com isso, eles deixaram de ser
apenas entretenimento e se tornaram importantes ferramentas de apoio ao aprendi-
zado, pois segundo Antunes (2000), o interesse do usuario passou a ser a forca que
comanda o processo de aprendizagem.

O Laboratorio de Ensino de Matematica (LEM) pode ser o ambiente ideal e
propicio para a interagao dos alunos com esses jogos e desafios. Este espaco, criado
em instituicoes de Ensino e Pesquisa, é dedicado ao desenvolvimento de situacoes
desafiadoras e a busca de solugoes para problemas encontrados no cotidiano. Nesse
sentido, a insercao dos alunos em um ambiente diverso da sala de aula, facilita a
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motivagdo e o interesse pela busca de solucionar problemas. Alguns autores deram
suas contribuicoes a respeito dos LEM e dos materiais manipulaveis como Régo e
Régo (2006), Lorenzato (2006), Bezerra (1962) e Chaves (1960).

Vemos uma forte potencialidade, no uso desses materiais, para au-
ziliar a aprendizagem de conhecimentos de naturezas diversas (in-
formacgées, conceitos, habilidades ou atitude), seu alcance e suas li-
mitacoes e a sua adequacao a compeléncia, levando-se em conta co-
nhecimentos prévios, faira etdria, entre outros elementos. (REGO

e REGO, 2006, p. 42). [2]

Com vistas a procura de um contetido para trabalhar essa situacao desafiadora
e tentar quebrar esse paradigma de que as pessoas tém medo da disciplina de Ma-
teméatica, analisamos a bibliografia disponivel sobre Quadrados Latinos®, pudemos
perceber a grande variacao das abordagens, tanto das definicdes e consequéncias,
como de, principalmente, suas aplicacoes, onde se destacam as aplicagoes no ramo
da estatistica. As aplicacOes estatisticas mais comuns sao os chamados Delineamen-
tos em Quadrados Latinos. Podemos encontrar alguns trabalhos disponiveis que
tratam dos Quadrado Latinos, os quais listamos a seguir:

e (Quadrados Latinos obtidos por meio de técnicas de confundimento em ensaios
fatoriais.

e Quadrados Latinos com aplicagoes em Engenharia de Software [4]
e Principios sobre Delineamentos em Experimentacao Agricola [5]

e Matematica e Estatistica na Anélise de Experimentos e no Melhoramento Ge-
nético. 6]

Tentaremos aqui fazer uma abordagem simples e com aplicagoes voltadas ao
uso em sala de aula, especificamente do Ensino Médio. Vamos trabalhar a relagao
existente entre Quadrados Mégicos e Quadrados Latinos. Essa relacao ficara clara
através dos processos de construgao dos Quadrados Magicos.

Foi realizada uma pesquisa bibliografica, primeiramente, sobre Quadrados La-
tinos e sua teoria pertinente. Em seguida, pesquisamos a utilizagado de contetidos
matematicos em jogos e desafios, uma vez que pretendiamos construir uma proposta

3Termo cunhado por Euler, ao utilizar letras gregas e latinas (Quadrado Greco-Latino), que
com o tempo passou a se chamar apenas de latino, para definir uma Matriz quadrada, de ordem
n x n, onde suas entradas sdo preenchidas com os elementos do conjunto {1,2,3,...,n}, de modo
que cada elemento ocorra uma Unica vez em cada linha e cada coluna dessa matriz
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didatica. Fechamos nossa pesquisa com a leitura de um artigo da Revista Scienti-
fic American, sobre métodos de construcao de Quadrados Mégicos. A partir dai,
tentamos tracar um fio condutor e relacionar os varios objetos da pesquisa.

O objetivo geral deste trabalho é dar subsidios ao professor para que ele seja
capaz de levar esses assuntos, Quadrados Latinos e Quadrados Magicos, para o
ambiente de sala de aula, bem como realizar atividades ludicas como ferramentas,
para busca de uma boa aprendizagem.

Tentaremos alcancar este objetivo geral através de alguns objetivos especificos
como apresentar algumas definicoes e teoremas da teoria dos elementos mateméticos
que baseiam os Quadrados Mégicos e os Quadrados Latinos, e também oferecer uma
proposta didatica com a utilizacao desses objetos.

Nosso trabalho esta dividido em 4 capitulos. A seguir, damos um pequeno resumo
do que sera abordado em cada um deles.

No primeiro capitulo faremos um breve apanhado histérico dos objetos deste
trabalho, como os Quadrados Latinos, Quadrados Mégicos e do Sudoku, que é um
exemplo de Quadrado Latino, bem como os agentes responsaveis pela pesquisa e
desenvolvimento da vasta teoria que fundamentam esses objetos.

No segundo capitulo, iremos abordar a teoria matemética que foi desenvolvida e
que fundamenta o estudo dos Quadrados Latinos e Quadrados Latinos Ortogonais.
Tentaremos elencar as principais defini¢oes e teoremas, bem como suas respectivas
demonstragoes. Ainda neste capitulo, iremos falar do surgimento do Sudoku. Em
seguida vamos elencar algumas regras e sugestoes para a resolucao, além do niimero
de jogos possiveis.

No terceiro capitulo, iremos estudar os Quadrados Magicos. Trazemos a defini-
¢ao, suas propriedades, e métodos de construcao. Vamos ver que ha varias maneiras
de se construir um Quadrado Magico de ordem n, para n par ou impar.

Ja no quarto capitulo, iremos trazer uma proposta de intervencao didatica, para
alunos do Ensino Médio com a utilizacao de Quadrados Méagicos e Quadrados Lati-
nos. Vamos explorar a construcao de Quadrados Mégicos e Quadrados latinos em
algumas de suas aplicacoes.
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Capitulo 1

Breve apanhado histoérico

Nao podemos comecar a falar de um assunto tao importante, que sao os Quadra-
dos Latinos, sem mencionar o grande expoente, um verdadeiro génio matematico,
que deu contribuigoes indeléveis & varias teorias matematicas, inclusive a esta pes-
quisa, que é Leonhard Euler (1707 - 1783). Suas pesquisas passam por varias areas
da Matemaética como o Célculo, Geometria, Teoria dos Nuimeros, Teoria dos Grafos
e, claro, a Matematica Recreativa.

Figura 1.1: Foto: Leonhard Euler

Leonhard Euler é suico, nascido na cidade da Basiléia em 1707. Viveu boa parte
de sua vida em Sao Petersburgo, na Russia, onde faleceu no ano de 1783.



1.1. A ORIGEM DOS QUADRADOS MAGICOS - PRECURSORES DOS
QUADRADOS LATINOS

1.1 A Origem dos Quadrados Magicos - precursores
dos Quadrados Latinos

Muito antes de Euler comegar os estudos e criar a ideia de Quadrado Latino,
surgem os Quadrados Méagicos. Quadrados Mégicos sao matrizes quadradas de or-
dem n, onde suas entradas sao ntimeros do conjunto {1,2, 3, ...,n?}, distribuidos de
tal forma que a soma dos elementos de cada linha ou coluna é sempre constante,
chamada de Constante Magica. O termo Mdgico se deve muito ao misticismo que
envolveu a descoberta na época, na China, e da suposta sorte que acompanhava
quem conseguisse enxergar.

Os historiadores dizem que os quadrados mdgicos teriam surgido hd
cerca de 3000 anos (na China e na India). Cerca de 2200 a.C., o
imperador-engenheiro Yu, o Grande, estaria a observar o rio Ama-
relo quando viu uma tartaruga divina (era, na época, considerado
um animal sagrado), que em seu casco estava o simbolo, que hoje
em dia € conhecido pelo nome de lo shu. Assim, Yu percebeu que as
marcas nas costas da tartaruga (que formava os simbolos com nds)
achou que 0s nos podiam ser transformados em niumeros, de um a
nove, e que todos eles somavam 15 em todas as direcoes como se
fossem algarismos mdgicos (Lopes, 2007)
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Figura 1.2: Reproducao. Imagem Figura 1.3: Reproducgao. A partir dos
aproximada dos simbolos encontrados simbolos, o Quadrado Magico corres-
na tartaruga. Fonte: Wikipedia pondente. Fonte: Wikipedia

Outro Quadrado Magico famoso, que tem o formato 4 x 4, foi incluido pelo
pintor e matemético alemao Albrecht Diirer na obra Melancolia I, de 1514, figura
1.4. Situado no canto superior direito do quadro, figura 1.5, a sua soma é igual a 34
e distingue-se por apresentar nas células centrais da linha inferior os ntmeros 15 e
14 que, juntos, indicam a data da conclusao da obra.



1.2. EULER E OS QUADRADOS LATINOS

Figura 1.5: Reproducao. No
canto superior direito da obra,
observa-se um Quadrado Magico,
com destaque para os numeros

Figura 1.4: Reprodugao. Melancolia, centrais da linha inferior, fazendo
de Albrecht Diirer, 1514 referéncia ao ano da obra

Devido a cultura e religiosidade da época, a descoberta desses sinais tornavam-
nos especiais e com poderes magicos, de tal maneira que, quem possuisse um desses
Quadrados Magicos, teria sorte na vida e gozaria de outras benesses. Na India e
na China, havia ainda quem marcasse Quadrados Magicos em metais e 0s usassem
como amuletos. (Lopes, 2007)

1.2 Euler e os Quadrados Latinos

Muitos anos depois, em 1792, Euler viria a estudar os Quadrados Magicos e,
desafiado pelo problema classico dos 36 oficiais, desenvolveria a teoria dos Quadrados
Latinos. O problema consistia em organizar 36 oficiais, de 6 patentes diferentes e 6
regimentos, sendo cada regimento representado por 6 oficiais de patentes diferentes.
O enunciado do problema esta transcrito a seguir:



1.2. EULER E OS QUADRADOS LATINOS

"Suponhamos que seis regimentos fornecem seis oficiais de patentes
diferentes. Por exemplo, um general, um coronel, um capitao, um
magjor, um tenente e um alferes. Serd possivel colocar os oficiais
numa disposicao quadrangular seis por seis, para que em cada li-
nha e cada coluna nao haja nenhuma repeticao de patente nem de
regimento?

Um Quadrado Latino (antes chamado de Quadrado Greco-Latino por terem sido
usadas letras dos alfabetos Grego e Latinos em suas entradas, e, com o passar do
tempo, passou a ser chamado simplesmente de Latino) é uma matriz quadrada de
ordem n, contendo n? entradas, onde em cada linha e cada coluna apareca uma
unica vez cada um dos n elementos. A partir desse conceito, Euler definiu o que sao
Quadrados Latinos ortogonais, ou quadrados greco-latinos. Um par de quadrados
latinos de mesma ordem sao ortogonais se os pares ordenados formados por entradas
correspondentes forem todos distintos. Segundo, Euler, caso se encontrasse um par
de quadrados latinos ortogonais de ordem 6, o problema estaria solucionado. Como
nao encontrou, Euler conjecturou que nao havia Quadrados Latinos ortogonais de
ordem n = 4k + 2, com k natural. O problema original dos 36 oficiais é um caso
particular da conjectura de Euler, o Quadrado Latino de ordem 6, quando k& = 1.

Mais tarde, em 1900, o mateméatico amador Gaston Tarry (Tarry, 1900) conseguiu
provar, usando um método exaustivo de obtencao de Quadrados Latinos Ortogonais,
que realmente nao existia um par de Quadrados Latinos Ortogonais de ordem 6,
mostrando, assim, que o problema dos 36 oficiais nao tinha solu¢ao. Ainda em 1959,
os matemaéticos Bose, Shrikhande e Parker provaram a existéncia de Quadrados
Latinos Ortogonais de ordem 10,14, 18,20, ..., ou seja, n = 4k + 2, para n > 1,
derrubando de vez a conjectura de Euler, embora que ele estivesse certo para o caso
n = 6.



Capitulo 2

Quadrados Latinos, Quadrados
Latinos Ortogonais e algumas
aplicacoes

Neste capitulo iremos falar um pouco da parte tedrica dos Quadrados Latinos.
Elencamos as mais pertinentes teorias relacionadas ao contetido e algumas de suas
aplicacoes.

2.1 Quadrados Latinos

Um Quadrado Latino (QL) de ordem n , ¢ uma matriz quadrada de ordem n x n,
onde suas entradas sao nimeros do conjunto {1,2,3,...,n}, ou qualquer conjunto de
elementos que apresente uma certa ordem inicial, onde em cada linha e em cada
coluna, cada elemento s6 apareca uma tnica vez.

Vamos ver alguns exemplos de Quadrados Latinos de ordens variadas, com en-
tradas numéricas e nao numéricas.

Exemplo 1 Considere a matriz quadrada de ordem 3 x 3, onde as entradas sao
apenas os nimeros do conjunto {1, 2, 3}.

W N =
— W N
N — W

Perceba que, em cada linha e em cada coluna dessa matriz, s6 aparece cada
elemento apenas uma vez, o que a caracteriza como Quadrado Latino.
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Exemplo 2 Considere a matriz quadrada de ordem 5 x 5, onde as entradas sao
apenas os nameros do conjunto {1,2,3,4,5}.

1 23 45
5 1 2 3 4
4 51 2 3
345 1 2
2 3 45 1

Essa matriz também é um Quadrado latino, pois preserva as propriedades des-
critas na definicao.

Exemplo 3 Considere uma matriz 4 X 4, onde suas entradas sao apenas os
elementos do conjunto {z,y, z,t}.

ISIES NS
8 <+ W
< w8 o+
+ 8

Vamos, agora, mostrar que podemos ter Quadrados Latinos de ordem n, para
qualquer que seja esse n inteiro, ou seja, podemos obter pelo menos um Quadrado
Latino para uma ordem qualquer.

Teorema 1 Para todo inteiro n, existe um Quadrado Latino de ordem n.

PROVA: Uma maneira de provar este resultado é tomar os inteiros 1,2,...,n,
como a primeira linha de um quadrado n x n. Em seguida, para construir a segunda
linha, simplesmente transferimos cada um desses niimeros inteiros uma posicao para
a esquerda e movemos o n para a extrema direita. Assim, a segunda linha se torna
2,3,...,n,1. Isso é o que chamamos de Permutacao Ciclica.

1 2 3 n
2 3 4 1
3 4 5 2
n 1 2 ... n-—1

No6s entao continuamos este processo, deslocando os simbolos de uma deter-
minada linha para uma posicao a esquerda para formar a proxima linha, até que
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tenhamos construido um quadrado n xn. Por essa construcao, cada linha tem n ele-
mentos distintos e, com um simples entendimento, o leitor estara apto a se convencer
de que cada coluna também term n elementos distintos.

Aqui, por quadrados distintos, queremos dizer matrizes distintas de modo que
dois Quadrados Latinos de ordem n serao considerados diferentes e se diferirem em,
pelo menos, uma posicao. Vamos denotar por Ly o nimero total de Quadrados
Latinos distintos de ordem n. Em um esforco para nos ajudar a calcular o Ly,
vamos introduzir a no¢ao de Quadrado Latino Reduzido de ordem n, denotado por

In.

2.2 Quadrados Latinos Reduzidos

Um Quadrado Latino Reduzido é uma matriz quadrada de ordem n x n , onde
suas entradas sao os nimeros do conjunto {1,2,...,n}, ou qualquer conjunto que
tenha uma sequéncia primitiva, onde apresentam, ambas, primeira linha e primeira
coluna os elementos em sua ordem primitiva.

1 2 3 n
2 0
3 O
0J
n 0
Exemplo 4 Considere a seguinte matriz 3 x 3

W N =
— W N
N — W

Note que a matriz ¢ uma Quadrado Latino Reduzido, pois sua primeira linha e
primeira coluna apresentam a ordem primitiva do conjunto {1,2,3}.

Exemplo 5 Considere a seguinte matriz 4 x 4:

1 2 3 4
214 3
3 4 21
4 3 21
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Temos aqui mais um exemplo de um Quadrado Latino Reduzido, pois, ambas,
primeira linha e primeira coluna preservam a ordem primitiva de suas entradas
{1,2,3,4}.

Uma questao nos é imposta ao tomar ciéncia dessas definicoes: E possivel de-
terminar o ntimero total de Quadrados Latinos de uma ordem qualquer?
Vamos tentar responder a essa questao utilizando o Teorema abaixo.

Se denotarmos por lp, o nimero de Quadrados Latinos Reduzidos, e n! a usual
multiplicagao n.(n — 1).(n — 2).....1, temos:

Teorema 2 Para cada n > 2, o numero total de Quadrados Latinos, Ly, € dado
por

PROVA. Seja um Quadrado Latino de ordem n. Podemos permutar as colunas
de n! maneiras diferentes. Obviamente, cada uma das permutacoes torna a matriz
ainda um Quadrado Latino, e duas dessas nao serao a mesma matriz. Fixamos,
entdo, a primeira linha como sendo a ordem original 1,2,3,...,n. Analogamente,
depois de permutar as colunas, podemos permutar as (n — 1) linhas de (n — 1)!
maneiras. Mais uma vez, cada uma das matrizes serao Quadrados Latinos, distintos
um dos outros, e mais importante, cada um desses Quadrados Latinos serao distintos
daqueles obtidos na permutacao das colunas. Essa ultima afirmacao é verdadeira
pois na permutacao das linhas, a primeira nao ¢ mudada. Assim, comecando com um
Quadrado Latino Reduzido de ordem n, a permutacgao das n! colunas e (n—1)! linhas
resulta em exatamente n!.(n — 1)! Quadrados Latinos de ordem n, e exatamente um
desses Quadrados Latinos sera reduzido. Desde que existam I reduzidos de ordem
n, segue o resultado. H

Por esse resultado, vimos que o niumero de Quadrados Latinos depende direta-
mente do ntmero de Quadrados Latinos Reduzidos. Entao, uma questao é perti-
nente: Quantos Quadrados Latinos Reduzidos existem? Ou seja, é possivel
determinar o ntimero Ip?

Vimos que, para calcular o ntmero total de Quadrados Latinos de ordem n,
dependemos do nimero de Quadrados Latinos Reduzidos, ln. Reside ai uma dificul-
dade, pois os conhecimentos computacionais atuais s6 nos permitem, hoje, calcular
até o valor [15.
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A determinacao de Ip tem sido uma busca ardua por longos anos. Podemos
encontrar Iy para n < 4, mas o nimero de Quadrados Latinos reduzidos de ordem
a partir de 5 foi conhecido por Euler e Arthur Cayley; Percy McMahon usou um
método diferente para encontrar o mesmo nimero, mas encontrou um valor errado
para ordem 5. O nimero de Quadrados Latinos reduzidos de ordem 6 foi encontrado
por M. Frolov e mais tarde por Gaston Tarry. M. Frolov também deu uma conta-
gem errada para o ntimero de Quadrados Latinos reduzidos de ordem 7. Donald
Allan Norton enumerou os Quadrados Latinos reduzidos de ordem 7, mas incom-
pletamente; este, por sua vez, foi completado por Sade e Saxena. O ntmero de
Quadrados Latinos reduzidos de ordem 8 foi encontrado por Wells, de ordem 9 por
Stanley Bammel e Jerome Rothstein.

O valor de [ foi inicialmente encontrado em 1990, pelo matemético amador
Eric Rogoyski, trabalhando no seu computador pessoal e no ano seguinte por Bren-
dan Mckay. O documento resultante também apresentou o nimero de Retangulos
Latinos (veja em 2.2) com até 10 colunas. Antes de morrer em 2002, Eric Rogoyski
trabalhou durante varios anos sobre os quadrados de ordem 11, mas o poder de
computacao disponivel para ele era inadequado, apesar de sua abordagem ter sido
bastante repercutida. Dado o avanco em computadores desde entao, podemos agora
concluir o calculo de maneira mais adequada.

Na tabela abaixo, organizamos um cronograma com as descobertas feitas pelos
seus e respectivos autores, sobre o nimero [p.
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n In Autor(Ano)

1 1

2 1

3 1

4 4

5 56 Euller(1782),C.(1890),MacM.(1915)
6 9408 Frolov(1890) e Terry(1900)

7 16942080 F.(1890),N.(1939),5.(1948),Sax. (1951)
8 535281401856 Wells(1967)

9 377597570964258816 Bammel e Rothstein(1975)

10 7580721483160133811489280 Mckay e Rogoyski(1995)

11 | 5363937773277371298119673540771840 | Mckay e Wanless(2005)

12 1,62 x 10* Mckay e Rogoyski(1995)

13 2,52 x 10°° Mckay e Rogoyski(1995)

14 2,53 x 107 Mckay e Rogoyski(1995)

15 1,56 x 10% Mckay e Rogoyski(1995)

Tabela 2.1: Cronograma das descobertas para Iy e seus respectivos autores

2.3 Algumas Estimativas

Devido as limitacoes quanto & obtencao dos valores de I, para n > 15, existem
desencontros quanto ao ntimero total de Quadrados Latinos, de ordem n. Entao,
nao conseguiremos encontrar o nimero total de Quadrados latinos para uma ordem
qualquer. Entretanto, podemos fazer estimativas a respeito de Lyp. Vamos trazer
aqui, algumas estimativas feitas por Cameron (Cameron, 1994).

Para este Teorema, vamos usar as informacoes da secao 4.2 do nosso Apéndice.

Teorema 3 O ndmero de Quadrados Latinos, de ordem n, €, pelo menos
n
G
k=1

PROVA Adicionamos uma linha por vez. Existem, pelo menos, n! escolhas
para a primeira linha, e pelo menos (n — 1)! escolhas para a segunda, e assim por

10
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diante. Este problema incorpora um problema de contagem que nés mencionamos
anteriormente (Teorema 2). A primeira linha do Quadrado Latino de ordem n é,
simplesmente, uma permutagao do conjunto {1,2, 3, ..., n}, e existem, exatamente, n!
escolhas para isto. Dada a primeira linha, n6s podemos fixa-la como {1,2,3,...,n};
em seguida, uma segunda linha é precisamente uma permutacao, satisfazendo im # 1,
comi=1,23,....n, que é um desarranjo (ou Permutagao Cadtica4.2). Nos sabemos
que o nimero de Permutagoes Cadticas é o nimero inteiro mais proximo de

n!

e

para n > 2. Este valor é melhor que o limite inferior de (n — 1)! que nds usamos.
Entao a estimativa para o nimero de Quadrado Latino de ordem n pode ser melho-
rado um pouco mais. Entretanto, o ntimero de escolhas da terceira linha depende da
maneira como foram escolhidas as duas primeiras linhas, entao nao podemos obter
o niimero exato simplesmente multiplicando n niimeros.

Exemplos

Os exemplos a seguir irao mostrar que o valor da estimativa, do Teorema 3,
coincide com o valor exato, dado pelo Teorema 2.

7) Existem 2 Quadrados Latinos de ordem 2 (1!.2! = 2)

Usando o Teorema 2, temos Lo = 2!(2 — 1)! =2, a saber [ ; ? } [ ? ; }

8) Existem 12 Quadrados Latinos de ordem 3 (1!.21.3! = 12)

Usando o Teorema 2, temos L = 3!(3 — 1)1.1 = 12, a saber

1 23] [1231[231]7[231][321]1[3 2 1]
2 3 1 31 2 1 2 3 31 2 2 1 3 1 3 2
31 2] |[231]|312]|[123] 132|213,
1 3 2] 13 2]1[312][312][213][21 3]
2 1 3 3 21 1 2 3 2 3 1 1 3 2 3 21
(32 1| |213][231][123][321]|[13 2]

9) Para Quadrados Latinos de ordem 4, entretanto, existem 24.3 = 72 escolhas
para as duas primeiras linhas, que podem ser extendidas de 4 maneiras diferen-
tes, e 24.6 = 144 que tém apenas 2 extensoes, entao o nimero de Quadrados
latinos de ordem 4 é 24.3.4 + 24.6.2 = 576

11
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Usando o Teorema 2 temos Ly = 4!.(4—1)!.4 = 24.6.4 = 576. Note que usamos
o valor de 4 que é tabelado, e retiramos da tabela 2.1

Vamos, agora, tentar melhorar essas estimativas (Cameron, 1994)

Seja Ly o nimero de Quadrados Latinos de ordem n. Se Ly > nl(n — 1)L..1.,
entao

(n!)j”

Ly >

nn

Sabe-se que n™ é o namero de matrizes n X n com elementos no conjunto
1,2,3,....n

Existem n" maneiras de preencher as n? posicoes da matriz, onde as entradas
sao escolhidas no conjunto {1,2,3,...,n}. Assim,

2

Ln S nn

Como sao n linhas e existem n! permutacoes para cada uma delas, entdao
LH,S Oﬂ)n

Observando que cada entrada da linha é escolhida do conjunto de permutacgoes
de {1,2,3,...,n}, e existem n! permutagoes, entao

Ly < (n!).(n!)....(n!) = ()"

Como todas as linhas, apos a primeira, sao desarranjos (Permutagoes Cabticas),
entao

(n)"

enfl

Ly <

OBSERVACAO - Comparar esses resultados, ¢ uma ajuda para estimar logLn
em vez do proprio Ly. A intencao de estimar o logLp é trazer esse nimero para um

12
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. - ., 2, . p e
patamar mais plausivel, uma vez que o nimero n™ é muito grande. A possibilidade
. . L. . 2 ,
mais simples proxima do resultado, ou seja, Ly < n™ , nos da logLy < n?.logn.

Vamos agora estudar um pouco dos Quadrados Latinos Ortogonais. Euler foi
um dos grande estudiosos que desenvolveram e batizaram esses tipos de Quadrados
Latinos. Vamos ver a definicao e mostrar algumas de suas aplicacoes.

2.4 Quadrados Latinos Ortogonais

Dois Quadrados Latinos A = (aij) e B = (bij) sao ditos Ortogonais se, para
qualquer elemento (k,1) do conjunto {1,2,3,...,n} existe um tunico valor de i e j
cada, que ajj = ke bij = [; em outras palavras, existe uma tnica posicao onde A tem
entrada k e B tem entrada [. Um conjunto {Ay, Ao, ..., An} de Quadrados Latinos
é chamado de Quadrados Latinos Mutuamente Ortogonais, ou simplesmente
QLMO, se quaisquer dois Quadrados Latinos no conjunto sao Ortogonais.

Uma outra maneira de chamarmos os Quadrados Latinos Ortogonais, ¢ Quadrado
greco-romano ou greco-latino. A razao disso vem das diferentes notacoes que algumas
vezes sao usadas. Ao invés de nameros, as entradas podem ser tomadas de um
conjunto de tamanho n; as n primeiras letras do alfabeto comumente usadas. Agora,
se nos usamos letras de diferentes alfabetos, dizemos o alfabeto Latino para A e o
alfabeto Grego para B, sao usados, em seguida dois quadrados podem ser combinados
univocamente; e A e B sao ortogonais se, e so se, cada combinacao de uma letra
Latina e Grega ocorre exatamente uma vez no quadrado.

Exemplo 10: Aqui estao dois Quadrados Latinos Ortogonais de ordem 3, e o
correspondente quadrado Greco-Latino.

a b c a [ v ac bB  cy
b ¢ a v a | = | by ca af
c a b B v « cB ay ba

Perceba que, tomando as entradas da ultima matriz, que chamamos de Matriz
Concatenada, ou seja, como sendo um par de letras, onde a primeira letra é da
primeira matriz, e a segunda letra da segunda matriz; cada par formado na tltima
matriz é tnico. Isso comprova que os Quadrados Latinos sao Ortogonais.

13
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Exemplo 11: Observe agora os Quadrados Latinos a seguir. Queremos verificar
se esses Quadrados Latinos sao Ortogonais.

1 2 3 2 31
3 21 1 2 3
2 31 31 2

Considere agora a Matriz Concatenada onde as entradas sao formadas pelos pares
(x,y), onde x é uma entrada da primeira matriz, e y é sua correspondente (mesma
posicao) da segunda matriz.

(1,2) (2,3) (3,1)
(3,1) (2,2) (1,3)
(2,3) (3,1) (1,2)

Tabela 2.2: Matriz que apresenta varios pares ordenados repetidos. Quadrados
Latinos nao Ortogonais

Perceba, agora, que varios pares ordenados aparecem em mais de uma posicao.
Entao, os Quadrados Latinos do exemplo NAO sao Ortogonais.

2.4.1 Algumas aplicacoes interessantes dos Quadrados Lati-
nos Ortogonais

Criando uma tabelas de jogos de um torneio entre duas equipes

Suponhamos que duas equipes, A e B, com cinco atletas cada, estejam disputando
a final de um torneio de Ténis. A organizagao do torneio definiu o formato da
disputa, que tera 25 jogos:

e Os jogos serao realizados na categoria "simples", ou seja, jogos entre apenas
dois jogadores, um de cada equipe;

e Cada jogador da equipe A jogara com todos os jogadores da equipe B uma
unica vez;

e Os 25 jogos serao disputados em 5 rodadas, onde todos os atletas das duas
equipes jogam.

14
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Como se trata de uma final, todos os jogos de cada rodada devem ser realizados
ao mesmo tempo, em locais diferentes. Portanto, ha a necessidade de se alocar os
jogos em 5 locais. Os técnicos definiram, entao, os locais onde cada atleta vai jogar
em cada rodada:

Rodada 1 | Rodada 2 | Rodada 3 | Rodada 4 | Rodada 5
Local 1 B J A R P
Local 2 P B J A R
Local 3 R P B J A
Local 4 A R P B J
Local 5 J A R P B

Tabela 2.3: Time A: (J) Jodo, (P) Paulo, (A) André, (B) Bruno, (R) Rodolfo

Rodada 1 | Rodada 2 | Rodada 3 | Rodada 4 | Rodada 5
Local 1 S E C F D
Local 2 E C F D S
Local 3 C F D S E
Local 4 F D S E C
Local 5 D S E C F

Tabela 2.4: Time B: (S) Saulo, (C) Carlos, (D) Danilo, (E) Eduardo e (F) Fabio

Perceba que a forma de construir a tabela, com a distribuicao dos atletas pelos
locais de partida de cada time, é tal que obtemos dois Quadrados Latinos Ortogonais.
Essa propriedade se observa quando cada jogador disputa um jogo apenas uma vez
em cada local, em rodadas diferentes.

Agora, quando efetuamos a concatenacao dos dois Quadrados, podemos definir
os 25 confrontos. Veja:

15
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Rodada 1 | Rodada 2 | Rodada 3 | Rodada 4 | Rodada 5
Local 1 S x B E xJ Cx A F x R D x P
Local 2 E xP C x B F xJ D x A S x R
Local 3| C x R FxP D x B S xJ E x A
Local 4 || F x A D xR S x P E x B CxJ
Local 5| D xJ S x A E x R CxP FxB

Tabela 2.5: Tabela dos confrontos, derivada da concatenacao dos Quadrados Latinos

Podemos verificar a propriedade Ortogonal dos Quadrados Latinos, uma vez que
os confrontos sao Unicos.

Uma outra aplicacao importante dos Quadrados Latinos Ortogonais é a criacao
de codigos. Existe uma area da Algebra Abstrata e da Algebra Linear que trabalha o
que se chama de Corretor de c6digos. Como esse nao é o objetivo do nosso trabalho,
se o leitor quiser conhecer a Teoria dos Codigos, com uma abordagem algébrica,
recomendamos a leitura do trabalho de Alegri (Alegri, 2006).

2.5 Sudoku - O jogo

O Sudoku, por sua vez, € um jogo que se tornou popular muito recentemente.
O Sudoku é um tipo de Quadrado Latino. Ao contrario do que se pensa, foi criado
para fins de entretenimento, nos Estados Unidos, em meados da década de 70, por
Howard Garns. Foi publicado em revistas americanas especializadas em jogos e
desafios e surgiu com o nome original de Number Place. Em 1984, uma empresa
japonesa descobriu o jogo e o levou para o Japao. A marca Sudoku ji era registrada
por essa empresa e trata-se da abreviatura de "os digitos devem permanecer tnicos".
O jogo retornou ao Ocidente quando foi publicado pela revista Times em Novembro
de 2004, e, a partir dai, tornou-se o fenémeno que nés conhecemos hoje.

O Sudoku padrao, uma matriz 9 x 9, dividido em 9 subgrades de ordem 3 x 3, é
um jogo onde o objetivo é completar o seu preenchimento com nimeros(de 1 a 9). O
tipo padrao desse jogo assemelha-se a um Quadrado Latino. A tdnica diferenca para
os Quadrados Latinos é a exigéncia de cada subgrade 3 x 3 seja preenchida apenas
com numeros de 1 a 9.

16
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Tabela 2.6: Formato padrao de um desafio Sudoku

De certa forma causa surpresa o fato de que o grau de dificuldade do jogo nao
estar relacionado com a quantidade de nimero fornecidos previamente, mas sim
com o posicionamento dos niimeros fornecidos e com a relevancia das informacoes.
Dessa maneira, um jogo com poucos ntimeros fornecidos pode ser mais facil do que
um jogo com mais nimeros previamente fornecidos. H4 também a possibilidade de
aferir a dificuldade de um jogo pela complexidade das estratégias necessarias para
resolvé-lo.

J& mencionamos anteriormente que um jogo Sudoku padrao se assemelha a um
Quadrado Latino. Dessa maneira, podemos estimar o ntimero de jogos possiveis.

Se formos usar algumas informacoes ja mostradas nesse trabalho, podemos deter-
minar o nimero de Quadrados Latinos de ordem 9. Esse ntimero, na verdade, trata-
se de um limite superior para o nimero de jogos Sudoku possiveis. Esse nimero é
conhecido e ¢é especialmente grande. Existem 5.524.751.496.156.892.842.531.225.600
Quadrados Latinos de ordem 9. Mas, se desconsiderarmos os Quadrados simétricos,
esse numero cai para 377.597.570.964.258.816.

Para determinar o nimero de jogos de Sudoku possiveis, é preciso que fagamos es-
timativas, e de maneira aproximada chegamos ao nimero de 6.670.903.752.021.072.936.960.
Nesse niimero fabuloso, encontram-se os jogos que sio considerados simétricos (quando
rotacionamos o quadrado, quando trocamos trés linhas por trés colunas, e etc.). En-
tao, se desconsiderarmos essas simetrias, esse nimero chega a um patamar plausivel,
que ¢ 5.472.730.538. Um ntamero pouco menor do que a atual populagao do planeta
Terra.
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Vamos agora elencar algumas das mais importantes estratégias de solucao do
Sudoku que sao popularmente conhecidas.

2.5.1 Estratégias de Solucao do Sudoku

Os nomes atribuidos as estratégias de solucao do Sudoku foram dados pelo es-
critor Paul Stephens (Stephens, 2007).

Crosshatching: Escolha uma das subgrades do Sudoku, de preferéncia uma
que contenha mais ntimeros fornecidos previamente. Verifique os ntimeros que estao
faltando nas células da subgrade. O "Crosshatching"consiste em verificar ao longo
da mesma linha e mesma coluna a ocorréncia daquele nimero candidato & celula
escolhida.

Tole]e |2 HE
g % e ‘E. 19 A
e 3
< L g L2 S
y M S Ly
6 | ¥ g .
S 2 Y| 4
* ? S
Lk +{5 |3
Figura 2.1: Ima-
gem: Regiao esco- Figura 2.2: Imagem: Aplicando o "Crosshat-
lhida para iniciar o ching", verificando linha e coluna a existéncia de
jogo um nimero

Perceba que, ao escolher o niimero 1, por exemplo, na figura 2.2, ele ja ocorre na
terceira coluna e também na segunda linha, havendo restrigao.

Continuando o processo, podemos verificar usando o "Crosshatching'"para todos
os nimeros que estao faltando na subgrade.

Grouphatching: Essa estratégia ¢ bem parecida com a "Crosshatching". Mas
o grouphatching trabalha com grupos de trés subgrades, o que otimiza a solucao e
abrange a utilizacao do "Crosshatching".
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Escolhemos, entao, trés subgrades adjacentes, que podem estar na vertical ou
horizontal. Sempre escolha a regiao com mais ntimeros previamente fornecidos.

s e
A

A4

3 3 AR
B

A Y

— o A 1 ]
Za e & % +
7 4 L )
ez 2 A
il % B s

Figura 2.3: Imagem: Trés regioes escolhidas
para usar o grouphatching

Quando usamos o "Crosshatching", vemos varias possibilidades de preenchi-
mento, uma vez que nao temos ainda a certeza da localizagao. Usamos esse hall
de possibilidades para preencher outras células com o "grouphatching.

Candidatos: Aqui, as duas estratégias que mencionamos sao usadas sistema-
ticamente. A partir dai, nés devemos considerar os numeros candidatos aquelas
células em branco.

Candidatos sao os niimeros possiveis para aquela célula. Escrevemos esses can-
didatos nas células, até que sejam "eliminados"a medida que fazemos o "Crosshat-
ching".

o ]| 3 -
b | 3 [ G A
4 % |
s |6 2 & & 3
5 g 2|1
4 3| 2 qls L5y [hsaaly51
9 3 e \
E 7 HEE NE .
2 ol 4
Figura 2.5: Imagem:
Figura 2.4: Imagem: Escolhemos uma regiao Lista de candidatos nas
para listar os candidatos células
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2.5. SUDOKU - O JOGO

A medida que nos aplicamos de maneira sistematica e sucessiva essas regras, é
possivel solucionar uma quantidade expressiva de jogos do Sudoku.

O detalhamento formal e a apresentacao de outras técnicas de resolucao do
Sudoku para niveis muito elevados, o leitor pode consultar o livro de Stephens
(Stephens, 2007) para maiores detalhes. O objetivo deste trabalho é apresentar
estratégias simples que possam ser passadas para alunos de Ensino Médio.
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Capitulo 3

Quadrados Magicos

Como ja mencionamos incialmente, na Introducgao deste trabalho, uma das areas
de pesquisa de Leonhard Euler, dentro da Analise Combinatoéria, foi a Matematica
Recreativa, como os Quadrados Magicos, que serviram de motivacao para o proprio
Euler a desenvolver e estudar os Quadrados Latinos.

Neste capitulo vamos estudar os Quadrados Mégicos, partindo da sua definicao,
assim como da Constante Magica. Em seguida, teremos uma secao inteira sobre a
construcao de Quadrados Méagicos. Por fim, veremos a relagao existente entre os
Quadrados Magicos construidos e os Quadrados Latinos Ortogonais.

3.1 Quadrados Magicos - Definicao

Um Quadrado Mdgico é uma matriz quadrada n X n, em que suas entradas sao
ntmeros distintos do conjunto {1,2,3,...,n?}, distribuidos de tal forma que a soma
dos termos de todas as linhas, todas as colunas e diagonais seja constante, e essa
soma é chamada de Constante Mdgica.

Exemplo 13: Considere a matriz quadrada de ordem 4 x 4, onde as entradas
sao nimeros do conjunto {1,2,3, ..., 16},
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3.1. QUADRADOS MAGICOS - DEFINICAO

16 2|3 |13
o [11]10] 8
976 |12
4 114115 1

Tabela 3.1: Quadrado Magico de ordem 4, e constante méagica igual a 34

Exemplo 14: Vejamos agora, um Quadrdado Magico de ordem 3, onde a Cons-
tante Magica ¢ 15. Este é o tinico Quadrado Magico dessa ordem, pois as demais
opcoes sao derivados de rotacoes e simetrias.

816
31017
4192

Tabela 3.2: Quadrado Magico de ordem 3, e constante magica igual a 15

Como podemos determinar a Constante magica de um Quadrado Magico? Essa
pergunta sera respondida através do Teorema a seguir.

Teorema 4 A Constante Mdgica dos Quadrados Mdgicos € dada pela formula

2
OM — n.(n2+ 1)

PROVA. Considere uma matriz quadrada n xn, de entradas {1, 2,3, ..., p}, onde
p = n?. Note que as entradas dessa matriz formam uma Progressio Aritmética, de
n? termos, cujo primeiro termo é 1, o 1ltimo termo é n? e a razao dessa P.A. é 1.

. . 2 S P
Assim, vemos que a soma dos termos de cada linha, ou coluna, é Tp , onde Sp ¢ a
soma de todos os termos da matriz, e existem n linhas. Como essa soma deve ser
constante para todas as linhas e colunas, temos que:

(14n?).n? (1 2\ .2
+n°).n® 1
C \/Z = 2 = L—
n 2 n
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3.2. CONSTRUCAO DE UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM IMPAR,
PELO METODO DE SIMON

Usando a lei do cancelamento, dividimos ambos os termos da fracao por n, e
obtemos

n.(n* +1)

M:
¢ 2

3.2 Construcao de um Quadrado Magico de ordem
impar, pelo método de Simon

J&4 vimos que os Quadrados Magicos surgiram muito antes de Fuler, e houve
estudos a respeito dos Quadrados Mégicos anteriores as pesquisas de Euler, particu-
larmente no Extremo Oriente. Foi Simon de la Loubére [11], embaixador francés na
Tailandia (antigo Sido) que, em seu livro de 1693, Du Royaume de Siam, ensinou ao
Ocidente um método simples de construcao de Quadrados Magicos de ordem {mpar.

A principal caracteristica deste método consiste em preencher as Células das
Diagonais em sequéncia numérica (1,2,3,...,n?) sempre na diregao Nordeste (para
direita e para cima), comecando da célula central da primeira linha.

Para ilustrar esse método, vamos construir um Quadrado Magico de ordem 5,
onde sua Constante Magica (CM) ¢é igual a 65.

L1 1
Lo
L3
Ly
Ly
C1 |0y Cg1Cy|Ch

Tabela 3.3: Construcao do Quadrado Mégico de ordem 5, com o ntimero 1 na posi¢ao
13

Para que nos possamos aplicar o método criado por Simon (Simon, 1693), de-
vemos posicionar, sobre a matriz original, as trés tltimas linhas, e do lado direito
devemos posicionar as trés primeiras colunas, da seguinte forma:
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3.2. CONSTRUCAO DE UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM IMPAR,
PELO METODO DE SIMON

Cy | Cy | Cs|Cy|Cs | CL Tyl Cs

Tabela 3.4: Acrescentando as trés ultimas linhas e as trés primeiras colunas na
matriz original

E importante lembrar que esta técnica de acrescentar as trés ltimas linhas na
parte de cima do Quadrado, bem como acrescentar as trés primeiras colunas no lado
direito do Quadrado é similar & técnica de dobrar o papel em que se esta escrevendo,
deixando-o na forma de um cilindro. E isto é feito de maneira conveniente, no
sentido horizontal e no sentido vertical, pois queremos preservar o que chamamos de
Diagonais Quebradas, e elas se preservam ao unir as extremidades dos Quadrados,
como podemos ver nas figuras abaixo.

Figura 3.1: Reprodugao. Fonte: cien-
ciadegaragem.blogspot.com

Comegando na célula central da primeira linha da matriz (Linha 1, coluna 3), com
o nimero 1, e preenchendo com a sequéncia numeérica as células sempre na direcao
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3.2. CONSTRUCAO DE UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM IMPAR,
PELO METODO DE SIMON

Nordeste. Cada vez que preenchermos com 5 nimeros da sequéncia, chegaremos
num ponto onde nao poderemos continuar; devemos, entao devemos recomecar na
célula imediatamente abaixo.

Ly 3
L5 2
C1 109 03 Cy 05 C1|C9 03

Tabela 3.5: Preenchendo as células na direcao Nordeste.

Continuando o processo, seguimos preenchendo a diagonal onde os elementos 2
e 3 estao ja fixados.

L5 2
C11C9 C3 Cy C5 C1|C9 C3

Tabela 3.6: Continuando o preenchimento das células, até o nimero 5
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3.2. CONSTRUCAO DE UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM IMPAR,
PELO METODO DE SIMON

Note que, ao escrever o nimero 5 no Quadrado, ficamos impossibilitados de
seguir na direcao Nordeste. Entao, preenchemos a célula imediatamente abaixo e
continuamos o processo.

L3
Ly 3
Ly 2 9
Ly 1 1
Lo 5 5
Lyl 4| 6 4 | 6
Ly 3
Ly 2 9
C11Cy | CqCy|C5 | Cp|Cy|Cy

Tabela 3.7: Continuando o preenchimento das células, até o nimero 9

L3
Ly 3
L 219
Ly 1 1
Ly 5 5
Ly | 4 6 4 6
Ly | 10 3 | 10
Ly |11 2 [ 9 |11
Ci|Cy | C51Cy Cs | CplCyCh

Tabela 3.8: Depois de escrever o numero 10, preenchemos a célula imediatamente
abaixo com o nimero 11
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3.2. CONSTRUCAO DE UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM IMPAR,
PELO METODO DE SIMON

Preenchendo agora até o niimero 15

L3
Ly 3
Ls 219
Ly 1 15 1
Lo 5 7 |14 5
Ly 46 |13 416 |13
Ly | 1012 3 [ 10|12
Ly | 11 2 [ 9 |11

Cl|Cy | CqlCy|Cs O] Oyl Cs

Tabela 3.9: Preenchendo toda a diagonal da matriz original

Ly | 4|6 |13

Ly | 1012 3

Ly | 11 219

Ly |17 18 [15]17 1

Lo 5 14 | 16 5

Ly 46|13 46 |13

Ly | 10|12 3| 1012

Ly | 11 2 9 [ 1
C1|CyC3|Cy|C5 O] Cyl Cy

Tabela 3.10: Seguindo o processo, sempre na direcao Nordeste
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3.2. CONSTRUCAO DE UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM IMPAR,
PELO METODO DE SIMON

Ly| 4|6 |13]20]22
Ly[1012719]21] 3
Ly 1118 125] 2 | 9

Ly 17 124 ] 1 8 1517124 | 1
Lo | 23] 5 7T 114116 23| 5
Ly 4 6 | 1312022 | 4 6 | 13
Ly| 101211921 3 | 10|12 |19
Ly | 11 |18 |25 | 2 9 || 11 | 18 | 25
Cy | Cy|Cq|Cy|Cs | CL Tyl Cs

Tabela 3.11: Seguindo o método, preenchemos até o final.

Assim, o Quadrado Méagico construido pelo método de Simon (Simon, 1693) é o
seguinte:

1712411 | 8 |15
2315 | 7 |14 |16
4 16 |13]20]22
1011211921 3
11118125 2| 9

Tabela 3.12: Quadrado Magico resultante que foi construido pelo método de Simon

Vimos a aplicagdo do método de Simon (Simon, 1693) para a construgdo de um
Quadrado Méagico de ordem 5. Podemos afirmar que este método é eficaz para a
construcao de qualquer Quadrado Magico de ordem n impar, com n > 3.

Entretanto, existe um método mais abrangente e que nos permite uma variacao
na obtencao de Quadrados Magicos de ordem impar, que é anterior ao método de
Simon. Este método data do século XI, e foi desenvolvido por Ibn al-Haytham
(965 — 1041) [15]. Vamos ver adiante que o método de Simon guarda bastante
semelhanca com este que vamos ver agora.
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3.3. METODO IBN AL-HAYTHAM PARA A CONSTRUCAO DE
QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM IMPAR

3.3 Meétodo Ibn al-Haytham para a Construcao de
Quadrados Magicos de ordem impar

O método de Ibn al-Haytham, para a construcao de um Quadrado Magico de
ordem fmpar qualquer, com n > 3, consiste em comecar com o niimero 1 por qualquer
uma das quatro casas contiguas & célula central, marcadas com um X no Quadrado
da figura abaixo. Em seguida, continuar o preenchimento seguindo a direcao Sudeste
(Diagonal, para baixo e para a direita). Também aqui, vamos preservar as Diagonais
Quebradas unindo as extremidades dos Quadrados, assim como fizemos no método
Simon.

Para ilustrar esse método de construcao, vamos construir um Quadrado Méagico
de ordem 7.

Tabela 3.13: Inicio da construg¢ao do Quandrado Magico, comecando por uma das
células contiguas da célula central.

Vamos comegar o preenchimento, colocando o nimero 1 na célula, digamos, &
esquerda da célula central. Guardando semelhanca com o método de Simon, cada
vez que preenchermos com uma quantidade igual a ordem do Quadrado, ficamos
impossibilitados de seguir preenchendo na direcao Sudeste. Entao recomecamos
duas casas abaixo da tultima.
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3.3. METODO IBN AL-HAYTHAM PARA A CONSTRUCAO DE
QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM IMPAR

Tabela 3.14: Comecando a preencher a partir da célula 4 esquerda da célula central,
até o numero 7

Recomecamos o preenchimento duas células abaixo da ultima. Veja:

11 D

14 1

10 4

Tabela 3.15: Preenchendo até o namero 14

Novamente, ao preencher até o nimero 14, recomecamos duas células abaixo.
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3.3. METODO IBN AL-HAYTHAM PARA A CONSTRUCAO DE
QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM IMPAR

17 11 9
6 18 12
7 19 13
14 1 20
8 2 21
15 9 3
16 10 4

Tabela 3.16: Preenchendo até o ntumero 21

23 17 11 d

14 1126 20
8 2 |27 21
15 9 3 |28
16 10 4 |22

Tabela 3.17: Preenchendo até o namero 28

23 17 11129 5
6 | 24 18 12 1 30
31| 7 |25 19 13
14132 1 |26 20
8 133 | 2 |27 21
15 9 (34| 3 | 28
16 10 |35 | 4 | 22

Tabela 3.18: Preenchendo até o ntimero 35
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3.3. METODO IBN AL-HAYTHAM PARA A CONSTRUCAO DE
QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM IMPAR

23 17 (42111 129 | 5
6 | 24 18 136 | 12 | 30
31| 7 |25 19 | 37| 13
14132 1 |26 20 | 38
39| 8 33| 2 |27 21
15140 9 (34| 3 |28

16 (41|10 | 35| 4 | 22

Tabela 3.19: Preenchendo até o numero 42

Finalizando o processo de construcao do Quadrado Magico de ordem 7, pelo
método Ibn al-Haytham, obtemos o seguinte Quadrado:

23 |48 | 17 {42 | 11 {29 | 5
6 |24 14918 |36 | 12| 30
31| 712543 |19| 37|13
14 132 1 | 26|44 | 20 | 38
39| 8 |33 ] 2 |27 |45 21
15140 9 |34 ] 3 | 28 | 46
47 116 141 |10 | 35| 4 | 22

Tabela 3.20: Encerrando a construcao do Quadrado Méagico de ordem 7

Como mencionamos no inicio da constru¢ao, podemos encontrar outros trés Qua-
drados Mégicos, a partir desse método, uma vez que podemos comecar pelas outras
células proximas da célula central. Portanto, ¢ um método mais abrangente do que
apresentou Simon, para a construcao de Quadrados Magicos de ordem fmpar.
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3.4. CONSTRUCAO DE QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM PAR

3.4 Construcao de Quadrados Magicos de ordem
Par

Aqui vamos mostrar um método de construcao para Quadrados Mégicos de or-
dem par. Para esse tipo de Quadrado Mégico, é possivel determinar um método pela
existéncia de duas propriedades importantes, presentes em Quadrados Naturais, ou
seja, Quadrados que apresentam nimeros consecutivos. (Veja na tabela 3.21). O
autor Ibn al-Haytham observou o seguinte: "A soma da metade dos elementos de
uma linha, unida 4 soma da metade dos elementos nao alinhados aos precedentes,
pertencendo 4 fileira colocada simetricamente em relacao & fileira mediana, é igual
a Constante Magica. Alids, a soma dos elementos das diagonais, também ’e igual a
Constante Magica."

11234
5|6 | 7|8
9 1101112
13114 15| 16

Tabela 3.21: Quadrado Natural, de ordem 4. Os métodos de construcao se iniciam
a partir dele.

Vamos comecar a construcao para os Quadrados de ordem n = 4k, com k > 1.
Esse método é eficaz para todos os Quadrados dessa ordem. A partir do Quadrado
Natural, o método para a construcao consiste em:

e Subdividir o Quadrado em 4 quadrantes, com o auxilio de dois eixos (vertical
e horizontal);

e Tomar um quadrante; marcar pontos de maneira que haja k pontos nas fileiras
horizontal e vertical. O valores a serem assinalados nessas casas marcadas,
sao os valores das suas respectivas posicoes no Quadrado Natural que vao
permanecer fixos.

e Aproximar esse quadrante dos demais e fazer as marcacoes de maneira simé-
trica.
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3.4. CONSTRUCAO DE QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM PAR

e Fazer trocas diagonais dos elementos que nao foram marcados; sempre entre
elementos simétricos em relacao a um dos eixos.

Para ilustrar esse método de construcao vamos construir um Quadrado Mégico
de ordem n = 8, ou seja, n = 4.2, com k = 2.

X X

X X

Tabela 3.22: Tomando um dos quadrantes e marcando k = 2 pontos em cada fileira

Aproximando o quadrante dos demais, marcamos as posi¢ Oes simétricas.

X X [IX X
XX XX
XX XX

X XX X

X XX X
XX XX
XX XX

X X [IX X

Tabela 3.23: Marcando as posi¢oes simétricas.

Vamos posicionar os niimeros que permanecerao fixos, em relacao ao Quadrado
Natural.
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3.4. CONSTRUCAO DE QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM PAR

Tabela 3.24: Colocando os ntimeros em suas posigoes originais

10| 11

14 | 15

18 | 19

22|23

25

28 || 29

32

33

36 || 37

40

42 1 43

46 | 47

o0 | 51

54 | 55

57

60 || 61

64

Agora, preenchemos com os demais nimeros, sempre fazendo trocas diagonais
com seus elementos simétricos.

1 63 /2 ]62/3 4 5 59 /6 | 58 /7 8
56 /9 | 10 11 [53/12]52 /13| 14 15 |49 /16
48 /17| 18 19 |45 /2044 /21| 22 23 |41 / 24

25 |39 /26|38 /27| 28 29 |35/30|34 /31| 32

33 36 37 40

42 43 46 47
50 51 b4 55
57 60 61 64

Tabela 3.25: Efetuando as trocas dos niimeros

Seguindo esse processo, chegamos ao Quadrado Magico de ordem 8:
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3.4. CONSTRUCAO DE QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM PAR

116316214 5 [39|58]|38
56 [ 10 |11 |53 || 52|14 | 15 | 49
48 |18 | 19 |45 | 44 |22 | 23 | 41
25139 3812829353432
3313113036 372726 |40
24 142 |43 |21 ] 20 |46 | 47 | 17
16 (50 [ 51 |13 12|54 |35| 9
57| 7 16 60|61 3| 2 |64

Tabela 3.26: Depois de efetuar todas as trocas, obtemos um Quadrado Mégico de
ordem 8

E logico que este nao é a tnica forma de marcar as casas no quadrante. Isto
implica dizer que, para outras formas de marcar as casas no quadrante, podemos
encontrar outros Quadrados Mégicos.

X X

Tabela 3.27: Marcando de outra maneira no quadrante

De maneira analoga, aproximando este quadrante dos demais e marcando as
respectivas casas simétricas, obtemos o seguinte:
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3.4. CONSTRUCAO DE QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM PAR

| | | 1
P

X XXX

Tabela 3.28: Outra maneira de marcar os quadrantes, temos um novo Quadrado
Maégico

Para essa nova forma de preenchimento dos quadrantes, obtemos o seguinte
Quadrado Mégico:

64 (63| 3 | 4|5 |6 |38]|57
o6 (10 | 11 53|52 |14 ]15]49
17 (18 |46 |45 |44 |43 |23 |24
2513913812829 |35 |34 32
3313113036 |37]27]26 |40
41 14212221 (20|19 |47 |48
16 [ 50 | 51 | 13 | 12| 54 | 55
8| 7159606162 2|1

Tabela 3.29: Outro Quadrado Magico, de ordem 8, quando mudamos o preenchi-
mento dos quadrantes

Ainda existe um método, popular, para a construcao de do Quadrado Méagico
de ordem 4, e apenas para ele. Consiste em apenas inverter os nimeros das duas
diagonais.
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3.5. RELACAO ENTRE QUADRADOS MAGICOS E QUADRADOS LATINOS
ORTOGONAIS

11234
5|6 | 7|8
9 1101112
13114 15| 16

Tabela 3.30: Inicio da construgao do Quadrado Méagico de ordem 4.

Agora, invertemos os sentido das duas diagonais do Quadrado.

16 2|3 |13
o 1110 8
9171|612
4 114115 1

Tabela 3.31: Invertendo as diagonais do Quadrado, ja obtemos um Quadrado Magico
de ordem 4

Na proxima secao, vamos estudar um método desenvolvido por Euler para a
obtencao de um par que Quadrados Latinos Ortogonais a partir de um Quadrado
Magico, de ordem impar qualquer. Vamos ver que podemos obter Quadrados Latinos
Ortogonais de ordem impar, sempre que tivermos Quadrados Magicos de ordem
impar

3.5 Relacao entre Quadrados Magicos e Quadrados
Latinos Ortogonais

O primeiro trabalho de Euler sobre Quadrados Magicos foi apresentado & Aca-
demia de Sdo Petersburgo, em 1776. Nesse trabalho, De quadratis magicis (Euler,
1776), ele usou Quadrados Latinos Ortogonais para construir Quadrados Magicos.

Para ver a relacao entre os dois, Quadrados Latinos e Quadrados Méagicos, esta-
belecida por Euler, tome o Quadrado Mégico de ordem 5 da construcao de Simon.
Siga as instrugoes a seguir:
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3.5. RELACAO ENTRE QUADRADOS MAGICOS E QUADRADOS LATINOS

ORTOGONAIS

e De cada entrada do Quadrado Magico , subtraia 1;

17

24

1

8 | 15

23

3

7

14 | 16

4

6

13

20 | 22

10

12

19

21 3

11

18

25

219

e Cada diferencg

a obtida,

16

23

0

7|14

22

4

6

13| 15

3

3

12

19 ] 21

9

11

18

20| 2

10

17

24

118

17-1

24-1

1-1 | &1

15-1

23-1

o-1

7-1 | 14-1

16-1

4-1

6-1

13-1 | 20-1

22-1

10-1

12-1

19-1 | 21-1

3-1

11-1

18-1

25-1 | 2-1

9-1

escreva-a na forma 5a+b, onde 0 < a <4e 0 < b < 4

53 +1

54+ 3

5.0 +0

5.1 4 2

2.2 + 4

54+ 2

5.0 +4

5.1+ 1

5.2+ 3

53 +0

5.0+ 3

51+ 0

5.2 42

53 +4

54 +1

5.1 +4

5.2+ 1

5.3+ 3

54 +0

5.0 + 2

5.2+ 0

5.3 + 2

0.4 + 4

5.0 +1

5.1 +3

e Cada a encontrado serd a entrada de uma matriz A e cada b encontrado sera

entrada de uma matriz B.

Repetindo esse processo com todas as entradas do Quadrado Magico, obtemos
as seguintes matrizes:

O = O W
W N = O

w N = O

_~ N

_ O W N

e B =

W N =
—_ O B~ W

02 4
1 30
2 41
3 0 2
41 3

Tabela 3.32: Quadrados Latinos Ortogonais, de ordem 5 gerados a partir do método

de Euler
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Agora, concatenando as matrizes, podemos verificar que sao Quadrados Latinos
Ortogonais.

(3,1) (43) (0,0) (1.2) (2.4)]
(42) (0,4) (L1) (2.3) (3.0
(0,3) (L0) (2.2) (3.4) (4.1)
(L4) (21) (3.3) (4.0) (0.2)
(2,0) (3.2) (4.4) (0,1) (1,3) ]

Tabela 3.33: Matriz dos pares ordenados das matrizes A e B, mostrando que sao
Quadrados Latinos Ortogonais

Perceba, ainda, que as entradas de cada linha e coluna das matrizes A e B
formam o conjunto dos possiveis restos da divisao por 5. Por isso, é razoavel se
pensar em nimeros da forma 5a + b, ou seja, (z; — 1) = 5.a = b (mod 5), onde x; é
cada entrada do Quadrado Magico de ordem 5, e 0 <a<4e0<b< 4.

Este fato nos faz pensar a validade desse método de Euler, da obtencao de dois
Quadrados Latinos Ortogonais a partir de um Quadrado Méagico de ordem fmpar
construido pelo método de Simon (Simon, 1693) ou pelo método Ibn al-Haytham
para outros casos. Vejamos para n = 7, por exemplo. Assim, queremos obter dois
Quadrados Latinos Ortogonais, de ordem 7, onde suas entradas sao os possiveis
restos da divisao por 7. De maneira conveniente, poderemos substituir esses valores
por outros, mantendo suas posi¢oes, para aplicarmos em determinados fins.

30139 (48| 1 10|19 28
381477 19 |18 |27]29
46| 6 | 8 | 17|26 | 35|37
o |14 1161|2534 |36 |45
131152433142 44| 4
2112313214143 3 |12
22131140149 2 | 1120

Tabela 3.34: Quadrado Méagico de ordem 7 construido pelo método de Simon

Tal como fizemos com o Quadrado Méagico de ordem 5, construido pelo método
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de Simon, queremos obter dois Quadrados Latinos Ortogonais, de ordem 7, onde
suas entradas sao os possiveis restos da divisao por 7. Para isso, devemos tomar
cada entrada do Quadrado Méagico desta ordem, subtrair uma unidade, e escrever
essa diferenca sob a forma 7a+b, onde 0 < a <6 e 0 < b < 6, de maneira que todos
os valores de a comporao a matriz A e todos os valores de b comporao a matriz B.

Tome a entrada 30 (primeira linha, primeira coluna). Note que podemos escrever
30—1=29 ="74+1. Seguindo este processo com as demais entradas do Quadrado
Magico de ordem 7, subtraindo uma unidade de cada entrada, e escrevendo este
resultado sob a forma 7a + b.

4560123 1350246
56 01234 2461350
6 0123435 3502461
A=10123456|eB=|461350 2
1234560 5024613
2345601 6135024
3456012 02461335

Tabela 3.35: Quadrados Latinos Ortogonais gerados pelo método Euler, de ordem 7

Vamos agora fazer concatenar as matrizes:

(4,1) (5,3) (6,5) (0,0) (1,2) (2,4) (3,6)
(5,2) (6,4) (0,6) (1,1) (2,3) (3,5) (4,0)
(6,3) (0,5) (1,0) (2,2) (3,4) (4,6) (5,1)
(0,4) (1,6) (2,3) (3,3) (4,5) (5,0) (6,2)
(1,5) (2,0) (3,2) (4,4) (5,6) (6,1) (0,3)
(2,6) (3,1) (4,3) (5,5) (6,0) (0,2) (1,4)
| (3,0) (4,2) (54) (6,6) (0,1) (1,3) (2,5)

Tabela 3.36: Matriz Concatenada dos pares ordenados das matrizes A e B, mos-
trando que sao Quadrados Latinos Ortogonais, de ordem 7
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ORTOGONAIS

Perceba que os pares ordenados sao tnicos, o que garante que as matrizes A e B
sao, na verdade, Quadrados Latinos Ortognais de ordem 7.

Portanto, estamos mais seguros de que esse método é realmente eficaz para obter-
mos Quadrados Mégicos de ordens impares e, consequentemente, Quadrados Latinos
Ortogonais.
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Capitulo 4

Proposta de sequéncia Didatica

Chegamos a culminancia do nosso trabalho, que é o desenvolvimento de um
tema proposto para atividades, que sejam aplicaveis em turmas de Ensino Médio.
Essas atividades tém por objetivo trabalhar com os Quadrados Latinos e Quadrados
Magicos.

Sao exigidos conhecimentos prévios relativos aos contetidos de Matrizes e Analise
Combinatoria.

Nossa proposta didatica de atividade tem por objetivo:

e Proporcionar ao aluno outras opcoes para se chegar a aprendizagem, a respeito
das Matrizes, Quadrados Latinos e Quadrados Magicos aplicando as técnicas
da Anéalise Combinatoria;

e Dotar os alunos de conceitos e aplicagoes através de construcoes praticas;

e Usar os jogos e passatempos (Quadrados Magicos e Sudoku, que é um tipo de
Quadrado Latino) como ferramentas didaticas.

Vamos agora descrever uma sequéncia didatica que se pretende aplicar com alu-
nos das séries finais do Ensino Fundamental e/ou alunos do Ensino Médio. Segundo
ZABALA (1998), sequéncias didaticas sio maneiras de encadear e articular ativida-
des ao longo de uma unidade didatica.
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4.1. SEQUENCIA DIDATICA

4.1 Sequéncia Didatica

A atividade que vamos propor aqui pode ser desenvolvida como atividade ladica
e com carater recreativo, apesar de envolver conceitos importantes. Esta atividade
também pode servir de motivagao para um projeto de Feira de Ciéncias ou Mostra
Pedagogica.

Piblico Alvo: Alunos das séries finais do Ensino Fundamental e/ou Ensino
Médio.

Tempo estimado: 20 horas/aula, divididas em 10 encontros de 2 horas/aula.

Metodologia: No primeiro momento, sondagem de conhecimentos; no segundo
momento, exposicao das técnicas de construcao de Quadrados Magicos e Quadrados
Latinos Ortogonais; no terceiro momento, aplicagao de um exercicio; por fim, criacao
de um portfélio com as construcoes feitas pelos alunos.

Material: Quadro, pincel, computador com Planilhas tipo Excel, Datashow.

4.1.1 Introducao - Motivacao

Inicialmente o professor faz uma sondagem oral a respeito do tema Quadrados
Magicos. Averigua-se qual nivel de conhecimento do tema. Em seguida, com o
auxilio de um Datashow, o professor exibe uma grade 3x 3 e, ap6s explicar o conceito
de Quadrado Magico, pede que os alunos tentem preencher a grade, atendendo as
propriedades.

Depois do primeiro preenchimento da grade, o professor inicia um debate com os
seguintes questionamentos: Essa forma de preenchimento é tinica? Como chegamos
a esse valor da soma que é constante? Fxiste uma logica para a construcao desses
Quadrados Mégicos?

4.1.2 Segundo Momento - Exposicao do contetido e técnicas
de construcao de Quadrados Magicos

Depois da sondagem feita pelo professor e de averiguar os conhecimentos prévios
dos alunos, o professor elabora uma apresentacao expositiva e dialogada a respeito
dos Quadrados Magicos e Quadrados Latinos. Essa apresentagao deve contemplar
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as principais definicoes, propriedades dos Quadrados Magicos e Quadrados Latinos,
bem como suas técnicas de construcao.

Para que esse momento seja mais interessante, do ponto de vista do aluno, o
professor pode pedir que os alunos tentem, de maneira intuitiva, construir Quadrados
Magicos. Em seguida, ja de posse das técnicas de construcao, o professor pede que
se faca uma comparagao entre os métodos de construcao.

4.1.3 Aplicacao do Conhecimento

Neste momento da sequéncia didética vamos fazer algumas aplicagoes dos con-
tetidos aprendidos. Pretende-se aplicar e relacionar o que foi aprendido em situagoes
praticas.

Agora propomos algumas questoes a serem realizadas pelos alunos e posterior-
mente possa-se obter uma resposta em relacao ao contetido aprendido.

Questao 1

E possivel construir Quadrados Magicos de uma ordem qualquer? Construa
Quadrados Magicos de ordem n, onde 3 <n < 8.

Questao 2

Estabeleca semelhancas e diferencas entre os métodos de construcao de Quadra-
dos Mégicos aprendidos na atividade. Os métodos de construgao sao gerais?

Questao 3

Supondo que a turma tenha 28 alunos, deseja-se formar 4 equipes, A, B, C e
D, com 7 alunos, cada. Queremos organizar um campeonato de Dominoés, entre as
quarto equipes. Sorteiam-se os confrontos, que ja terao status de Semi-final, ou seja,
as equipes vencedoras ja disputarao a final.

O formato da disputa é o seguinte: a disputa entre duas equipes, digamos A x C'
e B x D, terda 49 partidas, distribuidas em 7 rodadas (cada participante de uma
equipe jogara uma vez com cada participante da outra equipe e todos jogarao em
todas as rodadas).

Construa as tabelas das disputas da Semi-final e final, totalizando 147 partidas,
utilizando Quadrados Mégicos e Quadrados Latinos Ortogonais.
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Questao 4

Estabeleca semelhancas e diferencas entre um Quadrado Latino e um modelo
padrao do Sudoku.

Questao 5

E possivel se determinar a solucdo de um jogo do Sudoku através da construcio
de um Quadrado Mégico de ordem 9 e, consequentemente, a obtencao de Quadrados
Latinos Ortogonais dessa ordem?

4.1.4 Avaliacao

O momento da avaliagao é também um momento reflexivo sobre os resultados
alcancados. E um momento onde o professor deixa aberto o espaco para que os
alunos sugiram novas e diferentes formas de construir os Quadrados Magicos.

E nesse momento que se observa o significado dos conceitos e a aplicabilidade
deles. Quando o professor fala sobre os Quadrados Latinos Ortogonais e os codigos
ou a confeccao de uma tabela de campeonato, ele esta levando ao contato dos alunos
formas variadas de aplicar um conhecimento.

Essa avaliacao pode ser feita através da anélise de um portfofio criados pelos
alunos. Esse portfofio ¢ uma espécie de colecao das atividades realizadas, o que
facilita bastante a avaliacao do professor; momento onde ele verifica a absorcao
pelos alunos e de como ele pode utilizar esses objetos em atividades posteriores.

4.2 Consideracoes Finais

Temos fortes suspeitas de que a utilizacao de jogos e passatempos, como ferra-
mentas didaticas, otimiza a aprendizagem. Além de descontrair e expor os contetidos
de maneira mais informal, os beneficios sao notorios: a concentracao, a memoria.
O carater desafiador da atividade instiga o aluno a buscar novas formas de resolver
um problema.

Esse tema para proposta didtica foi escolhida em virtude da necessidade deste au-
tor de adquirir novas formas e novas possibilidades didaticas, buscando uma melhoria
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no ensino da Matematica. O tema dos Quadrados Magicos e Quadrados Latinos,
apesar ja ter sido bastante abordado em outros trabalhos, foi pouco trabalhado na
perspectiva de proposta didatica.

Ao estudar os Quadrados Latinos e os Quadrados Magicos, abrindo essa pers-
pectiva didatica, construimos uma proposta diferente, pois fugimos das aplicacoes
técnicas desses objetos, encontradas na bibliografia estudada.

Na proposta didatica, procuramos focar no processo individual do aluno, fazendo
com que ele seja o principal condutor de sua aprendizagem, através das construgoes
e da apreensao dos contetdos.

Acreditamos que o momento das construcdes dos Quadrados Magicos é o mais
importante dessa proposta, pois é o momento em que o aluno vivencia tudo que
aprendeu na teoria. E nesse momento que os contetidos tomam significado, chegando
assim ao objetivo da aprendizagem.

Esperamos que esta proposta didatica venha a ser mais uma opcao para profes-
sores de Matemaéatica na busca pela melhoria da qualidade da educacao béasica, sejam
de escolas publicas ou da iniciativa privada, que tem sido bastante carente e ainda
nao apresentam bons indicadores nas avaliacoes de desempenho nacionais.
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Apéndice

Trazemos aqui resultados de complementacao do texto.

1. Retangulos Latinos

Um retangulo latino de n colunas e k linhas (k < n) é uma matriz de n simbolos,
e ordem k x n, de tal modo que cada coluna contém todos os simbolos e nenhuma
linha contém um simbolo mais de uma vez.

Exemplo:

CRN NGRS
L )
(NGRSO
Tt o
I

Temos, entao, uma matriz de ordem 3 x 5, onde os elementos das linhas e das
colunas s6 aparecem uma vez. Portanto, trata-se de um Retangulo Latino.

2. Permutacoes Caoticas

Uma Permutacao dos elementos do conjunto {1,2,...,n}, ou de qualquer con-
junto que possua uma ordem primitiva, é dita cadtica (ou desordenamento) quando
nenhum nimero (ou elemento) esta no seu lugar primitivo.

Exemplo: Tome o conjunto {a,b, ¢, d, e}. A sequéncias (b, a,e,c,d)e (e, d,a,c,b)

sao permutagoes cadticas, pois seus elementos estao em posicoes diferentes das suas
posicoes primitivas.
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Teorema 5 O nimero de Permutagoes Cadticas do conjunto {1,2,3,...,n}, ou de
qualquer conjunto que possua uma ordem primitiva, € dado por

1 1 1 1 (—=1)"
—_—nl | = - = _
Dy =nl o 1 + 51 3 + ...+ o

PROVA. Defina-se A; Conjunto das Permutagoes de {1,2,...,n} em que o ni-
mero i ocupa o i-ésimo lugar, i € {1,2,...,n}.

Seja € o conjunto de todas as permutacoes de {1,2,...,n}. Queremos calcular
o nimero de elementos do conjunto €2 das permutacgoes de {1,2,...,n} que nao seja
nenhum dos conjuntos Ay, A9, ..., An. Ou seja, vamos calcular n(Q) —n(A; UA9U
... U An)(*). Tremos usar a generalizacdo do Principio da Inclusao-Exclusdo, que
pode ser encontrado em . Temos:

o Sp = #(92) = n! (Quantidade total de permutacdes de n elementos)

S| = Z #(4;) = Z(n— 1)! =n.(n—1)! = n! (Note que essa soma apresenta
i=1 i=1
exatamente CY, 1 parcelas iguais a (n — nh

n!

o Sy = Z #(AjNA)) = Z (n—2)! = Cpo(n—2) = m.(n -
1<i<j<n 1<i<j<n
|
2)! = % (Agora, essa soma apresenta Cy, 9 parcelas iguais a (n — 2)!)

¢ S3= > #A4NANAY) = > (n-3) = Chg(n—3) =

1<i<j<k<n 1<i<j<k<n

| |
ﬁ = % (Essa soma tem exatamente Cy, 3 parcelas iguais a (n —3)!')

Seguindo esse raciocinio, temos: :
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| . . .
o Sh = Cn’n.(n—n)! = % = 1, ou seja, existe apenas um elemento do conjunuto
2 em que os elementos estao nos seus lugares primitivos.

O namero de elementos de 2 que pertencem a examente zero dos conjuntos
Ay, A9, ..., Ap &

n—0 n
apn = Z(_l)k'06+k'80+k = Z(—l)k.Sr =
k=0 k=0

ag =859 —S1+S9—S3+ ...+ (=1)"Sn(x) =

ag=nl—nl+2 -8+ . +(-1)"% =

n!

—1)"
aozn![&—%+%—3%+...+( )]

Como a = Dp, entao

1111 (—1)
—nl | - - — - _ N )
Dy =nl! {0! 1 + 51 3] + ...+ o [ |

Exemplo: Vamos calcular o nliimero de permutacoes cadticas de um conjunto
com 4 elementos, que tem uma certa ordem primitiva estabelecida. Assim, temos
que:

De fato, tome o conjunto {a,b,c,d} de 4 elementos, que ilustra o exemplo an-
terior. Suas permutacoes cadticas sao as sequéncias (b, a, d, ¢), (¢, a,d,b), (d,a,b,c),
(¢,d,a,b), (d,c,a,b), (b,d,a,c), (bc,d a), (¢,d,b,a), (d,cb,a), ou seja, existem 9

permutacoes caoticas.

Para ajudar nas estimativas de Cameron, é interessante observar que:

. . . | . . L, . .

Teorema 6 Dy € aprorimadamente igual a % . Mais precisamente, Dy, € o inteiro
. . . ! )

mais prozimo de

PROVA: Observe que o teorema é verdadeiro para n = 1 e para n = 2. Vamos
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prova-la para n > 2. Com efeito, sabemos que a expansao em série de poténcias de
Taylor da funcao exponencial é dada por:

= [d+z+g+5+.]
E, portanto, que

1= [3-f+4

NI’_'

+ ..

®R=

Sabendo que Dy é um nimero inteiro, entao temos:

\Dy_pqmlmeu_nﬂm %+%—%+m+$?}mq&—%+%—§+q|:
D _ al — i G (-1)"42 < ol iy 1 Mas, t
[Dn — 2| = nl| n+1 S+ e el <0l G G + |- Mas, temos

que

_ 1 1 1
n! o + oo } =miteomem T < sAtwmrtemyp e

n+1 - (n+1)2 + (n+1)3 =TT =5

n—1

Como estamos tomando n > 2, temos que % < %

Ou seja, ]Dn — "—| < = Logo Dy & um nimero inteiro situado a uma distancia

menor que ; L do niimero ™. Assim, Dy é o inteiro mais proximo de =. H
n | Dy %‘
1 0,3
211 10,7
3 2,2
419 [88.
5| 44 | 44.4..

Tabela 1: Tabela de aproximacoes para o estudo das estimativas
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