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Resumo
Neste trabalho construimos o conjunto dos numeros reais por meio de
expansdes decimais, mostrando que a constru¢do leva a um corpo ordenado
completo.
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Desde o ensino basico a representagdao decimal € utilizada em conjunto com a de fragdes
para se trabalhar os numeros racionais. Nesse sentido, o presente trabalho ¢ destinado
aos professores de matematica, apresentando uma constru¢do dos numeros reais por
meio de expansdes decimais, resgatando a familiaridade com esses numeros, advinda do
caso racional. Com isso, pretende-se dar ao professor justificativas e ferramentas
matematicas que lhe permitam abordar os nimeros irracionais com maior clareza em

sala de aula possibilitando, inclusive, o tratamento de uma larga classe de exemplos.
1 O Conjunto dos Decimais

Frequentemente a construgdo dos numeros reais ¢ feita por meio de sequéncias de
Cauchy [6] ou por cortes de Dedekind [1,4]. Estas formas de constru¢do fogem ao
contexto escolar dos niveis fundamental e médio, onde a apresentacdo ¢ feita, na
maioria das vezes, como um conjunto obtido pela simples reunido dos numeros
racionais com os irracionais [2,9]. A dificuldade de caracterizagdao dos irracionais, bem
como a falta de ferramentas matemadticas para lidar com esses numeros por vezes
dificulta a compreensao do tema e estabelece pressupostos erroneos, tal como o de que
os irracionais sdo raros. Nesse nivel de ensino ¢ utilizada a forma decimal dos racionais
que, em nossa oOtica, pode ser estendida permitindo aos professores uma abordagem de

diversos aspectos envolvendo os niimeros irracionais. Vale ressaltar a inexisténcia de



referéncias bibliograficas para essa forma de abordagem, o que em certa medida explica
a dificuldade dos professores em tratar os nimeros reais como uma extensao natural da
representacao decimal para os racionais..

Segundo as ideias propostas em [5], definiremos o conjunto D, dos niimeros

decimais, cujos elementos sdo representados na forma a,bb,b,...h, ... com a€Z, keN

e 0<bH <9, ieN. Intuitivamente, essa parece ser a forma de escrita dos nimeros reais,
quando observados na sua expansao decimal. Definiremos adicdo e multiplicagdo em
D, verificando a validade das propriedades de corpo e a compatibilidade com uma

relagdo de ordem. Com isso serd possivel provar que D ¢ um corpo ordenado completo,

sendo, portanto, isomorfoa R.

1.1 Decimais Finitos e Infinitos

O numero a,bb,b,.b,..., com a€Z ¢ bl,bz,...,bk,...6{0,1,2,...,9} sera denominado

decimal finito, quando existir k€N de modo que b =0 para i>k. Para que cada
decimal tenha uma unica representacao, admitiremos daqui por diante que se tivermos
b =9 para todo i>0 com ieN, serd adicionado uma unidade a parte inteira desse
decimal, por exemplo, o numero 15,999... sera escrito como 16,000... De forma analoga,

ocorrendo que, a partir de um certo b, #9 tivermos b =9 para todo i=2k+1 com
i,k € N, entdo, sera adicionado uma unidade a casa decimal b, sendo que a partir dela

teremos b =0 para todo i>k+1 com i,k € N. Por exemplo, o niimero 8,5999... sera

escrito como 8,6000... . E por fim objetivando facilitar a escrita de tais nimeros,

assumiremos que se a partir de um certo indice & tivermos b =0 para todo i2k+1

com i,k € N entdo suprimiremos a escrita dos algarismos nulos. Por exemplo, o nimero

16,0000... seréd escrito como 16 e, analogamente, o nimero 137,1250000... sera escrito

como 137,125.

O ntmero a,bb,b,...b, ... sera denominado decimal infinito quando o mesmo néo

for decimal finito e, nesse caso, sera classificado de duas maneiras: ou sera niumero

decimal infinito e periddico, ou, nimero decimal infinito € nao periodico.

O ntmero a,bb,b,...bcc,c,...ccenc,...c ... € chamado de decimal periddico,
r 17273 r

pois, a partir do k -€simo termo da sua parte decimal temos o bloco de digitos ¢ c,c,...c,



que se repete infinitamente e, a este bloco, damos o nome de periodo. Por exemplo, o
numero 29,23174174174... ¢ um decimal infinito e periddico e tem como periodo o

bloco 174.

1.2 Decimais e Racionais

Dado um decimal finito da forma a,b,b,b,... b_, verificaremos que € possivel escrevé-lo

como B, com peZ e q<N mostrando que todo decimal finito € um ntimero racional.

Para isso, considere x = a,bb,b,..b, . Multiplicando esse niimero por 10* temos

10F-x = abb,b,...b, . Dessa forma, obtemos

abbyb,..b,

17273°

10*

com abb,...b, €7 (o nimero formado por a seguido dos algarismos b,b,,...,b, )
172 k 1272 k

mostrando que

bbb,
mqg@qufiﬁﬁ—i

Isso permite concluir que todo decimal finito € um numero racional, por exemplo,

considere o decimal finito 15,874 . Realizando as operagdes descritas acima temos

15874

10°

15,874 =

Analogamente aos decimais finitos, os decimais infinitos e periddicos também

podem ser escritos como fragdes. Para tanto, considere

x =a,bbb,...bccyc,...cccc,...c...

multiplicando esse niimero por 10 vem
10F - x= abb,b,...b, ,cc,c,..cccc,...c,...
Ja que o periodo de x ¢ constituido por um bloco de r algarismos, multiplicando
novamente por 10" obtemos
104 . x = abb,b,...b.ccc,...c ,cC\C,...C.CCC,..C,...

Fazendo a diferenga entre a ultima e a penultima igualdades obtemos

IOk-(10’—1)-x=ab1b2b3...bccc..cr,ccc c,...— abbypb,...b, cc.c,...c

kT17273° 17273 7r 17273ttt

1sto é



10°-(10" ~1)-x = abb,b,...becyc,...c,— abbyb,...h,
Fazendo
ablbzby..bkclczcy..cr — ablb2b3...bk =w

temos 10°-(10"=1)-x=w

de onde se conclui que

w
a,bb,b,...bccpc,...ccenc,...c....= m

mostrando que x ¢ uma fragcdo, costumeiramente chamada de fracdo geratriz do

decimal periodico a,bb,b,...b.cc,c,...c.ccc,...c,....

Para exemplificar o processo, considere o decimal periddico 2,42153153153...
Refazendo passo a passo temos
x=2,42153153153...
10* - x=242,153153153...
10°-10* - x = 242153,153153...
10° - x = 242153,153153153...
Fazendo entdo a subtragao

10°-10% - x=242153,153153153...

10%-x = 242,153153153...

obtemos 10°-(10°—1)-x =242153,153153153...—242,153153153... Efetuando entio

241911
as operagdes encontramos 99900-x =241911. logo, x = ) e portanto
99900
2,42153153153...= 241911 .
99900

Com base no que foi visto até aqui, vamos verificar que existe uma céopia de Q
em . De fato, basta considerarmos os niimeros decimais finitos juntamente com os

numeros decimais infinitos e periddicos e as equivaléncias expostas anteriormente. Isso

nos leva a concluir que dado um desses decimais € possivel encontrar a fracao 2 com

q

peZ e geN. Areciproca dessa afirmac¢do ndo € tdo imediata. Para verifica-la, vamos

analisar um decimal da forma



x=abc=ab..bc..cc..
1 k1

r1

.Cc....=a,b...bc ...c,

emque aeZ e b,...b,c,...,c.€{0,1,...,9} . Temos 10fx=ab,c . Logo,

y= 10°x—ab= 0,c,...,c..
Também,
10°y—c=y,
de onde se tem que (10" —1)y = c¢. Dessa forma,
(10" =1)(10*x—ab)=c
10°(10" =Dx— (10" =)ab=c
10°(10" =Dx=(10" = 1)ab+c

Observe que o lado direito da ultima igualdade ¢ um inteiro. Logo, para mostrar que um
racional x possui a expansao decimal na forma dada ¢ necessario obter naturais k£ e r

de modo que o numero 10°(10" —1) seja o denominador de x. Para isso, escrevemos

x=2 com g=2'5d, de modo que 2 e 5 nio dividam d . Observe que se escolhermos

q

neN tal que n>i,j entdo 10" x ndo possuira fatores 2 e 5 em seu denominador. Dessa

maneira, a questdo se reduz a obter € N de modo que 10" —1 cancele o fator d,
restante no denominador de x. Isso é equivalente a dizer que d divide 10" —1, ou

ainda, que 10" =1mod d. Como, por hipétese, mdc(10,d)=1, o Teorema de Euler-

Fermat garante que 10”” =1 mod d, sendo ¢:N — N a funcio de Euler definida como

a quantidade de naturais menores ou iguais a d e coprimos com d . Para mais detalhes

a respeito do Teorema de Euler-Fermat e da funcao de Euler veja [3].

1.3 Decimais Nao Periodicos e Ordem
O numero a,bb,b,...b, ... sera chamado decimal infinito e ndo periddico quando o
mesmo ndo for um decimal finito e nem um decimal infinito e periddico, por exemplo,

12,1010010001...

Dois decimais x =a,bb,...b

,bb,...b,... ¢ y=c,dd,...d,... sdo ditos iguais quando

[0 b

a=c,b=d,b=d,,...,b,=d, paratodo keN.



De maneira semelhante, diremos que x ¢ maior do que y, e escreveremos
x>y, quando a>c ou, s¢ a=c, deveremos ter b >d,, caso b =d,, entdo devera

ocorrer b, >d, e assim por diante, at€ que se tenha b, > d, para algum i e N.

Usaremos a notacdo x <y quando x <y ou x = y. Nesse caso, temos:

Proposicao. A4 relagdo definida acima, é uma relagdo de ordem parcial em D, isto é,
Pl) Para todo x €D tem-se x <x;

P2) Dados x,y,z€D tais que x<y e y<z entdo x<z,
P3) Dados x,y €D tais que x<y e y<x entdo x=y,
P4) Para todos os x,y €D tem-se x<y ou y<x.

Demonstragdo. Para provar P3, considere
x=a,bb,...b,... e y=cdd,..d,...
como a € c¢ sdao nuameros inteiros, vale que se a<c e c<a entdo a=c.
Analogamente, teremos b <d, ¢ d, <b, de onde se concluie que b =d, para todo
ieN.
Para provar P4 sejam
x=a,bb,...b,... e y=cdd,..d,...

pela lei da tricotomia nos numeros inteiros vale que ou a<b, ou a=>b, ou b<a, dai,

se a<b teremos x<you, se b<a, teremos y<x. Caso ocorra a=>b a comparagao
segue para b e d, e, nesse caso, vale o que acontecer primeiro, isto €, se b, <d, para
algum ieN entdo x <y, porém, se d <b teremos y <x. Caso aconteca que b =d.

1 1 1 1

para todo ie N vale qualquer uma das desigualdades. As propriedades P1 e P2 sdo

demonstradas de maneira semelhante.m
1.4 Construcio do Supremo e do Infimo em D

Dado um subconjunto 4 c D, recordemos que z €D sera um limitante superior de A

caso se tenha a <z para todo a € 4. Indicaremos por sup A4 ao menor dos limitantes
superiores de A, caso este exista. Caso sup 4 € A4 indicaremos esse numero, como de

costume, por max A4 .



Teorema. Todo subconjunto de D, limitado superiormente, possui supremo.

Demonstra¢do. Considere um subconjunto nao vazio 4 c DD, limitado superiormente.
Vamos verificar que A possui supremo. Para isso indiquemos por @, a maior parte
inteira de todos os decimais de 4. Se z €D ¢ um limitante superior de 4, tem-sea < z.
Uma vez que a ¢ inteiro, considere os decimas de A iniciados por a, isto ¢, da forma

a,bbb,... com b eN i=1,273,.... Dentre esses tomamos aquele que possui 0 maior

algarismo dos décimos, que indicamos por c¢,. Logo, por construgdo, tem-se a,c, <z.

Procedendo sucessivamente desse modo, obtemos
§=a,cc,c,...

com s<z. Por outro lado, por constru¢do, observe que s ¢ limitante superior de A.

Como z ¢ um limitante superior arbitrario, segue que s=sup 4. m

Como exemplo dessa construcdo, considere 4={re@Q|0<r <1}. Nesse caso, o
processo apresentado no teorema fornece o supremo s=0,999... Entretanto, pelo que
assumimos de inicio para a definicdo da representa¢do decimal temos, de fato, s=1, ja
que 0,999... ¢ outra representacdo para o inteiro 1.

Dado um subconjunto 4 < D e limitado inferiormente, podemos fazer de forma

analoga construgdes para a obtencao do infimo.
1.5 Adic¢io e Multiplicacio em D

Diferentemente de outras construgdes, a soma e a multiplicagdo em ) requerem uma
atencao especial, pois essas serdo efetuadas sobre decimais infinitos. Entretanto, essa
dificuldade pode ser superada com o auxilio do supremo, cuja constru¢do foi descrita
anteriormente.

Dados dois decimaisx,y € D com
x=a,bb,...b,... e y=cdd,...d,...,
considere o conjunto S, formado pelas somas parciais de decimais finitos, obtidos de
forma estanque, a partir dos numeros x e y, isto €, colocando
k [

S, ={(a+b), (a.b+c.d,). ... (a.hp,...b,+ c.dd,...d,)]

com k€N, entdo S é definido como



s=Js,.

keN
Observe que os elementos de S sdo decimais finitos. Como S ¢ ndo vazio e limitado
superiormente, ele possui supremo em [ . Dessa forma, definimos a operacgao de adi¢do
em D como
x+y=supS.
Para exemplificar essa construcdo considere os decimais infinitos
x=15,313313331... e y=10,010010001...
Temos
x+y=sup{25; 25,3; 25,32; 25,323; 25,3233; 25,32332;...}
Dessa forma,
x+y=25323323332...

Proposicao. 4 adicdao de elementos em D satisfaz as propriedades:

Al) Associativa: para todos os x,y,z €D vale que
x+(y+z)=(x+y)+z;
A2) Comutativa: para todos os x,y €, vale que
xX+y=y+x;
A3) Existéncia de elemento neutro: existe 0 €D tal que para todo x € D vale
x+0=x;
A4) Existéncia do oposto: para todo x € D, existe —x €D tal que
x+(—x)=0.
Demonstra¢do. Provaremos aqui apenas propriedade comutativa A2. As demais sdo

obtidas de maneira semelhante. Observe que pela definicao da adi¢ao temos

x+y=sups,
com
S, = {a+c; a,b+c,d; a,bb +c,dd,; } )
Analogamente,
y+x=sups,
com

S, ={c+a; c,d ta,b;cdd +a,bb,; }

212



Porém, os elementos dos conjuntos §, € §, sdo numeros racionais, que por sua vez
satisfazem a propriedade comutativa para a adigdo. Logo, §, =S, e supS, =sups,.

Dessa forma x+y =supS, =supS,=y+x.m

Podemos definir uma multiplicagdo em D por meio de uma construcao bastante

semelhante a que fizemos para a adigao. Considere dois decimaisx,y € D com

x=a,bb,...b,... e y=cdd,..d,...,

,bb, ...
que por hora assumimos serem positivos. Definimos o conjunto P, formado pelas
multiplicagdes parciais de decimais finitos obtidos a partir dos nimeros x e y, isto &,

colocando

B={(a'b). (a.h-c.d,). ..., (a.bp,...b, c.dd,...d,)]

0 D 22t

com k €N, o conjunto P sera dado por

r=Jp.

keN
Uma vez que P ¢ nao vazio e limitado superiormente, ele possui supremo em ). Desse
modo, definimos a operacao de multiplicagdo em D como sendo
x-y=supP.
Casos envolvendo decimais negativos sdo construidos de maneira semelhante.

Considere, a titulo de exemplo para essa constru¢ao, os nimeros

x=2,313313331... e y=5212112111...
Temos
x-y=sup{2-5;2,3-5,2; 2,31-5,21; 2,313-5,212; 2,3133-5,2121;
2,31331-5,21211;2,313313-5,212112; ...},
ou seja,

x-y=sup{l0; 11,96; 12,0351; 12,055356; 12,05715093;
12,0572261841; 12,057246447056; ...} .

Proposicao. A multiplicagdo de elementos em D satisfaz as propriedades:

M1) Associativa: para todos os x,y,z €D, vale que
x-(y-z)=(xy)z,
M?2) Comutativa: para todos os x,y €D, vale que
X-y=y-x;
9



M3) Existéncia do elemento neutro. existe 1 €D tal que para todo x €D, vale
x-1=x;
M4) Existéncia do elemento inverso: paratodo x €D, x#0, existe y €D com
x-y=1.
M5) Propriedade distributiva em relagdo a soma: para todos os x,y,ze€l)
temos que
x(y+z)=x-y+x-z
M6) Compatibilidade do produto com a relagdo de ordem: para todos os
x,y,z€D, com z>0, se x <y entdo vale que,

xz<y-z

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que os decimais sao
positivos. Casos envolvendo decimais negativos sao tratados de forma semelhante,
apenas adaptando as construg¢des apresentadas aqui.

Vamos comecar demonstrando a propriedade comutativa M2. Para isso,

considere dois decimais

x=a,bb,b,...b,... e y=cddd,...d,...

s U5 17273
Da defini¢ao de multiplicagdao temos que

x-y=suph
sendo

P={a-c;a,b -cd;abb,-cdd

27172 1722

sabb,.b-cdd,.d; ...}

7172t 212"

com k € N, do mesmo modo, temos também por definicdo que

y-x=supP,

P ={c-a;c,d -ab;cdd, - abb

155 -

.sedd,.d -a

212"

bbb ...}

27172

com k€ N. Como os elementos de F, e P, sdo decimais finitos, observe que

a-c=c-a

a,b-c,d =c,d -ab

a,bb,-c,dd,=c,dd, a,bb

>T172 T2 7172

a,bbb,-c,dd,d =c,ddd. - a,bb,b

2717273 17273 >3 T I3

e assim por diante. Logo, F, = P,, ¢ portanto sup F, =sup P, . Dessa forma,

10



x-y=supP =supP,=y-x.
Para demonstrar a propriedade P4, da existéncia do inverso, considere x €D,

x #0, dado por
x=a,bbb,...b

sO0,05...0 ...

A sequéncia formada pelos decimais finitos

a, a,b; abb,; abbb,; ...abbb,...b; ...
¢ crescente, e por essa razao a sequéncia

Lo v o 1

a’ ab’ abb’ abbb " abbb

27172 2717273 2717273

¢ decrescente. Por isso, definimos y € D como

) 1 1 1 1
y=infq—;—-—; ; ; et
{a a,b a,bb, a,bbb, a,bbpb,..b, }

[ ) 2717273 2717273

Da defini¢do de multiplicagdo, segue entdo que x-y=1.m

As propriedades de adi¢do e multiplicacdo, juntamente com a ordem e o
processo de constru¢do do supremo, mostram que ) € um corpo ordenado completo.
Portanto, esse deve ser isomorfo a R estabelecendo-se o que afirmamos de inicio,
acerca de construgdo dos reais por meio de expansoes decimais.

A representagdo decimal permite analisar situagdes envolvendo os irracionais,

lancando mao da familiaridade no tratamento dado aos racionais. Veja algumas:

e E possivel obter e manipular exemplos explicitos de irracionais, tais como:

0,1010010001...; 17,75375337533375333...; dentre outros;

e Os exemplos dados no texto mostram formas explicitas para o calculo numérico
de somas e produtos de irracionais. Além disso, ¢ possivel verificar que a soma

(ou o produto) de irracionais nem sempre resulta em um irracional, como ¢ o

caso em 0,40440444...+0,04004000...=0,4444...= g .

e Um ponto mais sutil pode ser ainda observado. A representacao decimal de um
nimero racional possui, em sua forma, muito mais restricdes que a de um
numero irracional. Isso indica que parece existir uma “quantidade” menor de

racionais, ja que a representacao decimal de um irracional pode ser tdo aleatoria

11



quanto se deseje. Na realidade, pode-se verificar que os racionais sao

enumeraveis, enquanto os irracionais nao.

e A maneira que apresentamos o supremo, a soma € o produto de decimais sempre
destacam um processo construtivo, que pode ser transposto para a sala de aula

para se analisar propriedades numéricas com auxilio de um computador ou

calculadora. Por exemplo, ndo seria adequado provar que JE ¢ irracional no 9°
ano do ensino fundamental. Entretanto, pode-se explorar a representagao
decimal desse numero, verificando tanto quanto se possa que a mesma nao ¢

periddica.

2  Conclusao

Uma vez estabelecido que o conjunto dos decimais ¢ um corpo ordenado completo,
obtemos de fato os nimeros reais, agora como uma extensao do corpo dos racionais ao
qual agregamos os decimais infinitos e ndo periddicos. Apesar de abstrata, essa
constru¢do mostra-se promissora, na medida em que permite o tratamento numérico de
diversas situagdes concretas. Cremos que ela possibilite a idealizacdo de estratégias
pedagogicas significativas para a sala de aula, atacando a falsa ideia de que o universo
dos numeros irracionais seja restrito a uns poucos exemplos numéricos citados nos
livros didaticos.

Finalmente, procuramos apresentar defini¢des e demonstragdes em linguagem
acessivel propondo, na medida do possivel, processos construtivos que permitem
explorar situagdes numéricas concretas. Por essa razdo esperamos que esse trabalho
sirva como fonte de consulta para professores da Educacao Basica, dos anos finais do
Ensino Fundamental e Ensino Médio, dada a escassez de referéncias que explorem a

representacdo decimal para os irracionais.
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