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RESUMO

O objetivo principal desse trabalho é a apresentacao dos Teoremas de Menelaus e
de Ceva, e como se relacionam. O primeiro trata da colinearidade de trés pontos so-
bre as retas suportes dos lados de um triangulo. O segundo se refere a concorréncia de
trés segmentos que unem cada vértice a qualquer ponto do lado oposto de um triangulo.
Inicialmente faremos uma breve exposicao das biografias e obras dos criadores desses te-
oremas, os mateméaticos, Menelaus (ano 100 d.c) e Ceva (1648), que apesar de 15 séculos
de diferenga de seus nascimentos, tem seus nomes interligados a esses dois importantes
teoremas. Destacaremos de forma pontual algumas definicoes basicas de geometria eucli-
diana, relacionadas aos triangulos, como: proporcionalidade de segmentos, congruéncia e
semelhanca de triangulos, calculo de areas e trigonometria. Depois seré exposto, de forma
detalhada para facilitar o entendimento dos alunos e professores do ensino médio, as di-
ferentes apresentacoes e demonstracoes do Teorema de Menelaus e de Ceva, mostrando
que sao elementares e de facil assimilagao pelos os alunos, motivando, assim, a abordagem
desse tema em sala de aula. Ao final faremos outras consideracoes sobre os teoremas, com
a finalidade de mostrar sua abrangéncia, e apresentaremos algumas aplicacoes de questoes
de concursos e de olimpiadas relacionadas com os Teoremas de Menelaus e de Ceva.

Palavras-chave: Teorema de Menelaus, Teorema de Ceva, Colinearidade, Concor-
réncia.



ABSTRACT

The main objective of this work is the presentation of theorems of Menelaus and Ceva,
and how they relate. The first addresses the collinearity of three points on the straight
brackets of the sides of a triangle. The second relates to competition three segments
joining each vertex to any point on the opposite side of a triangle. Initially we will
make a brief presentation of the biographies and works of the creators of these theorems,
mathematicians, Menelaus (year 100 a.c) and Ceva (1648), who despite 15 centuries of
their births difference, have their names linked to these two important theorems . We
highlight in a timely manner some basic definitions of Euclidean geometry, related to
triangles, such as proportionality segments, congruence and similarity of triangles, areas
of calculus and trigonometry. Then it will be exposed in detail to facilitate understanding
of students and high school teachers, the various presentations and demonstrations of
Menelaus theorem and Ceva, showing that they are elementary and easy assimilation by
the students, motivating thus approach this issue in the classroom. At the end we will
make further consideration of the theorems, in order to show its scope, and present some
applications contests issues and Olympics of Mathematics related to theorems of Menelaus
and Ceva.

Keywords: Menelaus theorem, Theorem of Ceva, Colinearity, Competition.
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Introducao

A Geometria é um campo da matematica muito amplo e cheio de detalhes, por isso
alguns teoremas, ao longo da Educacao Bésica, nao sao citados e demonstrados. Como
exemplo, temos os teoremas de Menelaus e de Ceva. Segundo SILVA (2015) ** até na
maioria das nossas universidades, esses teoremas nao fazem parte da matriz curricular da
matéria de Geometria Plana, o que mostra o déficit de conhecimento na formacgao dos
professores, e consequentemente, do alunado que ficam impedidos de resolver situagoes-
problemas que envolvam esses assuntos. No entanto, em cursos de preparacao para olim-
piadas de Matemaética e acesso as escolas militares, h4 uma abordagem significativa sobre
os teoremas citados.

Conforme MACEDO (2014) ® nas ultimas décadas, teoremas como o de Menelaus e o
de Ceva, foram excluidos dos livros did4ticos do Ensino Basico sem qualquer justificativa,
levando, naturalmente, as escolas abandonarem seus estudos. Contudo, as demonstracoes
de tais teoremas sao de facil entendimento e, portanto, perfeitamente adequadas ao nivel
de conhecimento béasico, e renega-los aos alunos, principalmente do Ensino Médio, priva-os
de conhecer conceitos que podem facilitar as resolucoes de diversos problemas propostos
em vestibulares concorridos no pafs, como os das escolas militares, Instituto Militar de
Engenharia (IME) e Instituto Tecnologico de Aerondutica (ITA), e nas diversas olimpia-
das de Matematica existentes.

Este trabalho, além de contribuir com ensino da geometria, tem como foco atingir o
maior nimero de alunos e professores do ensino médio, e também mostrar que é possivel
trabalhar as demonstracoes do Teorema de Menelaus e de Ceva tendo somente como pré-
requisito o conhecimento béasico de geometria euclidiana, ministrado no ensino médio.

A escolha deste tema justifica-se pelo interesse em motivar os docentes para impor-
tancia da abordagem desses teoremas em sala de aula, desde a citacao, as construgoes de
diversas formas de demonstracoes do Teorema de Menelaus e de Ceva, contribuindo para
desenvolvimento do conhecimento teérico e pratico dos alunos.

Os objetivos deste trabalho, além de apresentar os Teoremas de Menelaus e de Ceva,
sao: compreender como se aplicam os conceitos dos teoremas em situacoes problemas;
construir diversos tipos de demonstragoes retomando conceitos vistos anteriormente; e
minimizar as dificuldades existentes na abordagem desses teoremas pelo docente em sala
de aula.

Segundo POSAMENTIER e SALKIND (1996, apud MARTINS ", 2015, p.36), diz que:

[...] problemas que tratam de Colinearidade e Concorréncia sdo normal-
mente complicados, trabalhosos e, consequentemente, impopulares entre os
alunos. Entretanto, dois teoremas famosos reduziram essas dificuldades:

o primeiro é creditado a Menelaus, relacionado & colinearidade de pontos,
e o segundo, ao matematico, italiano, Ceva, relacionado & concorréncia de retas.
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Ja, para EVES (1972, apud MARTINS © 2015, p.36), “os teoremas de Menelaus e
Ceva sao teoremas poderosos que lidam de forma elegante com muitos problemas sobre
colinearidade de pontos e concorréncia de retas”. E, MUNIZ NETO (2013, apud MAR-
TINS 7, 2015, p.36), afirma que tem que “d4 muita importancia a esses dois teoremas
classicos, pois servem de base para demonstrar diversos outros teoremas e resolver uma
série de problemas de olimpiadas de Matematica”.

As demonstracoes que foram desenvolvidas, neste trabalho, tiveram auxilio de assun-
tos da geometria euclidiana plana, como: Teorema de Tales, congruéncia e semelhanga de
triangulos, lei dos senos, razoes trigonométricas, e contetidos que foram trabalhados ao
longo do PROFMAT. Portanto, acreditamos que os alunos do Ensino Médio, estao aptos
a entender, desenvolver e aplicar, as demonstracoes que serao enunciadas neste trabalho,
pois segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, BRASIL (1988,
p.41) ™ diz que:

A essas concepgoes da Matematica no Ensino Médio se junta a ideia de que,
no Ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de varios campos
do conhecimento matemaéatico e agora estao em condicoes de utilizé-los e
amplid-los e desenvolver de modo mais amplo capacidades tao importantes
quanto as de abstracao, raciocinio em todas as suas vertentes, resolucao de
problemas de qualquer tipo, investigacdo, analise e compreensao de fatos
matematicos e de interpretacao da proépria realidade.

Segundo SILVA (2015) ™ o0 Teorema de Menelaus ¢ assim denominado em razdo de
seu descobridor, o astronomo e gedmetra Menelaus de Alexandria, nascido por volta do
ano 70 dC, em Alexandria, no Egito antigo. Apesar de existirem poucos registros de
trabalhos daquela época, notou-se que Menelaus teve grande influencia na evolucao da
trigonometria esférica e na astronomia. Participou da Escola de Alexandria, uma das
maiores escola de matematica da antiga civilizacao mediterranea. Também, desenvolveu
varios tratados, observagoes astronomicas, livros sobre geometria, trabalhos sobre trigo-
nometria, textos sobre mecanica e estudos sobre aceleragao da gravidade.

Por volta do ano 100 dC, Menelaus escreveu “O Livro das Proposicoes Esféricas”, foi o
unico que chegou até os dias atuais, com traducao em arabe, sendo considerado o trabalho
mais antigo sobre trigonometria esférica. O escrito possui trés volumes. O Livro III faz
uma abordagem sobre o desenvolvimento da trigonometria esférica. E neste trabalho que
encontramos o teorema que leva o seu nome, uma valiosa contribui¢ao para geometria de
todos os tempos. Com a divulgacao de sua obra, pelos matematicos, Pappus (290 - 347)
e Proclus (412 - 485), seu nome se tornou mais conhecido. Supde-se que Menelaus tenha
morrido por volta de 130 dC, em Alexandria.

Depois de permanecer por muitos séculos no esquecimento, o Teorema de Menelaus
volta a tona com Giovanni Ceva, matemaético, fisico, gedbmetra e engenheiro hidraulico,
nascido em 01 de setembro de 1647, em Habsburgo, Empire (hoje Italia), que apesar de
suas atividades profissionais como servidor publico a servico do Duque de Mantua, buscou
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espaco e tempo para desenvolver suas pesquisas e estudos nas areas das ciéncias, especi-
almente Geometria e Hidraulica.

Em 1670, Ceva entra na Universidade de Pisa, e por dois anos, tentou resolver o pro-
blema da quadratura do circulo, mesmo sem sucesso, continuou suas pesquisas. Apods sua
estadia em Pisa, em 1678, publica a obra: De lineis retos se invicem secantibus statica
constructio, (estatica da construgao das linhas retas que cortam outra), contendo o Teo-
rema de Ceva, que surgiu com a percepc¢ao de que a expressao demonstrada por Menelaus,
também poderia resolver os problemas relacionados as cevianas. Naquela época, este tra-
balho nao teve tanta repercussao, até que o matematico francés Joseph Diaz Gergonne
(1771-1859), revendo o trabalho de Ceva, reconheceu a importancia do mesmo, sendo
considerado o mais importante resultado da geometria sintética do tridngulo no periodo
compreendido entre a Matemaética da antiga Grécia e o século XIX.

Existem intimeras demonstragoes dos Teoremas de Menelaus e de Ceva. Para o pre-
sente trabalho apresentaremos, primeiramente, o Teorema de Menelaus e de Ceva na
versao simples, sendo trés demonstragoes, para o Teorema de Menelaus, e quatro, para
o Teorema de Ceva. Depois serao expostas as demonstracoes na versao completa desses
teoremas. As escolhas nao foram feitas ao acaso, procuramos apresentar demonstragoes
que além de utilizarem conceitos e contetidos trabalhados durante o PROFMAT, também
fossem elementares de modo a facilitar o entendimento dos alunos e professores do ensino
médio, motivando, assim, a abordagem desse tema em sala de aula.

Por serem simples e de abordagem pratica para as aulas de Matemaética no Ensino Mé-
dio, a primeira demonstracao foi desenvolvida utilizando o Teorema de Tales. J4 segunda
demonstracao é explicada com auxilio da relagao entre adreas. Por fim, apresentamos uma
demonstracao via semelhanca de triangulos.

Neste mesmo sentido, prosseguiremos com os quatro modos de demonstrar o Teorema
de Ceva. A primeira demonstracao é desenvolvida com auxilio do Teorema de Menelaus.
E uma demonstracio interessante, devido & ligacdo existente entre esses dois teoremas. A
segunda demonstracao foi desenvolvida via relacao entre areas. A terceira, utilizando-se
Teorema de Tales e semelhanca de triangulos. E, por ultimo, apresentamos uma demons-
tracao a partir da trigonometria, especificamente a Lei dos Senos.

Apesar de ser um trabalho simples, mas sem desprezar o rigor matematico, esperamos
proporcionar algum aprendizado e alcancar o maior ntimero de alunos e professores do
Ensino Médio.

De posse dessas consideragoes, concluimos esta dissertacao com algumas aplicagoes de
questoes de concursos e de olimpiadas de Matematica relacionadas com os teoremas, e
outras consideracoes finais, mostrando abrangéncia e a utilidade da teoria apresentada.



1 Alguns conceitos da geometria
euclidiana

Neste capitulo adotaremos os conceitos, teoremas e algumas convencoes que serao
necessarios para desenvolver as demonstracoes dos Teoremas de Menelaus e de Ceva, de
forma clara e didatica.

1.1 Alguns elementos da geometria plana

Em razao do objetivo deste trabalho ser o resgate dos teoremas de Menealus e de Ceva,
estamos considerando que o leitor esta familiarizado com os conceitos basicos da Geome-
tria Euclidiana Plana, as ideias de ponto, reta e plano; as defini¢oes de angulos, tipos de
angulos e angulos definidos por uma transversal a duas retas paralelas; as defini¢oes de
triangulos e tipos de triangulos e segmentos.

Definicao 1. Dados dois pontos distintos A e B, a reunido do conjunto desses pontos
com o conjunto dos pontos que estao entre eles ¢ um segmento de reta.

Observacgao 1: O segmento AB é indicado por AB e AB = {A, BJU{X|X est4 entre A e B},
conforme a figura 1.1 abaixo:

X
.

A

p=
De
me

Figura 1.1: Segmento AB

Observacao 2:

i) Os pontos A e B sdo as extremidades do segmento AB e os pontos que estdo entre
A e B sao pontos internos do segmentos AB.

ii) Se os pontos A e B coincidem, o segmento é nulo.

14
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A B X r

Figura 1.2: Semirreta AB

Definicao 2. Dados dois pontos distintos A e B, a reunido do segmento de reta AB com
o conjunto de pontos X tais que B esta entre A e X é semi-reta AB, indicada por A

Observacao 3. O ponto A é a origem da semirreta ABeAD = ABU{X|B esta entre A e X},
conforme figura 1.2 abaixo:

Observacao 4: Se A estd entre B e (', as semirretas @ e ﬁ sao ditas semirretas
opostas, conforme figura 1.3 abaixo:

—_—

AB AC

B A c

Figura 1.3: Semirretas opostas AB e AC

Definicao 3: Dois segmentos de reta sao consecutivos se, e somente se, uma extremidade
de um deles é também extremidade do outro, ou seja, uma extremidade de um coincide
com uma extremidade do outro.

Exemplo 1: Observe a figura 1.4 de segmentos consecutivos

B R
M N P
T
A C S
AB e BC sao MN e NP sio RS e ST sdo
consecutivos consecutivos consecutivos

Figura 1.4: Segmentos consecutivos

Definicao 4: Dois segmentos de reta sao ditos colineares se, e somente se, estao na mesma
reta.
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Exemplo 2: Observe a figura 1.5 de segmentos colineares.

r
M N P E T 3

A B C D

AB e CD sio colineares MN e NP sio colineares RS ¢ ST sio colineares
(ndo sdo consecutivos) (e consecutivos) (e consecutivos)

Figura 1.5: Segmentos colineares

Definicao 5: Dois segmentos consecutivos e colineares sao adjacentes, se e somente se,
possuem em comum apenas uma extremidade, ou seja, nao tém pontos internos comuns.

Exemplo 3: Observe a figura 1.6 de segmentos adjacentes.

R T s

M N
MN e NP sio adjacentes RS e ST nio sao adjacentes
MN N NP = |N] RS N ST = ST

Figura 1.6: Segmentos adjacentes

Definicao 6: A congruéncia de segmentos satisfaz as seguintes condic¢oes
(i) Reflexiva: Todo segmento é congruente a si mesmo (AB = AB)
(ii) Simétrica: Se AB = CD, entdo CD = AB
(ii) Transitiva: Se AB=CD e CD = EF, entdo AB = EF

Definicao 7: Dados dois segmentos E_e OD, tomando-se a semirreta qualquer de
origem R os segmentos adjacentes RP e PT, tais que RP = AB e PT = CD, dizemos

que o segmento RT é soma de com AB c¢xom C'D (Figura 1.7)

Sl &

1)

\)i

™
/O
o

3 3 3y
Wy
&
[5s]
+
g
lw!

]
A
|
+
3
3

Figura 1.7: Adicao de segmentos
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Observacao 5: Dizemos que o segmento RS é miltiplo do segmento AB segundo n,
quando o segmento RS ¢ a soma de n segmentos congruentes a AB.

Notacdo: RS = n.AB. Se RS = n.AB, dizemos que AB é submultiplo de RS segundo n.
(Figura 1.8).

3
w
Il
(&2}
3l
w

1

Y

D
w

Figura 1.8: Segmentos miultiplos e submiultiplos

Definicao 8: A medida de um segmento é mesmo que o comprimento do segmento. A
notacao usada para a medida do segmento AB é dada por AB. A medida de um segmento,
nao nulo, é um ntmero real positivo associado ao segmento de forma que:

i) Segmentos congruentes tém medidas iguais e, reciprocamente, segmentos que tém
medidas iguais sao congruentes. Ou seja, AB=CD < AB=CD

ii) Se um segmento é maior que o outro, sua medida é maior que deste outro. Ou seja,
AB>CD < AB > (CD

iii) A um segmento soma esta associado uma medida que é a soma das medidas dos
segmentos parcelas. Ou seja, RS = AB+CD < RS > AB+CD

Definicao 9: A razao entre dois segmentos é igual a razao dos ntimeros que exprimem
as medidas com a mesma unidade.

Exemplo 4 : Sejam AB e CD segmentos que admitem uma submedida comum u, que
estd m vezes em AB e n vezes em C'D. Ou seja, AB = mu e CD = nu. A razao entre os
segmentos AB e C'D é igual & razao entre suas medidas, ou seja,

E_AB mu  m

CD CD nu n
Defini¢ao 10: ( Divisao de um segmento interiormente): Diz-se que o ponto M
divide interiormente um segmento AB na razao k (k > 0) quando M ¢ interior ao seg-

MA
mento e ik k ( Figura 1.9 ).

Defini¢ao 11: ( Divisao de um segmento exteriormente): Diz-se que o ponto
N divide exteriormente um segmento AB na razao k (k > 0) quando N ¢é exterior ao

NA
segmento e NE = k ( Figura 1.9 ).
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___________

Figura 1.9: Divisao de um segmentos por um ponto

Definicao 12: Dois segmentos sao proporcionais a dois outros segmentos se a razao dos
dois primeiros é igual a razao dos outros dois. Indica-se estd propor¢ao de segmentos por

AB A'B
AB:CD=A'B": C'D' ou D= 0D
AB A'B
Observacao 6: Na proporcao de segmentos D = oD chamamos AB e C'D’ de

extremos e os termos C'D e A’'B’, de meios.

Propriedade 1 (Propriedade Fundamental das Proporgoes de Segmentos): Qual-
quer que seja a proporcao de segmentos, o produto dos extremos é igual ao dos meios.
Indica-se esta propriedade de segmentos por

AB _ A'B/

oD - oD & AB-C'D'=CD-A'B’

Demonstracao. Sejam AB, C'D, A’B’ e C'D’ segmentos tais que, nessa ordem, formem a
AB A'B
CD  C'D’
b - d, e assim, teremos:

seguinte proporcao —— Agora, multiplicaremos cada membro da igualdade por

AB A'B’
T oD

x (b-d) < AB-C'D' =CD - A'B'

Propriedade 2: Em toda proporc¢ao de segmentos a soma ou diferenca dos dois primeiros
termos esta para o primeiro (ou para o segundo), assim como a soma ou a diferenga dos
dois ultimos termos esta para o terceiro (ou para o quarto). Indica-se esta propriedade
de segmentos por:

CfD_C’D’@CfDJrl C’D’+1®07D+A73 C’D’+A’B’(:)AB+CD_A’B’+C’D/
AB ~ A'B’ T AB A'B’ AB  AB  A'B’  A'B AB A'B’

e
AB A'B' AB _ A'B AB CD A'B’ (C'D' AB+CD A'B'+C'D
= e ——+1 tle ——+—— + < =
CD C'D' " CD T oD CD CD cC'D ' CD CD C'D’

J& o segundo sera
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cp _c¢'p _cDp . CD CD AB _C'D' A'B _CD-AB _C'D' —A'B

— = & —— 1= = - & =
AB A’ B’ AB A'B’ AB AB A'B’ A’'B’ AB A'B’

AB - ap AB ~ A'B

CD — AB C'D' — A'B’ AB-CD A'B'-C'D’
= - (—1) = 1) & =

AB _A'B' _AB | _A'B | AB _CD _A'B _C'D  AB-CD _A'B -C'D

— = e = 1= — — = =
ch C'D! CcD Cc'D’! ¢pb C¢Db  Cc'D C'D CcD c'D’!

Propriedade 3 : Em toda proporgao de segmentos, a soma (ou a diferenga) dos ante-
cedentes esta para soma (ou a diferenga) dos consequentes, assim como cada antecedente
esta para seu consequente. Indica-se esta propriedade por

1) AB  A'B N AB+CD  AB AP

CD oD T AB+CD  CD CD
AB  A'B o AB-CD AB A'B
cCD oD T AB-CD  CD CD

Demonstracao. Seja AB, CD, A’B’', C'D' segmentos tal que, nessa ordem, formem a

C’_D = oD Permutando os meios, teremos B = oD

AB+ A'B’ CD+C'D
Aplicando a definicdo 14, teremos: A_I’_B/ = C’%’—D’ . Agora, permutando os
AB+A'B"  AB A'B
CD+C'D CD C'D
A'B’, C'D' segmentos tal que, nessa ordem, formem a seguinte proporc¢ao
AB A'B’ P tand . . AB Aplicand defini
— = . Permutando os meios, teremos = . icando a defini-
cD ~ CD ’ Ap ~ oD P
. AB-A'B CD—-C'D . )
cao 14, teremos: 15 = oD Agora, permutando os meios, obtemos:
AB—-A'B" AB A'D
CD-C'D' CD C'D"

1)

seguinte proporgao

meios, obtemos: J&, no segundo caso, considere AB, C'D,

Proposicdo 1 (Unicidade do ponto divisor) : Dado um segmento AB e uma razio
k, existe apenas um ponto M que divide interiormente e apenas um ponto N que divide
esse segmento nessa razao.

Demonstracao. Considere que inicialmente exista um ponto M’ que divida interiormente
o segmento AB na mesma razao k que o ponto M, também interior ao segmento, conforme

. MA MA
figura 1.10. Entao, k = VB - W'D
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Figura 1.10: Unicidade do ponto divisor interior um segmento

Aplicando a definigao 14 da proporcao de segmentos, obtemos que:

MA+MB MA+MB _AB  AB

— _ g — At
5 T © 5= g S MB=MBeM=M

Analogamente, considere que exista um ponto N’ que divida exteriormente o segmento
AB na mesma razao k que o ponto N, também exterior ao segmento AB, conforme a
NA N'A
NB N'B’

figura 1.11. Entao,

Figura 1.11: Unicidade do ponto divisor exterior um segmento

Aplicando, novamente a definicao 14, teremos:
NB—-NA N’B—N/A<:> AB AB
NB N N'B NB N'B
Portanto, M e N sdo pontos tnicos que dividem o segmento AB interiormente e exteri-
ormente, respectivamente, na razao k.

& NB=NB&N=N

Teorema 1 (Teorema de Tales): Um feixe de retas paralelas determina sobre duas
retas transversais quaisquer segmentos proporcionais.

Lema 1: Os triangulos com alturas iguais tém areas proporcionais as medidas das bases
dos triangulos.

Demonstracao. Sejam os triangulos AABC e ADFEF com a mesma altura em relacao as

bases BC e E'F, respectivamente, conforme a figura 1.12.
Calculando as areas dos triangulos, teremos:

1 1
SABCzé'h'BC e SDEnghEF



Alguns elementos da geometria plana 21

Figura 1.12: Proporcionalidade: area-base

Note que: Sapc _ I Sppr N Sapc _ BC
M B T 9T EF T Sppp  EF

Proposicao 2: Dados um tridangulo AABC e um ponto P que nao pertence a nenhum dos
Spap  BL

seus lados, se a semirreta ﬁ intercepta o segmento BC' no ponto L, entao = —.
Spac  LC

Demonstragao. Conforme figura 1.13 abaixo existem dois casos (a) e (b):

Figura 1.13: Razao: area-base

Observe que os triangulos APAB e APBL tém a mesma altura h; em relacao as bases
PA e PL, respectivamente. E, também, os tridngulos APAC e APLC tém a mesma
altura hy em relacdo as bases PA e PL, respectivamente. Aplicando o Lema 1, teremos:

Spap _ AP Spac , Spa _ Spac
Sper. PL  Sprc Sper.  Sprc

Usando novamente o Lema 1 nos triangulos APBL e APLC tém a mesma altura hz em
relacao as bases BL e LC', respectivamente, concluimos:

SpaB _ SpBL _ BL
Spac Spre  LC
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Teorema 2: Dois tridngulos sao ditos congruentes se tem ordenadamente congruentes os
trés lados e os trés angulos.

Exemplo 5: Os triangulos AABC e AA'B'C’ sao congruentes, conforme a figura 1.14
abaixo.

B H C B’ H ANyl

Figura 1.14: Congruéncia dos triangulos ABC e A'B'C’

Observagao 7: O simbolo usado para indicarmos a congruéncia é ( =) . Logo, teremos
que:

AB = A'B’ A=A
AABC = ANA'B'C' se { AC = A'C’ B=D
BC=BC |C=C

Corolario 1 (1° Caso de congruéncia — LAL): Se dois tridngulos tém ordenadamente
congruentes dois lados e um angulo compreendido entre esses dois lados, entao eles sao
congruentes.

Exemplo 6: Os triangulos AABC e AA'B'C’ sao congruentes pelo caso LAL, conforme
a figura 1.15 abaixo.

Al
B d
5
3 3
A
r B'
A S c C

Figura 1.15: Caso LAL de congruéncia dos triangulos ABC e A'B'C’




Alguns elementos da geometria plana 23

Observagao 8: A notagao usada para o caso LAL de congruéncia dos triangulos AABC
e NA'B'C’, sera:

AB=A'B’ . . B=DB
A=A LAL AABC = AA'B'C’ def { BC = B’
AC = A'C' C=C

Corolario 2 (22 Caso de congruéncia — ALA): Se dois tridangulos tém ordenadamente

congruentes dois angulos e um lado adjacente a esses angulos, entao eles sao congruentes.

Exemplo 7: Os triangulos AABC e AA'B'C’ sao congruentes pelo caso ALA, conforme
a figura 1.16 abaixo.

8

Figura 1.16: Caso ALA de congruéncia dos triangulos ABC e A'B'C’

Observacao 9: A notagao usada para o caso ALA de congruéncia dos triangulos AABC
e NA'B'C’, sera:

B=D . . AB=A'B
BC = B'C’ ALA AABC = AA'B'C' def { A=A
C=C AC = AC!

Coroléario 3 (3% Caso de congruéncia — LLL): Se dois triangulos tém ordenadamente
congruentes os trés lados, entao eles sao congruentes.

Exemplo 8: Os triangulos AABC e AA'B'C’ sao congruentes pelo caso LLL, conforme
a figura 1.17 abaixo.

Observacao 10: A notacao usada para o caso LLL de congruéncia dos tridangulos AABC
e NA'B'C’, sera:
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Figura 1.17: Caso LLL de congruéncia dos triangulos ABC e A'B'C’

AB=A'B A=A

— - ~ —
AC = A LLL AABC = ANA'B'C"  def B=D
BC = B'C’ C=0C

Corolario 4 (4° Caso de congruéncia — LAA;): Se dois triangulos tém ordenada-
mente congruentes um lado, um angulo adjacente e um angulo oposto a esse lado, entao

eles sao congruentes.

Exemplo 9: Os triangulos AABC e AA'B'C’ sao congruentes pelo caso LAA,, conforme
a figura 1.18 abaixo.

Bl
A AV,
70° '
/C\ ’ ' A
B 30 c
4
C|

Figura 1.18: Caso LAA, de congruéncia dos triangulos ABC e A'B'C’

Observacao 11: A notacao usada para o caso LAA, de congruéncia dos triangulos

NAABC e NA'B'C’, seré:

BC = B'C' . c=c

-~ —~ —

B=B LAAy AABC = ANA'B'C' def AB=AB
A=A AC = A'C



Alguns elementos da geometria plana 25

Corolario 5 (5% Caso de congruéncia — Especial): Se dois triangulos tém ordena-
damente congruentes um cateto e a hipotenusa, entao eles sao congruentes.

Exemplo 10: Os triangulos AABC e AA'B'C’ sao congruentes pelo caso especial, con-
forme a figura 1.19 abaixo.

Figura 1.19: Caso de congruéncia especial dos triangulos ABC e A'B'C’

Corolario 6: Dois triangulos sao semelhantes se os trés angulos sao ordenadamente con-
gruentes e se os lados homologos sao proporcionais.

Observacao 12: Lados homologos sao lados opostos a angulos ordenadamente congru-
entes.

Exemplo 11: A figura 1.20 mostra que os dois triangulos ABC e A’B'C’ sao semelhantes.

A’

C Iy

B;“l r/IC!

1

Figura 1.20: Triangulos ABC e A’B'C" semelhantes

Observacao 13: O simbolo usado para indicarmos a semelhanga é ( ~ ). Logo, teremos
que:

AABC ~ NA'B'C" se

Q) Ty =)
Il
Q) W) =
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=k, (ké arazao de semelhanga)

Teorema 3 (Teorema Fundamental): Se uma reta ¢ paralela a um dos lados de um
triangulo e encontra os outros dois lados em pontos distintos, entao o triangulo que ele
determina é semelhante ao primeiro.

Corolario 7 (1° Caso de congruéncia — AA): Se dois tridngulos possuem dois angulos
ordenadamente congruentes, entao eles sao semelhantes

Observacao 14: A notacgao usada para o caso AA de semelhanga dos triangulos AABC
e ANA'B'C’, conforme a figura 1.21, sera:

A

A’

Figura 1.21: Caso de semelhanca AA dos triangulos ABC e A'B'C’

ﬁ = ﬁ’
~ - — NAABC ~ NA'B'C’
B=PB

Corolario 8 (2% Caso de congruéncia — LAL): Se dois triangulos possuem dois lados
correspondentes ordenadamente proporcionais e os angulos compreendidos entre esses la-
dos sao congruentes, entao eles sao semelhantes.

Observagao 15: A notacao usada para o caso LAL de semelhanca dos triangulos AABC
e AA'B'C’, conforme a figura 1.22, sera,

AB  BC —  AABC ~ AA'B'C’
A'B B'C'
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A
AI
C
C!
B B’

Figura 1.22: Caso de semelhanca LAL dos triangulos ABC e A'B'C’

Corolario 9 (3% Caso de congruéncia — LLL): Se dois triangulos tém lados homolo-
gos proporcionais, entao eles sao semelhantes.

Observagao 16: A notacao usada para o caso LLL de semelhanca dos triangulos AABC
e AA'B'C’, conforme a figura 1.23, sera:

A
/\ Ar
B c B /\ c’

Figura 1.23: Caso de semelhanca LLL dos triangulos ABC e A'B'C’

= = = AABC ~ AA'B'C’
AB  ACT B

{ AB AC BC

Teorema 4 (Lei dos senos): Em um tridngulo AABC qualquer, as medidas dos
lados sao proporcionais aos senos dos angulos opostos e a constante de proporcionalidade
¢ o didametro do circulo circunscrito ao triangulo, ou seja:

b
senA senB senC

Teorema 5 (Teorema da bissetriz interna): Bissetriz interna de um tridngulo é o
segmento de reta com extremidades em um vértice e no lado oposto a esse vértice e
que divide o angulo desse vértice em dois angulos congruentes. Além disso, a bissetriz
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interna de um triangulo divide o lado oposto em partes proporcionais aos lados adjacentes.

Teorema 6 (Teorema da bissetriz externa): Se a bissetriz de um angulo externo de
um triangulo intersecta a reta que contém o lado oposto, entao ficam determinados, nesta
reta, dois segmentos proporcionais aos lados adjacentes.



2 O Teorema de Menelaus

Apresentaremos, neste capitulo, trés demonstracoes da versao simples do Teorema de
Menelaus e uma demonstracao da versao completa. As demonstracoes da versao simples
versarao sobre: A primeira serd demonstrada, principalmente, com auxilio do Teorema
de Tales; A segunda, através das relacoes entre areas de tridngulos; E, a terceira, pela
semelhanca de triangulos. J& a versao completa, teremos a demonstracao da reciproca
que envolvera a unicidade do ponto divisor.

2.1 Enunciados do Teorema de Menelaus - Versao sim-
ples
O Teorema de Menelaus na forma basica pode ser enunciado do seguinte modo:

Teorema 1. (Teorema de Menelaus - Versao Simples) Sejam L, M, N pontos nas
retas suportes dos lados BC', C'A e AB, respectivamente, do triangulo AABC' e diferentes

o ) ) ) } i t5 NA LB MC 1
. A0 ———= = T =
0 vértices. Se estes pontos sao colineares, en NB LC MA
N
A
B L

Figura 2.1: Teorema de Menelaus - Versao Simples

29
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2.1.1 Demonstracao da versao simples do Teorema de Menelaus

Por se tratar de um teorema relevante e que envolve muitos problemas de colineari-
dades em triangulos, serao expostas as demonstracoes usando basicamente a geometria
plana. As trés demonstracoes sao apresentadas nas subsecoes seguintes.

2.1.2 Demonstragao via Teorema de Tales

Seja o AABC, e sejam L, M e N pontos colineares pertencentes as retas ou prolonga-

mentos das retas % , AC e 1@ , respectivamente. Para efeito didatico, dividiremos esta
demonstracao em dois casos distintos, conforme figura 2.2.

Figura 2.2: Menelaus - Via Teorema de Tales

Demonstracdo. Para o caso I, tracaremos o segmento BD paralelo & reta W que in-
tercepta o prolongamento do lado AC no ponto D. Note que podemos usar o Teorema
de Tales, os segmentos paralelos BD e MN cortam as secantes AB e AD em partes
proporcionais. Entao, teremos:

NA MA _NA MD

NB-MD T NB A ! (2.1)

Agora, tomando os segmentos paralelos NL e BD sobre as transversais BL e MD,
pelo Teorema de Tales, teremos:

CD _BC@MC+C’D_OL+BC
MC CL MC  CL

Como MC +CD =MD e CL+ BC = BL, teremos:

MD BL LB MC

e - 1c wp ! (2:2)
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Multiplicando, as igualdades [2.1] e membro a membro, obtemos:

(NA MD> (LB MC) NA LB MC
. =11« =

NB MA) \LC MD NB LC A !

J&, para o caso II, tragaremos o segmento AD paralelo & reta W, com D no segmento
BC'. Pelo Teorema de Tales, os segmentos AD e NL coram as secantes BN e BL em
partes proporcionais. Assim teremos:

BA _BD(:)BA+AN_BD+DL
AN DL AN DL

Como, BA+ AN = BN e BD + DL = BL, teremos:

BN BL _NA LB

AN DL NB ID (2:3)

Analogamente, tomando os segmentos paralelos AD e MN cortados pelas transversais
AM e DL, pelo Teorema de Tales, teremos:

AC _DC@AO+C’M_DC+(JL
CM CL cM  CL

Como, AC+CM = AM e DC + CL = DL, teremos:

AM _ DL _ MC LD _
CM CL = MA LC
Multiplicando, membro a membro, as igualdades [2.3] e 2.4] obtemos:

1 (2.4)

(NA LB) (MC LD> NA LB MC
: —1-1e =

NB LD) \MA LC NB LC MA

2.1.3 Demonstracao via areas

Sejam L, M e N os pontos que relacionam as razoes que dividem, respectivamente, os
lados BC', AC' e AB do triangulo AABC com as respectivas areas, Sy, = X, Syar =Y
e Syap = Z, conforme a figura 2.3.
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Figura 2.3: Menelaus - Via Areas

Demonstracao. Observe que o ponto M nao pertence a nenhum dos lados do trian-
gulo ALAB e como a semirreta E/M intercepta o segmento AB no ponto N, entdo pela

Proposicao 2, temos que:
SMmAL _ SvBL - NA _ Swvar _ Y
NA NB "~ NB Sup, X

(2.5)

S -
Note também que, asemirreta AM intercepta o segmento BL no ponto C, entao pela
Proposicao 2, temos que:

SuaB  SuaL BC  Suyap Z

BC ~ ILC 7 IC  Sua Y
BC+LC_SMAB+SMAL_Z+Y
Lc SArAL Y

(2.6)

Agora observe que os triangulos AABM e AM BC' que tem a mesma altura h; em re-
lacao as bases AM e MC respectivamente, o0 mesmo ocorrendo para os triangulos AAM L
e AMCL que possuem altura ho em relacdo as mesmas bases. Entao, pelo Lema 1, temos
que:

Smap _ SmBc N Susc _ MC
MA MC SuBa MA

Smar _ Suct N Suer _ MC
MA MC SirArL MA
N MC _ Supc _ Swmor
MA  Swvap  Swuar
MC  Supc+ Sucr = X

RN = =
MA  Syap+ Syar Z+Y

Multiplicando, membro a membro, as igualdades 2.5, 2.6 e 2.7, obtemos:

(35) (i0) () - (3) (5) - (755) -
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2.1.4 Demonstracao via semelhanca de triAngulos

Primeiramente, faremos a demonstracdo usando semelhanca em um triangulo qual-
quer, e depois, em um triangulo retangulo.

Considere P um ponto que esteja sobre a reta de Menelaus, e L, M e N pontos
colineares, tal que no caso I, seja tragado um segmento PC paralelo a AB. E, para o caso
IT, seja tracado o segmento PB paralelo a AC', conforme figura 2.4 abaixo.

Figura 2.4: Menelaus - Via Semelhanca de Triangulo Qualquer

Demonstracao. Iniciaremos com a demonstracao do caso dafigura 2.4. Das semelhancas
entre os triangulos temos que:

(i) Os triangulos ANBL ~ APCL possuem um angulo em comum e dois angulos

dentes. Portanto, t -LB—NP@LB P _ (2.8)
correspondentes. rortanto, temos: LC_PC LC NB— .

(ii) Os triangulos AAMN ~ ACPM possuem um um angulo oposto pelo vértice e dois
NA MA NA JWC_1 (2.9)

PC _ MC T PC MA

angulos altermos internos. Assim, temos:

Multiplicando, membro a membro, as igualdades 2.8 e 2.9, e simplificando o valor
comum PC| teremos:

NB LC MA

LB PC NA MC _11©NA LB MC
LC NB PC MA)

J&, para o caso II, temos que das semelhancas entre os triangulos:
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(iii) AMCL ~ APLB, pois possuem um angulo em comum e dois angulos correspon-

LB PB LB MC
dentes. Portanto, temos: c-uc S Ic P - (2.10)

(iv) ANPB ~ ANM A possuem um angulo em comum e dois angulos correspondentes.
NA MA ~NA PB ] (2.11)

NB~ PB T NB MA
Multiplicando, membro a membro, as igualdades 2.10 e 2.11, e simplificando o valor
comum P B, teremos:

Portanto, temos:

NB LC MA

LB MC NA PB 1 1®NA LB MC
LC PB PC MA/)

Demonstracao. Agora, demonstraremos este teorema usando semelhanca em tridngulos
retangulos.

A partir dos vértices A, B e C' do triangulo AABC, tracaremos as alturas relativas
aos triangulos AANM, ABNL, ACLM, respectivamente. Sejam (), R e P os pés de
tais alturas e h, , hy, € h. seus respectivos comprimentos. Note que ha semelhanca
de triangulos retangulos, pois AQ, BR e C'P sao perpendiculares & reta de Menelaus e
paralelas entre si, conforme figura 2.5

Figura 2.5: Menelaus - Via Semelhancas de Triangulos Retangulos

Observe que:

(v) ABRL ~ ACPL, pois possuem um angulo em comum e um angulo reto.

LB h
Portanto, temos: 0= h_i (2.12)
(vi) ACPM ~ AAQM, pois possuem um angulo oposto pelo vértice e um angulo reto.
MC  h.
Portanto, temos: —— = —. (2.13)

MA  h,
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(viil) ABRN ~ AAQN, pois possuem um angulo oposto pelo vértice e um angulo reto.

NA  h,
Portanto, temos: NB  hy (2.14)

Multiplicando, membro a membro, as relagoes 2.12, 2.13 e 2.14, obtemos:

(LB) (MC) (NA)_hb he hq NA LB MC

20) \MA) \NB) " h. h, h ~ NB LC MA

Diante do exposto, seguiremos, agora com a demonstracao do Teorema de Menelaus
na versao completa.

2.2  Enunciados do Teorema de Menelaus - Versao com-
pleta

O Teorema de Menelaus na forma completa pode ser enunciado do seguinte modo:

Teorema 2. (Teorema de Menelaus - Versao Completa) Sejam trés pontos L, M
e N, localizados, respectivamente, nas retas suportes dos lados BC, AC' e AB de um
triangulo AABC' qualquer e diferentes dos vértices. Entao, L, M e N sao colineares se,
e somente se

NA LB MC_1 2.8)
NB LC MA '

2.2.1 Demonstracao da versao competa do Teorema de Menelaus

Suponhamos que os pontos L, M e N sao colineares. A partir dos vértices A, B e
C do triangulo AABC, tracaremos as alturas de comprimentos hq, hy e hs relativas aos
triangulos AMN, BN L e C LM, respectivamente. E sejam (), R e S os pés de tais alturas,
conforme a figura 2.6.

Figura 2.6: Menelaus - Segmentos Orientados

Note que ha semelhanca de triangulos retangulos, pois AQ, BR e C'P sao perpendi-
culares a reta de Menelaus e paralelas entre si. Assim, teremos:
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(viii) ABRL ~ ACPL, pois possuem um angulo em comum e um angulo reto.

LB h
Portanto, temos: 7ok h—z (2.16)
(ix) ACPM ~ AAQM, pois possuem um angulo oposto pelo vértice e um angulo reto.
Portanto, temos MC _ h (2.17)
rtan mos: ——- = —. :
’ MA

(x) ABRN ~ AAQN, pois possuem um angulo oposto pelo vértice e um angulo reto.

NA h
Portanto, temos: NB = h_; (2.18)

Multiplicando, membro a membro, as trés igualdades, teremos o seguinte resultado:

LB MC NA\  [(hs hs hy - NA LB MC )
LC MA NB) \ hy hq ho NB LC MA
Para mostrar a reciproca e, assim, justificar a versao completa, provaremos que: Se

L, M e N sao pontos nas retas suportes dos lados BC', AC e AB, respectivamente, do

NA LB MC
triangulo AABC, diferentes dos vértices e a equacao NB IC A~ 1 é satisfeita,

entao estes trés pontos sao colineares.

Demonstracao. Sejam L, M e N pertencentes as retas suportes dos lados do triangulo

. L. NA LB MC
AABC' e diferentes de seus vértices de modo que NB IC MA- 1

Tracemos a reta LM. Seja P o ponto de intersecio de LM com AB. Portanto, L, M
e P sao colineares. Pelo Teorema de Menelaus, temos que:

PA LB MC

PBIC MA ' (29)
Comparando [2.8] e temos que:
PA NA
PB  NB

Pela definicao 16, da unicidade do pontodivisor, os pontos P e N coincidem, logo
P = N. Portanto, os pontos N, L e M sao colineares. |



3 O Teorema de Ceva

Apresentaremos, neste capitulo, trés demonstracoes da versao simples do Teorema de
Ceva e uma demonstragao da versao completa, que trata da concorréncia de segmentos
das retas que unem cada vértice de um triangulo a um ponto situado sobre a reta suporte
do lado oposto.

3.1 Enunciado do Teorema de Ceva - Versao simples

O Teorema de Ceva na forma simples pode ser enunciado do seguinte modo:

Teorema 3. (Teorema de Ceva - Versao Simples) Sejam L, M e N pontos, respectiva-
mente, sobre os lados BC', AC e AB do triangulo AABC. As cevianas AL, BM e CN

intersectam-se em um ponto P, entao

NA LB MC_1
NB LC MA

Figura 3.1: Teorema de Ceva - Versao Simples

3.1.1 Demonstracoes da versao simples do Teorema de Ceva

As demonstracoes que serao apresentadas podem ser trabalhada no ensino médio, pois
envolve relacao entre areas, Teorema de Tales, Semelhanca de Triangulos e Trigonometria.
As quatro demonstragoes serao desenvolvidas a seguir.

37



Enunciado do Teorema de Ceva - Versao simples 38

3.1.1.1 Demonstracao via Teorema de Menelaus

Demonstragcdo. Suponhamos que as cevianas AL, BM e CN se intersectam no ponto P.
Note que podemos desmembrar a figura I em a e b da seguinte forma:

A

Figura 3.2: Ceva - Via Teorema de Menelaus

Ao aplicar o Teorema de Menelaus no triangulo AABL e a transversal ?Q P %, conforme
a figura 3.2(a) teremos:

NA CB PL

NB CL PA

Agora, aplicando o Teorema de Menelaus no triangulo AALC e a transversal %PM,
conforme a figura 3.2(b) teremos:

1 (3.1)

PA BL MC
PL BC MA
Multiplicando [3.1] membro a membro, teremos:

1 (3.2)

S NB IC MA

NA CB PL PA BL MC 1 NA LB MC
NB CL PA PL BC MA)

3.1.1.2 Demonstracao via areas

Demonstracao. Sejam L, M e N os pontos que associam as razoes que dividem respectiva-
mente, os lados BC, AC' e AB do triangulo AABC, com as respectivas areas, Sgpc = X,
Sapc =Y e Sapp = Z , conforme a figura 3.3
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Y
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Figura 3.3: Ceva: Via Areas

Observe % o ponto P nao pertence a nenhum dos lados do triangulo AABC'. Como

a semirreta C'P intercepta o segmento AB no ponto N, entdo pela Proposicio 2, temos
que:

S S NA S Y

APC _ PBFC _ parc _ ¥ (3.3)

NA NB NB  Sppc X

Note também que a semirreta jﬁ intercepta o segmento BC no ponto L. Entdo, pela
Proposicao 2, temos que:
Sapp _ Sapc _ LB Sapp 7

_ LB _ _Z 4
LB LC T IC Saie Y (3-4)

Agora observe que a semirreta ﬁ intercepta o segmento AC no ponto M. Entao,
pela Proposicao 2, temos que:

Sgpc  Sarp | MC  Sppc X

MC ~ MA T MA ™ Sap 2 (3:5)
Multiplicando, membro a membro, as igualdades [3.3] [3.4] e obtemos:
NA (LB (MCY (VY (Z) (X)_,
NB LC MA X Y zZ)
|

3.1.1.3 Demonstracao via Teorema de Tales e semelhanca de tridngulos

Demonstracdo. Sejam AL, BM E CN as cevianas que concorrem no ponto P no triangulo
AABC. Agora, tracaremos pelo ponto A uma reta r paralela a reta suporte do lado BC,
e prolongaremos as cevianas BM e CN até interceptar a reta r nos pontos E e D,
respectivamente, segundo ilustragao da figura 3.4.
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Figura 3.4: Ceva: Via Teorema de Tales e Semelhangas de Triangulos

Note que os triangulos ADNA ~ ABNC, pois o par de angulos, /DAN e ZNBC e
Z/ADN e ANC’B sao congruentes, e AD || BC. Logo, pelo Teorema de Tales, temos:

NA AD

NB  BC

Observe, também, que os triangulos AEMA ~ ABMC, pois os pares de angulos,

/EAM e /MCB, ZAEM e /MBC sio congruentes e AE H BC. Logo, pelo Teorema
de Tales, temos:

(3.6)

MC OB

MA ~ AE

E pela Proposicao 2, os tridangulos AAEP ~ ALBP e também os tridngulos ADAP ~
ACLP. Aplicando o Teorema de Tales, nos dois casos, teremos:

(3.7)

AP EA

PL LB (3:8)
e
AP AD
PL " IC (3:9)
De[3.8e temos que:
EA_AD LB _AE 3.10)
IB_ ILC T IC 4D '
Multiplicando as igualdades e [3.10] e simplificando, teremos:
NA MC LB\ _(AD CB AE\ NA _AE NA MC LB _
NB MA LC) \CB AE AD NB AD = NB MA LC
[ |

O Teorema de Ceva também pode ser apresentado na sua forma trigonométrica.
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Teorema 4. (Ceva trigonométrico - Versao Simples) Seja AABC um triangulo e
sejam N, L e M pontos sobre os lados segmentos AB, BC e C'A, respectivamente. Entao,
as cevianas AL, BM e C'N sao concorrentes se,

sen /ACN sen /BAL senéCéM_l
sen /BCN senLLA\C senLMA\B

Figura 3.5: Ceva Trigonométrico

3.1.1.4 Demonstracao do Teorema de Ceva trigonométrico via Lei dos senos

Suponhamos que as cevianas AL, BM e CN sao concorrentes em P. Observando
os triangulos AABP, ABCP e ACPA e aplicando a lei dos senos, respectivamente,
teremos:

BP AP sen MBA AP
— = — = g (3.11)
sen BAL sen MBA sen BAL BP
BPA _ CF/’\ N senB(jN _ BP (3.12)
sen BOCN senCBM senCBN CP
P AP AL P
C sen C B C (3.13)

=~ = ~— < —~— =
senCAL sen ACN  senACN PA
Multiplicando membro a membro as igualdades [3.11] [3.12] e [3.13] ,teremos:

sen M BA sen BC N sen CAL (AP BP pPC
(sentL> ' (senC’EN) . <senAaN> a (ﬁ) . (@) ' (ﬁ)

sen ACN sen BAL sen CBM ([ PA BP CcP
(senB@N) . (SGHLA\C) ' (senMEA) a (ﬁ) . (P_C) . (E)

sen ACN sen BAL senCB\M_1
sen BON sen LAC sen MBA
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Diante disso, continuaremos a exposicao das demonstracoes do Teorema de Ceva na
versao completa.

3.2 Enunciado do Teorema de Ceva - Versao completa

O teorema de Ceva na forma completa pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 5. (Teorema de Ceva - Versao Completa) Sejam L, M e N pontos,
respectivamente, sobre os lados BC, AC e AB do triangulo AABC. As cevianas AL,
BM e CN intersectam-se em um ponto P, se e somente se,

NA LB NIC .

NB LC MA
3.2.1 Demonstracao da versao completa do Teorema de Ceva

Demonstracdo. Suponhamos que as cevianas AL, BM e CN do triangulo AABC con-
correm no ponto P. Tragaremos pelo ponto A uma reta r paralela a reta suporte do lado
BC. Agora, prolongaremos as cevianas BM e CN até interceptar a reta r, nos pontos F
e D, respectivamente, conforme a figura 3.6.

D A E

Figura 3.6: Ceva Via Teorema de Tales

Note que os triangulos:
1°) ADNA ~ ACNB. Logo, teremos:

NA AD _NA AD

NB CBT NB CB (3:.14)
2°) ABPC ~ AEPD. Logo, teremos:
LB AF LB AF
- - (3.15)

IC _AD T IC ~ AD
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2°) AMAE ~ ACMB. Logo, teremos:

MC OB N MC (OB
MA AE = MA AE
Multiplicando as relacoes [3.14] [3.15] e [3.16], membro a membro e simplificando,teremos:

NA LB MC\ (AD AE CB (:)NA LB MC_1
NB LC MA) \CB AD AE NB LC MA
Diante do exposto, provaremos a reciproca: Dado um triangulo AABC e os pontos
N, L e M sobre os lados AB, BC' e C'A, respectivamente. Se ocorrer que

(3.16)

NA LB NIC
NB LC MA

Entdo as cevianas AL, BM e C'N concorrem no mesmo ponto P.

Considere um ponto P, tal que esse ponto seja intersecio das cevianas AL e BM.

E seja Q o ponto formado pela ceviana tracada a partir do vértice C' até o lado AB do
triangulo AABC', passando pelo ponto P, conforme a figura 3.7

L

Figura 3.7: Reciproca da versao completa do teorema da Ceva.

Note que ¢ valido que: % . % . %—i =1
Por hipotese, temos que: N—A . @ . M—C =1
’ NB LC MA
QA NA

Logo, dessas relacoes, teremos que : — = ——
g G e 0F = VB

Pela definicao 16, da unicidade do ponto divisor, temos que: ) = N.

Portanto, as cevianas AL, BM e C'N sao cocorrentes. [ |



4 Aplicacoes dos Teoremas de
Menelaus e de Ceva

Neste capitulo serao apresentadas algumas aplicacoes dos teoremas de Menelaus e de
Ceva.

Apesarem de serem pouco difundidas no ensino médio, algumas olimpifadas de Ma-
tematica e concursos exploram problemas cujas solucoes dependem dos conhecimentos
destes teoremas.

As atividades propostas estao acompanhadas de figuras ilustrativas e com suas respec-
tivas resolugoes, constituindo como uma sugestao de trabalho para o ensino da geometria
plana nas séries do ensino médio, embora alguns exercicios possam ser aplicados no 9°
ano do ensino fundamental.

Nos subcapitulos serdo enunciados 6 (seis) problemas utilizando os teoremas de Me-
nelaus e Ceva.

4.1 Aplicacoes do Teorema de Menelaus

Atividade 1 (O_BM) No triangulo AABC, D ¢ o ponto médio de AB e E ponto sobre
o lado BC' tal que BE = 2.EC'. Sabendo que ZADC = ZBAFE, calcule o valor de ZBAC.

44
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Figura 4.1: Atividade 1 - Menelaus

Solugao:

Por construcao, tracaremos as cevianas AE e CD e seja o ponto P de intersecdo desses
segmentos. Seja a um angulo talque « = ZADC = /BAFE & o = LZADP = /ZDAP.
Como a = LADP = /DAP, entdo o triangulo AADP ¢ isésceles coom AP = DP.
Aplicando o Teorema de Menelaus, ao triangulo ABC D, uma vez que os pontos A, P e
E sao colineares, obtemos:

EB PC AD 2 CP 1
— =1 - —.-=1 P=DP
ECPDAB T ipp2 7€ ’
e, consequentemente, AP = C'P. Agora seja a = ZDAP = ZADP e 3 = ZCAP =
ZACP. Observe que no triangulo AC'D a soma dos angulos internos sera:

(a+B)+f+a=180°= 20+ 28 = 180° < a + = 90°

Como Z/BAC = a + (3, teremos ZBAC = 90°. o
Atividade 2: Em um triangulo AABC, seja M o ponto médio do lado AC' e N o pé

da bissetriz interna relativa ao vértice B. Prolongue a semirreta C@ até o ponto D, tal
que DB = AB. Se BN intersecta DM em P, prove que /BAP = ZACB.
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Figura 4.2: Atividade 2 - Menelaus

Solucao:

Sejam a = BC,b = AC,c = AB. Usando o teorema da bissetriz interna, em relacdo a
bissetriz interna BN, obtemos

c a be
AN " b—AN a+ec
) b be b(a — c) ,
Dai, MN = AM — NA = - — = MN = ——=. Aplicando o teorema de
2 a+c 2(a+c)

Menelaus ao triangulo BC'N, em relagao ao terno de pontos colineares D, P e M, obtemos



Aplicagoes do Teorema de Ceva 47

b(a — c)
PB MN DC_l(:}PB 2(a+c) ate .
PN MC DB PN b c
2

PB bla—c) 2 a+c

& — . . Z. =1
PN 2(a+c) b ¢
<:>PB a—cil
PN ¢
o PB a—c_1
BN —-PB ¢
PB c

“BN—PB a-c
& PB-(a—c¢)=(BN—-PB)-c
S a-PB—c-PB=c-BN—c-PB
< a-PB=c-BN
< BC-PB=AB-BN
L PB_AD
BN  BC

Como N é o pé da bissetriz interna relativa ao vértice B, entao LZABP = ZNBC.

BP AB
Sabendo que ZABP = ZNBC e BN - BO segue que os triangulos AABP e ACBN

sao semelhantes pelo caso AA. Logo, /ZBPA = ZACB.

4.2 Aplicacoes do Teorema de Ceva

Atividade 3 Em um triangulo AABC com um angulo reto em B, sao tragadas a
bissetriz interior BD e as cevianas AM e C'L concorrentes no ponto O. Sabendo que
AB =2BC,2CM =5BM e BL = 2cm, encontre o valor do segmento BC'

Solucdo. Seja x = BC. Entdo AB = 2z. Seja 20M = 5BM = z. Entdo CM = ; e

BM = % Como BL = 2cm, entdao AL = AB — BL < AL = 2x — 2, conforme a figura
4.3
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Figura 4.3: Figura 4.3: Atividade 3 - Ceva

Atividade 4 Em um triangulo AABC sao tracadas um bissetriz interior BQ, uma
mediana AM e uma ceviana CP, concorrentes entre si. Se AP = 4cm, Se AQ = 6cm e
Se QC = 9cm, calcule a medida do segmento PQ).

Solucao:

Seja PQQ =x, MB = MC =y e PB = z, conforme a ilustracao 4.4

Figura 4.4: Figura 4.4: Atividade 4 - Ceva

Como as trés cevianas BQ), AM e CP sao concorrentes, podemos aplicar o Teorema,
de Ceva. Entao teremos:

PA MB QC 4 vy 9 36y 36

. . =l -- = - =1«< 1l —=162=362=606
PB MC QA 2y 6 6y2 62 ‘ -

PB - QC 69" 73 Entao, pelo
Teorema de Tales, PQ || BC. Como BQ é bissetriz interna entio ZPBQ = ZQBC
e ZQBC = ZBQP, pois sao altermos internos. Logo, o tridngulo ABPQ é isosceles.
Portanto, = 6, ou seja, o segmento PQ mede 6cm.

- PA A 4 6
Logo, o segmento PB mede 6cm. Note que — Q— =
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Atividade 5 (Canada 1998): Seja AABC um triangulo com ZBAC = 40° e ZABC =
60°. Sejam D e E pontos sobre os lados AC' e AB, respectivamente, tais que ZCBD = 40°
e /ZBCE = 70°. Se os segmentos BD e C'E se intersectam no ponto F, mostre que
AFLBC.

Figura 4.5: Atividade 5 - Ceva
Solugao:

Note que:

(i) Se ZABC =60° e ZCBD = 40°, entao ZABD = ZABC — ZCBD = 60° — 40° =
20°, ou seja, ZABD = 20°.

(ii) Como a soma dos angulos internos do triangulo AABC' é igual a 180° e sabendo
que, se ZBAC = 40° e ZABC = 60°, entao ZACB + /BAC + ZABC = 180° &
ZACB +40° +60° = 180° & LZACB = 80°.

(iii) Se LZACB =80° e ZBCE = 70°, entao ZACE = ZACB — Z/BCE = 80° — 70° =
10°, ou seja, ZACE = 10°.

Seja G o ponto de intersecao entre as retas ﬁ e % e /ZBAG = x. Entao LCAG =
/BAC — ZBAG = 40° — z. Pelo Teorema de Ceva trigonométrico, obtemos:

sen(£/BAG) sen(ZACE) sen(Z/CBD) 1
sen(/CAG) sen(/BCE) sen(/ABD)
sen x sen 10° sen40®

= . . =
sen(40° — ) sen 70° sen 20°

< senx.sen 10°. sen 40° = sen(40° — x). sen 70°. sen 20°
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Como sen 40° = 2. sen 20° cos 20°, e sen 70° = cos 20°, entao temos:

sen z. sen 10°.2. sen 20°. cos 20° = sen(40° — x). cos 20°. sen 20°
< 2.senz.sen 10° = sen(40° — z)

1
& senx.sen 10° = 3" sen(40° — x)

1
Como sen 30° = 2 temos:

sen z.sen 10° = sen 30°. sen(40° — x)
cos(A — B) — cos(A + B)
2

E como sen A - sen B =

, obtemos:

cos(x — 10°) — cos(z + 10°)  cos(x — 10°) — cos(70° — x)

2 2
& cos(z — 10°) — cos(z 4 10°) = cos(z — 10°) — cos(70° — x)
& cos(z + 10°) = cos(70° — z)
=2+10°="70°—2
= 2r = 60°
=z = 30°

A soma dos angulos internos do triangulo ZAGB ¢ 180°, ou seja,

LAGB+/BAG+/ZABG = 180° & LAGB = 180°—£ZBAG—-ZABG = 180°—-30°—60° = 90°

Logo, fﬁ 1L %

4.3 Aplicacao do Teorema de Menelaus e de Ceva

Atividade 6 (OBM 2015 - Reformulada): Seja um triangulo AABC escaleno e AD,
BE e CF as bissetrizes internas, com D sobre BC, E sobre AC e F sobre AB. Seja P

um ponto de intersecio das retas suporte dos segmentos BC e FE, com P € BC. Calcule
a medida do angulo ZDAP.

Solugao:

Seja P a intersecao das retas BC' e EFF. Afirmamos que P € @\BC.
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L o e -
Figura 4.6: Figura 4.6: Atividade 6 - Menelaus e Ceva

Ao aplicar o Teorema de Ceva no triangulo AABC, teremos

FB'EA'DCzl(:}FB‘EA:DB

FA EC DA FA EC DA
Agora, ao aplicar o Teorema de Menelaus ao triangulo AABC, em relagao ao terno de
pontos colineares I', ' e P, obtemos:

(4.1)

FB EA PC @FB EA PB
FA EC PB FA EC PC
DB PB DB PC

(4.2)

Das igualdades (4.1) e (4.2), teremos: e =~ Pc © DC = PB (4.3)

. - . B AC DC
ieg) Teorema da bissetriz interna aplicado ao AABC, temos: DB~ DO & B =
— (4.4
55 44

AC_PC@PB_PC
AB PB = AB AC

De (4.3) e (4.4), obtemos: (4.5)

Com essa relacdo de proporcao (4.5), concluimos que f@ é bissetriz externa do trian-
gulo AABC relativa ao vértice A. Somando os seguintes angulos, obtemos a seguinte
igualdade:

LBAD + Z/DAC +2- ZCAP = 180° (4.6)

Como AD & bissetriz interna, entio /BAD = Z/DAC (4.7). Substituindo (4.6) em (4.7),
teremos:

2-LDAC+2-ZLZCAP =180° & LDAC + LCAP =90° = ZDAP = 90°



5 Consideracoes finais

Este trabalho tem como foco atingir o maior nimero de alunos e professores do ensino
médio, e também mostrar que é possivel trabalhar as demonstracées do Teorema de Me-
nelaus e de Ceva tendo somente como pré-requisito o conhecimento bésico de geometria
euclidiana, ministrado no ensino médio.

Para tornar o trabalho autossuficiente e facilitar a abordagem do tema, foram, pri-
meiramente, expostos alguns conceitos da geometria euclidiana, para depois apresentar
diversas formas de demonstragao, envolvendo Teorema de Tales, Semelhanca de tridangu-
los, Relacao entre areas e a Lei dos Senos, cabendo a melhor escolha para o entendimento,
desenvolvimento da demonstragao e aplicacao nos problemas com esses propositos.

As demonstracgoes foram divididas em uma versao simples e outra completa, devido ao
fato de apreciacao didatica e, principalmente, para que os alunos e professores percebam
a diferenca ao trabalhar com medidas geométricas, aquelas que nao levam em conta a
orientacao, e as medidas algébricas, que ja consideram a orientacao do segmento. Alguns
autores como, FERREIRA (2015) ©, DE FREITAS (2015) ®, MARTINS (2015) “ ¢ MA-
CEDO (2014) 8 comentam sobre a diferenca entre a versao simples e a versio completa dos
teoremas, ou apenas exibem os teoremas utilizando medidas geométricas de comprimento.

De acordo com DE FREITAS (2015) ® a versao simples do teorema de Menelaus, é
valida parcialmente, pois a reciproca é falsa. Um contraexemplo simples ocorre quando
os pontos L, M e N sao médios dos lados do triangulo ABC. Neste caso, os pontos nao
sdo colineares, mas o produto das razdes ¢ igual a um. Contudo, MARTINS (2015)
afirma que, “se o professor ou o aluno tém ciéncia dessa particularidade e toma o devido
cuidado no momento da resolucao de um problema, pode aplicar o teorema reciproco de
Menelaus na sua versao simples”.

De acordo com as pesquisas desenvolvidas, ainda existe outras formas de apresenta-
cao dos Teoremas de Menelaus e de Ceva, que podem ser exploradas pelo publico alvo,
mostrando abrangéncia e a utilidade da teoria apresentada.

Esperamos que realmente esta dissertacao motive os docentes para abordagem desses
teoremas em sala de aula, desde a compreensao da aplicacao dos conceitos nas situacoes
problemas, as construcoes de diversas formas de demonstracoes do Teorema de Menelaus
e de Ceva, contribuindo desta forma para desenvolvimento do conhecimento teorico e
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pratico dos alunos, reduzindo as dificuldades existentes na abordagem desses teoremas
pelo docente em sala de aula, e consequentemente, acrescentando no ensino da geometria
euclidiana tanto no ensino médio, como nas séries finais do ensino fundamental.
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