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RESUMO

PRISCILA CORDERO LEAL. Um estudo sobre otimizacao de fungoes reais de
varias varidveis: teoria e aplicagoes. 2017. 101 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias
— Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

Otimizar significa determinar estratégias para se obter as melhores alternativas em busca
dos objetivos tracados. Em matemaética, otimizagao refere-se ao estudo de problemas
em que se deseja maximizar ou minimizar uma determinada funcdo através da escolha
sistematica dos valores de variaveis dentro de um conjunto vidavel. Um dos métodos de se
determinar os maximos e minimos de fungoes é utilizando-se o calculo em varias variaveis,
o qual sera abordado nesse trabalho. Possiveis situagoes relacionadas ao cotidiano sao
apresentadas para que o processo de otimizagao possa ser abordado por alunos do Ensino
Meédio.

Palavras-chave: Otimizacao, Méximos e Minimos, Célculo de varias variaveis.






ABSTRACT

PRISCILA CORDERO LEAL. A study on optimization of real functions of several
variables: theory and applications. 2017. 101 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias
— Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

Optimizing means determing strategies to obtain better alternatives in the search of the
stated aims. In Mathematics, optimization refers to the study of problems in which we
want to maximize or to minimize a certain function through a systematic choice of variable
values in a viable set. One of the methods used to determine the maximums and the
minimums of functions is using calculus in several variables, what will be discussed in
this work. Possible situations related to daily life are presented so that the optimization

process can be studied by high school students.

Keywords: Optimization, Maximums and Minimums, Calculus in several variables.
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INTRODUCAO

Em tempos atuais, em busca do desenvolvimento, de aprimoramento, o termo otimizar

aparece com enorme destaque.

A Matematica é uma ferramenta poderosa no estudo de processos de otimizagao e através

dela vem-se criando métodos que possibilitam a tomada de melhores decisoes.

Aproximar situacoes reais, que sdo consideradas ou discutidas no dia-a-dia, dos alunos
em sala de aula, tem-se mostrado uma forma bastante interessante em situacoes educacionais.
Sabendo-se das dificuldades com relagdo a Matematica apresentadas pelos alunos ao longo dos

anos escolares, este tema pode ser bastante explorado em aula como fator motivador.

Para esses processos de otimizacdo, é de suma importancia criar uma funcao a ser tra-
balhada, a qual denominamos fun¢ao objetivo, porém em diversas situacdes nos deparamos com

situacoes limitadoras, dessa forma criam-se novas func¢oes, denominadas funcoes restricoes.

O método que utilizamos no decorrer desse trabalho é baseado no calculo diferencial
com varias varidveis. Dessa maneira, fizemos um estudo com conceitos preliminares utilizados
no calculo, para depois estudarmos os métodos de otimizacao, ou seja, métodos pelos quais
conseguimos encontrar valores que maximizam ou minimizam os modelos matematicos a serem

estudados.

No primeiro capitulo, desenvolvemos os pré-requisitos necessarios para compreender os
conceitos, as hipdteses e as demonstracoes que foram apresentadas ao longo do trabalho. Estudos
sobre diferenciabilidade, regra da cadeia e polindmio de Taylor para fungoes de varias variaveis

a valores reais foram abordados.

No segundo capitulo, abordamos alguns tépicos sobre a teoria de otimizagao para fungoes
de véarias varidveis a valores reais divididos em problemas de otimizagdo condicionados e nao
condicionados. Alguns problemas que desenvolvemos sao de facil interpretacao e provenientes de

situacoes reais.

Para alcancar os alunos do Ensino Bésico, com esta teoria, faz-se necessario o estudo
de ferramentas e conteidos que sdo normalmente abordados em cursos universitarios, como
por exemplo, derivagdo. Entretanto, citamos exemplos em que podemos trabalhar o conceito de
maximo e minimo de uma funcgio, levando em consideragao outros conhecimentos ja adquiridos,

ao menos, por alunos do Ensino Médio. Estes exemplos sdo abordados no terceiro capitulo.

Todas as figuras apresentadas foram feitas por meio do software Mathematica, porém

podem ser utilizados outros softwares, como por exemplo, o Geogebra.
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1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo revisaremos alguns conceitos de calculo em variais variaveis que
serdao importantes no desenvolvimento dos proximos capitulos. Em geral, assumiremos que
o leitor tenha uma certa familiaridade com o conceito de funcao e com o espaco euclideano

n-dimensional, ver [1]

Através de funcoes de varias variaveis pode-se modelar uma infindavel quantidade
de fendmenos dos mais diversos ramos, por exemplo, o volume V de um cilindro é dado
por V = mr’h, onde r é o raio e h é a altura; a funcdo de Cobb-Douglas, que modela o
desempenho de uma economia, dada por g = kx®*y*2, onde g é o produto, x é o capital, y

é a mao-de-obra e o e ap sao constantes apropriadas, entre varios outros.

1.1 Funcao de Varias Variaveis

Definicao 1. Seja A C R". Uma func¢do f de A em R é uma regra que associa a cada
X € A um tnico nimero real f(x). O conjunto A serd chamado de dominio de f e o
conjunto {f(x): x € A} serd chamado de imagem de f. A varidvel x é chamada de varidvel

independente e a variavel f(x) é chamada de variavel dependente.

O grafico de uma funcio é definido como o conjunto Gr(f) = {(x, f(x)) e R"*! /x €
A}.

Observagao 1. No que segue, usaremos a seguinte notagao para denotar uma funcao

como descrita na Definigao (1)
fACR"—=R

x— f(x).



22 Capitulo 1. Conceitos Preliminares

Se n =2, denotamos as variaveis independentes por (x,y) e a fungao por z = f(x,y).

Se n =3, denotamos as varidveis independentes por (x,y,z) e a funcdo por w =

f(x,y,2), e assim, sucessivamente.

Exemplo 1. Considerando a fungao f(x,y) = /y —x + /1 —y, temos que seu dominio é
dado pelo conjunto de todos os pares (x,y) € R?, com y—x >0e 1 —y >0, ou seja Dy
= {(x,y) €ER?*[y>xey<1}esuaimagem é o conjunto dos niimeros reais positivos. As

Figuras 1 e 2 mostram, respectivamente, o dominio e o grafico de f.

Y

1,0
0,8
0,6
0,4

0,2

Figura 1 — Dominio de f(x,y) =+/y—x++1—y.

-4

-4

Figura 2 — Grafico de f(x,y) =y—x++1—y.

Exemplo 2. A funcio f(x,y) = x*>+y* tem como dominio todo o R? e imagem o conjunto

dos niimeros reais nao negativos.A Figura 3 mostra o grafico de f.
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_ | /
x 1|/

~/

2

Figura 3 — Gréfico de f(x,y) = x>+

Defini¢ao 2. Sejam z = f(x,y) uma funcdo e ¢ pertencente ao conjunto imagem de f.
O conjunto de todos os pontos (x,y) pertencentes ao dominio de f tais que f(x,y) = ¢
denomina-se curva de nivel de f correspondente ao nivel z = ¢. Assim f é constante sobre
cada curva de nivel. O gréafico de f é um subconjunto do R3. Uma curva de nivel é um

subconjunto do dominio de f, portanto, do R2.

Exemplo 3. Para a funcdo do Exemplo 2, as curvas de nivel, no nivel ¢ € Imf, sao

circunferéncias com centro na origem e raio y/c, como podemos verificar na Figura 4.

Figura 4 — Gréfico da funcio f(x,y) =x>+y* e a representacio de suas curvas de nivel no plano
Xy.
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1.2 Funcoes diferenciaveis

O principal objetivo desta secdo é o estudo de alguns conceitos basicos de fungoes
diferenciaveis ou derivaveis. Para comecar, introduziremos algumas notagoes e lembraremos
do conceito de fun¢ao continua e da derivada de uma fun¢do de uma variavel real a valores

reais.

1.2.1 Diferenciabilidade para funcées reais a valores reais

Definicao 3. Sejam f:A C R — R uma funcao e xg € A um ponto de acumulagao de A.
Dizemos que f é continua em xg quando lim f(x) = f(xp). Dizemos que f é continua se f
X—rX0

for continua em cada ponto de seu dominio.

Exemplo 4. Como exemplo de fun¢oes continuas podemos citar as fungdes polinomiais,

as fungoes racionais, as fungoes modulares, etc.

1
xsen <—) , x#0
Exemplo 5. A fungio f(x) = X , € continua em todo o seu dominio.
0,x=0

Definicao 4. Sejam f:A C R — R uma funcao e xo € A um ponto de acumulacao. Definimos
a derivada de f em xg, denotada por f’(xp), por

£tx0) = L3 = tim L0 _ py F500) = floa)

dx X=X X—XQ h—0

desde que o limite exista.

Podemos interpretar geometricamente o significado de f ser derivavel em um ponto.
Seja C = Gr(f). Para definirmos a reta tangente, basta conhecer um ponto P(xg, f(xp)) e seu
coeficiente angular m, entdo a equagao da reta tangente r & curva em P é dada por y— f(xo)
= m(x—xp). Mas como obter m para que r seja tangente & curva em P? Consideremos um
outro ponto Q, arbitrario sobre a curva, cujas coordenadas sao (xo+#h, f(xo+h)). A reta

que contém P e Q é denominada reta secante a curva.

Analisemos agora a variacao do coeficiente angular da reta secante fazendo Q se
aproximar de P, ou seja, tomando h cada vez menor, conforme Figuras 5, 6 e 7 onde na
primeira delas, P e Q estao distantes entre si, ja na segunda figura estao mais préximas e

na terceira a distancia entre eles ¢ bem pequena.

Podemos observar que se P esta préoximo de Q, o coeficiente angular da reta secante,
mpg deve estar proximo do coeficiente angular m da reta r, ou seja, o coeficiente angular da
secante tem um limite m quando Q tende a P, que é o coeficiente angular da reta tangente

r.
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&
|
Lk
s

T \
N
©
<

Figura 5 — Aproximacao da reta tangente por retas secantes, com pontos P e Q distantes entre

si.

Figura 6 — Aproximacgado da reta tangente por retas secantes, com pontos P e Q mais préximos
em relagdo a figura 5.

Figura 7 — Aproximacgédo da reta tangente por retas secantes, com pontos P e Q bem préximos.

Indicando a abscissa de Q por x = xo + h, assim h = x - x(, e sabendo que a abscissa

de P é xq, entao se Q — P, temos que h — 0, o que equivale a x — xg.

Assim,

X=X h—0 h X—X0 X — X0

(se este limite existe), é o coeficiente angular da reta tangente r e denotamos tal limite por
f'(x0)-
Logo, a derivada da funcao em um ponto fornece o coeficiente angular da reta

tangente ao grafico desta fungao, neste ponto.

Exemplo 6. Seja f(x) = x, provaremos que f’(x9) = 1, para todo xy € R.
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h) — h— h
De fato, f'(xg) = }111_1;1;1) flxot })l S (xo) = }lli_%w == 1.

Podemos definir a funcao derivada f': D C R — R dada por
5 = tim S0

) h—0
existe.

, onde D é um subconjunto de A tal que, se x € D, tal limite

No exemplo anterior, f'(x) =1, Vx € R.

Exemplo 7. Se f,g: R — R sdo dadas por f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x), entao, suas

fungoes derivadas sao:

, B flx+h)— f(x) . sen(x+h)— sen(x)
1 -
Fiix) = haO h hlg(l) h
h h h h
2sen x—|— il x—l— T 2sen| = |cos | x+ =
lim lim 2 2 f d h t
= azendo — =
h—0 h h—0 h ’ 2
temos:
2 t t t
f(x) =1lim sen(t)cos(x+1) = lim sen(t) limcos(t+x) = 1 cos(x) = cos(x), Vx € R.
t—0 2t t—0 t  t—=0
glx+h)—g(x) . cos(x+h) —cos(x)
/ =1 =]
§w) h—0 h B0 h
h h— h h
—2sen x—|——+x sen x—i——x —2sen|{x+ = |sen| =
=lim 2 2 =lim 2 2
 h>0 h  hs0 h ’
h
fazendo > =1, temos:
-2 t t t
g (x) = lim sen(x+t)sen(t) _ lim —sen(t + x) limw = —1 sen(x) = —sen(x),
t—0 2t t—0 t— t
Vx e R.

O conceito de diferenciabilidade de uma fungao esta associado a ideia de “suavi-

dade”de seu gréafico.
Vamos entender este conceito inicialmente para fun¢oes de uma varidvel real.

Se f:ACR — R ¢é uma funcao derivavel, entao seu grafico é uma curva suave, sem

pontos angulosos. Se f tem derivada em x = xp, isto é, existe f’(xp), entao:

L
lim f(x) — flxo) —f(x) =0

X—X0 X —X0

lim f(x) = f(xo) = f'(x0) (x —x0)

X—X0 X — xO

=0
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i &) = (o) + f(x0) (x = x0)]

X—X0 X — X0

=0.

Chamando T (x) = f(x0) + f(x0) (x —x0) e R(x) = f(x) — T(x), como lim R) =0

X—=xX0 X — X0
isto significa que T'(x) se aproxima de f(x) (quando x — xp) “mais rapido”que x se aproxima

de xp. Em outras palavras, o gréfico de T, que é a reta tangente ao grafico de f em (xg, f(xo))

¢ uma boa aproximagao de f perto de xo.

Observemos na Figura 8, a proximidade entre os graficos de f(x) =x? e T(x) =
F(x0)+ f(x0)(x —x0), com xg = 1, ou seja, T(x) =2x—1.

Figura 8 — Reta tangente ao grafico de f em (xo, f(x9)).

Por outro lado, vemos que a reta tangente é a Unica reta com esta propriedade,
isto é, se procurarmos por outra reta y = m(x —xo) + f(xo) que quando x = xq vale f(xp) e

satisfaz

0= limﬂ — lim flx)—y

X—=X0 X — X0 X—=XxX) X — X0

e fO = —x0) +f0)] (f(X) ~f(x0) _m>7

X—X0 X — X0 X—=X0

vemos, pela unicidade do limite, que m = f/(xp).

Dessa forma, se f tem derivada em xg, tem reta tangente ao grafico de f em x = xg
e esta ¢ uma boa aproximagao para o grafico de f, isto ¢, podemos aproximar o valor de f

pelo valor de T, proximo a xp:

f(x) = f(xo) = f'(x0) (x — x0) + R(x).
—_—

Ay

Observamos, também, que se f: A C R — R ¢ diferenciavel em x¢, entdao f é continua

em xg.
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f(x) = f(x0)

De fato, se f é derivavel em xg, lim existe e é igual a f”(xp). Precisamos

provar que f é continua em xy, isto exgl);oe hm EC ) = f(xo).
Temos que,
fx) = fxo) = &) = /o) (x—x0), x # xo,
X — X0
dai,
lim (f(x) — f(xo)) = lim w . lim (x—x0) = f'(x0).0 = 0.
X—XQ X—XQ — X0 X—>X0
Ou seja,
lim (7(3) ~ f(x0)) = 0
e, portanto,

lim f(x) = f(x0)-

X=X

1.2.2 Diferenciabilidade para funcées de duas variaveis reais a valo-

res reais

Para generalizar o conceito de diferenciabilidade para func¢oes de duas variaveis
gostariamos que uma funcao de duas variaveis possuisse um “plano tangente”’como uma
boa aproximagao e que também fosse continua no ponto onde é diferencidavel. Para isso,
precisamos definir, inicialmente, o conceito de continuidade para fungoes de varias variaveis

e o conceito de derivada parcial.

Definigdo 5. Suponha que f:A C R? — R seja uma funcio e que (xg,y0) € A seja um
ponto de acumulagao de A. Dizemos que f é continua em (xg,yp) , se e somente se,

lim  f(x,y) = f(x0,y0). Dizemos que f é continua se f for continua em cada ponto
(x.y)—=(x0.¥0)
de seu dominio.
2_ .2
AT =)
- ) 2 se ()C,y) 7é (070) , ,
Exemplo 8. A funcao f(x,y) = ¢ x“+Yy ¢ continua para todo

0, se (x,y)=1(0,0)
(x,y) # (0,0), mas nao é continua em (0,0), pois considerando os caminhos 7} () = (¢,0) e

P (t) =(0,1), t € R temos,

2

o . .t
lim £(ri () = lim f(r,0) = lim -5 = 1
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2
tim £(7(1)) = lim £(0,1) = lim — = —1.

t—0 1—0 12

Logo, #f 1lim f(x,y) e portanto, f ndo é continua em (0,0).
(x,y)—=(0,0)

Vamos, agora, definir o conceito de derivada parcial. Considere f : A C R? - R, e
(x0,y0) € A. Fazendo y = yg, podemos, entdo, considerar a fun¢ao g de uma varidvel real
dada por g(x) = f(x,y9). Olhando g como uma fun¢ao de uma variavel, podemos definir a
derivada de g em xo, g'(x0), por:

f(x,50) — f(x0,¥0)

g (x0) = lim s =8(x0) _ .
x—=xo  X—Xp X—x0 X — X0

Fazendo x —xg = h,

h,yo) — 0
g/(xO) _ }llg%f<x0+ 7y0})l f(x07y0) :a_i:(anYO)a

chamada derivada parcial de f com respeito a x, no ponto (xp,yp), se o limite existir.

0
Geometricamente, a derivada parcial de f com respeito a x em (xg,yo), a—f(xo,yo),
x
é a inclinagao da reta tangente no ponto (xo,yo, f(xo,y0)) & curva obtida pela intersecgao

do gréafico da fung¢ao com um plano perpendicular ao plano xy, passando por y = yy.

Exemplo 9. Seja a funcio f(x,y) = x> —y?, cujo grafico pode ser visto na Figura 9. A

derivada parcial de f em relacao a x é dada por —f(xo,yo) = 2x e a derivada parcial de

ox

0
f em relacao a y dada por &—f(xo,yo) =2y. A Figura 10 ilustra o plano perpendicular ao
y

plano xy, passando por y = yp, enquanto que a Figura 11 ilustra o plano perpendicular a

plano xy, passando por x = xg.

0
Considerando todos os pontos onde é possivel calcular a—f, podemos definir a fungao
X
d
or. DI CACR? 5 R
dx
af
(x7y> = x(xmy) - fx(xvy)

chamada funcao derivada parcial de primeira ordem de f, com respeito a primeira variavel.

d
Para calcular a—f(x,y) basta observarmos que ela é a derivada da funcao g(x) =
X

f(x,y), mantendo y constante.
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Figura 9 — Gréfico de f(x,y) = x> —y°.

Figura 10 — Derivada parcial de f com respeito a x.
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Figura 11 — Derivada parcial de f com respeito a y.

Exemplo 10. A derivada parcial em relacio a variavel x da funcio f(x,y) = x> +x2y3 —2y?
é obtida pela defini¢ao,
J(x,y0) — f(x0,0)

0 )
a—ic(xoa)/o)z lim

X—X0 X — X0
i 004850 — 20%) — (605 575 — 2x¢)
X—X0 X — X0
_ i £ 0300 )
X—X0 X — X0
~ tim (x —x0) (x> +xx0 +x%) —i—yg(x —x0)(x+x0)
X—X0 X —xO
= lim x% + xx0 + x5 + 3 (x + x0)
X—X0

= x%—kx(z) +x%+y(3’)(xo +x0)

= 3x(% + 2x0y8.

d
Analogamente, podemos definir a—;t(xo, yo)- Fixando xg e definindo h(y) = f(xo,y),
temos:
h/(yo) = lim M — lim f(x07y) _f(X(),yo) .
y=yo y—=XYo Y=Y0 Y=Y

Fazendo y —yg = h,

h) — 0
h/(yo):}lli—r)r(l)f(xo,yoJr 2 f(x0,50) :a_i(x()’yo).
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d
Novamente, considerando todos os pontos onde é possivel calcular —f(x, y), podemos

dy

definir a fungao

0
—f:chAch—HR{
dy

(r.y) o §—§<x,y> = )

que é chamada fung¢ao derivada parcial de primeira ordem de f, com respeito a segunda

variavel.

A reta tangente, neste caso, sera denitada por s, veja Figura 13.

Exemplo 11. A derivada parcial em relacio a varidvel y da funcaof(x,y) = x> +x2y3 —2y?

é dada por:
d . X0,Y) — J(x0,Y0
a_f(x(),yo):llm f(x0,y) — f(x0,50)
y y—=Yo yY—Yo
i (00 —2%) = (0 465 — 255)
Y=o y—=Yo
20,3 3 2 2
i Y007 = 30) =207~ )
Y=o y—=Yo
i 500 =300 07 430 +35) —20' = y0) (v +0)
Y=o y—=Yo

= lim x3(y* +yyo +y3) —2(y +
e o(y yYo YO) (y yo)

= x3(3 + 3 +3) —2(vo +0)

= 3x%y% —4yp.

Exemplo 12. Considerando a funcio f(x,y) = 4 —x*> —y?, temos que:

df . f(x,y0) — f(x0,Y0)
gy Woo¥0) = lim ==
o X 30 — (45— 5)
X—X0 X —X0
2 2 2 2
— Jim 2T 0T+
X—>X0 X — X0
2, 2
T

X=X X —XQ

—(x—x0)(x+x0)

= lim
X=X X —X0
= lim —(x+xp)
X—X0

= —(x0+x0)
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= —2)C0.
Assim, fi(1,1) =-2.1 = -2, que representa a taxa de variagdo de f no ponto (1,1)

na dire¢ao do eixo x.

Da mesma forma,

af . f(x0,y) — f(x0,y0
% (x0.30) = tim L0 2020
y Y=o y—Yo
2 2 2 2
— Im (4—x—y)—(4—x—x)
y=yo yY—=Yo
2 2,2
_ i AR g
y=yo Yy—Yo
2.2
]
y=yo Y—Yo
— 1im —(y—y0)(y +0)
Y=o Yy—=Yo
= lim —(y—+
Jim (y+y0)
= —(yo+o0)
= —2yo.

Assim, fy(1,1) = —2.1 = =2, que representa a taxa de variagao de f no ponto (1,1)

na direcao do eixo y.

2

Figura 12 — Reta r, tangente a curva obtida pela intersecgdo do gréafico de f com o plano yz.

Voltamos agora a ideia de plano tangente como uma “boa aproximacao”para uma

funcao de duas variaveis.
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Figura 13 — Reta s, tangente a curva obtida pela interseccao do gréafico de f com o plano xz.

Vamos raciocinar intuitivamente. Seja z = f(x,y) uma superficie que é o grafico de

uma func¢ao de duas variaveis.

Pelas consideracoes sobre derivadas parciais, o plano tangente deve conter as retas

) d
r e s com inclinagao a—f(xo, Yo) e a—f(xo, ¥o), respectivamente. As Figuras 12 e 13 ilustram
y x

as retas r e s, respectivamente, juntamente com o grafico de f, o plano tangente e a curva

de intersecgao.

Se o plano é dado por :
A(x—x0) +B(y—y0) +C(z—20) =0,
ou ainda,
(z—20) = alx—xp) +b(y —yp), teremos:

fazendo x = x¢ na equacao,

Z2—20 = g—JyC(XO,yo)(y —)0) (reta 1)

e fazendo y = yp na equacao,

0
-2 = a—ﬁ(xo,yo)(x—xo) (reta s)

0 0
Portanto, z—z9 = a—ic(xo,yo) (x—x0)+ a_;f (x0,50)(y — ¥0)-
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Assim, considerando T'(x,y) = f(x0,y0) + fx(x0,¥0)(x —x0) + fy(x0,¥0) (y — ¥0), se o
plano tangente existir é natural esperarmos que ele tenha esta equacao, ou seja, ele serd
o grafico da funcdo T: R?* — R. A Figura 14 destaca as retas r e s tangentes & superficie

enquanto que a Figura 15 exibe o plano tangente a superficie no ponto ((xo,y0),f(x0,¥0))-

Figura 14 — Retas r e s.

Figura 15 — Plano tangente a superficie.

Facamos algumas consideragoes. Sera que apenas existir as derivadas parciais é
suficiente para garantir que a funcao T seja uma boa aproximagao para a fungao f, no
sentido pedido anteriormente? Também, serd que fun¢des que possuem derivadas parciais

em um ponto (xgp,yp) sdo continuas nesse ponto?
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=5, se (x3) #(0,0)
5 5 Se Y )
Exemplo 13. Se considerarmos a funcao f(x,y) = X 4y? é facil

0, se (x,y) =(0,0)
ver que f(0,0) = £,(0,0) =0, mas f nao é continua na origem.

X3

——, se (x, 0,0
Entretanto, observamos que a fungao f(x,y) = x24y? (5.7) # (0.0 possui
0, se (x,y) =(0,0)

as derivadas parciais na origem e é continua na origem. De fato,

limitada
tende para 0 —
) lim fluy)= lim 2 m —11——0—fm0)
w3200 " T ()00 Y (1) 2(00) x4y
h3
) £:(0,0) ) h 0k ¢
. f(0,0+k)—£(0,0) . 0
£(0,0) = lim k o =Y

Porém, £(0,5;0,5) = 0,25 e, como T(x,y) =x, entao 7(0,5;0,5) =0,5, apesar de
0,5 ser um valor proximo de 0,25 ele representa seu dobro, nao sendo assim uma boa

aproximacao.

Logo, apenas a existéncia das derivadas parciais nao implica no conceito de dife-
renciabilidade que queremos apresentar. Analisando, novamente, o caso para uma variavel

7

real é natural pedir que “f(x,y) — T (x,y) — 0 mais rapido do que (x,y) — (0,0)
Temos, assim, a seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.1. Sejam f:A — R, A é um conjunto aberto de R?, e (xp,yo) € A. Dizemos

que f é diferenciavel em (xg,yo) quando existirem reais a e b, tais que

{ f(xo+h,y0+k) — f(x0,y0) —ah —bk
im =0.
(h,k)—(0,0) | (h, k)|

Dizemos que uma funcao é diferenciavel se for diferenciavel em todo ponto de seu

dominio.

0
Veremos que, neste caso, a= 8_(x0’ yo) € b= —f(xo, yo) pelo seguinte teorema.
X

dy

Teorema 1. Seja f:A C R?> - R uma funcdo, A um conjunto aberto de R?, e seja
(x0,¥0) € A. Se f for diferencidvel em (xg,yo), entdo f admite suas derivadas parciais neste

ponto.

Demonstragio. Seja f diferenciavel em (xg,yo), entdo existem a e b tais que

lim E(h k)
(hk)—(0,0) || (B, k) |

=0, onde
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E(hak) = f(X0+h,y0+k) _f(XO,yO) _ah_bka assim

Seh<0,

lim E(h,0) ~ lim f(xo+h,yo) — f(x0,y0) —ah 0, entéio
(hk)—(0,0) || (h,0)||  r—0- —h

lim

h—0~

(-f(xo + h,yo) +f(xo,yo)>
h

h—0~ h

— lim (f(x0+h7y0)_f(x07YO)> o . ah

Se h>0,

lim

(hk)—(0,0) || (7,0)[]  n—0*

E(h,()) — lim <f<x0+h,)’0) —hf(xO,yO)—i_ah) :0, entao

h—0t h

lim (f(xo+h,yo)—f(x0,yo)> . ah

h—0t h

lim (f(onrh,yo)—f(xo,yo)) lim .

Da mesma forma temos:

Se k<0,

lim

(h)—0.0) [|(0,&)] k=0~

EQK) _ . (f(XO,yo+k) :]{(XOvyO)_bk> =0 ,entdo

lim (-f(xo,yo +i) +f<x07y0)>

k
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d
L (x9.70) = b.

2|

Se k>0,

lim

(hk)—(00) [ (0,k)[|  k—0+

E(0.k) _ lim (f(x07y0+k) —kf(xo,yo)—bk> =0 ,entdo

k=0t k

lim (f(xo,yo+k)—f(xo,yo)> . Dk

lim

k—0+

(f(xoayoJrk)—f(xo,yo))_ . bk
k )

d
8—J;<xo,yo> — b,

Assim provamos que se f for diferencidavel em (xg,y), entdo a = a—(xo, Yo) €
X

df
b = ==(xp,y0) serao os tnicos reais para os quais o limite acima é zero.

dy

Para uma fungao com n variaveis o procedimento é o mesmo.
Observacoes:

1) Para se provar que uma fungao é diferenciavel em (xg,yp) é suficiente provar que

f admite derivadas parciais em (xg,yp) e que

d 0
f(x0+h,yo+k) — f(x0,y0) — a—f:(xo?yo)h — a—f(xo,yo)k
lim Y 0.
(hk)—(0,0) [ (R, k)]

2) Se uma das derivadas parciais nao existir em (xg,yp), entao f nao sera diferencidvel

nesse ponto.

3) Se ambas as derivadas parciais existirem, mas se o limite acima nao for zero,

entdo f nao serd diferencidvel em (xg,yo).
d
4) Se f ¢é diferencidvel no ponto (xg,yo), o plano z— f(xp,yo) = 8—ff(xo,yo)(x—xo) +
x

d
8_f f(x0,y0)(y — yo) denomina-se plano tangente ao gréafico de f no ponto (xo,yo, f(x0,Y0))-
y

Exemplo 14. Provaremos que a fungio f(x,y) = xy é diferencidvel. De fato,
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0 0
E(h,k) = f(xo+h,yo+k)— f(x0,y0) — 8—£(XOJO)h — a—JyC(Xo,yo)k = hk.

lim E(hK) _ lim L—O
(1K) =00) [[(B,K)|| (hk)>00) VAZ+42

Logo, f(x,y) é diferencidvel em todo (x,y) € R?, ou seja, f(x,y) = xy é uma funcio

diferencidvel.

Entao,

2
X7y
2 2 se (-xvy)#(()?()) ~ ~_ 7 1: .
Exemplo 15. Se f(x,y) = x*+Yy , entao f nao ¢é diferencidvel em
0, se (x,y)=(0,0)

(0,0). De fato,

. E(h,k)
llm(h,k)—>(0,0) W:
llm(h’k)%(()’()) (O—|—h, 0+ k) - f(0,0) - g(o’ O)h - a_y(oyo)k \/hZ—W:
h’k
. 22
M) 00) P
) h*k
M) =00) 0 oy
2
(h?+k2)>

2

tt t 1
Send im, IimG(0,k) =0e lim G(t,t) = lim ——= lim —— = ——.
endo assim, lim G(0,k) =0 e lim G(1,1) S0 2222 0t a2 22

Portanto, f nao ¢ diferenciavel em (0,0).

X3

se (x,y) # (0,0)

Exemplo 16. Observamos que a funcao f(x,y) = { **+y?’ mesmo
0, se (x,y)=(0,0)

possuindo as derivadas parcias nao possui T(x,y) = x como uma boa aproximagao para

f(x,y) préximo a (0,0) . Mostraremos porque isso ocorre.

Como f(x,y) —[f(0,0) + fc(0,0)x+ f4(0,0)y]= E(x,y), entdo

X3

: E(x,y) . x2+y2 - . —xy2
Iim —%— = m — = lim .
() =00) \/x2+y2  (@3)=(0,0) \/x2+y2  (x3)=(0,0) \/x2 4+ y2(x2 +y?)
Sex=20
2
lim a4 —0.

(x3)=(0,0) \/x2 + y2(x% + y?)
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Sex=y

—, sey>0
3 N
lim ——>.
m——= )
=0 4/2y%(2y?) 1
—, sey<0
22 Y

o que implica que nao existe limite.

Logo, f nao é diferenciavel em (0,0).

Um outro resultado que gostariamos de obter é dado pelo seguinte teorema, que

relaciona diferenciabilidade e continuidade.

Teorema 2. Se f for diferencidvel em (xg,yp), entdo f serd continua em (xg,yo).

Demonstragio. Seja f(x,y) diferenciavel em (xg,yp), entao existem reais a e b tais que
J(x0+h,y0 + k) — f(x0,¥0) —ah — bk E(h,k)

im =0, com lim =0.
(hk)—(0,0) | (i, k)| (hk)—+(0,0) || (h, k) |
C lim  ah+bk=0, ¢ lim E(h, k) = lim 10,1y £
omo 1 a = e l1 = —_ =
(h,k)a(op) ) (h,k)—>(0,0) ) (h,k)—>(0,0) ) H (h, k) H

0, temos

lim  f(xo+hyo+k)= Lm  f(xo,y0)+ah+bk—+E(h,k).

(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)
Assim sendo, como  lim  f(xp,y9) é constante, pois nao depende de h e k,
(h,k)—(0,0)
li h k)= ,Y0)-
(h,k)lgzop)f (x0 +h,y0 +k) = f(x0,0)

Portanto, f é continua em (xg,yp).

]

Deste teorema podemos observar que, se f nao for continua em (xp,yp), entdo nao

seré diferencidvel em (xg,yo).

2xy?

2 se (x, 0,0
Exemplo 17. A funcio f(x,y) = { x> +y* (x.y) #(0,0) nao é diferenciavel em
0, se (x,y)=(0,0)

(0,0). De fato,

2xv2 1, sex=y?,
lim  fly)= lim S = ’
(x.y)—(0,0) (x,y)=(0,0) X~ +y 0, sex=0.

Y
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Como f nao é continua em (0,0), nao é diferenciavel em (0,0).

Quando calculamos as derivadas parciais de uma fungao z = f(x,y) estamos

interessados em calcular a taxa de variacao da funcao nas diregdes dos eixos x e y .

E se quisermos encontrar a taxa de variagao da funcao numa direcdo qualquer?

Para isso precisamos do conceito de derivada direcional.

Teorema 3. Sejam f uma funcdo de duas varidveis, (xg,yo) um ponto do dominio de f e
i = (a,b) um vetor unitario. Suponhamos que exista r > 0 tal que, para |f| < r, os pontos
da reta (x,y) = (xo +at,yo+ bt) pertencem ao dominio de f. Como i = (a,b) é um vetor

unitario, a distancia de (xo+at,yo+bt) a (xo,y0) € |t] .

A taxa média de variacdo de f, na diregao i = (a,b), entre os pontos (xg,yo) €

(xo+at,yo+bt) é dada por

f(xo+at,yo+bt) — f(x0,v0) .
t

A derivada direcional de f no ponto (xgp,yo) e na diregao do vetor i = (a,b) unitério

_J t bt) —
~ (x0,Y0) zlimf(x0+a Y0+ bt) f(xo,yo)’
au t—0 t

quando o limite existir.

Observagao: Em uma definicado mais geral, o conceito de derivada direcional nao
exige que # seja unitario, veja [3].

X3

se (x,y) # (0,0)

Exemplo 18. Observamos que a fungao f(x,y) = x2 4y’ tem deri-
0, se (x,y)=(0,0)
vada direcional no ponto (0,0) em todas as diregoes. De fato, considerando

@ = (a,b), |7 | =Va+52 =1

of . f(at,bt) — £(0,0)
F7 00 = i P

i (20 ) !
0\ a2 22 )t
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Portanto, f tem derivada direcional no ponto (0,0) em toda dire¢ao, mas f nao é

diferenciavel em (0,0), como ja foi mostrado no Exemplo 13.

Logo, ter as derivadas direcionais em todas as dire¢bes em um dado ponto (xo,yo),

nao implica em diferenciabilidade .

Uma condicao suficiente para garantir a diferenciabilidade de uma funcao é dada

pelo seguinte teorema ( ver [1], p. 195).

0
Teorema 4. Sejam f:A C R? — R, A aberto e (x0,¥0) € A. Se as derivadas parciais 8_f e
X

3y existirem em A e forem continuas no ponto (xg,yp), entdo f sera diferencidvel neste
y
ponto.

Destacamos a seguir, alguns resultados para fungoes de varias variaveis a valores

reais, que serao utilizados no restante do trabalho.

1.2.3 Diferencial e Gradiente

Seja f: A C R? — R diferenciavel em (xo,yo) e consideremos a transformacao linear
L:R? - R dada por

L(h,k) = %(xo,yo)h+%(xoyyo)k :

Segue, do que foi visto anteriormente, que L(h,k) é a tnica transformagao linear de
R? em R que aproxima o acréscimo f(xo -+ h,yo+k) — f(x0,y0) com erro E(h,k) que tende
a zero mais rapido que ||(h,k)||, quando (h,k) tende a (0,0). Isto é,

0 d
f(x0+h,yo+k) — f(x0,y0) = a—it(xovyo)hﬂL %(xo,yo)k+E(h,k)- (1.1)
K ~ ,

. E(h,k)
lim —— —0
(hd)—(0,0) || (A, k)|

A transformagao linear L denomina-se diferencial de f em (xp,yo).

com

0 d
O vetor Vf(xp,y0) = (a—f(xo, Y0), a—f(xo, y0)> denomina-se vetor gradiente de f
X y
oL (x0,50)
em (xp,yp) e pode ser representado pela matriz coluna }i( ) . Geometricamente,
dy X0,Y0

o gradiente é representado como um vetor aplicado em (xg,yg). Desta forma, L(h,k) =

V£(x0,v0) - (h,k), onde o ponto indica o produto escalar entre os vetores.
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. af af
Seja T(x,y) = flx0,y0) + 5= (x0,50) (x —x0) + a—y(xoyyo)(y—yo)- Sabemos que o
grafico de T é o plano tangente ao grafico de f no ponto (xg,yo,f(x0,y0)). Fazendo
x=xo+hey=yy+k, tem-se :

d d
T(xo+h,yo+k) — f(x0,50) = a—{:(xo,yo)h + a—JyC(Xo,yo)k- (1.2)
T (xo+h.yo+k) =T (x0,y0) e g

Dessa forma, L(h,k) é a variacdo que T sofre quando se passa do ponto (xg,yp) ao
ponto (xo+h,yo+k). Por outro lado, f(xo+h,yo+k)— f(x0,y0) é a variacdo em f, quando
se passa de (xp,y0) a (xo + h,yo + k). Logo, por (1.1) e (1.2), temos

0 0
f(x0+h,yo+k) — f(x0,y0) = a—ic(xo,yo)hﬂL %(Xo,yo)k,

quanto menores forem os moédulos de & e k, melhor a aproximacao.

Consideremos, agora, a fungao diferenciavel z = f(x,y). Em notagao classica, a

diferencial de f em (x,y), relativa aos acréscimos dx e dy é indicada por dz (ou df):

_df of
dz = =" (x,y)dx+ a—y(x,y)dy-

No que segue, iremos nos referir a dz simplesmente como a diferencial de z = f(x,y).
Usaremos o simbolo Az para representar a variagdo em f, quando se passa de (x,y) a
(x+dx,y+dy).

Logo,

Az df.

Exemplo 19. Consideremos uma caixa, de forma cilindrica, com tampa, com raio da
base igual a 2 cm e altura igual a Scm, sendo o custo do material usado em sua confecgao
igual a 0,81 reais por cm?. Se as dimensdes sofrerem um acréscimo de 1% no raio e 2%
na altura vamos determinar o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa e o valor

exato desse acréscimo.
Como dr =1% de 2 é igual a 0,2 e dh =2% de 5 é igual a 0,1, temos:
A(r,h) = 2mr? 4-27rh, assim,
dy = (4nr+27h)d, + 2nrd, = 4.
Sendo o custo dado por C(r,h) = 0,81.4rea, entao dc(2,5) = 0,81.4m = 10,17 (valor

aproximado).
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C(2,5) =0,81.(27.22 +271.25) = 71,21 (custo sem variacdo) e C(2,2;5,1) = 81,69,
logo AC = 81,69 — 71,21 = 10,48 (valor exato).

10,17 10,48
142 !
7121 BB g

Entao, = 14,72%, com um erro de 0,44%.

1.2.4 Regra da Cadeia

Teorema 5. Sejam f:A C R> = R, A aberto e 7:1 — R, tais que ¥(t) € A para todo
t € I. Nessas condigoes, se ¥ for diferencidvel em 1y, e (xp,y9) = ¥(fp), entdo a composta

F(t) = f(¥(t)) também seré diferenciavel em ty e vale a regra da cadeia:

F'(1) = Vf(¥(1)).7 ().
Para demonstrar isso, utilizaremos o seguinte lema.

Lema 1. Se f:A CR?> - R, com A aberto, for diferencidvel em (x,yo) € A, entdo

existird uma fungao ¢ definida em A tal que f(x,y) — f(x0,y0) = V.f(x0,v0)((x,y) — (x0,¥0)) +
¢ (x,)[|(x,y) = (x0,y0)[l; com  lim @ (x,y) = 0= ¢(x0,0)-

(x,9)—(x0,Y0)

Demonstragio. Sendo f diferencidvel em (xg,yp), tem-se:

f(xay) _f(XO,}’O) = Vf(x(),yo)((x,y) - (X(),y())) +E(x7y)7

: E(x,y)
com lim =0.
(xy)—(xov0) 1| (6,%) = (x0,¥0) ]
Considerando-se
E(x,y)
, se (x,y) # (x0,)0)
o(x,y) =14 [I(xy) = (x0,50)l ,

0, se (x,y) = (x0,Y0)

segue que ¢ é continua em (xg,yp).
]

Pelo lema, substituindo (x,y) € A por ¥(t) e (x0,y0) por ¥(t), temos:

F(@) = f(¥(10)) = V£ (¥(20)) (¥(t) = ¥(t0)) + ¢ (¥(1)) | 7(2) — ¥(20) I,

e dividindo-se todos os termos por t —fy, t # o, segue que:
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f®) = f(¥(w)) _ VI (F)¥(1) =¥(w))  ¢F)IY(E) — (o)l

+ 5
t—1p r—1 I—1o
como
17(1) =¥()ll _ |t —1o| || 7(t) — ¥(to)
t—ty t—1to I—1 ’
o —=to| =1l
tlglzé¢(’}/(t)) P—n =0, pois P—n ¢ limitada.
Como
[ 7@) = ¥@) || _ 5 .
}HE}) P— = |I¥ (t0)||, temos entdo:
o 17() = 7o)
1 =
L
Entao,
. f((@) = f((@ L\
1=t t—1t
Portanto,

]

Exemplo 20. Considerando a fungao z = x*y + 3xy* e sendo x = sen(2t) e y = cost

d

vamos determinar d_Z

Calculando as derivadas parcias em relacio a x e a y temos: zy = 2xy + 3y* e Zy =
¥+ 12xy°.

Pela Regra da Cadeia,

dz_&zdx+8zdy

dt  dx'dt  dy' dt

= (2sen(2t).cos(t) +3cos*(t)).(2cos(2t)) +(sen(2t) + 12sen(2t).cos®(t)).(—sen(t))

— 4sen(2t).cos(2t).cos(t) +6cos*(t).cos(2t) - sen®(2t).sen(t) — 12sen(2t).sen(t).cos>(t)

d
Entao, d_j (0) =6 ¢é a taxa de crescimento (ou velocidade) com que a fungao esta

variando ao longo da curva (sen2t,cost), passando por (0,1).
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1.2.5 Funcées Definidas Implicitamente

Uma funcdo f:A C R? - R, sendo A aberto, ¢ de classe C¥ em A, se f admitir
todas as derivadas parcias em todos os pontos de A e %, % :A — R forem de classe
C*1, onde k e um inteiro positivo. Dizemos que f:A — R é de classe C° quando ela for
continua em A. Dessa forma, se f possui todas as derivadas parciais e estas sao continuas,

f é de classe C'.

Teorema 6. (Teorema da Funcio Implicita) Sejam f:A C R? — R de classe C' e (xo,yo)

0
€A, com f(xp,y0) = 0. Nessas condigoes, se —f(xo, yo) # 0, entdo existirao intervalos

dy
abertos I e J, com xg € I e yg € J, tais que, para cada x € I, existe um tnico g(x) € J, com
af
——=(x,g(x
L (x.g0)

of

f(x,g(x)) = 0. A fungdo g : I — J é diferencidvel e g'(x) = .
a_y(xvg(x))

0 d
Demonstragdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que —f(xo,yo) > 0. —f é continua

dy dy
0
em (xo,Y0), pois, por hipétese, f é de classe C!. Como a—f(xo,yo) > 0, pelo Teorema da
y

Conservacao do Sinal existe uma bola aberta B de centro (xg,yp), que podemos supor

d
contida em A, pois A é aberto, tal que a—f(x,y) >0 em B.
y

Sejam y; e y; tais que y; < yo < y2, com (xp,y1) € (x0,y2) em B. Fixado xg, conside-

remos a fungao z = f(xo,y),y € [y1,y2]. Como a—;((xo,y) > 0 para todo y € [y, y2], segue que
7 é estritamente crescente em [y, yz]. Tendo em vista que f(xo,yo) =0, resulta f(xp,y;) <0
e f(x0,y2) > 0. Seja J =]y, y2[; observe que yg = g(xg) é o tinico nimero em J tal que
f(x0,y0) = 0. Tendo em vista f(xg,y1) <0 e f(xp,y2) > 0 e pela continuidade de f, existe
um intervalo aberto I com xg € I, onde I =1} NI, e I} é um intervalo contendo xq tal que
f(x,y1) <0 el éum intervalo contendo xq tal que f(x,y,) > 0, garantido pela continuidade

de f, tal que para todo x € I, (x,y1) e (x,y2) pertencem a B, com f(x,y;) <0 e f(x,y2) > 0.

Como g—i(x,y) >0 em B, para todo x € I, a fun¢do z = f(x,y), com x fixo, é estritamente
crescente em [yy,y2]; tendo em vista que f(x,y;) <0 e f(x,y2) > 0, pelo teorema do valor
intermedidrio e pelo fato de f(x,y) ser estritamente crescente em |yj,y;[, para este x fixo,
existird um unico y €]yy,y2[ que podemos chamar de g(x), tal que f(x,y) = f(x,g(x)) = 0.

A fungao g: 1 — J estd definida implicitamente pela equacao f(x,y)=0.

Observacao. Para todos y; e y, com y; <31 < yo < ¥2 < yo, procedendo como acima,
encontramos um intervalo aberto I C I, com xg € Iy, tal que x € I} = g(x) €]y1,2[; logo, g
¢ continua em xp. O mesmo raciocinio pode ser feito para mostrar que que g é continua

em I.
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Como f é diferenciavel em (xp,yo), entao existem fungoes @;(x,y) e ¢2(x,y), definidas

no dominio de f, tais que
d d
F329) = F50.30) + 52 (50, 30) (r—30)-+ 5 30,50) (7 -30)+ 01 (5) 3= 30) + 02(5.9) =30

com lim  @(x,y)=0=@i(x0,y0) e  lim  @(x,y) = 0= @2(x0,y0).
(x,y)=(x0,Y0) (x,y)—=(x0,Y0)

De fato, pelo Lema 1, temos que
af af
f(xy) = f(x0,y0) + a(xoayo)(x—xo) + a—y(xoayo)(y —yo) +@(x,)[|(x,y) = (x0,y0) |l

onde  lim  @(x,y) =0=@(xo,0)-
(x,y)=>(x0,0)
Para (x,y) # (x0,y0), podemos considerar;
(x—x0)* + (y —y0)*
[1(x,y) = (x0,0)]|

@ (x,9)1(x,) = (x0,y0) || = @(x,y)

R — X —X X Yy—XYo Y
I = Gl P ) = o
Basta tomar
X — X0
e {%’y) o) — Gog)] > (027 o)
0 se (x,y) = (x0,Y0),
Y=o
¢ (x,y) = {q)(x’y) Tooy) = ooy S0 (8 7 (xo:30),
0 se (x,y) = (x0,0)-

0
Dai, substituindo y = g(x) e yo = g(x0) em f(x,y) = f(x0,¥0) + a—j:(xo,yo)(x—xo) +

g—ij(xo,yo)(y —y0) + @1(x,)(x — x0) + @2(x,y)(y —y0) e lembrando que f(x,g(x)) =0 e

f(x0,8(x0)) = 0 resulta, apé6s dividir por x — xg, com x # xg, que:

d d -
0= 5) = flan o) + 5 (5. g20)) + 5 o0 ELEE 5 )+
g(x) —g(xo)
+(P2(x7g(x))ﬁ'
Pelo fato de g ser continua em xg, se x converge para xg, g(x) converge para g(xp),
af
——(x,g(x))
e U (x0.30) #0, resulta em /(x0) = " 0 W (2 5(1)) #0.
! Fog) P

]

d d
Observacgao: Se a hip6tese &—f(xo,yo) = 0 for substituida por a—f(xo,yo) #0, entao
y X

existirao intervalos abertos I e J com xg € I e yg € J, tais que, para cada y € J, existira um

tnico h(y) € I, com f(h(y),y) =0. a fungao h:J — I sera diferenciavel e
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h’<y>=M se 2 (h(y).y) £0
Yoy

Exemplo 21. Consideremos a seguinte equacao: x> + y*> = 1.

Esta relagao nao define y como func¢ao de x, nem x como funcao de y. Entretanto,
se considerarmos o conjunto U; = {(x,y) € R?/y >0}, x> + y* = 1 entdo y = V1 —x2,

V(x,y) € U e, portanto, esta relacao define implicitamente y como funcao de x, isto é, x?

+ (f(x))* = 1, onde f(x) = VI —x2.

Analogamente, para os conjuntos U = {(x,y) € R?/y <0}, U3 = {(x,y) € R?/x >0}
e Uy = {(x,y) € R?/x < 0}, x> + y* = 1 define localmente y como funcio de x ou x como
funcao de y.

Exemplo 22. Analisando a funcio x> + y? = 6xy (ver Figura 16), y pode ser visto como
uma funcao de x definida implicitamente pela relagdo em torno do ponto (3,3) garantido

pelo Teorema da Funcao Implicita. De fato, se

flxy) =+ - 6xy , entdo £(3,3) =0 e filx,y) = 3x* - 6y, fy(x,y) = 3y* - bx e
fy(373) > 0.
(3x% — 6y) B 6y — 3x? B 2y —x?

B N - desd 2. 2x #£0.
3y2—6x 3y2—6x y2—2x’ esde que y x#

Assim, y = ¢'(x) =

Figura 16 — Félio de Descartes, curva definida pela equacio x> +y> = 6xy.



1.2. Fungoes diferencidveis 49

1.2.6 Derivadas Parciais de Ordem Superior

Seja f:A C R? — R diferencidvel em A e considere suas derivadas parciais

d d
—f:AlgAcR2—>Re—f:A2gAcR2—>R.
dx dy

Se suas derivadas parciais forem diferencidveis em (xg,yo) € A NAz, dizemos que f
¢ duas vezes diferenciavel em (xg,yp). Neste caso, existem as derivadas parciais de segunda

ordem da f, dadas por:

o (ory_,
ox2  odx\ax) %
Ff _ 9 (of _

dydx  dy \ ox = Jo
o (ory_,
dy>  dy\dy) "

’f 9 [df\ _
axay‘a_x(a_y) ~ I

Quando f é duas vezes diferenciavel em todos os pontos de A, ficam definidas as
d*f J*f 9*f I*f
ox2’ dydx’ dy?’ dxdy

veis num ponto, diremos que f é trés vezes diferencidvel neste ponto. Obtemos, assim, as

funcoes :A — R. Se todas essas derivadas parciais forem diferencia-

derivadas parciais de terceira ordem da f. Por exemplo,

Af 9 (If\ 9 (9 [If\) _
dxdydx  Ox (ayax) T ox (8_)1 (%)) = Jo

Como f é C', segue que f é diferencidvel, segue que se f é Ck, f é k vezes

diferencidvel.

Exemplo 23. Considerando a funcao f(x,y) = x> + x%y* - 2y?, vamos determinar suas
derivadas parciais de segunda ordem.
Temos, fi(x,y) = 3x> + 2xy° e fy(x,y) = 3y*x? - 4y.

Logo,

fur(x,y) = 6x + 253, fiy(x,¥) = 6x3%, fiy(x,y) = 6x%y - 4 e fir(x,y) = 6xy°.
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Exemplo 24. Seja a fungao f(x,y)= x cos(y) + y €', determinaremos suas derivadas
parciais de segunda ordem.

X

Temos, fi(x,y) = cos(y) +y e* e fy(x,y) = —x sen(y) + €*.

Logo,
fxx(x7y) =)y ex’ fxy(xay) = _Sen(y) + ex’

fox(x,y) = —sen(y) + € e fiy(x,y) = —x cos(y).

Observe que nos exemplos anteriores temos fy, = fyx, porém nem sempre isto é
valido, o que sera verificado no exemplo abaixo.

3

XYy
———  se (x, 0,0
Exemplo 25. Considerando a fungao f(x,y) = x2 4 y? (x,y) #(0,0) )

0 se (x,y) = (0,0)
Calcularemos fyy € fyx.

V24 32 a2 4y — 2y

fx(x7y) = (X2+y2)2 = (x2+y2)2 , para (xay) # (an)
0 0
SL00) = iy = B
Portanto,
5 2.3
yo—Xx7y
se (x,y) # (0,0)

frlry) =< (P +y?)? :
0 se (x,y) = (0,0)

3P+t 2y 30y 4yt

fy(xa)’) - (X2+y2)2 - (X2—|—y2)2 ) para (X,Y) % (070)7
500 = i FEEI0D - 20— o —o
— — —
Portanto,
332 4yt
——  se (x,y) # (0,0
fy(xay) _ (.X'2 +y2)2 ( ) ( ) '
0 se (x,y) =(0,0)
Assim,
o 5 ;
a—;p(o+h,0)—a—jyf(o,0) %_0
fyx(oao) = %li% - A = = }lzlir(l) A =0,
[0 ) | 5
20,041~ 0,0) LA
fy(0,0) = lim = 1 = lim 2 =1
h—0 h h—0 h
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Portanto, fx(0,0) # fiy(0,0).

Os resultados obtidos nos exemplos acima, podem ser observados no seguinte

teorema(para uma demonstracao ver [3] p.148):

Teorema 7. Teorema de Schwarz: Seja f:A C R> = R, A aberto. Se f é duas vezes

diferencidvel em (x,y), entdo:

L ) = 2L (e
——(x,y) = =——(x,y) .
dxdy Y dyox Y
Como podemos ver facilmente, as derivadas parciais mistas do Exemplo 25 sao

) 9’ f % f
continuas para (x,y) # (0,0). Logo, pelo teorema de Schwarz, —=—(x,y) = =——=—(x,y),

" dxdy ~ dyox
para (x.y) # (0.0).

1.3 Interpretacdao geométrica do vetor gradiente

Faremos uma interpretacao geométrica do vetor gradiente.

Sejam f:A CR? =R, A aberto em R?, f de classe C! e (xo,yp) um ponto da curva
de nivel f(x,y)=c.

Suponhamos que V f(xo,y0) # (0,0), isto é, 3—]0()60,))0) #0 ou ?(xo,yo) # 0. Vamos
X Y

0
supor, sem perda de generalidade, que —f(xo7y0) # 0. Pelo Teorema da Funcao Implicita,

dy
existem intervalos abertos I,J C R com xo € I e yg € J e uma funcdo y =y(x), y: I — J tal
df
, —g(X,Y(X))
que f(x,y(x)) = ¢, com y(xo) = yo e y'(x) = 2 YEl
a—y(XJ(X))

Isto é, existe uma curva 7, diferencidvel, passando por (xg,yo) cuja imagem esté

contida na curva de nivel f(x,y) = ¢, a saber, ¥:1 C R — R? tal que ¥(¢) = (¢,y(t)), com
¥(to) = (x0,y0)-

Pela regra da cadeia, considerando f restrita a curva ¥, temos

d

d. ..
SO = 2

Vi)Y () =0,V el

Em particular, Vf(¥(t0)).¥ (o) = 0.
Como ¥ (fy) ¢ um vetor tangente a curva ¥ em fy, temos que V f(xo,yo) ¢ perpendi-

cular a 7, em ¥(ty) = (x0,Y0)-
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Dizemos que Vf(x,y) é um vetor normal a curva de nivel f(x,y) =c, em (xp,y9). A
reta passando por (xg,yo) é perpendicular ao Vf(xg,y0) e denomina-se reta tangente, em

(x0,¥0), & curva de nivel f(x,y) =c. A equagdo desta reta é dada por

V £ (x0,50)[(x,y) — (x0,¥0)] = 0.

Podemos estender este resultado para func¢oes de trés ou mais varidveis mostrando
que Vf(xo,v0,20) é normal em (xg,y0,20) & superficie de nivel f(x,y,z) = ¢, que passa por

(x0,Y0,20)-

1.4 Polinémio de Taylor para uma funcao com 2 variaveis

Polinémio de Taylor de ordem 1

Seja f de classe C? no aberto A C R?. Sejam (xo,y0) €A e (h,k) # (0,0) tais que o
segmento de extremidades (xo,y0) e (xo+h,y0+k) esteja contido em A. Considere a funcao

g dada por:

t)= +ht,yo+kt),t € |0,1].
g(t) = f(xo yo+kt),t€0,1]

x y

A funcao g fornece os valores que f assume em pontos do segmento de extremidades
(x0,¥0) e (xo+h,yo+k).Utilizando a féormula de Taylor para polindmios de uma variavel,

temos que :

a1 =5(0) +£©)(1-0)+ 10102

para algum 7 €]0, 1].

Pela regra da cadeia, considerando ¥(r) = (x(¢),y(¢)) = (xo + ht,yo + kt),t € [0,1]

temos,

af dx af dy
! —_ = e - _
g @)= ax(xoJrht,yoJrkt)dt + Iy (x0 + ht,yo +kt) s
_odf af
= 3_x(x’y)h+8_y(x’y)k e,

¢'0= 580 =5 (e )i 4 (o )4

_ (2% %/ o2 f J*f
= (W(x,y)h—l— Txdy (x,y)k) h+ (8y8x (x,y)h+ 8_)72(x’y)k) k
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2 f
9y2

9% f
dxdy

_ 2
ox2

(x,y)h2 +2 (x,y)hk + = (x, y)k

usando o Teorema de Schwarz. Como,

(1) = f(xo+h,yo+k)
g(0) = f(x0,0)
af of
/
g(0) = x0,Y0)h + 5=-(x0,y0)k
© = Foasn+r F o
definindo (%,y) = (xo + hf,yo + kf), temos que (%,¥) pertence ao segmento de extremidades
(x0,¥0) € (x0+h,yo +k), se T €]0,1].

/(T
Se g(1) =g(0)+¢'(0)(1—-0)+ g 2(t) (1—0)2, para algum 7 € (0,1), entéo:
f(xo+h,yo+k)=
0°f
dxdy
EIE;JC)

0 0 1 /0?2
f(x0,0)+ a—i(xmyo)}le a—JyC(xmyo)kﬂL > <—f(f,)7)h2 +2

2
> (53 v-mk+iit-nﬂ.

dy?

Para (‘x?y) = (X()—|—I’l,y() +k)7
0 0
f(x,y) = f(x0,y0) + a—it(xoayo)(x—xo) + a_i(x()vy())(y_y())—i_

2 2 2
5 (G230 4252 (w5 = 0) 30+ S EED -0 ).

o af af , .

O polindmio Py (x,y) = f(x0,y0) + 5~ (x0.y0) (x —x0) + a—y(xO,yo)(y —¥0) ¢ denomi-

nado polinémio de Taylor de grau 1 de f em torno de (xp,yo) e Ei(x,y) é o erro que se
comete ao aproximar f(x,y) por Pi(x,y). Esta formulagdo para o erro é denominada erro

ou resto de Lagrange.

Polinémio de Taylor de Ordem 2

Seja f de Classe C? no aberto A C R2. Sejam (xo,y0) €A e (h,k) # (0,0) tais que
o segmento de extremidades (xp,y9) e (xo+ h,y0 + k) esteja contido em A. Considere a
funcao:

g(t)=f(x+ht,y+kt),t €[0,1].
Pelo que foi observado anteriormente,
af af o> f 2% f 2% f
[(1)===(x,y)h+ == (x,y)k e g"(t)==-5 (x,y)h* +2 hk + =5 (x,y)k*.
g (1)=5-(x.y)h+ ay(x,y) e g"()=57(xy)h" +25- ay( y)hk + R 7 (x,y)

Ainda,

" _ J aZf 2 zf zf 2 dx
£ = g (Gt 25 L ok S ) G

t
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d (9*f 2 5 0 9*f 2\ 4y
—}—a— (W(x,y)h +28x8y( )hk+ﬁ(x y)k ) =

af’ ,,  Of3 ,  of?
axay Ik S R+ 5
f3

(x7y)hk2 + ﬁ( 7y)k3

:—3(X,y)h3+2 (xay)h2k+

af’
dx0y?
_af’ af? af?
T o3 0x20y dxdy?
Substituindo no polinémio de segundo grau em uma variavel:

g(l)zg(0)+g’(0)(1—0)+@ glé@

+2

af3

(x,y)h + 3= (x,y)h?*k + 3= (x,y )hk2+a—y3(x,y)k3.

(1-0)%+ (1—0)3, obtemos:

of
E

f(x,y) = f(x0,y0) + %(xo,yo)(x—xo) == (x0,50) (y —yo)+

82 82 82
S 00 (r—0) + 25 (10, 30) (6= 30) (= 30) + 5 0, 30) (=30 | + Ex(.5)
1,93 J3 d3
Ex(59) = 3, G5 () (=00 +3 575 (55) (3020 =30+ +3 575 (5.9)
03
W)= + SHED G -0))

_|_

Utilizando o mesmo procedimento para fungoes de n variaveis, generalizamos o

conceito para um polinomio de Taylor de ordem n :

no n &nf X0,50) 1
0 by k) = Fl.30)+ X ; ( ) L I?Qy(;’)h PkP| +E(h,k)
"1\ 9"TA(RF) e
E(h,k) = pH ( )—x”+1 P&yl’h PR,

para algum (%,¥) pertencente ao segmento de extremidades (xo,yo), (xo + h,yo +k).

O

Exemplo 26. O polinémio de Taylor de ordem 2 para a fungio f(x,y) = xseny, em torno
do ponto (0,0) é dado por P(x,y) =xy e o erro que se comete ao fazer essa aproximacao é
dado pela expressao
E i n? — (fosiy
(5.9) = 37l 3sens)y? — (seosy)y’]

Assim, se considerarmos que |x| < 1, temos uma estimativa para E(x,y), isto é,

E(ry) < 2 51
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Por exemplo, o valor de £(0.01,0.01) pode ser aproximado por 107* e o erro que

se comete nesta aproximagao é menor que 5.10_6.

1.5 Matriz Hessiana

Vamos generalizar o conceito de diferenciabilidade para fungdes de R em R”.

Seja A C R™ um conjunto aberto. Dizemos que uma aplicagao f: A — R" é diferen-

ciavel em um ponto a € A quando existir uma transformacao linear T : R — R” tal que

Flatv)— f(a) = T+ r(v) onde lim ") o |

v—0 [[v]|
T é chamada de derivada de f no ponto a e indicada por f'(a) ou Df(a) e

f'(a) € Z(R™R"), o conjunto das transformagoes lineares de R™ em R”.

Se f(x) = (fi(x), 2(x), f3(x),..., fu(x)), onde cada fungdo coordenada fi(x):A C
R™ — R, a aplicagdo f:A C R™ — R" é diferencidvel em a € A se, e somente se, cada uma
das fungoes coordenadas fi, ..., f, : A — R é diferenciavel nesse ponto. Pelo que foi visto
anteriormente, se fj(x) : A C R™ — R, entao f!(a).v=df;(a).v, onde dfi(a) é o diferencial

de f; em a relativa ao acréscimo v. Assim,

fl(a).v=(f{(a)v, fi(a).v,.., fila).v) = (dfi(a).v.dfr(a).v,....df(a).v).

A matriz dessa transformacao linear, relativa as bases canonicas do R™ e do R" é

dada por:
" dfi, . Of of
7n @ 8);( a) - ax;< a) |
Wiy 92y . 2y
I(f)(a) = axll 8x2 axm
o o o,
i 8x1(a) axz( ) axm( ) |

Tal matriz é chamada de matriz jacobiana de f no ponto a. Obviamente, se
frACR" =R, J(f)(a) é dada por :

d d d
1n@=| 2@ L@ - La |=vr.
2
Para cada v = (i,...,Q), escrevemos d*f(a) v = ¥; j =——— il (@) A forma
7 Ix;0x;

d’f(a) : R" — R chama-se a segunda diferencial da funcdo f no ponto a ou a forma
Hessiana da funcao f no ponto a. Tal transformacao é uma forma quadratica, objeto que
estudaremos no préximo capitulo. A forma hessiana de uma func¢ao duas vezes diferencidvel

serd indicada por #(f)(a) e sua representagao matricial é dada pela matriz
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CEnL Ph PR
8x% 4 dx20x1 a 0x,0x1 a
9’2 (@) azfz(a) Ph 2)
H(f)(a)= | dx19x 0x3 9x,0x7
L dx19x, “a 0x20x, a ox2 “ i

que, segundo o Teorema de Schwarz, ¢ uma matriz simétrica.
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OTIMIZACAO

Otimizacao é o processo que procura uma solucao que forneca o maximo beneficio
segundo algum critério. Em outras palavras, é a busca de uma condigdo 6tima (a melhor

solugao).

Problemas de otimizacao sao comuns no nosso dia-a-dia e aparecem, por exemplo,
quando procuramos saber qual a quantidade de producao mais econdémica para uma
empresa, o ponto mais préximo da érbita de um cometa da Terra, as dimensoes de um

terreno para maximizar sua area, dentre outras situacoes.

A seguir, trataremos do problema de encontrar maximos e minimos para fungoes

de varias varidveis reais a valores reais. Este capitulo foi baseado na referéncia [2].

2.1 Otimizacao nao condicionada

Definigéo 6. Seja f: D C R? — R uma funcio real e seja (xo,yo) €A, com A C D. Dizemos
que (xp,yo) serda ponto de maximo de f em A se, para todo (x,y) €A, f(x,y) < f(x0,Y0)-
Nesse caso, f(xp,y0) é denominado valor méximo de f em A. Dizemos que (xo,yo) € D é
ponto de maximo global ou absoluto de f se, para todo (x,y) € D, f(x,y) < f(x0,¥0)-
Nesse caso, f(xo,y0) é denominado valor méximo de f. Dizemos que (xgp,yo) € D é ponto de
maximo local de f se existir uma bola aberta B de centro (xg,yo) tal que f(x,y) < f(x0,Y0)
para todo (x,y) € BND.

Definigao 7. Dizemos que (xg,yo) serd ponto de minimo de f em A se, para todo (x,y) € A,
f(x,y) > f(x0,v0)- Nesse caso, f(xp,y0) é denominado valor minimo de f em A. Dizemos
que (xp,y0) € D é ponto de minimo global ou absoluto de f se, para todo (x,y) €
D, f(x,y) > f(x0,y0). Nesse caso, f(xg,y0) ¢ denominado valor minimo de f. Dizemos que

(x0,¥0) € D é ponto de minimo local de f se existir uma bola aberta B de centro (xo,yo)
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tal que f(x,y) > f(x0,y0) para todo (x,y) € BND.

Defini¢ao 8. Dizemos que (xp,y9) € D é ponto de sela de f, se para toda bola aberta
B centrada em (xg,yp), existem pontos do dominio onde f(x,y) < f(xo,y0) € pontos do
dominio onde f(x,y) > f(xo0,y0) -

Os pontos de maximo e minimo de uma fun¢ao sao denominados extremantes de
f.
Exemplo 27. Mostraremos que a funcio f(x,y) = (x—1)> + (y—2)? - 1 admite um
minimo global no ponto P(1,2).

Sabemos que (x—1)2 >0e¢ (y—2)? >0.

Assim, (x—1)* + (y=2)*20= (x=1)> + (=2~ 1> ~1= flxy) > ~1=
f(1,2), para todo (x,y) € R?.

Logo, (1,2) é um ponto de minimo global.

Exemplo 28. Considere a fungao f(x,y) = x> —y%. Temos que (0,0) é um ponto de sela,
pois para qualquer vizinhanga de (0,0), podemos encontrar pontos onde f(x,y) <0 e
f(x,y) >0, basta considerar f(x,0) =x>>0e f(0,y) = —y> <0, parax #0 e y # 0.

Temos os seguintes resultados sobre os extremantes locais,

)

existam. Sob essas hip6teses, uma condigao necesséria para que (xg,yp) seja um extremante

Teorema 8. Seja (xp,yp) um ponto interior de D e vamos supor que =—(xo,Yo) € 8_(x0’ Yo)
X y

, J d
local de f é que a—i(XO»)’O) =0e a—;j(xo,yo) =0.

Demonstrag¢do. Suponhamos que (xp,yo) seja um ponto de maximo local. Como (xg,yo) € D,
existe uma bola aberta B C D, de centro (xg,yp) tal que, para todo (x,y) em B, f(x,y) <
f(x0,¥0). Por outro lado, existe um intervalo aberto I, com xp € I, tal que para todo x € I,
(x,y0) € B.

Consideremos a funcao g: 1 C R — R, dada por g(x) = f(x,yo).
Temos:
i) g é derivavel em x e g'(xo) = a—f(xo,yo);
X

ii) xp pertence ao interior de I;
iii) xp € maximo local de g.

/ af
Logo, g'(x¢o) =0 e, portanto a—(xo,yo) =0.

X

De maneira andloga, consideremos a funcao g:J — R, dada por g(y) = f(x,y), onde

J é um intervalo aberto contendo yq e para todo y € J, (xo,y) € B.
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Temos:
N , af
i) g é derivavel em yg e g'(yo) = a—(xo,yo);
y
ii) yo pertence ao interior de J;
iii) yp é maximo local de g.
/ af
Logo, g'(yo) =0 e, portanto 8_(x0’y0) =0.
y

A mesma andlise é feita para (xp,yo) sendo um ponto de minimo local.

]

Denominamos por pontos criticos de uma funcao f os pontos interiores ao dominio

de f em que todas as derivadas parciais de primeira ordem sao nulas.

Esse teorema nos indica que se f admite derivadas parciais em todos os pontos
interiores do dominio de f, entao os tnicos candidatos a extremantes locais de f, que sao
pontos interiores do dominio, sao pontos criticos de f.

Exemplo 29. Vamos determinar os pontos criticos da funcio f(x,y) = 3xy> +x> — 3x.

Primeiramente determinaremos as derivadas parciais:

0 d
9 _ 32 +3x* -3¢ —f:6xy
ox dy
P 3y?+3x2—3=0
Sabemos que se = =0 e —f = 0, entao Y
dx dy 6xy = 0

Da segunda equagao podemos concluir que x = 0 ou y = 0. Substituindo x = 0 na
primeira equacio, temos 3y> —3 =0, o que nos da y = +1.

Assim, temos os pontos criticos (0,—1) e (0,1).

Substituindo y = 0 na primeira equacio, temos 3x> —3 =0, o que nos dé x = +1.

Dessa forma temos os pontos criticos (—1,0) e (1,0).

Portanto, a fungao f(x,y) = 3xy? +x3 — 3x possui quatro pontos criticos, a saber :
(—1,0), (1,0), (0,—1) e (0,1).

Observagao: Um ponto (xg,y9) € A que nao é ponto interior de A é denominado
ponto de fronteira de A. O teorema que acabamos de ver nao é aplicado a pontos de
fronteira do dominio de f, porém esse tipo de ponto pode ser extremante local sem
que as derivadas parciais se anulem nele. Os pontos de fronteira devem ser analisados

separadamente.
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O seguinte Teorema nos auxilia na classificacao dos pontos criticos quanto a serem

pontos de maximo ou minimo locais.

Teorema 9. Sejam f: D C R> = R de classe C? e (xg,yo) um ponto interior de D e
H f(x0,y0) a matriz hessiana de f calculada em (xg,yp). Suponhamos que (xp,yo) seja

ponto critico de f. Entao:

e Se giz(xo,yo) < 0 e det(Hf(x0,y0)) > 0, entao(xp,yp) serd ponto de maximo local
de f.x
2¢ i ‘
« Se F(xo,yo) >0 e det(H f(x0,y0)) > 0, entao(xp,yo) serd ponto de minimo local

X
de f.

o Se det(#f(x0,y0)) < 0 entao (xq,yp) serd ponto de sela.

Demonstragao. Pelo Teorema de Taylor temos que:
of of
f(x,y) = f(x0,50) + 5~ (x0,y0) (x —x0) + a—y(xo,yo)(y —y0) +E1(x,y), onde
1 [9%f
2 | dx?

Consideremos a forma quadratica Q(h,k) = ah® + 2bhk + ck?. Podemos organiza-la

2 2
(®3) 0 + 5ot D))y u) + 5 w00

Ei(x,y) =

da seguinte forma:

2bhk  ck? 2b b2k: bk ck?
ah2+2bhk+ck2:a(h2+ ¢ ) :a(h2+ _2r LG

- Zhk+ —— b
N a +a2 a2+a>

a a
a b
b\ 2 —p? pk\%> | b ¢
(h+—> +55 kz] za(h+—) + @2
a a a a

Assim, comparando 2E|(x,y) com Q(h,k), temos:

=da

92 92 02
h=(x=x0), k= (=30 a= GHES), b= SI(55) e o= SL ().
Entao podemos escrever:
2E1(X,y) =
w2y
2°f _ _
2 (Xa}_})(y_yO) ()C,y) _2(x7y)
TS 59) | (e + 2O T R V.
0x° f *f .
ﬁ(xay) ﬁ(xvy)

Pelo Teorema da Conservagao do Sinal, existe uma bola aberta B C D (pois (xg,yo)

é ponto interior de D, as derivadas de segunda ordem de f sdo continuas, fix(xo,y0) <0 e
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2
det (.7 f(x0,¥0)) > 0) e de centro (xp,yo0), tal que, para todo (x,y) em B, a—)CJ;(x,y) <0e

det(f(x,y)) > 0. Podemos supor que (%,y) € B.

Como ja sabemos, as derivadas parciais de primeira ordem sao nulas, E(xo,yo) =

Len Ly
2 BN AN 9
%(xo,yo) =0, como %(2,)‘7) <0e %%f 3)26?)) > 0, entdo, Ej(x,y) <0,

m(xay) 8—))2(36&)
logo f(x,y) < f(x0,y0), para (x,y) € B. Portanto f(xg,yo) é ponto de maximo local.

2
Da mesma forma, existe By C D tal que, para todo (x,y) em By, %(x,y) >0e
X
det(Af(x,y)) > 0.
P/ >f

2

d
Podemos supor que (X,y) € B; e temos —{(}?,y—) >0e 5
dx °f

0, entdo, E1(x,y) >0, logo f(x,y) > f(x0,y0), para (x,y) € By. Portanto, f(xo,yo) é¢ ponto

de minimo local.

Para mostrar o dltimo item, considere g(t) = f(xo+ ht,yo+kt), t € [0,1] isto é, f

restrita ao segmento de reta na dire¢ao do vetor v = (h,k).

Pela regra da cadeia

0 d
g = —f(xo + ht,yo +kt)h + —f(xo + ht,yo + kt )k

Bx ay
(§
0*f 92 f
7 _ | =4
g'(1) = [axz (x0 + ht,yo +kt)h+—ayax(xo+ht,y0+kt)k} h +

82f aZf
" {axay (xo -+t yo + ke )+ a_yz(x‘) + ht, yo +kt)k} k

e assim

22 22 2?2
g"(0) = szc(xoayo)hhr / (Xovyo)thrz—f(xo,yo)kz-

J dxdy 9y2

% f
0x0 (XOJ’O)

Como det (.7 f (x0,y0)) <0, considerando (h1,k;) = (1,0) e (ha,k2) = 82fy
W(XOJO)

teremos
92 det(J f(xo,
§"(0) = a_]zc(xoayo) e g"(0) = =< (2 f(x0,50))
X a f
5,2 (¥0:30)

que terdo sinais contrarios, logo, (xg,yo) serd ponto de maximo (minimo) na diregao

de (h1,k1) e ponto de minimo (méximo) na direcao de (hy,k;), dependendo do sinal de
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°f
ﬁ(xo,yo)-
2 2

d d
Se a—];(xo,yo) =0, como det (2 f(x0,y0)) <0, temos ax;y (x0,¥0) # 0. Podemos

encontrar @ real tal que (hy,k)) = (a,1) e (hy,kz) = (a0, —1) fornecem sinais contrarios.

Portanto f(xg,yo) é ponto de sela.

O
Faremos o mesmo raciocinio para uma funcao de trés variaveis.
02 92 92
Sendo 261 (13,2) = 5 (5.5, —x0)* + SH 55,00 -0 + G320+
32]‘ *f 2*f

8 Iy === (%,9,2) (x—x0) (y — y0)+28 9z (%,9, )(x—xo)(z—z())+2m(f,y‘,2)(y—yo)(z—

20), € con&derando a forma quadratica

Q(r,s,t) = ar® + bs® + ct> + 2drs + 2ert + 2fst, podemos organizi-la da seguinte

forma:

b, 2d 2
ar? +bs® 4 ct* + 2drs + 2ert + 2 fst = a(r* + s + - t +—rs+—ert+—fst)

a, e 2d Qe Qe d? 2 2 2 b
a (r —I——s + t —l——rs+—rt+ dst— —2s2— e—2t2— —idst—i——sz——sz—i-Etz) =
a a a a a a

a

2 2 2
— — 2af —
(r ds et> <ab 2d )52 (ac 2e )t2 (afz ed)sl]
a a a a a

a d a e a e
d e \2 d b ) e ¢ |, d f
a(r—l——s+—t) + s°+ t+2 st
a a a a a
Assim,
a d a e a e
d 2 d b e ¢ d
Q(r,s,t):a(r—k—s—i—ft) +1— 1] 242 f st | =
a a a a d a d
d b d b
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a d

a e a e a e a e
d 2 d b d e e ¢
a(r+—s+ft> LA | TS S PV A O T L 12+ 2
a a a a d a d a d a d
d b d b d b d b
_ 5 .
a d a e a d a e a e 2
e \2 d b e f d b|le c e
a<r+—s+—t) + s+ tl + =
a a a a d a d
d b d b
[ , a d el]
a d a e d b f
( e )2 d b e f ) f c
alr+—-s+-t| + S+ t + at 5
a a a a d a d
d b d b
[ 5 a d e
a d a e d b f
d £\ 2 d b e e c
Portanto, Q(r,s,t):a(r+i+e—) +— s+ / t| +art? /
a a a d a d
d b d b
Assim, comparando 2E(x,y,z) com Q(r,s,t), temos:
2f 22 f *f
r:(X_XO),S:(y_yo),t:(Z—Z()),a:W(X,y,Z),b:a_yz( IBa) ) :a_zz(xay7 )7
Pf IPf *Af
- axay(xay7z)7 €= axaz(xay7z) ef_m(xvyaz)'
Entao, podemos escrever:
s esa
82 o a a 9 7Z a a 9 7Z
2E) (v.3,2) = 32(%,5.2) | (x—x0) + B2 (y—y0) + DB (2~ 20)
dx 0% f _ _ 2o°f , _
ﬁ(xnya ) WCX’ 3 )
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82](- _ _ azf L azf a2f 2
75X ¥, < —(X. V.7 X.V.Z7
g%z( ) 8ax28y ) 8%62 (X,y,z) a)aaz(xvy7z)
2 50 ey O %59 L2
dxdy dy dxdz dydz "’
B (y_YO) ) 2 (Z_ZO) +
&—ch(f,y‘,') a—f(‘)?z) 8—f()zy‘z)
ox ox2 7 dxdy 7’
IS w52 Dy
axay 'x7 7Z ayz ‘x7y7Z
*f FAf . O .
W(xvya ) 8x8y(x’y’z) axaz(xvyvz>
1 w50 s L
axay 7y7Z 8;2 7y7Z ayaz x7y7Z
T ern Tesn TLwsy
a2f azf (Z_ZO) .
W(’@f’z oxdy x,¥,2)
f . O, __
axay<x7yaz) a_yz(xayvz)
2
Usando os mesmos argumentos para o caso n =2, se %(}E,)’i, 7) <0,
Pf . O .
W(xay7z) m X,y,z)
2 Y >0
o’f . Of
axay(xuyvz) a_yQ(xayuz)
e
Ff, . Of . 9f
?(X,y,Z) axzay(x7ya ) a)%az(x7yvz)
Ff . Of, . O
ZJ —J <0
axay(x,y,Z) agz( 3,2 ayaz(x, 2) [ <0,
O 550 L esn s
axaz X,¥,2 ayaz 24 8_22 X,y,Z)

1
e, portanto, Ej (X,y,z) <0. LOgO, f(xayaz) = f(x07y0720) + 5 Ei (xayaz)a 0 que imphca que

2

1
f(xayvz) _f(x07y07Z0) = EEl (x,y,z) <0

e portanto,

f(x,y,z) < f(xo,yo,z()),para (x,y,z) €B CD7

ou seja, f(xo,0,20) € ponto de maximo local .



2.1. Otimizacao ndo condicionada 65

Por outro lado, novamente, usando os argumentos citados para o caso n =2, se

82
a_szcozv)_]?Z) ZO)
w5 2Lwsg
a%CZ X, ¥,2 axzay X, ¥,2 >0
I . 9f T
axay(xay7z) a_yz(x7yaz)
€
s sy ey
82)(72 X, ¥,2 axzay X, ),2 a)%az X, ¥,2
P PR |
At g7 27 0
axay(xayaz) agz (x,y7z) ayaz(x7y Z) -
27 w50 2Lwna TLeso
axaz X, ¥,2 5y3z X, ¥,Z 822 X,¥,2

entao E|(x,y,z) > 0. Logo,

f(x,y,z) _f<x0,y0,Z0) >0= f(x,y,z) > f(xo,)’O,ZO),

para (x,y,z) € B C D. Portanto, f(xo,Y0,20) ¢ ponto de minimo local.

Para os exemplos anteriores temos:

1) Se f(x,y) = (x—1)*>4 (y—2)> — 1, entdo o tinico ponto critico é (1,2).

Temos que fir = (1,2) =2 >0 e det(5f(1,2)) =4.1.2=8 > 0. Logo, (1,2) é um
ponto de minimo local.

2) Se f(x,y) = x> —y?, entdo o tinico ponto critico é (0,0) e det(#£(0,0)) = —4 <0
e, pelo teorema, (0,0) é um ponto de sela.

Podemos perceber que esses resultados estao associados a submatrizes da matriz
Hessiana da funcao f. A matriz Hessiana é um exemplo de uma matriz quadratica simétrica
e o estudo destas matrizes auxilia nao s6 na andlise de maximos e minimos locais como

também os globais, como veremos mais adiante. Por isso, faremos um estudo sobre tais

matrizes.

2.1.1 Representacao Matricial de Formas Quadraticas e Classificacao

de uma Matriz através dos Menores Principais Lideres

[2] As formas quadréticas, assim como as lineares, tém representagdo matricial,
de modo que estudar as propriedades de uma forma quadratica é o mesmo que estudar
as propriedades de uma matriz simétrica. Podemos escrever a forma quadratica anx%
+ apxixy + azzx% como matriz de diferentes formas, dependendo de como repartimos o
coeficiente do termo misto. A maneira ideal é dividi-lo igualmente, de modo a obter uma

matriz simétrica:

2 2
apxy + apxixy + axx; =
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[x N ] aill 1/26112 X1
! 2 1/2(112 ann X2 .

Para a forma quadratica em trés variaveis, podemos escrever:

2 2 2
apx] + apxixy + apzxix3 + axpx;+ axxox3 + asxy =
al 1/26112 1/26113 X1
[ X1 X2 X3 } 1/26112 ann 1/26123 X2

1/2a13 1/2ay3  a33 X3

Por inducao finita, temos que a forma quadratica Z a;jx;x; pode ser escrita como:

i<j

1 1
ai 3412 ... 3Ain X1
1 1
5d21 42 ... 7d2p X2

X1 X2 .. X . . ) : .

1 1
zanl janz .. Ann Xn

ou ainda, xT Ax, onde A é uma matriz simétrica.

Uma matriz simétrica é considerada positiva, negativa, nao negativa, nao positiva
ou indefinida, se a forma quadritica Q(x) = xT Ax for positiva, negativa, ndo negativa, nao

positiva ou indefinida, respectivamente, segundo a seguinte defini¢ao,

Definicao 9. Seja A uma matriz simétrica de ordem n, entao A é:
i) Positiva se xTAx > 0, Vx #0 , x € R";
ii) Nao negativa se x’ Ax > 0, Vx #0 , x € R";
iii) Negativa se x’ Ax < 0, Vx #0 , x € R";
iv) Ndo positiva se xTAx < 0, Vx #0 , x € R";

v) Indefinida se x Ax > 0, para alguns x € R” e xT Ax < 0 para outros x € R".

As matrizes e formas quadraticas positivas e negativas sao denominadas definidas,

enquanto as nao negativas e nao positivas sao denominadas semidefinidas.

Exemplo 30. Seja f(x,y) = 2x> +2y? a forma quadratica associada & matriz simétrica é

2 0
A= [ 0 2 ] . Obviamente, f(x,y) >0, ¥(x,y) # (0,0). Logo, A é positiva.
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Exemplo 31. Seja, em R3, a forma quadratica f(x,y,z) = 3x* +2y? — 572 4 4xy +2xz — yz,

3 2 1
associada & matriz simétrica A= | 2 2 —=
1
1 —— =5
2

A soma das parcelas que contém x se escreve como

2 1
3x2 +4xy+2xz =3 [x2+2x (gy—l—— )]

3
; +2 +1 NG +1 2
f— x —_— p— p— — —
37T 3% 3V T3¢
1 21
=3 {“2—5(2}’+Z)2} , onde u =x+ §y+ 3%
1 2., 16, 7
Portanto f(x,5.2) =3u” = 2 [(2y+ 9 + 2" =52 —yz = 3w’ + 53" = - — 3y

A soma das parcelas que contém y nessa tltima expressao é

2., 7 2 7 2 7\% 49 2 ., 49
Y —oyi=2 ( 2—2y—z> =3 [(y——z) 2] =V ——2,

37 7373 1°) 73 2°) 7167 | 73" T 16
ondev:y—zz.
Portanto,
2 49 16 2 177
_ a2, %22 P o 1065 o 25 115
f(x,y,2) = 3u +3v 4% T3¢ 3u +3v TR

Isso mostra que f é indefinida, pois assume valores positivos quando z =10 e

u? +v? # 0 e valores negativos, quando u=v=0 e z#0.

A classificacdo de uma matriz simétrica é de grande importancia na teoria da
otimizacao, bem como a concavidade de uma funcao, pois o teste de segunda derivada em
R™ envolve analisar se a matriz da derivada segunda, a matriz hessiana, de uma funcao

em um ponto critico é positiva, negativa ou indefinida.

Veremos agora, como classificar matrizes como positiva, negativa etc, através de

seus menores principais.

Definicao 10. Seja A uma matriz n x n. Uma submatriz principal de ordem k de A é uma
submatriz de A de tamanho k X k formada a partir de A suprimindo n - k colunas, digamos,

as colunas iy, i, ..., i,_; € as mesmas n - k linhas, ou seja, as linhas iy, i, ..., i,_.

O determinante de uma submatriz principal k£ X k ¢ denominado de menor principal
de ordem k de A.
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Por exemplo, para uma matriz de ordem 3 qualquer

apj; app aps
A= | ay axn ax3 |,

asy dzz ass

existe um menor principal de 3 ordem, que é detA, existem 3 menores principais de 2¢

ordem

an a2 a a3 azy azs

az; az asp ass azz ass

e existem 3 menores principais de 14 ordem
‘an ’;‘022‘6’6133 ‘

Observacao: Nenhuma outra submatriz de A é uma submatriz principal.

Dentre os menores principais de ordem k de uma matriz dada, existe um em especial

que devemos destacar.

Definicao 11. Seja A uma matriz n x n. A submatriz principal de ordem k de A obtida
suprimindo as tltimas n - k linhas e as tltimas n - k colunas de A é denominada submatriz
principal lider de ordem k em A. Seu determinante é denominado menor principal lider de
k em A. Vamos denotar a submatriz principal lider de ordem k por Ay e o correspondente

menor principal lider por |Ag|.

Uma matriz n X n tem n submatrizes principais lideres: a submatriz de ordem
1, mais a esquerda e acima, a submatriz de ordem 2, mais a esquerda e acima e assim
sucessivamente. Para a matriz de ordem 3 geral, analisada acima, os 3 menores principais

lideres sdo:

app ap a3
apr an

a | €1 az ax az3
azr ax

asp aszy ass

Enunciaremos dois lemas referentes a matrizes simétricas (ver [2],p.402), que serao
utilizados na préxima demonstragao, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [2],
p.402 e 403.

Lema 2. Se A é uma matriz positiva ou negativa, entdo A é nao singular.
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Lema 3. Suponha que A é uma matriz simétrica e que Q é uma matriz nao singular.
Entdao, QT AQ é uma matriz simétrica e A é positiva/negativa se, e somente se, QT AQ é

positiva/negativa.

Teorema 10. Seja A uma matriz quadrada de ordem n simétrica. Entao,

(a) A é positiva se, e somente se, todos os n menores principais lideres de A sao

(estritamente) positivos;

(b) A é negativa se, e somente se, os n menores principais lideres de A alternam o
sinal, da seguinte forma: |A1| <0, |A2| >0, |A3] <0, ... O k-ésimo menor principal lider

deve ter o mesmo sinal de (—1)%.

(¢) Se algum menor principal lider de A de ordem k (ou um par de menores) ¢ nao
nulo mas nao se encaixa em nenhum dos dois padroes de sinal acima, entao A é indefinida.
Esse caso ocorre quando A tem um menor principal lider de ordem k negativo com um k
inteiro par ou quando A tem um menor principal lider positivo de ordem [, com k e [ dois

inteiros impares distintos.

Demonstragio. Faremos apenas a demonstragao do Item (a)

Para matrizes de ordem 1, hd apenas um menor principal lider que é o préprio
determinante da matriz e como o determinante de uma matriz unitaria é o préprio elemento,

se este for positivo, a matriz é positiva, e vice-versa.

Para matrizes de ordem 2, sao 2 menores principais lideres, o de ordem 1 e o de

ordem 2.

Seja A = , entdo o menor principal lider de ordem 1 é |a| =a e o menor

NS Q
o NS

o . , . P : b’ 4ac—b?
principal lider de ordem 2 é o determinante da prépria matriz, dado por ac — 2= 4

Como vimos anteriormente, por definicho uma matriz simétrica é positiva se
xTAx >0, Vx #0, x e R".

Assim, se A é positiva, xT Ax > 0, ou seja

, b b 2 C
ax +§xy+§xy—|—cy > 0, isto é,

ax® +bxy+cy* >0, ¥(x,y) # (0,0).
Fixando y =y qualquer e sendo x a variavel da equacio ax® + bxyg + cy% =0, temos:

—byo + |y0]\/ b —4.a.c
X = .
2a
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Se a >0 e 4ac—b*> > 0, temos ax® + 2bxyy+ cy% > 0, para todo yy.

Logo, se os menores principais lideres sao positivos, entao a matriz ¢ positiva.
Suponha que A é positiva, logo ax? + bxy +cy* > 0, V(x,y) # (0,0).

Se a >0 e 4ac—b* < 0, entdo existe yg tal que ax? + bxyg +cy% <0.

Se a < 0 e 4ac —b* < 0, entdo existe yg tal que ax* + bxyg+ cy(z) < 0 (por exemplo

(x0,y0) com xp maior do que a raiz).
Se a < 0 e 4ac—b* > 0, entdo ax* + bxy, +cy% < 0, para todo yg.
Logo, se A é positiva é necessario que a > 0 e 4ac —b*> > 0.

Desta forma, A é positiva se, e somente se, os menores principais lideres sao

positivos.
Analizaremos agora, matrizes de ordem 3.
Por indugao vale para n =2, se A, é positiva, entao |Aj| e |Az| s@o positivos.
Seja
a b als

A3 = b C any

aiz azz asa

Podemos reescrevé-la da seguinte forma:

2 a
23 0 0
1/ _— .\ 0 0 1
. -~ , B ~ ,
or 0

1 0 a b
onde I, = , Ay = ed=a3z—a'A;la
? (01) ’ (bc> WoE

Por propriedade dos determinantes, detQ = detQ! =1 e detB = ddetA,.

Estamos supondo que todos os menores principais lideres sao positivos, entao

detAr >0 e detA3 =detA >0 e , entao d > 0. Mostraremos que B é positiva. De fato, se
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entao, como x Ayx > 0, pela hipétese de inducdo e x% > 0, segue que B é positiva. Pelo

Lema 3, A3 é positiva.
Logo, se os menores principais lideres sao positivos, entdo a matriz é positiva.
Agora, vamos supor A positiva.

Assim, B é positiva e xTAzx—I—dx% > (0. Como Aj é positiva, por indugao, temos

xTArx > 0 e entdo dx% > 0, dessa forma d > 0 = detA3 = d.detA, > 0.
Logo, se a matriz é positiva, entao os menores principais lideres sao positivos.

Agora, supondo que o teorema é verdadeiro para matrizes de ordem n vamos

prova-lo para matrizes de ordem n+ 1.

Sejam uma matriz de ordem n+ 1 simétrica e A; a submatriz principal lider de A,

para j = 1,....n+ 1.

Primeiramente, se todos os A; tém determinante positivo, entao A é positiva. As
submatrizes principais lideres de A, sao Ay, ...,A,, que sdo positivas por hipdtese de inducao,
j& que sdo as primeiras n submatrizes principais lideres de A. Pela hipétese de inducao, a
saber, que o teorema é verdadeiro para matrizes de ordem n, a matriz n x n simétrica A, é

positiva. Como ja visto, A, ¢é invertivel.

aln+1
A, a .
Escrevendo A = ,onde a = : )

T
a  dp+1n+1
ann+1

Considerando d = ap41 n+1 —aTA,jla, I, a matriz identidade de ordem n ¢ 0,, a

matriz coluna n x 1 nula. Entao, a matriz A pode ser escrita como:

. I, 0, A, Oy I, A la
A'a)T 1 ol d of 1 )’
A= 0TB0Q.
Por propriedade dos determinantes, detQ = detQ! =1 e detB = ddetA,.

Portanto , detA =ddetA,. Como detA > 0 e detA,, > 0, temos d > 0.

X
Seja X um vetor (n+ 1)-dimensional arbitrario. Escrevendo X = ( > , onde x
Xn+1

¢ um vetor n-dimensional. Entao,

A, 0
xTBX — <xT Yot ) o o) e

XTBX =xTA,x+ a’x,%Jrl
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Como A, é positiva, e d > 0, xTAx—I—dx% 41 ¢ estritamente positiva. Portanto,

B = QT AQ é positiva. Dessa forma, A é positiva.

Para provar a reciproca, ou seja, que A positiva implica que todos os |A;| sao
positivos, novamente usamos inducao. Vimos que este resultado é verdadeiro para matrizes
de ordem 1 e ordem 2. Considere que também é verdadeiro para matrizes simétricas de
ordem n e seja A uma matriz de ordem (n+ 1) simétrica positiva. Primeiro mostraremos
que todas as A; sao positivas. Seja x; um vetor nao nulo de dimensao j e seja O* o vetor

nulo de dimensao (n+ 1) — j. Entéo,

0<(af o )A(Z)Ci > — T Ajx;

e Aj € positiva.

Em particular, como A, é positiva, a hip6tese de inducao garante que todos Ay, ...,A,
tém determinante positivo. Resta provar que o determinante da prépria A é positvo. Como
A, é invertivel, podemos novamente escrever A = QT BQ, como anteriormente, e concluir
que d > 0. Como A é positiva, B ¢é positiva pelo Lema 3. Escolhendo X de tal modo que

x=0e Xpt1 = 1. Entao,
0<X'BX =d.
Como detA, >0 e d >0, temos detA >0 O
Voltando aos exemplos anteriores:

2 0
1) f(x,y) = 2x* +2y? é associada & matriz A = < 0 2 ) , onde os menores principais

sdo [2|=2e

‘ =4, que sao positivos. Logo, A é positiva.

3 2
2) f(x,3,2) =3x2+2y? — 522 +4xz+2xz—yz é associada amatrizA= | 2 2 —1/2
1 —-1/2 -5
3 2 1
o . 32 59
onde os menores principais lideres sao |3| =3, 5 =2e| 2 2 —-1/2 | = vy <0,
1 —-1/2 -5

e pelo Teorema, A é indefinida.

O teste dos menores principais lideres do teorema anterior pode falhar, por exemplo,
quando uma dada matriz simétrica A tem algum menor principal lider igual a zero, mas
todos os nao nulos se encaixam no padrao de sinais dos itens (a) ou (b) do teorema.

Quando isso ocorre, a matriz A nao é definida, podendo ser semidefinida ou nao. Neste
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caso, para conferir se a matriz é semidefinida, ndo contamos mais com a possibilidade de
conferir apenas o sinal de cada menor principal de A, usando o teste descrito no seguinte
teorema. ( [2],p.392)

Teorema 11. Seja A uma matriz n x n simétrica. Entdao, A é nao negativa se, e somente
se, todos os menores principais lideres de A sdo maiores ou iguais a zero; A é nao positiva
se, e somente se, cada menor principal de A de ordem impar é menor ou igual a zero e

cada menor princpal lider de A de ordem par é maior ou igual a zero.

Podemos, agora, reescrever o Teorema 9 da seguinte forma:

Sejam f:D C R? = R de classe C? e (xg,yo) um ponto interior de D e 2 f(xq,yo)

a matriz hessiana de f calculada em (xg,yg). Suponhamos que (xg,yo) seja ponto critico
de f. Entao:

o Se a matriz hessiana de f em (xg,yo) for positiva, entao(xg,yp) serd ponto de minimo
local de f.

o Se a matriz hessiana de f em (xg,yo) for negativa, entao(xg,yo) serd ponto de maximo

local de f.

» Se a matriz hessiana de f em (xg,yp) for indefinida, entao(xp,yo) serd ponto de sela

Generalizando para uma funcao de n varidveis f(xj,xp,...,x,) teremos que:
. o . *f, _ .
e (X1,%,...,%,) serd ponto de méximo local, se —3 (¥1,%2,...,%,) <0 e todos os demais
dx
menores principais da matriz Hessiana de ordem n alternarem o sinal a partir de
Pf . i}
ax% (x1 s XDy ,xn).
o (Xy,%2,...,%,) serd ponto de minimo local se todos os demais menores principais da

matriz Hessiana de ordem n forem maiores que zero.

2.1.2 Funcées Céncavas e Convexas

Definicao 12. Seja f:A C R" — R, onde A ¢ um subconjunto convexo de R", f é concava

se, para quaisquer x,y em A e para todo t € [0, 1],

flex+(1=1)y) >tf(x)+(1—1)f(y).

Uma funcao é dita convexa se satisfaz a seguinte condicao:
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Jx+ (1 —=1)y) <tf(x)+(1—1)f(y),Vt €[0,1].

Em outras palavras, uma funcao de n varidaveis é concava se, e somente se, qualquer
segmento de reta secante ligando dois pontos do grafico de f fica abaixo dele. Uma funcao
¢ convexa se, e somente se, qualquer segmento de reta secante ligando dois pontos no seu

grafico fica acima dele.

Teorema 12. Seja f: A CR" — R, onde A é um subconjunto convexo de R". Entao, f é
uma fungdo concava (convexa) se, e somente se, sua restrigao a qualquer segmento de reta

em A é uma fungio céncava (convexa) de uma varigvel.

Demonstragio. Suponha que a retricdo de f a qualquer segmento de reta em A é uma
funcao concava. Para provar que f é uma funcdo concava em A, sejam x e y dois pontos
arbitrarios de A. Seja g(t) = f(tx+ (1 —1)y). Por hipitese, g é concava. Assim, para t entre

0 e 1 temos,

flex+(1—1)y) = g(1) (definigao de g)
8

y) >tg(l)+(1—1)g(0) (pois g é concava)
=tf(x)+(1—1)f(y) (defini¢ao de g)
Consequentemente, f é concava.

Reciprocamente, suponha que f é concava. Queremos mostrar que é concava a
restricao g(t) = f(tx+ (1 —1)y) de f ao segmento de reta contendo x e y. Para fazer isso,

fixe s1 e 5o e tome ¢ entre 0 e 1. Entao,

gtsi+(1=1)s2) = f((ts1+ (1 =1)s2)x+ (1= (51 + (1 = 1)52))y) (definicao de g)
gltsi+(1—1)s2) = f(t(six+ (L —s1)y) + (1 =1)(s2x+ (1 = 52)y))
gltsi+(1—1)s2) 2 1f(s1x+ (1 —s1)y) + (1=1)f(s2x+ (1 —s2)y) (concavidade de f)
glts1+ (1—1)s2) > 1g(s1) +(1—1)g(s2).

Portanto, g é concava.

A prova para fungoes convexas é analoga.

]

Vamos agora descrever as propriedades desejaveis das fungdes concavas e convexas.

2.1.3 Critério para determinacao da concavidade de uma funcao

Ao estudar funcao de uma variavel, temos dois testes analiticos simples para a

concavidade.
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1) Uma funcao C' em um intervalo I é concava se, e somente se, sua derivada

primeira f’(x) é uma fungio decrescente de x , para x em I;

2) Uma funcdo C? é concava em um intervalo I se, e somente se, sua derivada

segunda f”(x) é menor ou igual a zero para x em 1.

Veremos agora um teorema que fornece um resultado bastante relacionado para a

concavidade em R que tem uma generalizacao 6bvia para fungoes em R”.

Teorema 13. Seja f uma funcio de classe C' em um intervalo I de R. Entao f é concava

em [ se, e somente se,

fO) = f(x) < f(x).(y—x),Yx,y € R. (2.1)

A funcao f é convexa em [ se, e somente se,

fO)=f(x) = f1(x).(y —x),Vx,y € R.

Observagao 2. Vejamos que a condigao (2.1) significa que f/(x) é uma fungio decrescente.
De fato,

=19 < pi, 2.9
para x,y € I tais que y > x
f—(y;: ){ @ ), (2.3)

para x,y € [ tais que y < x .

Para vermos que (2.2) e (2.3) implicam que f’ é decrescente, suponha z; <z, em [.
Entao,
S fz) = fz) _ )~ fz)

f(z1) > = ,parax=z; e y =23, em (2.2)
2 —1Z1 i1 —22

f(z1) = f(z2)

:f/(ZZ), comx=z ey=z em (2.3)
i1 —22

Logo,
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f'(z1) = f(z2).

Demonstrag¢io. Suponha que uma funcao f é concava em I. Sejam x,y € I e sejat € (0,1).

Entao,

tf () + (1 =2)f(x) < fley+ (1 =1)x)

foa+ily—x))—fx)

t(y—x) =)

FO)—flx) <

A condigao (2.1) segue fazendo r — 0 na tltima expressao.

Por outro lado, suponha que (2.1) vale para quaisquer x e y € I. Entdio,
fE) = f((A=t)x+1y) < f/((L=t)x+1y)(x = (1= 1)x +1y))
fE) = f(T=t)x+1y) < f1((1—t)x+1y) (x —x+1x —1y)
F) = F((1=0)x+1y) < =1/ (1 =1)x+19) (y — %)
Da mesma forma,
fO)= (A =0)x+1y) < (1 =) f (1 =1)x+1y)(y —x).

Multiplicando a primeira desigualdade por (1 —¢), a segunda por ¢ e somando-as,

obtemos:

fO) =tf(x) = f((L=0)x+1y) +1f (L= 0)x+1y) +1f(y) =t f (1 = 1)x+1y) <O
(1=0)f(x) = f(1=0)x+1y) +1f(y) <O

(I=0)f(x)+tf(y) < f((1=1)x+1y).

Podemos generalizar esses critérios para dimensoes maiores.

A derivada primeira de f(x) = f(x1,x2,...x,), para fungoes de varias varidveis, é
uma transformagcao linear, cuja matriz na base canonica, chamada de matriz Jacobiana, é

dada pelas derivadas parcias de primeira ordem de f:
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af af df
axl 8_x2(x 8xn(x)

Jf(x) =
como ja foi visto.

Teorema 14. Seja f uma funcdo C' num subconjunto convexo A de R". Entdo, f é

concava em A se, e somente se, para quaisquer x e y € A.

700 =16 < [ 3L 0001 —x0) o+ 5L 00—

Da mesma forma, f é convexa em A se, e somente se,

) —f(x) > f'(x).(y —x) para quaisquer x e y € A.
Demonstragdo. Sejam x e y pontos arbitrarios em A. Seja
8uy = flty+(1—1)x)
8xy = flx+1(y—x))
ey = fx1+1t(y1 —x1), o, X0+ (V0 — Xn))-

Entao, utilizando a regra da cadeia, temos:
L f
gx,y Z a_ X+t y x))(y Xi).

Agora, considerando que f é concava se, e somente se, cada uma destas gy, ¢

cOncava, entao como,
8xy(1) —8xy(0) < g5, (0)(1-0)
gry(1) —8x(0) < g5 ,(0).
Desta forma, para quaisquer x, y € A,

fO) = fx) < f/x)(y—x).
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Corolario 2.1: Se f é uma funcido C' céncava em um conjunto convexo A e se

Xp € A, entao:

f'(x0)(y —x0) 0= f(y) < f(x0)-

Em particular, se f'(xo)(y —xo) < 0 para todo y € A, entdo xp é um maximo
global de f.

O teorema anterior é uma técnica muito util para provar propriedades sobre fungoes
concavas e convexas, porém, por envolver a verificacao de uma desigualdade para quaisquer
x e y no dominio, em geral, ndo é um teste muito pratico para verificar se uma fungao ¢é
concava ou convexa. Utilizaremos, entao uma generalizacao do teste da derivada segunda: f
é concava em um intervalo I se, e somente se, f”(x) <0 para qualquer x € I. A generalizacao
natural da derivada segunda, f”(x), de f real a valores reais para fungoes de varias varidveis

¢ a matriz hessiana de todas as derivadas parciais de segunda ordem:

fx1x1 fx1x2 fxlxn
wp= | T S S

fxnxl fxnx2 R fxnxn

82

onde escrevemos fyy, para e cada variavel é calculada no ponto x.

axix j
A generalizagio natural de f”(x) <0 é a afirmac¢ao que a matriz hessiana 7 f(x) é
nao positiva em cada x do dominio de f. O teorema a seguir resume o teste da derivada

segunda para fungoes concavas e convexas em R”.

Teorema 15. Seja f uma funcdo C> em um conjunto aberto convexo A de R”. Entéo,
f é uma funcdo céncava em A se, e somente se, a matriz hessiana S f(x) é negativa
semidefinida para cada x em A. A funcdo f é uma funcdo convexa em A se, e somente se,

 f(x) é positiva semidefinida para cada x em A.

Demonstragio. Sejam x e y pontos quaisquer em A e gyy(f) = f(ty+ (1 —1)x). Entao, f é
concava em A se, e somente se, cada gy y(f) é concava, que é equivalente a cada g/, (t) <O0.

Assim, pelo teorema anterior e pela regra da cadeia, vimos que:

G0 =1 2L (wt(y =) )
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8y (1) = F(X)(y—)

Logo,

(0= 5 (L S trt—)i—s) )

1

Y n o n aZf
gx,y(t) = Z Z axiaxj (x—H(y—x))(yj _xj>(yi _xi)

0= Y O =)= (et 1= ) (i)
8xy _i,j:I Yj J axiaxj y Yi i

gL t)=(—x)TAHf(x+1(y—x)(y—x).

Se J f(z) é ndo positiva, entao,
I) Cada g/ (1) <0;
IT) Cada gy, é concava;

IIT) A prépria f é concava.

Reciprocamente, suponha que f é concava em A. Seja z um ponto qualquer em A e
seja v um vetor arbitrario em R”. Queremos mostrar que v 52 f(z)v < 0. Como A é aberto,
existe fo > 0 tal que y = z+1yv estd em A. Como f é concava, g, ¢ concava e ggy(O) <0.

Ento,
0>g2,(0)=(y—2)"f(2)(y—2)
= (tov)" A f(2)(t0v)
=(10)*[v" A f(2)v].

Assim, vI 2 f(z)v <0 e S f(z) é ndo positiva para cada z em A.
]

Uma propriedade valiosa para o nosso estudo é que os pontos criticos das fungoes

concavas sao automaticamente os maximos globais.

Teorema 16. Seja f uma funcao concava (convexa) em um subconjunto aberto e convexo

of

A de R". Se xg é um ponto critico de f, ou seja, se ——(xg) =... = (x0) = 0, entao
ox1 ox,

X0 €A é um maximo (minimo) global de f em A.
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of of

Demonstragio. Se f é concava e ——(xg) = ... = 5
Xn

8x1
af df R
-flx) < 8_x1(x)(y1 —Xx1) + .+ W(x)()’n_xn)a entao f(y) — f(xo) <0 para Vy € A. Ou
n
seja, para Vy € A, temos que f(y) < f(xo), que significa que x9 é um maximo global de f
em A. [

(x0) = 0, entao considerando que f(y)

Dessa forma concluimos que:

I) Se xp é ponto critico e S f(x) é ndo positiva em A, entdo f é concava e xg é

maximo global;

II) Se xo é ponto critico e JZ f(x) é ndo negativa em A, entao f é convexa e xg é

minimo global.

Pelo que vimos, o "teste da derivada segunda” é mais facil de ser aplicado, basta

analisarmos se a matriz é positiva, negativa, nao positiva, nao negativa ou indefinida.

Temos a seguinte generalizacao do teorema anterior:

Teorema 17. Seja f uma funcio C' definida em um subconjunto convexo A de R”™. Se f
¢ uma funcao concava e se xo ¢ um ponto de A que satisfaz f'(xo)(y —x9) <0 paraVy €
A, entao xg € A é um méaximo global de f em A. Se f é uma funcao convexa e se x9 ¢ um
ponto de A que satisfaz f'(xo)(y —xp) > 0 para V' y € A, entdo xp € A é um minimo global
de f em A.

Exemplo 32. Mostraremos que f(x1,x) = x3 + x3 é convexa em RZ.
Como vimos, uma fungdo f é convexa se, e somente se, f(y1,y2) - f(x1,x) >
af af
—(x1,x —X1) + =—(x1,x —X2).
8x1( 1,%2) (1 —x1) axz( 1,%2)(y2 —x2)

Assim temos,
(yi—x1)> + (2 —x)* >0
(v} —2x1y1+x7) + (3 —2x2y2+x3) > 0
Yy - a3 - - 2xpy + 20 - 200 + 203 >0
(y%‘FY%) - (x%—|—x%) > 2x1y1 - Zx% + 2x0y7 - Zx%
1 +y3) - (A +x3) > 2x1(y1 —x1) + 2x02(y2 —x2).

O que é verdade para quaisquer (x1,x2) e (y1,y2) € R2.
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Outra forma de demonstrar esse resultado é observando que a matriz hessiana
2 0

associada & f é dada por JZf(x,y) = [ 0 2

] , que é positiva para todo (x,y) € R2.

Exemplo 33. Considerando a funcio f(x,y) = x* +x?y> +y* — 3x — 8y temos que sua

matriz hessiana ¢ dada por :

12x% 4 2y? 4xy

Jf(x,y) =
Jey) [ 4xy 2x% +12y?

] , para (x,y) # (0,0).

Dessa forma, os dois menores principais lideres, 12x2 4+ 2y? e 24x* + 148x%y? +24y*, sdo

positivos, sendo assim, f é uma funcdo convexa em todo R2.

Exemplo 34. Considerando a funcio Cobb-Douglas geral U (x,y) = x%y’, temos que sua

matriz hessiana é dada por:

Hf(x,y) =

cujo determinante é

det# f(x,y) =ab(l —a— b)x2a72y2b72.

Para que U seja concava em Ri, precisamos que a(a—1) <0 e ab(l1 —a—>b) >0,

ou seja, precisamos que 0 <a<1,0<b<lea+b< 1.

2.2 Otimizacao condicionada

2.2.1 Maximos e minimos sobre conjunto compacto

Definicdo 13. Seja A um subconjunto de R?, dizemos que A é um conjunto limitado se A
estiver contido em alguma bola aberta de centro na origem. Dizemos, por outro lado, que
A é um conjunto fechado se o seu complementar {(x,y) cR?/(x,y) ¢ A} for um conjunto

aberto. Dizemos que A é um conjunto compacto se A for fechado e limitado.

Teorema 18. (Teorema de Weierstrass) Se f for continua no compacto A, entao

existirao (x1,y1) e(x2,y2) em A tais que, para todo (x,y) em A f(x1,y1) < f(x,y) < f(x2,y2),
ou seja f(x1,y1) é o valor minimo e f(xp,y2) é o valor maximo de f em A. [3]

Procedimento para obtencao de maximo e minimo
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O primeiro passo é encontrarmos os pontos criticos, pois sdo os tnicos pontos
interiores de A com possibilidade de serem extremantes. Para que isso seja feito, devemos

supor que f admita derivadas parciais nos pontos interiores de A.
Em seguida, devemos determinar o maximo e o minimo de f na fronteira de A.

Sendo assim, para obtermos o ponto maximo de f em A, comparamos os valores
que f assume nos pontos criticos com o maximo valor de f na fronteira de A, o maior deles
serd o maximo de f em A. Da mesma forma, comparamos os valores que f assume nos
pontos criticos com o minimo valor de f na fronteira de A, o menor deles serd o minimo
de f em A.

Exemplo 35. Uma determinada empresa estd interessada em maximizar o lucro mensal
proveniente de dois de seus produtos, designados I e II. Para fabricar esses produtos ela
utiliza um tipo de maquina que tem uma disponibilidade de 200 maquinas-horas por més
e um tipo de mao de obra com uma disponibilidade de 240 homens-horas por més. Para
se produzir uma unidade do produto I utilizam-se 5 horas de maquina e 10 horas de mao
de obra, enquanto para o produto I/ utilizam-se 4 horas de maquina e 4 horas de mao de
obra. Espera-se uma demanda de 20 unidades por més do produto I e 45 do produto I1I.
Calcula-se um lucro, por unidade, de R$10,00 para o produto I e R$6,00 para o produto
I1. Determinaremos as quantidades de cada produto que deverao ser fabricadas por més,

para o lucro mensal ser maximo.

O problema consiste em maximizar o lucro L = 10x+ 6y, onde x é a quantidade
do produto I e y do produto 11, com as restrigoes 0 <x <20, 0 <y <45, 5x+4y <200,
10x + 4y < 240.

Considerando o conjunto A, limitado pelos eixos coordenados x e y, e pelas retas:
200 — 5x
—
JeLy={(x,y) €ER?x=20e0<y<10},

Li={(x,y) eR20<x<6ey=45}, L ={(x,y)) ER? 6<x<8ecy=
240 — 10x
—
vemos que L nao possui pontos criticos nessa regiao e, analisando as extremidades de cada

b Ly =

{(x,y) eR?8<x<20ey=

segmento de reta, encontramos x = 8 e y =40 como maximo.

Exemplo 36. Seja f(x,y) = xy restrita ao conjunto A = {(x,y) € R? x> +y? < 1}, temos
. V22 V2 V2
que f assume valor maximo absoluto nos pontos S5 el ) sendo o valor
_— . VIV (V33
de f nesses pontos igual a 3 e valor mimino absoluto nos pontos — 5 e 7 |
sendo o valor de f nesses pontos igual a —5

De fato, analisando os pontos criticos, encontramos o ponto (0,0), sendo que

f(0,0) =0, e portanto nao é ponto de maximo nem de minimo do problema.
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Fazendo o estudo de f restrita & curva x*> +y? = 1, podemos escrever x = cost e

y=sent, 0 <t <2x. Logo, f restrita a curva, é dada por:

sen (2t
g(t) = f(cost,sent) = cost.sent = 2( ), 0<t<2m.
: o n 3t 5t Ixn
Para g, temos os seguintes pontos criticos: para t = e e T que correspon-

N

V2

2
, —7> , Tespectivamente.

dem aos valores (é @> (—@ @) (—\/—E —@> e (

272 27 2

|

Além disso, devemos analisar g nos extremos, isto é, para t =0 e t = 27, que
correspondem ao ponto (1,0). Logo, comparando f em todos esses valores, chegamos ao

resultado.

2.2.2 Determinacao de Candidatos a Extremantes Locais Condicio-
nados pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange

Seja f diferencidvel no aberto A e seja B = {(x,y) € A/g(x,y) =0}, onde g é suposta

de classe C! em A. Suporemos, também, que Vg(x,y) # (0,0) em B. Nosso objetivo é

determinar uma condigao necessaria para que (xp,yo) € B seja um extremante local de f em

B. Sem perda de generalidade, vamos supor que (xg,yo) € B seja um ponto de maximo local

de f em B. Desta forma, existe uma bola aberta com centro em (xg,yp) que chamaremos
de V, isto é,

fx,y) < f(x0,y0), V(x,y) € BNV.

Por meio do Teorema de Funcao Implicita, com os mesmos argumentos utilizados nas
consideragoes geométricas do vetor gradiente, temos que existe uma curva ¥ diferencidvel

em um intervalo aberto I tal que ¥(to) = (x0,v0), to € 1, ¥ (to) # 0 e g(¥(1)) =0, Vr € I.

Da continuidade da ¥ segue que 30 >0 / se t € (tp — 0,tp+ T), entdao y(t) € BNV

(pequenas variagoes em t acarretam em pequenas variagoes de ¥(t)).

Logo, f(¥(t)) < f(¥(t0)), Vt € (to— 0,19+ ) 0 que implica que fg é ponto de maximo
local para h(t) = f(¥(t)). Assim, i’ (fy) = 0. Pela regra da cadeia,
() =Vf(¥()).7 ()

e segue, entao, que

Vf(¥(10)).¥ (t0) = 0.
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Por outro lado, como g(¥(7)) = 0, novamente pela regra da cadeia,

em particular,

Vg(¥(t0))-7 (t0) = 0.

Como Vg(¥(ty)) # 0, segue que Vf(xo,y0) e Vg(xo,yo) sdo paralelos, isto é, existe
MeER/

Vf(x0,y0) = A0 Vg(x0,¥0).

Logo, se (xp,y0) é ponto de méximo local de f em B, (xo,yo) deve ser solugao do

sistema

Vf(x,y) =AVg(x,y)
g(x,y) =0

para algum A real.

Temos entao, o seguinte teorema.

Teorema 19. Sejam f diferencigvel no aberto A C R? e B = {(x,y) € A g(x,y) =0}, onde
g é suposta de classe C! em A, e Vg(x,y) # (0,0), para todo (x,y) € B. Uma condicio
necessaria para que (xg,yo) € B seja extremante local de f em B é que exista um real Ay

tal que:

V f(x0,y0) = Ao Vg(x0,¥0).

A varidvel Ay é denominada Multiplicador de Lagrange.

Se acrescentarmos as hipéteses f € C! e Vf(xo,y0) # 0, podemos afirmar que a

curva de nivel de f tangencia a restrigao g(x,y) =0 no ponto (xgp,yo).

Exemplo 37. Voltando ao exemplo anterior, podemos observar que para encontrar o valor
maximo ou minimo de f, restrita a circunferéncia de raio 1 e centro na origem, podemos

utilizar este teorema usando g(x,y) = x> 4+y?> —1 =0 como restricio.

fx,y) =xy

Entao,
glxy)=x*+y'=1=0
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Vf(x,y) =AVg(x,y) N (v, x) = A(2x,2y)

Assim,
g(xay):x2+y2—120 x2_|_y2_1:0

1
dessaforma?tz:l:iéy:Oex::l:l.

Verificamos que os pontos (1,0), (—1,0), (@,g), (—\/—E @>, ( V2 ﬁ) e

2 2
(g, —é) sao candidatos a extremantes de f, restrita a circunferéncia. Como a prépria

circunferéncia é um conjunto compacto, f assume maximos e minimos absolutos na curva,
i V22 V22 V2 V2 V2 V2
e sao dados por 57 | , e .

272

27 2

A mesma andlise pode ser feita para uma funcao de trés variaveis.

Se considerarmos mais de uma restricao, temos o seguinte teorema:

Teorema 20. Sejam f diferencidvel em A C R3 e B={(x,y,z) €A/g(x,y,2) =0 e h(x,y,2) =
0}, onde g e h sdo supostamente de classe C! em A e Vg(x,y,2) AVA(x,y,z) # 0 em B. Nessas
condigoes, para que (xo,Y0,20) € B seja extremante local de f em B, existem A} e A € R
tal que V f(x0,Y0,20) = A1Vg(x0,Y0,20) + A2 Vh(x0,¥0,20)-

Demonstragio. Suponhamos que (xg,y0,z0) seja ponto de maximo local de f em B tal que

exista uma bola aberta D de centro (xo,y0,20)/Y(x,y,2) € BND, f(x,y,2) < f(x0,Y0,20).

Consideremos uma curva diferencidvel y: I — R3, I aberto, tal que ¥(to) = (x0,Y0,20),
Y (o) # 0 e y(t) € B para todo ¢ em I. Como ¥ é continua, existe ¢ > 0 tal que t €
lto— 9,00+ [ =7 (1) €BND.

Assim, para todo t € Jtg — @,t0+ ¢[ temos f(y(t)) < f(¥(t0)).

Logo, ty ¢ ponto de maximo local de F(t) = f(y(t)) e dai F'(y) =0, ou seja,
Vf(r(t)).¥ (o) =0.

Por outro lado, se y(t) € B para todo t € I, temos g(y(t)) =0 e h(y(t)) =0, assim
Vg(¥(t0)).¥ (o) =0 e Vh(¥(10)).Y (to) = 0.

Como o produto escalar de ¥ (fy) com cada um dos gradientes da funcao dada
e das fungoes restrigoes é zero, temos que o gradiente da funcao dada esta contido no
plano determinado pelos gradientes das restrigoes, dessa forma o gradiente de f é uma

combinagao linear dos gradientes de & e g, ou seja, existem reais A; e A, tais que

V£(y(t)) = LVe(¥(to)) + A2VA(¥(%)).
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Entao, os candidatos a extremantes locais de f em B sao os pontos (x,y,z) € A que

tornam possivel o sistema:

Vf(x,y,z) = AIVg('x:y7Z>_l—)tQVh(xuva)
glxyz) =0 .
h(x,y,z) = 0

Vejamos um exemplo sobre a teoria.

Exemplo 38. Um gindsio poliesportivo sera construido de acordo com as seguintes

condigoes:

I) Deve existir um jardim com formato eliptico interceptado por duas pistas

perpendiculares no centro do jardim.

II) As pistas dividirdao a parte interna ao jardim em 4 partes de igual drea, onde

serao localizadas as quadras.

III) Sera construido um muro tangente ao jardim e o portao de acesso ao gindsio

se localizara no ponto de tangéncia.

IV) O objetivo é construir o muro de forma que a regiao delimitada por ele e pelas
pistas perpendiculares tenha a menor area possivel e que se encontre no primeiro quadrante

em relacao as pistas.

Considerando que a equacao da elipse que representard o jardim é dada por
4x?> +y* = 4, determine a localizacio do portdo de entrada em relacdo ao centro do jardim

e a equacao da reta que representa o muro a ser construido.
Resolucao:

Temos a seguinte situagao: devemos determinar a equacao da reta tangente a elipse

4x? +y? =4, ou seja, y=24/1 —x% no ponto (xg,yo) = (xo, f(x0)), dada por:

y = f"(x0)(x —x0) + f (x0)
y= =)+ 21— o)

_ —2xpx+ 2(x0)2 +2— 2(x0)2

1 — (x0)?
_ 2(—)6())6 + 1)
1—(x)?

Como precisamos do tridngulo determinado por essa reta tangente e pelos eixos
coordenados (pistas perpendiculares), precisamos determinar os pontos de interseccao

dessa reta com esses eixos.
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2.2.

I) para y =0, temos:

2(—x0a+ 1)
11— (x0)?

= 2(—xpa+1)

I
o

=axg=1

=aq=—,
X0

1
ou seja, obtemos o ponto <—,0).
X0

II) para x =0, temos:

2.2(—xp.0+1)
241 — (X())2
4

= —=>
Yo

4
:}b:—’
Yo

4
e portanto, o ponto de interseccao é dado por <0, —).
Yo

Dessa forma a area do triangulo é dada por:

o GG -

-2 2  Xoyo
Além disso estd sujeita a restricao

8(x0,y0) = 4x5 + 5 — 4.

Como a area deve ser minima, devemos ter:

VA(x0,y0) = Ag(x0,y0)
g(x0,¥0) = 0.

O sistema acima é equivalente a

JdA _, 0g
a—x()(xo,yo) = la—xo(xo,yo)
0A

_ 298
8_y0<x0’y0) = A&yo (x0,¥0)

43 +y3—4=0
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o qual implica em

Quanto a segunda, temos

= ()
yixo  \xdyo

donde segue que x9 =0 ou

Para xy =0,

e para xo = i%o’

Yo

%O = ygxo0 = 4x3 = ygxo — 4xg = 0 = xo (v§ — 4x5) = 0,

% Yo
4x%:y(2):>xgzzoz>x0::|:5.

D =l=yj=4=y==2

2

Z+)%:1:>2y%:4:>y(2)=2=>)’0:i\/§-

V2

Como x>0 e y>0, o ponto que nos interessa é (7, \/§> e a equagao da reta

tangente a elipse dada é y =2

V2

Com xg = 5

(—xox+1)

,/l—x(z)

2
2 —gx—i—l)
y:
2
. V2
\ 2
—V2x+2
=y= i
1—=
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=y=(—V2x+2)V2
=>y= —2x+2V/2.
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3

CONSIDERACOES SOBRE PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO NO ENSINO BASICO

A teoria desenvolvida nos capitulos anteriores é, normalmente, abordada em uma
segunda disciplina de Calculo Diferencial, em diversos cursos de exatas. Em alguns cursinhos
ou para turmas mais “interessadas em Matemética” é possivel definir o conceito de derivada
e aplicagdes em problemas de otimizacao que sao bastante motivadores. Neste contexto, os

problemas apresentados durante o trabalho poderiam ser desenvolvidos com essas turmas.

Entretanto, acreditamos ser possivel trabalhar os conceitos de maximos e minimos
de uma funcao, sem citar explicitamente o conceito de derivagao, instigando os alunos
com problemas praticos e motivadores, questionando como aborda-los em situa¢oes onde o

conceito de derivacao faz-se necessario.

Listamos abaixo alguns exemplos onde podemos trabalhar este tema e formas de

abordéa-los.

1) Problemas em que a fungao a ser otimizada é uma fungdo do segundo grau. Dois

problemas classicos neste sentido sdo descritos a seguir.

) Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares de dimensées a e b, com um
lado comum a. Se o fazendeiro possui 9600 m de cerca, determinar as dimensoes de a e b

para que cada pasto tenha a maxima area possivel.

Como os dois terrenos possuem um lado a comum, a quantidade de cerca utilizada

¢ dada por 3a+4b e a area de cada pasto ¢é representada por a.b.

Dessa forma temos:
3a+4b = 9600
A=ab
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3
Considerando b em funcido de a podemos escrever b = 2400 — Za, assim A =

3
2400a — —a’ e a drea maxima ocorre no vértice da pardbola que representa o grafico de

uma fun¢ao do segundo grau, nesse caso A é dada em funcao de a.
Assim, o valor de a para que a area seja maxima é o x do vértice da parabola

A = 2400a — %az.

3
As raizes da equacgao 2400a — Zaz =0s80a=0ea=3200 e o valor de x do vértice

¢ igual a média das raizes, como podemos verifcar no Figura 17 a seguir.

0 X, 3200 a

Figura 17 — Area méxima

Entao xyerrice = 1600 metros. Dessa forma, podemos concluir que as dimensoes para

que a area seja maxima sao a = 1600 metros e b = 1200 metros.

IT) (retirado de [5],p.184) Um galpdo retangular deve ser construido em um terreno
com a forma de um triangulo retangulo com catetos medindo 20 metros e 10 metros, sendo
que dois dos lados do galpao devem estar contidos nesses dois lados do terreno e o quarto
vértice do retangulo que representa o galpao deve pertencer a hipotenusa do terreno, como

esta representado na Figura 18.

Vamos deteminar a drea maxima desse galpao.

Considerando um plano cartesiano, onde os eixos coordenados sao as retas que

contém os catetos do terreno e x e y as dimensoes do galpao, conforme Figura 19.

Observando a figura, temos que a area do galpao é dada por A = xy e que o ponto

P deve estar sobre a reta x+ 2y = 20, entao podemos expressa-lo como P (x, 10— g)

Dessa forma, podemos escrever a area como fun¢ao de x da seguinte maneira:

2

X
A(x) =10x — —.
() = 10x—
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10m

GALPAO

A
v

20m

Figura 18 — Dimensoes do terreno onde serd construido o galpao

10

GALPAO

x ¥

Figura 19 — Plano cartesiano e variaveis utilizados no célculo do terreno de drea maxima

Como vimos no primeiro problema, a area maxima ocorre no vértice da parabola
que representa o grafico de uma fungao do segundo grau.
Assim, o valor de x para que a area seja maxima é o x do vértice da parabola
X
A(x) = 10x— 5

2
X
As raizes da equacgao 10x— — =0 sao x=0 e x =20 e o valor de x do vértice é

igual a média das raizes, como podemos verifcar na Figura 20.

Entao,

Xyertice = 10 metros.

Nosso objetivo é determinar a area maxima para o galpao e como isso ocorre no

vértice da parabola, o valor que nos interessa é a imagem de x do vértice.

Sendo assim,
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X, 20 x

v

Figura 20 — Area Maxima

Amaxima = 50m2 .

2)(retirado de [4], p.218 e 219) Problemas em que a utilizagdo de softwares podem
ajudar na interpretagao (por exemplo, a fung¢do a ser otimizada é uma func¢ao polinomial

do 3o. grau).

Em Biologia, encontramos a férmula ¢ = VA, onde ¢ é o fluxo de ar na traqueia, V

é a velocidade do ar e A a area do circulo formado ao seccionarmos a traqueia.

Quando tossimos, o raio diminui, aumentando a velocidade do ar na traqueia. Sendo
ro o raio normal da traqueia, a relacao entre a veocidade V e o raio r da traqueia durante a
tosse ¢ dada por V(r) = ar?(ro—r), onde a é uma constante positiva. Podemos representar

essa situagao graficamente como na Figura 21.

Vamos calcular o raio r em que é maior a velocidade do ar e o valor de r com o

qual teremos o maior fluxo possivel.

O raio r da traqueia contraida, nao pode ser maior que o raio normal 7y, nem menor

que zero, ou seja, 0 < r < ry.
Precisamos determinar o maximo absoluto da fungao V(r) em que 0 < r < ry.

Temos:
V(r)= a”z(l’o —r)= V’(I’) = 2argr — 3ar?.

2
Fazendo V'(r) =0, obtemos ry = §r0 er,=0.

Temos V" (r) = 2ary — 6ar. Como V" (0) = 2ary > 0= r, =0, que dessa forma é um

2
minimo relativo. Como V”’(r) = §r0 é um valor negativo, concluimos que r; = §r0 é um

valor méaximo relativo.
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2 4
Para r € [0,rp], temos que o méximo absoluto é V <§ro) = %rg.

Diante desse resultado, afirmamos que a velocidade do ar na traqueia é maior
quando o raio dela é dois tergos do raio ry da traqueia nao contraida.

Agora, determinaremos o maximo absoluto da funcio ¢(r) = ar?(ro — r)mr?.

Temos ¢'(r) = danror’ — Sanr®.

Fazendo ¢'(r) =0, obtemos rj =0 e r, = 570 Como pontos criticos de @(r).

Temos ¢"(r) = 12anror* —20anr>.

4 4 4
Logo, ¢"(0)=0¢e ¢” (§r0> = —Eanrg e concluimos que em 570 temos um ponto

de méximo relativo.

O ponto r; =0 é um ponto de minimo relativo, pois a funcao @(r) decresce em

4
(—o0,0] e cresce em {O, gro] .

5
anry.

4
. 1 , 4 4 ioual
O méaximo absoluto em [0,rp] sera ¢ <5ro), que ¢é igual a 3105

4
Portanto, o maior fluxo possivel é obtido quando r = g”o-

Figura 21 — Velocidade do ar na traquéia em fungdo do raio da traquéia durante a tosse

3)(retirado de [6], p.33) Problemas envolvendo desigualdades, médias aritmética e

geométrica

Considerando o paralelepipedo retangulo de dimensoes x,y e z, representado na
Figura 22, temos que sua area e seu volume sao dados, respectivamente, por A = 2xy +

2xz+2yz e V =xyz.
Determinaremos os valores que minimizam a fungao A(x,y,z) = 2xy+2xz+ 2yz dado
que V = xyz seja constante.

Assim, sabendo que a média aritmética entre n valores é maior que a média

geométrica dos mesmos valores, temos que :
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Figura 22 — Paralelepipedo

2xy +2xz+2yz
3

> 3/2xy.2x2.2yz = 2xy + 2xz+ 2yz > 3.2/x2y222 = A > 6V V2.

Como V ¢ constante, a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica nos

diz que o menor valor que A pode assumir é A = 6V V2, assim :
A=2(xy+xz+yz) = 6VV2.
Logo, xy =xz =yz = x =y =z, assim fazendo z=x e y = x, temos x = v/V.

Podemos concluir, entao que o paralelepipedo retangulo procurado ¢ um cubo de
aresta \3/V .

4)(retirado de [6], p.34) Problemas analisando a regido de otimizacao.

Um fabricante de ragao animal dispoe de 60 sacos de milho e 32 sacos de trigo
para produzir dois tipos de ragoes A e B. A ragao A é composta de 3 sacos de milho, 4
sacos de trigo e gera um lucro de R$20,00. A racao B é composta de 6 sacos de milho, 2
sacos de trigo e gera um lucro de R$24,00. Determinaremos quanto de cada ragao deve ser

produzido para que o lucro do fabricante seja o maior possivel.

Representaremos os dados do problema dispostos na Tabela 1 para facilitar a
compreensao do mesmo.

Consideraremos x e y as quantidades de ragoes produzidas dos tipos A e B, respec-

tivamente.

O lucro é obtido através da func¢ao L(x,y) = 20x+ 24y, diante das seguintes condigoes:
3x+6y<60,4x+2y<32,x>0ey>0.

O nosso objetivo ¢ estabelecer para quais valores de x e y a funcao lucro alcangara

seu valor maximo, obviamente respeitadas as restri¢oes acima.



Figura 23 — Tabela 1: Informagoes sobre a producao de ragdo animal

Lucro (em R$)

Milho (em sacos)

Trigo (em sacos)

Ragéo (A)

20

3

4

Racdo (B)

24

6

2

Disponivel

60

32

Observando que todas as expressoes relacionadas ao problema sao lineares e que
dependem de duas variaveis, x e y, podemos representar cada uma dessas expressoes no

plano cartesiano e analisar seu comportamento (ver Figuras 24 e 25).

20

Figura 24 — Restricao 1, 3x+6y <60

A regiao hachurada representa os pontos que satisfazem cada uma das restrigoes.
Logo, para que todas as restri¢oes sejam satisfeitas simultaneamente fazemos a interseccao,

como representado na Figura 26.

Chamaremos de regiao factivel a regiao hachurada mais escura do plano cartesiano,

e a mesma representa os pontos (x, y) que satisfazem as condigoes do problema.

Para que o valor de L(x,y) seja méximo, devemos ter os maiores valores possiveis
para x e y que satisfacam as restrigoes. Tracando retas paralelas aos eixos coordenados,
percebemos que tal ponto ocorre no vértice da regiao factivel, como podemos acompanhar

na Figura 27.

Portanto, para encontrar tal ponto devemos resolver o seguinte sistema:
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204

Figura 25 — Restricao 2, 4x+2y <32

304

264

204

20 4

154

ey o piy /- i | et e e et

B

o

5, \ 10 15 20~
] ]

Figura 27 — Regido factivel e retas paralelas aos eixos coordenados
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3x+ 6y = 60

4x+2y =32

cuja solucao é o par ordenado (4,8).
Assim, temos que o vértice do poligono é o ponto (4,8), logo x =4 e y = 8 sao os
valores que maximizam a fungao L(x,y) = 20x+ 24y.

Portanto as quantidades das ragoes dos tipos A e B sdo, respectivamente, iguais a

4 e 8, e dessa forma o lucro maximo serd igual a R$272,00 .
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