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Resumo

Neste trabalho estudaremos as transformacoes geométricas espaciais que podem ser
executadas através de transformacoes lineares, afins e projetivas. Estas transformacoes
podem ser representadas por matrizes, que ¢ uma estrutura organizada e computacional-
mente viavel. Devemos entao, fazer uma andlise dessas transformacoes estruturando-as
em um espago vetorial e verificando seu comportamento. Apds isso, usamos os conhe-
cimentos oriundos da teoria das matrizes para relacionarmos tais transformacoes. Sao
exemplos de transformacoes lineares as rotacoes, os cisalhamentos, reflexdes, homotetias
e projecoes paralelas a um eixo, ambas usando como referéncia a origem do espago ou
algum dos eixos formados pela base do referencial adotado. Qualquer combinagoes entre
estas, também é uma transformacao linear. Ja uma transformacao afim é a composicao de
uma transformagao linear com uma translacao, atingindo uma maior abrangéncia, uma
vez que agora nao nos prendemos a origem. Por fim, uma transformagao projetiva tem
uma abrangéncia ainda maior. Desta vez, incluimos as relagoes de perspectiva e seus
pontos de fuga. Dedicamos uma atencao especial as rotagoes no espaco devido ao fato
de que estas transformacoes podem ser representadas por multiplicacoes de quatérnios, o
que torna bem menor o custo computacional de sua implementacao e armazenamento.

Palavras-Chave: Transformacoes espaciais, transformacoes projetivas, quatérnios e rotagoes
no espago.
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Capitulo 1

Introducao

O termo matrizes surgiu oficialmente pelo matemadtico inglés James Joseph Sylvester (1814
— 1897) em seu artigo publicado na Philosophical Magazine de 1850, porém ja se sabe
que os chineses, alguns séculos antes de Cristo, ja usavam métodos para resolver sistemas
lineares de equagoes que sugeriam o uso de matrizes.

Em meados de 1790 o matemético francés Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813),
quando estudava a caracterizagdo dos maximos e minimos de uma funcgao real de varias
variaveis, conseguiu reduzir o problema ao estudo do sinal da forma quadratica associada
a matriz (o termo matriz nao era usado na época) das derivadas segundas de tal funcao.

Em 1855, Arthur Cayley (1821 — 1895) da Universidade de Cambridge, motivado
pelo estudo das formas quadraticas e das transformagoes lineares, passou a tratar as
matrizes como uma classe notavel de objetos matematicos operando como elementos da
algebra. Em um de seus artigos destacou que a nocao de matrizes deveria anteceder a dos
determinantes o que ocorrera de maneira inversa, ja que os determinantes eram estudados
sistematicamente na matematica hd mais tempo.

Figura 1.1: Arthur Cayley

Com Cayley, as matrizes ganharam um estudo mais organizado, onde, dentre outras
contribuigoes, definiu matriz identidade e matriz nula, introduziu a soma de matrizes e a
multiplicacao de matrizes por escalares, bem como estabeleceu suas propriedades.

O produto de duas matrizes também foi sugerido como método para aplicagao em
duas transformacoes sucessivas, composicao de transformagoes, e o mesmo ja verificava
que esta operagao nao portava a propriedade comutativa.

Hoje a Teoria das Formas Quadraticas, que chegou a ser um dos temas mais discutidos
no mundo matematico e proporcionou o estudo basico das matrizes, é apenas um capitulo
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da Teoria das Matrizes.

Na educagao basica brasileira o estudo das matrizes resume-se a apresentacao da
operagoes de adicao, produto por escalar e produto de matrizes, bem como suas pro-
priedades, nao havendo uma aplicacao geométrica ou estrutural dela.

Nao se sabe precisamente quando iniciou-se o interesse do homem pelas transformacoes
geométricas, porém as primeiras evidéncias surgem nas producoes artisticas de pinturas
rupestres da pré-histéoria. Uma das mais antigas foi encontrada no do sitio de El Buey,
na Bolivia. No Brasil, a arte marajoara através de suas pinturas em ceramica mostram
figuras geométricas dispostas de maneira simétrica. Estima-se que essas manifestacoes
artisticas datam entre 400 e 1600. Na educagao bésica brasileira as transformacoes nao
sao tratadas de maneira sistematica, porém em diversos livros didaticos hd mencoes de
algumas delas. Hoje, o conhecimento das transformacoes geométricas tem papel funda-

Figura 1.2: Pintura rupestre encon- Figura 1.3: Arte Marajoara.
trada no Sitio de El Buey.

mental na manipulacao grafica, principalmente na computagao onde uma ha uma gama
de softwares que vao desde desenhos a animagoes 3D, os quais portam ferramentas que
transformam os objetos criados nos seus respectivos espagos virtuais.

O objetivo deste trabalho é verificar de que maneira a algebra de matrizes se relaciona
com as transformacoes geométricas, uma vez que esta implementa uma maneira sucinta
e organizada de fornecer instrugoes, principalmente na area de computacao.

De inicio, trataremos das defini¢oes e propriedades das matrizes e dos determinantes,
objetivando aplicar este conhecimento nos capitulos posteriores. Também se faz necessario
verificar de que maneira se comporta uma transformacao linear e como este tipo de trans-
formacao se relaciona com o produto de matrizes. Da mesma forma, estudaremos as
transformacoes afins e as matrizes proprias deste tipo de transformacao.

Conhecendo o espaco afim e suas caracteristicas, veremos as consequéncias geométricas
das transformagoes deste espago, comecando pelas translacoes, ja que estas tem uma forte
relacado com a mudanca de referencial de uma transformacao, o que torna mais abran-
gente e interessante nosso estudo. Por conseguinte, nosso foco se voltara para as rotagoes,
onde daremos um enfoque especial a duas parametrizacoes, por Angulos de Euler e por
quatérnios. Ainda faremos algumas aplicacgoes, inclusive utilizando o aplicativo Geoge-
bra. Nosso estudo ainda tratara da construcao das matrizes de reflexao, cisalhamento,
homotetia e projecao paralela a um vetor, sempre de maneira bem objetiva. Finalizamos
falando sobre o espaco das projecoes conicas RP? (estendendo, logo apds, ao espago RIF’2),



bem como a anatomia da matriz desta transformacao.

Ao longo do nosso texto encontraremos links para os arquivos do Geogebra os quais, na
versao pdf, podem ser utilizados para verifiar de maneira lidica a aplicacao das matrizes
de transformagao, conforme objetivamos aqui.



Capitulo 2

Topicos de Matrizes e Determinantes

2.1 Matrizes

Definigao 2.1. Uma matriz A de ordem (m xn), m,n € N*, pode ser definida como uma
tabela de dados (nimeros, polinomios, funcoes, etc) dispostos em m linhas e n colunas,
onde as linhas sao filas dispostas na horizontal e as colunas sao filas na vertical.

E comum chamar tais dados de elementos ou entradas da matriz. Para nosso estudo
trataremos apenas das matrizes que tém como entradas nimeros reais.

As entradas de uma matrize podem ser representadas, de maneira genérica, por uma
letra minuscula do alfabeto acompanhada de dois indices, o primeiro mostra em qual linha
se encontra o elemento e o segundo em qual coluna, conforme mostramos abaixo:

aixy Qa2 - QAip
Q21 Q22 -+  QAgp

A= [aij]mxn = . . . . (21)
am1 Am2 - Amn

Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem n, denotado por A, «n,
ou simplesmente A,. Do contrario, A é uma matriz retangular. Uma matriz retangular
onde n =1 e m > 1 é chamada de matriz linha, e para m = 1 e n > 1, a chamamos de
matriz coluna.

As entradas da matriz quadrada A = [a;j],, tais que ¢ = j formam a diagonal principal
da matriz. Por outro lado, temos também a diagonal secundaria, que é composta pelos
elementos a;;, tais que i + j = n + 1.

As matrizes quadradas [a;;], sao denominadas:

(i) matriz triangular superior, quando a;; = 0, sempre que i < j;
(ii) matriz triangular inferior, quando a;; = 0, sempre que 7 > j;

(iii) diagonal, quando a;; = 0, sempre que 7 # j e existir pelo menos um elemento a;; # 0
para i = j.
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2.2 Operacoes com Matrizes

2.2.1 Igualdade de matrizes

Dizemos que duas matrizes A = [ajj]mxn € B = [bijlmxn S80 iguais, sempre que temos
a;; = by paratodo 1 <i<mel<j<n.

2.2.2 Adicao de matrizes

Definigao 2.2. Sejam A e B matrizes de ordem m xn. A adigcao da matriz A = [aij]mxn
a matriz B = [bij]mxn serd igual a matriz C = [cijlmxn Se, € somente se, ¢;; = a;j + by;.

Proposicao 2.3. Sejam A, B e C' matrizes de ordem m x n. No que tange a adi¢ao de
matrizes, valem as sequintes propriedades:

A1l (Comutatividade) A+ B = B+ A;

A2 (Ezisténcia de Elemento Neutro Aditivo) A+O = A, onde O é a matriz cujas entradas
sao todas iguais a zero;

A3 (Ezisténcia de Simétrico Aditivo) A+ (—A) = O, onde —A é chamada de matriz
oposta de A;

A4 (Associatividade) A+ B+C =A+B+C=A+C+B

Observagao 2.4. A matriz O acima é comumente chamada de matriz nula. A matriz
oposta de A pode ser definida como a matriz —A obtida de A de modo que, sendo a;; uma
entrada de A, bj; € uma entrada de —A se, e somente se, bj = —a;.

Demonstracao.

A1l Observe que, como a;; + b;; = b;; +a;;, entao A+ B = B+ A, mostrando que a adigao
de matrizes goza da propriedade comutativa.

A2 Sendo O uma matriz, tal que todas as suas entradas ¢ igual a 0, a;; + 0;; = a;;, para
todol <1 <mel < j <n,oque mostra que a adicao de matrizes possui uma
matriz que é o elemento neutro aditivo.

A3 Tome a matriz —A, obtida de A multiplicando cada um de seus elementos por —1,
assim temos A + (—A) = [a;; — a;;] = O.

A4 Dadas as matrizes A, B e C' de ordem m X n, a;; + by; + ¢;j = (a;; + bij) + ¢;j =
CLU + (sz + Cij) = (CLZ'J' + Cz‘j) -+ sz
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2.2.3 Produto de um Escalar por uma Matriz

Definicao 2.5. Dada uma matriz A = [a;|mxn € um escalar k € R, definimos o produto
do escalar k pela matriz A, denotado por kA, a operacdao que consiste em multiplicar cada
elemento de A por k, ou seja, kA = C se, e 56 se, C' = [ka;;]mxn-

Proposigao 2.6. Sejam A e B matrizes de ordem m X n e k um escalar definido no
conjunto das entradas dessas matrizes. Para o produto de um escalar por uma matriz,
valem as sequintes propriedades:

ME1 (Elemento Escalar Neutro) 1- A=A
ME2 (Associatividade) (kiko)A = ky (k2 A)

ME3 (Distributividade da Multiplicacdo de escalar em relagio a Adigao de Matrizes)
k(A+ B)=kA+kB.

ME4 (Distributividade da multiplicagao da soma de escalares por uma matriz) (ki +
k’z)A == klA + ]{QA, k’l, kg S R

Demonstracao.

ME1 Se k =1 temos que 1+ A =1 [a;j|mxn = A. Assim, 1 é o escalar elemento neutro
da operacao kA.

ME2 Para qualquer kl, kQ € R, kl(kgaij) = (klkg)aij.

ME3 Seja C' = A+ B, entao kC' = kA + kB, isto ¢, ke;; = k(a;; + bi;) = kai; + kby;.

ME4 A verificagao ocorre de maneira direta.
O

Em resumo, as operacoes de adicao de matrizes e multiplicacao de matrizes por es-
calares, satisfazem as propriedades dos objetos da Algebra Linear, sendo o conjunto das
matrizes m x n um espaco vetorial denotado comumente por M, «,,, isomorfo, por exem-
plo, ao espago R™" com suas propriedades citadas acima.

2.2.4 Produto de Matrizes

Sejam as matrizes A = [aij]mxp € B = [bijlpxn. O produto da matriz A pela matriz B,
denotada por AB serd a matriz

n
C = [Cij]mxna onde Cij = E aikbkj.
k=1

Do ponto de vista dos espagos vetoriais, se considerarmos A = [a;;]mxp COMO a matriz
formada por m vetores dispostos em colunas (vetores-coluna da matriz A) e B = [b;j],xn
uma matriz cujas colunas sao listas de escalares, o produto AB é a matriz C' = [¢;j]mxn,
cujas n linhas sao formadas por combinagoes lineares dos vetores-coluna da matriz A
através dos coeficientes de B.



2.2. OPERACOES COM MATRIZES

Exemplo 2.7. Dados os vetores i = (x1, X2, T3,%4), U = (Y1, Y2, Y3, Ys) € W = (21, 22, 23, 24),
dispostos como vetores-coluna da matria A, denotados por [d], [U] e [W], respectivamente.
As combinacoes lineares ki U+ ko1 U+ k31w e kioti+ kaoU+ k3ot na forma de vetores-coluna
podem ser representados pelo produto

T z
$1 a1 21 ki ko
AB = ; 42 ; ko1 koo
8 s = k31 k3o

| T4 Y4 24

[ T n 21 r1 Y1 21

x z x z

= k11 2|+ kb 20 4 ks | 7 k12 2|+ koo 20 4 ksp | 7

z3 Y3 z3 T3 Z3

L T4 Ya Z4 T4 Ya Z4

[ K1 [@] + ka1 [0] + ks1 (] k1o [@) + koa [0] + ks [@] |,

onde B € a matriz dos escalares.

Por outro lado, a partir do exemplo acima, podemos observar que se considerarmos
A como sendo uma matriz de 4 listas de coeficientes dispostos em linha e B como sendo
a matriz formada por 3 vetores-linha, @ = (z1,22), U = (y1,92) e W = (21, 22), 0 Mmesmo
produto resulta em quatro combinacgoes lineares dos vetores-linha da matriz B através
das listas de coeficiente das linhas de A.

[ a1 o QO3 z .
122
A - | B B2 B I
o2 8 O
6 by 03 b=

_041[$1 562] -I-Oéz[yl y2] +043[21 Zz]

= | Bilar a2 ] + By w2] + B3|z =] |,
Ll oz + o nln ow] + nla
onde, se denotarmos [i] = [z1 3|, [0] = [y1 yo] e [W] = [21 2], como vetores-linhas de

B, obtemos as combinagoes a1 + ¥ + azW, f1i + PotV + B3l € YU + YU + Y310

O produto de matrizes torna este conjunto uma estrutura ainda mais rica e inclui mais
quatro propriedades. Portanto, sempre que as operagoes forem possiveis temos:

Proposicao 2.8.

M1 A(B+C) = AB + AC
M2 (A + B)C = AC + BC
M3 A(BC) + (AB)C

M4 Existe uma matriz quadrada, a qual chamamos de matriz identidade e denotamos
por I, tal que AI = A ou [A = A, conforme o caso.

Demonstracao.

M1 Dadas as matrizes A = [a;;]pxm, B =
[dij]mxm entao dij = bij + Cij- Assim,

[bij]mxn e C = [Cij]an eseja B+C =D =
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n n

AD = [€ij]pxn, onde e;; = Z ik (brj + crj) = Zaikbkj + Z Ak Chj

ou seja, A(B+C) =AB+ AC

M2 Dadas as matrizes A = [@ijlmxn, B = [Dijlmxn € C = [Cijlnxp € seja A+ B =D =
[dilmxn, €ntao d;; = a;; + b;;. Portanto, DC' = [e;;]mxp, onde

n n

eij =Y dincrj = (@i +bi)ckj = Y _ aircij + _ bikcry,
k=1

mostrando que (A + B)C' = AC + BC.

M3 Suponha que as matrizes A, B e C sejam de ordens mXxXn,nxp e pxs, respectivamente.
Entao, sendo

n

AB = [dik]mxp, onde d;j, = Z itbik,

=1

p
e BC = [dj;]nxs, onde dy; = Zblkckj, temos

k=1

p p n
(AB)C = [eij]me onde €ij = Zdikckj = Z (Z ailblk> Ckj
k=1

k=1 \lI=1
n p
= E Q4 E blkaj
=1 k=1

= audy; = (A(BC))y;.
=1

M4 Seja I uma matriz quadrada tal que JA = A, onde I = [y;j]n € A = [@in)nxp, €ntao
TA =370 Yikrj = Qij, OU S€Ja, Yi1a1; + Yioloj + - -+ Yiiij + -+ - YimQmj = @;j. Assim,
basta tomar y;; = 1, para i = j e y;; = 0 para ¢ # j para que esta igualdade seja
verdadeira. O caso em que Al = A tem demonstracao andloga.

]

Podemos observar que se A é uma matriz quadrada, entao Al = IA = A. Quando a
matriz identidade I é de ordem n, costuma-se denotar por I,,.

Outro fato importante e de facil verificacao é que o produto de matrizes nao é comu-
tativo.

Motivados pela matriz identidade I,,, podemos definir a matriz inversa.
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2.2.5 DMatriz Inversa

Definicao 2.9. Dada uma matriz quadrada A, dizemos que ela é invertivel ou nao
singular se, e somente se, existe uma matriz B tais que AB = BA = I. Neste caso a
matriz B é denominada matriz inversa de A, denotada por A™1.

Proposicao 2.10.
(i) Se A € invertivel, antio A~ também € invertivel e (A~1)"! = A.
(ii) Se A e B sao invertiveis, entio AB ¢é invertivel e (AB)™! = B~1A~!
Demonstracao.
(i) De fato,

AATY = 1,
& AATN(ATY)T = (AT

S AATHATHT] = (AT
s Al = (AH!
= A (A~H™!

(ii) Com efeito,
(AB)"'AB = 1,
& (AB)'ABB™' = I,B™!
& (AB)'A = B!
& (AB)'AA™Y = BtAT!
& (AB)™Y = B'ATL

]

Proposicao 2.11. Seja A uma matriz invertivel, exviste uma unica matriz B tal que
B=A"1

Demonstracao.

Seja as matrizes B e C inversas da matriz A. Entao AB=1,e AC =1,

& BAC = B
s 1, = B
s (C = B

O

Definigao 2.12. Dadas duas matrizes A = [ijlmxn € B = [bijlnxm, dizemos que a matriz

B ¢ a transposta (A") da matriz A, se e somente se, bi; = aj;, para todo 1 < i < m e
1<j<n.
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Proposigao 2.13. Sejam as matrizes A = [aijlmxn € B = [bijlnxp € C = [Cijlmxp tais que
C = AB, entao C* = B'A?.

Demonstracao. Pela definicao de produto de matrizes,
n
C = [Cijlmxp, onde ¢;; = Z kb
k=1
Entao, como A" = [@ji]nxm € B' = [bjilpxn,
n
C" = [¢ji]pxm, onde ¢j; = Z bk,
k=1

o que nos permite concluir que C* = [¢;i]pxm = B'A"

O

Da matriz transposta surge alguns tipos de matrizes notaveis, matriz simétrica,
matriz antissimétrica e matriz ortogonal. Uma matriz quadrada é simétrica se e
somente se A = A e antissimétrica se A = —A.

2.2.6 Matriz Ortogonal
Definicao 2.14. Dizemos que uma matriz quadrada A de ordem n € ortogonal quando

AAt = A'A = 1,,.

Proposicao 2.15. Sejam A e B matrizes ortogonais de ordem n, entdo C' = AB € uma
matriz ortogonal.

Demonstracao.
CC" = AB(AB)
= ABB'A'
= A(BB")A!
= AILA
=AA" =1,
mostrando que C' é ortogonal. [

Definicao 2.16. Chamamos de grupo um conjunto G, nao vazio, munido de uma opera¢ao
GxG—G
(a,b) — a - b,

satisfazendo as sequintes propriedades.

(i) (Associatividade) Se a, b, c € G, entio (a-b)-c=a-(b-c);
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(i7) (Elemento Neutro) Existe um elemento e € G tal que, para todo a € G, a-e =
e-a=a;

(iit) (Existéncia de Inverso) Para todo a € G existe um elemento a™ € G tal que

a-at=at-a=ce.

Exemplo 2.17. O conjunto dos nimeros inteiros Z, munidos da operacao de adig¢ao, +,
€ um grupo.

Exemplo 2.18. Seja AABC' um triangulo equildtero, com circuncentro na origem O do
espaco euclidiano. Sejary, ro ers as mediatrizes dos lados do triangulo onde r1 intersecta
o ponto A, ry intersecta o ponto B e r3 intersecta o ponto C. As transformacgoes que
preservam o triangulo sao:

o IRy, R%Tr, R%‘r, rotagoes no plano determinado pelos pontos A, B e C, em torno do

LY

ponto O, de angulos 0, %’r e =5, respectivamente;

e Ry, Ry e R3, rotagoes de angulo m em torno dos eixos ri, Ty € r3, respectivamente.

O conjunto Sa = {RO,RQ?W,R%7R1,R2,R3} munido da operacao de composicao € um
grupo.

O conjunto das matrizes ortogonais de ordem n, munido da operagao de composicao

(produto de matrizes) tem estrutura de grupo, sendo denotado por grupo O(n), uma vez
que goza das seguintes propriedades:

O1 A composigao de duas matrizes ortogonais, é uma matriz ortogonal (Proposi¢ao
2.15));

02 Existéncia do elemento identidade I,, (é facil verificar que I,, € O(n));
03 A composigao ¢ associativa (conforme M3);

04 Existéncia de inverso A7 tal que A 1A= AA"1 =1, .

Observacao 2.19. A propriedade O4 € aparentemente obvia haja vista a definicao de
matriz ortogonal. Mas devemos nos atentar ao detalhe que a definicao nao garante, A1 €
O(n). Com efeito, A™t = At e A' € ortogonal, pois A'(A")! = A'A=1.
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Veremos mais a frente que o determinante de uma matriz ortogonal assume apenas
dois valores, 1 e —1. Verificamos, entao, que se tomarmos todas as matrizes ortogonais
de ordem n cujos determinantes sao iguais a 1, este subconjunto também tem estrutura
de grupo, o grupo das matrizes ortogonais especiais, o qual denotamos por SO(n).

Trataremos de maneira mais clara do grupo SO(3) no capitulo 5]

Pela definicao de matriz ortogonal, podemos ainda verificar um resultado bem impor-
tante. Sendo A uma matriz ortogonal temos

a1 a2 -+ Qip ailr @21 - Gpl 10 - 0

as1 a2 -+ Qo2 a1z a2 - Ap2 01 - 0
AAL = ) . ] . ] . . =

anl Qp2 -+ QApn Aln QA2n **° QApn 00 --- 1

Seja I,, = [y;;], para i = j teremos
Yij = (@in)? + (ai)® + -+ + (am)? = [[(@in, @z, -+ s aiw) || = 1,
por outro lado, para i # j temos
anaj1 + Giojo + - -+ Qinain = (@1, iz, -+ Qin), (@41, ajo, -+, ajn)) = 0.

Logo, da Algebra Linear, se tomarmos cada linha da matriz A como um vetor, tais
vetores sao normais, pois seus médulos sao iguais a 1 e sao, dois a dois, ortogonais, ja
que o produto interno usual, denotado por (, ), de cada par desses vetores é 0. Verifica-se,
entao, que as linhas de uma matriz ortogonal formam uma base ortonormal.

Podemos, fazendo A'A = I,,, verificar que as colunas da matriz A também forma uma
base ortonormal.

As verificagoes acima demonstram a seguinte proposicao:

Proposicao 2.20. Seja 5 = {by, by, -+ ,b,} uma base ortonormal e A uma matriz orto-
gonal de ordem n, entdo, A transforma  em outra base ortonormal.

2.3 Matrizes Elementares

As matrizes elementares desempenham um papel bastante importante na algebra de ma-
trizes. Embora seja de bastante importancia na resolugao do sistemas lineares de equacoes,
nao é um tema muito abordado no Ensino Médio Brasileiro.

2.3.1 Operacoes Elementares
Antes de definirmos matriz elementar, é necessario inteirar-nos sobre operacoes lineares

na matriz. Existem trés modificacoes aplicaveis em uma matriz que consideramos uma
operacao elementar:



2.3. MATRIZES ELEMENTARES 13

(e1) Permutacao entre linhas (L; <» L;). Dada uma matriz A,,,, escolhendo duas de
suas linhas L;, de entradas a;, e Lj, de entradas aj, com k& € N, tal que 1 < k <mn,
dizemos que a permutacao entre essas linhas é a operacao de substituir cada entrada
@, POT aji a0 tempo em que substituimos cada entrada a;; por a.

(e2) Multiplicacao de uma linha por um escalar a # 0 (L; — «L;). Esta operagao consiste
em multiplicar cada entrada a;, da linha L; pelo escalar a.

(e3) Substituicao de uma linha L; pela soma dessa linha L; com a linha L; (L; — L;+L;),
isto ¢, somar cada a;; com a;y.

Observacao 2.21. E de facil verificacao que as operacgoes elementares nao afetam a
relacdo de dependéncia linear entre as linhas de uma matriz.

Definicao 2.22. Uma matriz adquirida da matriz identidade I,, através de uma operagao
elementar € chamada de matriz elementar.

Proposicao 2.23. As matrizes elementares sao inversiveis e sua inversa também € uma
matriz elementar e

(i) Se amatriz Ey € obtida de I, depois de sofrer a operagao L; < L;, entao Byl =Ey;

(ii) Se a matriz Ey € obtida de I depois de sofrer a operac¢do L; — aL;, entdo Ey' é
uma matriz que sofreu a operacao L; — éLi ;

(iii) Se a matriz E3 € obtida de I depois de sofrer Ly — L; + L;, entao (FE3)™' ¢ uma
matriz que sofreu a operagao L — Ly — L; .

Demonstra¢ao. Seja

(1) Observe que na matriz F; em cada linha e em cada coluna temos apenas uma
entrada 1 e as demais entradas 0. Assim, teremos na matriz [e;], = (E1)* =
EiEy =% _jexerj=0,sei# j,oul, sei=j.

(#7) De maneira andloga ao item (i), em cada linha e em cada coluna das matrizes F; e
E5 ! temos apenas um elemento ndo nulo e ocupando a mesma posicio em ambas
as matrizes. Logo, seja e;; € ExFEy ' ey = 0se i # j e ey = (ea)ij(eh); = 1 se
i =j, para (ea)i; € By e (¢h)i; € By .

(77i) Observe a matriz abaixo:

1 ««- 0 -+ 0 --- 0
0 1 1 0 L;
By = [(63)ij]n: T e
0 0 1 0| Lj
| 0 0 0 1 ]
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1 0 0 0
0 1 -1 0| 1,
(E3)_1 [(63>w]n
0 0 1 0| Lj
0 - 0 -+ 0 -+ 1]

Seja By uma matriz que sofreu a operagao L; — L;—L;, com excegao das linhas i e j,
todas as entradas sao 0 quando ¢ # j e 1 quando ¢ = j, tanto na matriz F3 quanto na
matriz Fj, o que nos faz afirmar que o mesmo ocorrera com a matriz (Es3) Ej. Resta-
nos analisar o que ocorrerd nas linhas i ¢ j da matriz E3E}. Seja (es);; € E3E},
entao (63)“‘ =1-141-0= 17(63)]‘]' = (—1)0+11 = 1,(63)1‘]‘ = 1(—1)+11 =0
e(e3);i=0-1+1-0=0. O resultado para E{E; ¢ andlogo.

Portanto, Fj = (E3)~!

Podemos afirmar, e a demonstracao é de simples compreensao, que dada a matriz A,
aplicar a operacao elementar e; nesta matriz é o mesmo que executar o produto F; A, onde
E; é a matriz elementar correspondente a operacao e;.

2.4 Escalonamento de Matrizes

Uma matriz nula ja é considerada escalonada. Por outro lado, dada uma matriz A,,xp,,
nao nula, escalonar esta matriz a forma reduzida de escada ¢ aplicar nela operagoes
elementares de modo a fazer com que a primeira entrada nao nula de cada linha seja
igual a 1 (pivo da linha) e que na coluna onde se encontra um pivod as demais entradas
sejam todas iguais a 0. Em seguida, permuta-se essas linhas de maneira que, dados dois
pivos, a;; e ay, sempre que ¢ < k tenhamos j < [. Também devemos permutar as linhas
fazendo com que as linhas nulas sejam as tultimas. A matriz resultante é chamada de
matriz reduzida a forma de escada a qual denotaremos por A. Este processo é
muito utilizado para resolver sistemas de equagoes lineares pelo nome de Método de
Eliminagao de Gauss-Jordan.

Definicao 2.24. Dizemos que duas matrizes sio linha-equivalentes ou equivalentes
por linhas quando uma pode ser obtida de outra através de um nimero finito de operacoes
elementares em suas linhas.

Entao, podemos afirmar que a matriz A é invertivel, se e somente se A é linha-
equivalente & matriz identidade e A™! = E\F, - - - E,,, em que E; é uma matriz elementar.

E de facil verificacao que toda matriz é linha-equivalente a uma matriz escalonada
reduzida a forma de escada.
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2.5 Resolucao de Sistemas Lineares

O escalonamento de matrizes pode ser utilizado para resolucao de sistemas lineares. Ao
londo desta se¢ao veremos de que maneira isto ocorre.

Definicao 2.25. Um sistema de equacgoes lineares com m equagoes e n incognitas é um
conjunto de equacoes da forma

anry + T2 + + T, = b
211 + QT2 + + awrT, = by
+ + + =
A1 T1 + AT + + GpnTn = by,

Este sistema pode ser representado matricialmente. Tomando A como a matriz dos
coeficientes a;;, X como a matriz das varidveis z; e B como a matriz dos termos indepen-
dentes b;, com 1 <i<m el <j<n, sua representacao é a equacao matricial AX = B,
isto é,

a1 Q2 - Qip X1 by
Q21 Q22 -+ Q2 X2 by
Am1 Am2 - Amn T, bm

Quando um sistema tem todos os seus termos independentes iguais a 0, dizemos que
ele é um sistema linear homogéneo. Logo, todo sistema linear homogéneo admite uma
solucdo dada pena n-upla (0,0, ...,0) a qual é chamada solugao trivial.

Uma solucao do sistema linear é a n-upla (matiz coluna S = [s;],x1) que satisfaz a
equacao AX = B, isto é, que AS = B. Este sistema de equacées é classificado de acordo
com as possibilidades referentes as suas solugoes, podendo ser um sistema impossivel,
quando nao ha uma solucao, ou possivel, se houver. Um sistema possivel ainda pode ser
determinado, quando ha uma tnica solucao, ou indeterminado, quando h& infinitas
solucoes. Observe que se aplicarmos as mesmas operacoes elementares nas linhas das
matrizes A e B a solucao do sistema resultante é igual a do sistema original; chamamos
estes sistemas de equivalentes. Entao podemos incluir a matriz B como tltima coluna
da matriz A e escaloné-la (método de eliminacao de Gauss-Jordan). A essa matriz damos
o nome de matriz ampliada do sistema linear e denotaremos por A|B.

O ntmero de linhas nao nulas de uma matriz na sua forma escalonada é chamado
de posto da matriz. Um resultado muito util acerca do posto de uma matriz aplicado a
sistemas lineares veremos a seguir:

Teorema 2.26 (Posto da Matriz). Dado o sistema de equagoes lineares com m equagoes
e n incognitas AX = B, Seja P4 o posto da matriz A e Py o posto da matriz ampliada
A|B , entdo o sistema € possivel se, e somente se, P4 = Pag, podendo ser

(i) determinado, caso Po = Pas =n
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(i) indeterminado, caso P4 = Pag < n. Neste caso teremos n — P incognitas que
podem assumir qualquer numero real.

Demonstra¢ao. Pa # Pas se, e s6 se, Py < Pug, logo existe uma linha na matriz A|B
escalonada do tipo [0 0 --- 0 1] o que equivale a termos uma linha do sistema escalonado
da forma 0z; + Ozg + --- + Oz, = 1, tornando o sistema impossivel. Se P4 = Pus
a forma escalonada de ambas as matrizes tém o mesmo nimero de linhas nao nulas,
respectivamente, o mesmo nimero de linhas nulas.Vamos dividir esta condicao para dois
casos:

Caso 1: P4 = Pys = n. Neste caso teremos uma matriz do tipo

1 0 0 b
0 1 0 b;
e WA S
0 0 - 0 0
| 0 O 0 0 |
onde 1 = by, x9 = by, - ,x, = b,. Logo, o sistema é possivel e determinado.

Caso 2: P4 ="Pas < n. Desta vez, teremos uma matriz na forma escalonada com a
representacao

1 oo 0 -+ 0 aygryy -+ @ b
00w e
(A|_B)mx("+1) - 0 .- () o 1 agrn) o Qe by
0 --- 0 --- 0 0 00
| 0 0 0 0 0 0 |
equivalente ao sistema
(71 = b1 — (G4 )Trt1) T+ Q1)
x; z b; : (ai(kﬂ)x(k“);|—~~'+ain:cn)
[ Tk i by - (al(k—&-l)x(k-i-l);i‘"'+aknxn>

Podemos verificar que as solugoes do sistema sao dadas em funcao de n — k incognitas,
havendo infinitas solucoes. Assim, o sistema é possivel e indeterminado.

]
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Pelo teorema acima, podemos verificar, de modo especial, que todo sistema homogéneo
é possivel. Podendo ser determinado ou indeterminado nos termos deste teorema. Ainda,
podemos verificar que se o sistema apresenta n equagoes e n incognitas ele sera possivel
e determinado se, e somente se, a matriz dos coeficientes ¢ invertivel. Contudo, se um
sistema com n equagoes e n incognitas é homogéneo, o mesmo tera solugao nao trivial se,
e somente se, a matriz dos coeficientes nao for invertivel.

Contudo, as matrizes nos da muitas ferramentas para analise e solucao de sistemas
lineares. Além do escalonamento ha outro método para resolucao de sistemas de equagoes
lineares que utilizam o conceito dos determinantes das matrizes para sua execucao: a
chamada Regra de Cramer. Na proxima secao definiremos o determinante de uma
matriz quadrada e em seguida concluiremos com a Regra de Cramer.

2.6 Determinante de uma matriz quadrada

Definicao 2.27. Seja J,, um conjunto com os n primeiros niumeros naturais, chamamos
de permutagao, §(i), dos elementos de J,, toda funcdo bijetiva J, — J,.

Chamamos de P, o numero maximo de permutacoes diferentes dos elementos de J,.
Usando inducéo sobre n é facil verificar que P, = n!. Denotaremos por P(n) o conjunto
de todas as permutacoes dos elementos de .J,. Para um dado 1 < k < n!, indicaremos
cada permutacao desses elementos J,, por

ou simplesmente por

pe=(0(1) 4(2) o(n) )
onde
(12 -
Pr=\19 ... p
serd chamada de permutacgao identidade. Deste modo, P(n) = {p1,p2, - ,pu}

Exemplo 2.28. Dado o conjunto Js = {1,2,3,4,5}, entao
(12345
Pe=\5 241 3
¢ uma das 5! = 120 permutacao de Js.

Sejam p; e p; duas permutagoes de J,, dizemos que p; ¢ uma transposicao de p; e
vice-versa se uma puder ser obtida da outra trocando dois de seus elementos e mantendo
fixos os demais. O termo transposi¢ao também se aplica a transformacao de p; em p;.

Exemplo 2.29. Sejamp, =(1 5 4 3 2)ep;=(2 5 4 3 1) elementos de J5. p; €
uma transposi¢ao de p;, haja vista a troca ocorrida somente entre os elementos 2 e 1.

Proposigao 2.30. Podemos transformar p, em py através de um niumero finito de trans-
posicoes.
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Demonstracao.
Provaremos por indugao em n.

Com efeito, para n = 2, temos duas opgoes,

(102 (12
pl_ 1 2 epZ_ 2 1 )

onde com apenas uma troca podemos sair de py para p;.

Suponha que, através de um nimero finito de trocas, possamos transformar p, € P(n)
em p; € P(n). Entao, qualquer que seja o pi, podemos colocar entre seus elementos, o
elemento (n + 1), tornando p; em um certo py € P(n + 1). Fixando o elemento (n + 1)
podemos, por hipotese, trocar as posicoes dos demais elementos de p,, de modo a termos

(12 - i il i42 -+ n a4l
Pr=1\19 ... 4 n+1 i+1 - n—1 n )

A partir disto, basta efetuar n transposigoes, (n+1) por (i+1), (n+1) por (i4+2),--- , (n+1)
por (n) para chegaremos a permutagao identidade de p; € P(n + 1). ]

Definigao 2.31. Dizemos que py € par (respectivamente impar) se para transformd-la em
p1, precisamos de um nimero par (respectivamente impar) de transposicoes. O sinal da
permutacao py € definido pela funcao:

| =1, se py € impar. . B o
o(pr) = { 1. se py € par , ou ainda, o(pg) = (—1)

Definigao 2.32. Seja A, = [a;j]n, 1 < 1,7 < n, uma matriz quadrada de ordem n, com
entradas no corpo K, chamamos de determinante da matriz A, ou det(A), a func¢do
que associa esta matriz a um elemento de K, através da expressao:

Z U(pk)aw(l)aza(z) ©rt Apg(n) -
prEP(n)

Exemplo 2.33. Seja R uma matriz com entradas em K =R, isto ¢,

1 V3 0,5
R= 2v3 6 —4 , entao

2
0 -1 3
det(A):1~6-§—1-(—4)-(—1)+\/§~(—4)-0—\/§~2\/§-§+0,5~(—1)-2\/§—0,5-6-0
—4-44+40-4—340
=—4-3

Dentre as propriedades dos determinantes é importante para nosso estudo destacar
algumas delas, o que trataremos nas proposicoes abaixo.

Proposicao 2.34. Dada uma matriz A,, onde duas de suas linhas ou duas de suas colunas
s@o iguais, entdo det(A) = 0.
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Demonstracao.

Suponha, que a linha i seja igual a linha j, entdo podemos notar que para cada
permutacao ais1)das(2) « * - Ais(i) - * * A5(j) * * * Ané(n) teremos outra permutacao que é da forma
A15(1)025(2) * * * Ajs(i) =+ Qis(j) * * * Ano(n)- Como elas sao permutacoes as quais uma pode ser
obtida da outra através de uma tnica transposicao, elas tém sinais opostos. Logo, a soma
do produto dos seus elementos é nula. Temos entao, %' parcelas nulas do somatdério, o que
mostra que o mesmo ¢é nulo.

]

Proposigao 2.35. Seja I a matriz identidade, entio det(I) = 1.

Demonstracao.

De fato, por defini¢ao, det(A) = Zpkep(n) 0(Pr)A15(1)025(2) * * * Ans(n)- Em n!—1 parcelas
deste somatorio temos 0 como fator e na parcela restante, a tinica sem o fator 0, temos o
produto 1-1-1---1 que, como esta parcela é formada pela permutacao identidade, tem
sinal par, logo temos que det(A) = 1. ]

Para a proposicao seguinte, representaremos por A; o vetor na j-ézima linha da matriz
A.

Proposigao 2.36. Sejam as matrizes A, A" e A” com elementos pertencentes a K e um
escalar k € K, tal que

A= | Ay |, A=A | eA"=| EA] |, onde A; = A", + kA", entdo

det(A) = det(A") + k - det(A”)

Demonstracao.

Sabemos da definicao de determinantes que
det(A)= Z o (Pr)a15(1)a25(2) * * * Qjs(j) - * * Ano(n)

pLEP(n)
= Z 0(]%)%5(1)@5(2) te (a;'(i(j) + ka;‘/d(j)) T Gpg(n)
pLEP(n)

= Z o (Pr)(a15(1)a262) * ** sy * * Ans(n) + Q151)A25(2) =~ K55+ Ans(n))
pLEP(n)

= Z U(pk)awu)a%(z) T a;’&(j) C e Qpg(n) T k- Z A15(1)@25(2) * ** a_/j/ﬁ(j) © Qpg(n)
prEP(n) prEP(n)

= det(A') + k - det(A")
O

Observe que a matriz A’ foi obtida de A através das operacoes elementares e, e es.
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Corolério 2.37. Seja A’ a matriz obtida de A através da operacao elementar ey, isto €,
a permutagdo Ay <> Ay, entdo det(A’) = —det(A).

Demonstracao.

Das Proposicoes e

0 = det

det

temos entao que

o que implica

A ]
Ar+ Ay

Ar+ Ay

Ap
: + det
Ar

A

det

det

Ay

A

Ay
Ay

A

Ay

Ay ] A
Ar+ Ay Ar+ Ay
: + det :
A] AJ
A Ay
[ Ay ] Ay
A Ay
+ det : + det :
Ay Ay
| A Ay
F A
Ap
+ det : =0,
Ay
. Al -
F A
Ar
= —det | :
Ay
. Al -

]

Corolario 2.38. Dada a matriz A’, obtida da matriz A substituindo uma linha pela soma
desta linha com um maltiplo de uma outra, entao det(A’) = det(A).
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Demonstracao. Com efeito,

Ay A A
A[ + k?AJ AI AJ
det : =det | : | +k-det| : | =det(A)+0=det(A). O
Ay Ay Ay
L A | Ar | A

Corolério 2.39. Seja A’ uma matriz obtida da matriz A substituindo a j-ésima linha pela
soma dela com uma combinacao linear das demais, entdo det(A’) = det(A)

Demonstra¢ao. Basta usar o Corolario seguidas vezes. m

Podemos observar, portanto, que pelas proposicoes e corolarios acima, tomando as
matrizes elementares Ej, Es e Es3, temos que det(E;) = —1, det(Fy) = o, a # 0 e
det(F3) = 1. Ainda, sendo F; uma matriz elementar, det(E;A) = det(E;) det(A). Con-
tudo, usando esta constatacao de maneira recorrente e sendo A = E,F,_1---E1B, s € N,
temos que

det(A) = det(E,) det(Fs_1) - - - det(F;) det(B)

Proposicao 2.40. Seja A e B matrizes linha-equivalentes entre si, entao
det(A) # 0 < det(B) #0

Demonstracao. A e B sao matrizes linha-equivalentes se, e somentese, A = E,. F,_;--- E1B.
Sabemos que, dado r € N, det(A) = det(E, E,—_;--- E1B) = det(E.E,_; --- Ey) det(B).
Como nenhuma matriz elementar tem determinante zero, existe um certo k € R — {0} tal

que det(A) = k - det(B), logo

det(A) # 0 < det(B) #0

Corolario 2.41. A é uma matriz invertivel, se e somente se, detA # 0

Demonstracao. Se A é uma matriz invertivel, existe r € N tal que A = E, E,_1--- E11,.
Sabemos que det(E,.E, 1---FE;) # 0. Como det(A) = det(E.E,_1---FEil,)
= det(E,E,_1--- Ey), conclui-se que det(A) # 0.
Por outro lado, se detA # 0 e seja B a matriz reduzida de A a forma de escada, existe
se€Ntal que A= FE,FE,_1--- F1B, entao
det(A) = det(EsE, 1 --- Ey)det(B) # 0
= det(B) # 0

= B =1,,
mostrando que A é invertivel. n

Teorema 2.42 (Binet). Seja A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem, entdo
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det(AB) = det(A) det(B).
Demonstracao. Vamos basear nossa demonstracao em duas hipdteses:

(i) A nao é invertivel. Neste caso AB também nao é invertivel, sendo det(A) =
det(AB) = 0. Dal, det(AB) = det(A) det(B) = 0;
(ii) A é invertivel. Entao, existe um s € N de modo que podemos escrever
A= EEs - B\, =FEE, - E
=4 det(AB) = det(E Es 1 ElB)

= det(E,) det(Es_q) - - - det(E) det(B)
= det(E Es 1 El) det(B)
= det(A) det(B )

]

Denotaremos por A(i]j) a matriz obtida de A retirando a i-ésima linha e a j-ésima
coluna.

Definicao 2.43. Dada a matriz A, = [aijln, 1 < 4,7 < n, uma matriz quadrada de
ordem n, definimos o cofator do elemento ai; como Ayj(A) = (—1)0F9) det(A(i5)).
matriz [A;;(A)] € chamada de matriz dos cofatores e sua transposta é chamada de
matriz adjunta de A, denotada por adj(A).

Teorema 2.44. Dada uma matriz A, = [a;;]n, de ordem n, entdo, escolhida uma linha
1, temos

det(A) = Z(—l)i+jaij det(A(i]j)).

Jj=1

O teorema acima ¢ usualmente chamado de Método de Laplace, muito usado no
ensino médio brasileiro.

Demonstracao. Observe a matriz abaixo:

11 Q12 - | A1 | v Qi
Q21 Q22 -+ | Agj |-+ (Q2p
A=
Qjl1 Qg -0 | Qi |t Qg
L Gp1 Ap2 " | Qpj |~ Qpp |

det(A) é composto pelo somatério de n! parcelas com n fatores cada, donde em (n—1)!
parcelas a;; ¢ um dos fatores. Podemos verificar que em nenhuma dessas parcelas estao
presentes, como fatores, os demais elementos da coluna j e da linha 7. Dai,

D a5y as2) * AG-1)8(-1) GG 1)5G+1) < Ans(m) = i det(A(i]))
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S Y ai0150) 0252+ AG-15G-1) A1 41) - Ans(m) = i (—1)7 det(A(i]))

~ Z A15(1)A26(2) * * * A(5)6(i) Vig A(i4+1)8(i+1) * * * Ans(n) = az’j(—l)(iﬂ) det(A(i[7)) -

Fazendo o mesmo com os demais elementos da linha e somando os respectivos resul-
tados obtemos as n(n — 1)! = n! parcelas de det(A) que é igual a

n

S (= 1) ay; det (A(i])).

j=1
]

Observacao 2.45. De maneira andloga, podemos mostrar que o Método de Laplace pode
ser utilizado nao so em linhas, mas também em colunas, ou seja, também € vdlido

n

det(4) = 3 (1) ag det(A(ilj)).

i=1

Proposigao 2.46. Dada uma matriz A, entao det(A) = det(A?).

Demonstracao. Vamos provar por indugao em n, onde n representa a ordem da matriz.
Para n = 1, trivial.

Agora, supondo que det(A) = det(A') sendo A uma matriz quadrada de ordem n,
vamos verificar que isto acarreta det(A’) = det(A") sendo A’ uma matriz quadrada de
ordem n + 1.

Com efeito,

n+1

det(A) = 3 (1) ay; det(A'()).
i=1
Como A'(i]j) é de ordem n, por hipétese, det(A'(i|j)) = det(A'(i]7)") e além disso,
como vimos anteriormente o determinante pelo método de Laplace pode ser calculado

através dos cofatores, tanto de uma linha como de uma coluna de A’. Portanto,

det(A') =) “(=1)"a; det(A'(i]j)") = det(A"),

i=1

seguindo assim o resultado, conforme ilustrado abaixo:

ail ce ayj T a1(n+1) ail T Qi1 tee A(n+1)1
det ;1 R Q5 cee ai(n+1) = det a1y cee aij R a(n_H)j
An+1)1 " | G(n+1)j | ©°° G(n+1)(n+1) A1(n+1) | Gi(n+1) | ©77 G(n+1)(n+1)

Proposigao 2.47. Se A é uma matriz ortogonal, entiao det(A) = £1.
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Demonstracao.

Por definicao de matriz ortogonal, temos que
AA" = 1., o que acarreta, det(AA") = det(I,)
Entao, pela Proposicao [2.35] e Teorema [2.42]
det(A) det(A?) =1
Usando o resultado da Proposigao [2.46] temos
det(A)det(A) =1 = det(A) = +1
O

Observacgao 2.48. A verifica¢ao da afirmagao vista anteriormente, de que SO(n) munido
da operagao de composi¢ao (ou produto) é um grupo, se deve as propriedades abaixo:

(S1) Dadas duas matrizes A, B € SO(n), entao det(AB) = det(A)det(B) = 1, o que
mostra que AB € SO(n);

(S2) (Existéncia de elemento identidade). I, € SO(n), pois det(I,) =1 .
(S3) (Emisténcia de inverso). A~ € SO(n), pois det(A™') = det(A?) = det(A) = 1;

(Sy) (Associatividade).

- . . . , . 1 .
Proposicao 2.49. Seja A uma matriz quadrada invertivel, entdo A~ = det(A) adj (A)
e
Demonstra¢ao. Dada a matriz B = adj(A) - A vamos, primeiramente, mostrar que

B = det(A) - I,,. Para isso, basta mostrarmos que

b — det(A), se i=j
Y0, se 1#£ 7.

De fato, sendo adj (A) = [Aj;(A)], onde denotaremos, simplesmente, por [Aj;], temos
que

[ Ay Ay oo A s Al [an a0 ay o Gy |
Ag Agy oo A o Ay Qg1 Q22 -+ Az - Ay
B =
Ay Dy oo Dy Ay aj Gy ey e Gy
| Aln AQn . Aln Ann 1 L Ap1 QApa - Api " Ann |
Veja que, se ¢ = 7, teremos bj; = Zaiinj(A) = Z(—l)”jaij det(A(ilj)) = det(A)
j=1 j=1

pelo Teorema de Laplace.
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Por outro lado, sendo i # j, b;; = Zaijki(A) = Z(—l)”kakj det(A(kl|7)), que é o
k=1

k=1
determinante da matriz

all a12 . .. a’lj D al] DY aln
a21 a22 PRI a2] PR a/2] DY a2n
a]l a]? ... ajj ... a]] PR a/]n

| Up1 QApg  * - a’nj e anj e Unn ]

que tem duas colunas iguais e, pela Proposicao [2.34], é igual a 0. Mostramos, entao que

1
adj (A) - A = det(A) - I,,, o que implica (det(A) ad] (A)) - A = I,. Logo, pela defini¢ao
1
de matriz inversa, Tot(d) adj (A) = A7, O

2.7 Regra de Cramer
Dada o sistema de equacdes lineares AX = B, denotaremos por A’ a matriz obtida de A
substituindo sua j-ésima coluna pela unica coluna da matriz B

Teorema 2.50. Seja A wma matriz invertivel, o sistema AX = B tem solugao S = [s;],
onde

_ det(A7)
~ det(A)

Sq

Demonstracao.

Como A - S = B entao

<L adj (A)) A-S = (L adj (A)) B=A1.4.5= -adj (A)-B =

det(A) det(A)
S=ls] = -adj (A) - B.

det(A)

det(A)

Denotando por [s;] = adj(A) - B, entao det(A) - s; = s} = Z Ay;ibg1, que é o deter-

7

k=1
minante da matriz
a1 G1z2 - A1(-1) b1y ai1(j+1) - OGin
G21 G2 -+ d2(j-1) bay Ag(j+1) - QG2n
= A7
aji A2 - (-1) bj1 ajG+1) Agn
L An1 Qn2 " Gp(j-1) bnl Ajj+1) - Onp

Logo,
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B _ det(A7)
det(A) - s; = det(A”) = 5; = det(A)



Capitulo 3

Transformacoes Lineares

3.1 Definicoes e propriedades

Definicao 3.1. Dados dois espagos vetoriais Ve W, a fungao T : V — W ¢é chamada
de transformacao linear, sempre que, dados dados os vetores u,v € V e o escalar A € R

(1) T(u+v)=T(u)+ T(v)

(i) T(\) = AT(v)

Chamamos o conjunto V' de dominio de T' e W de contradominio de 7. Além disso,
definimos subconjunto de W formado por todas as correspondéncias dos elementos de
V' através da transformacao linear 7', T(V'), como a imagem de T, e denotaremos por
Im(T).

Da Definigao , (i), se T é uma transformacio linear, entdo T'(0) = T(0 - v) =
0-T'(v) = 0, isto ¢, uma transformagao linear sempre leva o vetor nulo em outro vetor nulo,
mas podem existir no dominio V' elementos nao nulos tais que 7'(v) = 0. Ao subconjunto
de V', cujos elementos correspondem ao vetor nulo em W pela transformagao linear T,
damos o nome de Nucleo de 7" e denotamos por Ker(T)

Podemos ainda verificar que uma transformacao linear preserva as operacoes dos
espacos vetoriais. Através das duas condicoes acima, observa-se, equivalentemente, que
uma func¢ao é uma transformacao linear se, e somente se, dados n vetores, vy, vy, ..., v, €
V', e n escalares A, Mg, ..., \,, € R,

T()\lvl + )\21)2 + -+ )\nvn) = /\1T(U1) + )\1T<U2) + 4 /\1T<Un) (31)
Proposicao 3.2. Sejam {vy,vs,...,v,} uma base do espago vetorial V' e wy,wy, ..., wy,

vetores do espago W, existe uma unica transformagao T -V — W tal que T(v;) = wy, i €
Nel<i<n.

Demonstracao. Seja v € V existem escalares Ai, ..., \, € R tais que v = A\jv; + A\avgy +
-+« 4+ A\up. Logo, da igualdade (3.1]), T'(v) = MT (v1) + AT (v2) + - - - + N T(vy,).

Existéncia:

27
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Dada a funcao T'(v) = T (Ajv1 4+ Agvg + - -+ + Ayvp) = Mwy + Agws + -+ -, Aywy,, com
w; € W, vamos mostrar que tal funcao é uma transformacao linear. De fato, tomando o

vetor u = d1v1 + dovg + - - - + 0,0, temos que

U+v = 0101 + 0qUg + - -+ + 0pUp + A1V + AoUs + -+ - A\ U
= (01 +A)vr + (2 + A)vg + -+ + (0, + A\ vp,
=T(u+v) = T((d + A )vi+ (92 + A)vg + -+ (6 + A\n)vn)
= (01 + AM)wy + (02 + Ao)wa + -+ - + (6n + A\p)wy,

= 01wy + \wy + dows + Aows + + -+ + Spwy, + Aw, = T(u) + T'(w)

Além disso,

T(ev) = T(e61v1 + €dqv2 + - - - + €0,0y,)

= edwy + edows + - - - + €0, w,, = (01w + dgwy + -+ - + dpwy,) = eT(v).

Portanto, como v; = 0vy + Ovg + ... + v; + - - - + Ov,,, entao

T(v;) =T(0v; + 0vg + ... +v; + - -« + 0v,) = 0wy + 0w + -+ - + w; + - - - + Ow,, = w;

Unicidade

Seja S, uma transformacao linear tal que S(v;) = w;, entao, pela linearidade de S,

S(v) = A S(v1) + AS(ve) + -+ ApS(vy) = Mqwy + ApSwo + -+ + Aw, =T(v) O

Proposicao 3.3. Dada a funcao T : R" — R™, entdo T serd uma transformacao linear
se, e somente se, para v = (1, %, ...,T,) existirem nimeros reais a;;, com i, € N e

1<i<mel<j<n, demodo que

T(v) = (@121 + -+ - G1pTp + A21T1 + -+ - A2p Ty + -+ + A1 Ty + -+

Demonstracao. Seja {eq,es, - ,e,} a base canonica de R™, entao

V=T + Too + -+ Tpe,

Logo,
T(v) = 21T (e1) + 2T (€3) + - - - + x,T(ey)
Pondo
T(e;) = (awi, azi, -, Qi)
temos que

T(v) = (anzy + - Qp@y + 2101 + -+ - Q2T + - -+ A1 T1 + - - -

amnxn)

AT,
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Esta proposicao nos motiva a estudar de que forma as matrizes influenciam nas trans-
formacoes lineares, o que veremos na proxima secao.

3.2 Matriz de uma transformacao linear

A igualdade verificada na proposicao anterior pode ser representada através de mul-
tiplicacdo de matrizes, se considerarmos os vetores v e T(v) = (y1,Y2, " ,Yn), onde
Yi = a;1T1+- - - 4, T, como matrizes-coluna e os vetores da imagem criada da base canonica
pela transformacao 7' dispostos nas colunas da matria de ordem m x n, conforma vemos
abaixo:

n apx Q2 - Qin I
T(v) = Y2 _ Q21 Q2 -+  Qop _ T2 7
Ym Qm1 Am2 - Qmp Tn
a;x a2 - Adip
onde A = a:21 a:22 .. a?n ¢ a matriz da transformacao linear.
Am1 Qm2 ° Gmn

Isso é muito importante para nosso estudo, uma vez que para executarmos trans-
formacoes geométricas nos espacos euclidianos R? e R3, podemos recorrer as correspon-
dentes bases canonicas, tornando o trabalho mais facilitado.

A utilizacao de matrizes na execucao de transformacoes geométricas é um facilitador
na manipulagao computacional das coordenadas de um determinado objeto desse espaco.
Definiremos no proximo capitulo as principais transformagoes geométricas nos espagos
euclidianos R? e R3.

Generalizando esse fato, dadas duas bases: a = {vy, vy, ,v,} do espaco V e § =
{wy, we, -+ ,wy,} do espago W, seja a transformagao T : V — W, entao

T(v) = T(kwvr + kova + -+ + knvn) = kT (v1) + ko T'(v2) + -+ - + kT (vy).

Como f ¢ uma base do contradominio de 7', entao existem escalares a;; tais que

T(’UZ) = Z AWy,

J=1

Logo,

T(U) =k Z a;j1w; + ko Z jow; + -+ ky Z AjnW; = Z ki Z ajiwy
et =1 j=1 =1 j=1
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equivalente a
T(v) = ki(anw; + anwz + ++ + @miwe) + -+ + kp(aawi + agpwz + -+ + Gppwi,)
= (kran + kaarz + knarp)wi + - + (k1am1 + kama + -+ + knGn) Wi,

kian + koaig + - -+ + kpaiy
k’lagl + k2a22 + -+ ]{nCLQn
| klaml + k2am2 + -+ knamn
aypx a2 -+ Qp ky
a21 Q22 -+ Q2p ko
| Am1 Am2 - Amn kn
Portanto,
@11 Q2 -+ Qin ky
Q21 Q22 -+ Q2 ko
TWls=| . O ] (3.2)
Am1 Am2 - Amn kn

Tal equacao sera denotado, nesta ordem, por

[T(0))s = [T]a - [v]a, (3-3)

onde [T]? ¢ a matriz de ordem (m x n) da transformacdo T nas bases a e 8 e [v], é a
matriz (n x 1) dos escalares de v representado na base .

E, portanto, de fdcil verificacdo que a matriz [T(v)]s = [T]° - [v]a, ¢ a matriz das
coordenadas do vetor T'(v) na base 5. Também notamos que a i-ésima coluna da matriz

[T)? representa as coordenadas do vetor T'(v;) na base 3.

Quando uma transformacao linear 1" tiver como dominio e contra-dominio um mesmo
espaco V', a chamaremos de operador linear em V.

Exemplo 3.4. Chamamos de operador identidade em V' a aplicacao I, -V — V| tal que
dado v € V', temos que Iy (v) = v. Assim, se tal operador ocorre da base o para «, nao é

dificil verificar que sua matriz [Iy]® é a matriz tdentidade.

Exemplo 3.5. Seja o vetor v o qual foi transformado, primeiro pela operacao T e depois
pela operagao Ty, no vetor w, operagoes estas na mesma base «, entio w = [w]|, =
[T5] - ([T1]2 - [v]a). Assim, pela associatividade do produto de matrizes, dizemos que a
matriz [B]S = [T5]% - [T1]S € a matriz do operador correspondente a composi¢iao Ty o Tj.
Como pudemos ver, o produto das matrizes numa composicao de operadores ocorre na
ordem inversa no que diz respeito a ordem em que estes operadores sao, de fato, aplicados.

3.3 Autovalores e Autovetores

Definicao 3.6. Dados um espaco V no corpo K, um operador linear T : V — V e um
vetor nao nulo v € V, se T(v) = kv, k € K, chamamos v de autovetor de T associado
ao autovalor k.
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Exemplo 3.7. Dado o operador T : R?® — R® cuja matriz é

3 5 =5
Ti=| -1 3 2 |,
1 -2 3
se ele possui um autovetor, entdao temos
3 5 =5 x x kE 0 0 x
-1 3 2 y|l=k-ly|=1]10%k 0 Y
1 -2 3 z z 0 0 k z
o qual ocorre se, e somente se,
3—k 5 -5 x 0
-1 3-k 2 -y | =10, onde denotaremos por [T']c - [v]. = [0]
1 -2 3—k z 0

Observe que se [T'] for invertivel teremos

—
)

[T [T - [ol = [0] = [v]. = [0]

porém [v]. ndo pode ser nulo. Pelo Teorema [2.42] [T"]S nao ser invertivel é o mesmo que
afirmar que det ([T']2) = 0. Entao o operador T terd um autovetor relativo ao autovalor
k se, e somente se,

det ([T')5) = (3 — k)* + 14(3 — k) = 0 & [(3 — k) + 14](3 — k) = 0.

Portanto, k = 3 para o qual temos como autovetores os vetores nao nulos do subespaco
t(2,1,1),teR

3.4 Produto Interno

Do ponto de vista geométrico de um espago vetorial V', é interessante definirmos uma
maneira de medirmos distancias, angulos, etc, ou seja, uma métrica. Para tornar isto
possivel, definimos o produto interno (u,v), com w,v € V. Um produto interno deve
satisfazer os seguintes axiomas:

(i) (u,v) = (v,u)
(i) (u,v 4+ w) = (u,v) + (u, w);
(iii) (ku,v) = k{u,v), k € R;

(iv) (v,v) > 0 onde a igualdade ocorre se, e somente se, v = 0



CAPITULO 3. TRANSFORMACOES LINEARES

32
Um produto interno interessante para nosso estudo é o produto escalar ou produto

interno usual (u,v) onde, sendo u = (uy, ug, ..., up) € v = (V1, Vg, ..., Uy),

(u,v) = Z UV;

=1

Definicao 3.8. Seja V' um espaco com produto interno, definimos a norma ou compri-
mento do vetor u o numero real \/(u,u) denotado por ||ul.

Se |lu|]| = 1 dizemos que u é um vetor unitdrio.
Definicao 3.9. Dados os vetores u e v pertencentes ao espaco vetorial V' com produto
interno, dizemos que a distancia entre os vetores u e v, denotada por dist(u,v), € igual

a norma de u — v, ou seja,
dist(u,v) = /(u — v,u — v).

Do ponto de vista geométrico do espaco R?, o produto escalar (u, v) pode ser interpre-
tado como o numero real k£ que esta relacionado com a proj,u que é a projecao ortogonal

do vetor u no vetor v, de modo que
(u,v)

Projyu = v
Il

Também, usando a lei dos cossenos, o produto escalar se relaciona com o angulo 6

formado entre vetores u e u através da expressao (u,v) = cos 8| ul|||v||

3.5 Produto Vetorial
Sejam os vetores u = (uy, U, u3), v = (vi, V2, v3) € R3, definimos o produto vetorial
u X v = (U3 — U3V2, U3V — UIV3, UV — U1 )
Podemos também calcular o produto vetorial através do determinante da matriz
€1 € €3

Uy Uz Us
V1 Vg Vs
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Assim, o produto vetorial é alternado, dai vem uma propriedade importante desta operacao,
a anticomutatividade, isto é,
uxv=—(vXxu).

Ainda usando as propriedades do determinante,

(ku) x v =k(u x v)

(u4v)xw=uxXxw+uvxXw

3.5.1 Interpretacao Geométrica

Proposicao 3.10. Dados dois vetores nio nulos u,vecv € R3, u x v é perpendicular ao
plano gerado por u e v

Demonstracao. Com efeito, seja u e v L.I.,

(u X v, kyu + kav) = (u X v, kyu) + (u X v, kav)
= k1{u X v,u) + ko(u X v,v)

Uy Uz Us U1 V2 U3
= ]{?1 det Uy U2 Us . ]{32 det Uy U Us =0
V1 Uy Vs V1 Uy Vs

Como u e v nao sao nulos, seja 6 o angulo formado pelos vetores u X v e kyu + kov,
entao cosf = 0, o que mostra que u X v L kju + kyv.

Se u e v sao L.D., temos que u é da forma ku e qualquer combinacao linear de u e v é
da forma k'u. Verificando pelo ponto de vista do determinante formado, este é igual a 0.

]

Proposicao 3.11. O wvetor u x v tem norma igual a ||ul|||v||send, onde 6 é o angulo
formado pelos vetores u e v

Demonstracao.

H'U/XUH: \/(U2U3 — U3’U2)2 + (U3U1 — U1U3)2 + (ulvg - U2U1)2

= \/(U203)2 + (u3v2)? + (uzv1)? + (u1v3)? + (u1v2)? + (ugv1)? — 2(ugvauzvs + U1 VU3V + UV ULV2)
= \/||u||2\|v||2 — (u1v1)? — (ugv2)? — (u3v3)? — 2(ugv2uzvs + U1 v1U3V3 + U VI ULV2)

= V/IulPlv]? = (u, )

= il ]l - [[wl[[v]|*(u, v)?

[[ull?[lv]?

= VulP[[o]? = [[u]?]|v]? cos® 6

= VI[ull?[[0])2(1 = cos? ) = /[[u][?[[0]]?(sen 20) = ||ul[||v]| sen 0

]

Observagao 3.12. Da Geometria Euclideana temos que ||u|| = ||u||||v||sen 6 que é igual
a drea do paralelogramo formado pelos vetores v e u.
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u

Defini¢ao 3.13. Dado o terno ordenado {vq,ve,v3} formado por vetores LI, sendo 11
o plano determinado pelos vetores vy e vy, dizemos que tal conjunto é um terno posi-
tivamente ordenado se satisfaz a regra da mdo direita, isto €, se esticarmos os dedos
indicador, médio, anelar e minimo da mao direita na dire¢ao do vetor vy e fecharmos a
mao no sentido do vetor vy o polegar esticado apontard para o subespaco delimitado pelo
plano 11 onde se encontra o vetor vs.

Observacao 3.14. O sentido de u x v € o mesmo sentido determinado pela regra da mao
direita, isto é, o terno {u,v,u X v} € positivamente ordenado.



Capitulo 4

Transformacoes afins

Antes de iniciarmos nosso estudo sobre Transformacoes Afins, vamos definir a translagao
de vetores.

Defini¢ao 4.1. Dados os vetores u = (1, xa,...,2,) e w = (21, 22, ..., 2,) ambos perten-
centes ao espaco V, definimos a translacao do vetor u através do vetor w a transformacdo
Sw:V —V tal que

Sw(u) =u+w= (1 4+ 21,29 + 22,. .., Tp + Yn)

As transformacoes lineares do espaco euclidiano nao contemplam as translagoes. Ou
seja, dados os vetores u = (1, T2, ..., 2,), V= (Y1,Y2, -, Yn) € W = (21, 22, .. ., Z,), entao

Swv+u) = (21 +y1+21,T0 + Y2 + 22, -, +Tn + Yo + 20) F Su(v) + Sw(u)

mostrando que S nao é um operador linear. Além disso, o espaco euclidiano nao se tem
uma distingao clara entre vetores e pontos, bem como as operagoes entre pontos e vetores.
Neste capitulo, para nao causar confusao, representaremos pontos com letras do alfabeto
em negrito, escalares com letras do alfabeto em itédlico e vetores com letras do alfabeto
companhada na parte superior por uma seta, por exemplo, o ponto p, o escalar k e o
vetor v.

Para que nao haja confusao, a partir de agora denotaremos um ponto p usando uma
letra minuscula do alfabeto latino em negrito, um vetor ¥ com uma letra mintscula em
italico acompanhada de uma seta na parte superior e um escalar £ com uma letra em
italico.

4.1 Espaco Afim

Definicao 4.2. Seja P o espago dos pontos eV o espago dos vetores, se p € um elemento
de P e U um elemento de V, chamamos de espago afim o par A = (V,P), onde existe um
unico ponto q € P tal que valha a operacao p + v = q.

Como V é um espaco vetorial, entao sao admitidas as combinagoes lineares entre
vetores,

35
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n
g ks,
i=1

relacoes de dependéncia e independéncia linear, bem como as transformacoes lineares
T:V —V, onde

i=1 i=1

Trataremos aqui os casos onde P =V = R".

Da adigao entre um ponto e um vetor definiremos uma outra operacao, a subtracao
entre os pontos qe p,onde p+v=q<q—p=10

Figura 4.1: Subtracao/adigao entre os pontos p e q

Veja que a operacao de subtracao entre dois pontos ocorre de maneira semelhante a
subtracao entre dois vetores. Note que tal operacao pode ser generalizada da seguinte
forma:

zn:k:ipi GV@Zn:k:izo
i=1 i=1
De fato, seja
kip1 + -+ + ki-1)Pi-1) + kiPi + ki+1)Pir1) + - + knPn, (4.1)
com ky + -+ k(1) + ki + ki) + -k, =0,

tomando, sem perda de generalidade, k;, temos que k; = ki — -+ — k1) —kgp)— - — k.
Substituindo em (4.1)) temos

= kip1 — k1pi + - + ka-1)Pi-1) — ka—0Pi + k@r)Pi — kiryPi + - + EnPn — knDi
=ki(pr—pi) +- -+ ke-n(Pa-1y) — i) + - + kary(Pary — Pi) -+ kn(Pa — i)

= k4 - ko Tamy o kTt o+ kT, =T €V

Definicao 4.3. Definimos a operacao de interpolagao de pontos como
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@: P2 - P

’pz “. U= P3-P:
Figura 4.2: Interpolacao entre os pontos Figura 4.3: Interpolacao entre os pontos

P1 € P2 P1, P2 € Ps3

P = p1 + k2(p2 — pP1) = (1 — k2)p1 + kap2 com ko € [0; 1]

ou ainda, dado kq, tal que k1 + ko =1 e ky, ks € [0;1]

p = kip1 + ka2pa2.

Vale frisar que qualquer ponto p da reta suporte do vetor ¥ pode ser representado pela
expressao p = k1p1 + kep2 com ki, ky € R, tal que k; + ko = 1, obtendo assim a equagao
paramétrica dessa reta.

De maneira andloga, dados trés pontos no espaco, pi, Pz, P3, nao colineares, estes
determina o plano « onde qualquer ponto p € a pode ser representado pela expressao
p = ki1p1 + kap2 + ksps com ki, ko, k3 € R e ky + ko + k3 = 1, sendo que ky, ko, k3 € [0, 1],
se, e somente se, p pertence a regiao triangular do plano a que tem como vértices os
pontos pi1, p2 € ps- O mesmo ocorre com quatro pontos nao coplanares, onde p =
kip1 + kopa + k3ps + kapa, com ky + -+ ky = 1, ky,--- ,ky € [0,1] se, e somente se,
p pertence ao tetraedro determinado por tais pontos. Veja, por exemplo, na Figura [4.3
que

P = P1+ksts+ kot = p1+h3(P3s—p1) +ha(P2—p1) = (1 —ks—k2)p1+ksps +kapa.
Se k1 + ko + k3 = 1, entao

P = kip1 + k2p2 + k3ps
Chamamos, entao, de combinacao afim de pontos a soma

=1 =1

onde a interpolacao de pontos ¢ um caso particular dessa combinagao que ocorre quando
]CZ' c [O, 1]
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4.2 Coordenadas afins

Defini¢ao 4.4. Dado um espago afim A = (P,V), seja po € P e a = {Uy,Ua,- -+ ,Up}
uma base de V, chamamos de referencial de A a lista F = (po, Uy, Vs, -+ ,Up)-

Esse referencial determina um sistema de coordenadas com origem no ponto pg, isto
é, seja p um ponto no espaco, existe um unico vetor v = k1t + koto + -+ + kU, € V,
tal que p = po + k10 + koo + - - - + k,0,,. Os escalares k1, ko, - -+ , k,, 1 sdo chamados de
coordenadas afins do ponto p no referencial F'.

Na geometria dos espacos euclidianos R™ o mesmo ¢ inserido no espaco R**! de modo
que, dadas as coordenadas euclidianas ki, ko, - - , kyn, knpr de R*™L entao R™ se coloca
como o hiperplano k,,; = 1. Este fato, elimina as propriedades gozadas pela origem do
espago euclidiano R"™.

Figura 4.4: Hiperplano afim do espaco R"*!

4.3 Transformacoes afins

Definigao 4.5. Seja Ay = (P1,V1) e Ay = (Po, Vo) dois espagos afins, a fun¢ao
T: A — Ay € chamada de transformacgao afim se, e so se, valem as sequintes condicoes:

(i) T transforma vetores em vetores, T(U) = v, e além disso, a restrigao T|V : Vi — Vs
€ uma transformacao linear;

(ii) T transforma pontos em pontos, T(p) = p’, e ainda, T(p + kv') = T(p) + kT (7)

Ou de maneira geral,

Se i ki=1=1T (i kiPi) = i kT (ps)
i=1 i=1 i=1

preservando a combinagao afim de pontos.

Proposigao 4.6. Uma transformacao afim T : Ay — Ay transforma uma reta em outra
reta.

Demonstragao. De fato, seja r a reta dada pela equacao paramétrica r(k) = (1 — k)py +
kp2, temos

T(r(k)=T(1—k)p1+kp2) =T((1 —k)p1) + T(kp2) = (1 — k)T (p1) + kT (p2) =1’
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]

Proposicao 4.7. Dadas duas retas r e s, tais que r || s entdo, se T' é uma transformagao

afim, T(r) || T(s).

Demonstracao. Sejam r e r as retas dadas pelas equacoes paramétricas r(kl) =(1-
k:l)pl +kip2 e s(ky) = (1 —k2)ps + kopa, respectivamente, e ainda os vetores ¥ = pa — p1
e Uy = ps — P3 temos

r'=T(r(k)) = T((1 = k1)p1 + k1p2) = T(p1 + k1(p2 — 1)) = T'(p1 + ku(%1)),
que pelo item (ii) da Definicao equivale a
r'=T(p1) + kT (0h).
Por outro lado,
' =T(s(k2)) = T((1 — k2)Ps + kapa) = T(p3 + k2(pa — P3)) = T(ps + k2(2)),
que equivale a
— T(ps) + InT(53).

Precisamos mostrar que T'(th) = ¢T'(v)), isto é s || 7. Com efeito, como as retas r e
s sao paralelas, existe um numero real k3 tal que v = k3v/;. Dali,

T(ty) = T (ksth)
que, pelo item (i) da Definicao , equivale a
T(vy) = ksT'(vh),
mostrando que ' || s O

Observacao 4.8. Uma translagao também se aplica aos pontos do espago afim aqui de-
finido de modo que dado um ponto p € P e um vetor vy € V, uma translagao T de p
através de Uy € a transformagao onde T(p) = p + .

Proposicao 4.9. Se a funcio T : A — A, T(p) = S(p)+o, onde S é uma transformagao
linear e Uy é wm vetor fizado, € uma transformagio do R"™ (ou seja, uma transformagao
linear sequida de uma translagao), entdo tal fungdo € uma transformagdo afim.

Demonstracao. Dada uma combinagao afim de pontos do espago R", kypy + kopa + - - - +
knPn, com ki + ko + -+ + k, = 1, entao

T(kip1 + kop2 + - + knpn) = S(k1p1 + kop2 + - - + knPn) + 0,

que pela linearidade de S equivale a

T(kip1 + kop2 + - -+ + knPn)

15(p1) + k2S(p2) + -+ - + knS(Pn) + o
15(p1)+k2S(p2)+- - +k S(pn)+(k1+ko+- - -+ky) 0o
(S(p1) + ) + k2 (S(P2) + o) + - - -+ kn(S(Pn) + o)
11'(p1) + k2T(p2) + -+ + kT (Pn)-

k
k
Ky
k
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Logo, T preserva uma combinacao afim de pontos e, portanto é uma transformacao
afim.

]

Observe a afirmagao, de que toda transformacao afim é uma translacao, também é
verdadeira. Com efeito, seja p,0 € P, com 0 na origem do espago R", T'(p) = T(0+p) =
T(0) + T(p), tomando T'(0) = o e T'(p) = ¥ temos a veracidade do que propomos.

4.3.1 Matriz de uma transformacao afim
Seja p, e q pontos, e F' = (pg, U1, Ts, -+ ,U,) € G = (qo, Wy, Ws, - -+ ,W,) referenciais do
espaco afim R", tais que p = pgo + k101 + koty + - - - + k,U,,, temos que
T(p) = T(po) + T (k101 + koo + - - - + k1),
que pela linearidade de T' nos vetores de V' equivale a
kiT(0h) + koT(02) + - - + K, T(0,) + T'(po)-
T'(v;) e T'(po) podem ser representados, respectivamente, como
(a1;W) + Azt + -+ - + njhn) € (@1nt1) W1 + A1) + -+ + An(ns1)Wn + o).

Entao,
T(p) = k(a1 + -+ + @p1Wn) + - -+ + kp(a1,W1 + - + pnWn) + (@1 (1)W1 + - -+ + Gp(ny1)Wn) + do
= (allkl + -+ alnkn + al(n—f—l))wl +-- 4+ (anlkl + an2k2 + -+ annkn + an(n—l—l))wn + qo

Que podemos representar pela multiplicacao das matrizes

[ ank +apky -+ a1nkn + Q1(ng1)
agi ki + axky + -+ + aznky, + azm)

[Wy Wy - W, qo)- : )
anlkl + aanQ +F annkn + Qn(n41)
1
ou ainda,

I aix G2 - Aip A1(n+1) 11 k1 ]

Q21 Q22 -+ A2p  A2(n+1) ko
(W Wy --- W, do- :

Ap1 Gp2 " Apn Gp(ndl) kn

i 0 o --- 0 1 1L 1 |

Tal equagao serd denotado, nesta ordem, por T'(p)& = [G] - [T]E - [k]F, onde T(p)E
¢ a transformagao afim do ponto p do referencial ' do espago afim R™ no ponto q do
referencial G de R™; [G] é a matriz de ordem (1 X (n+ 1)) que representa o referencial G;
[T)E é a matriz de ordem ((n + 1) x (n + 1)) da transformagao afim T nos referenciais F
e G e [k]p é a matriz ((n + 1) x 1) das coordenadas de p representado no referencial F'.
Portanto, a matriz [T)% - [k]r, é a matriz das coordenadas do ponto T'(p) no referencial

G.
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Transformacoes geométricas

Ao longo deste capitulo, chamaremos de objeto geométrico qualquer conjunto de pontos
do espago tridimensional.

Dados os objetos geométricos G e H do espaco, a fungao bijetiva T : G — H ¢é chamada
de transformacao geométrica.

Definicao 5.1. Uma transformagao geométrica € uma isometria se, e somente Se,

(i) dados dois pontos de G, g, € g,, e dois pontos de H, hy e hy tais que T(g,) = hy e
T(g,) = hy, entao dist(g,, g,) = dist(hy, hy)

(i) dados trés pontos de G, g,, g, e g, e trés pontos de H, hy, hy e hg, tais que
T(g,) = h, T(gy) = hy e T(g;) = hg, entdo a medida do angulo formado pelos
pontos de G, gy, g, e g5, ser igual a medida do angulo formado pelos pontos hy, hs
e hs, nesta ordem.

Em outras palavras, uma isometria nao altera o tamanho do segmento formado por
quaisquer par de pontos do objeto original G, nem a medida dos angulos obtidos de tal
objeto. O novo objeto, H, é uma copia da figura G que sofreu uma translacdo, uma
rotagao ou uma reflexao.

5.1 Translacao

Uma das transformacgoes geométricas isométricas é a translagcao. A translagao do ponto p
através do vetor ¥, como vimos na Proposigao [4.9] é uma transformagao afim. Consiste
no ponto q obtido pela soma do ponto p com o vetor v. Em outras palavras, um objeto
transladado é aquela cujos pontos sofreram um deslocamento na mesma direcao e no
mesmo sentido de ¥ e de tamanho igual a norma de 7.

Dado um ponto do hiperplano afim z = 1, p = (21, -+ ,x,,1), um vetor ¥ =
(t1,-+ ,t,,0) e T uma translagao do ponto p pelo vetor ¥, entao temos que q = T'(p) =
(x1 + t1,- -+, + tn, 1). Podemos representar essa transformacao através do produto
abaixo:
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Figura 5.1: Objeto Transladadp

-10 Otl- -.Tl- _$1+t1-
1 --- 0 tQ ) $2+t2
00 --- 1 ¢, T T, +t,
_O 0O --- 0 1_ i 1 | i 1 |
onde
(1 0 0 t |
1 0 t
Apyny = | ¢+ Do
0 0 1 t,
_0 0 0 1_

é a matriz desta translacgao.

5.1.1 Mudanca de Referencial

A geometria afim juntamente com as translagoes tem importancia fundamental nas de-
mais transformacoes geométricas, pois a partir dela podemos estabelecer referenciais dife-
rentes para aplicarmos quaisquer outras transformagoes. Mais precisamente,dada a base
canbnicae = {€1, €3, ...,€,} e um ponto O, sabemos da geometria afim que estes definem o
referencial £ = {0, €1, €3, - - €, }. Assim, dado um referencial F = {P, ﬁ, f;, e f:L}, com-
posto pelo ponto P e a base § = {ﬁ, f}, e ,ﬁ}, podemos executar uma transformacao
geométrica levando em consideracao o referencial F, ou seja, tratando todos os pontos
do objeto a ser transformado de maneira que suas coordenadas sejam escritas através da
combinacao linear dos vetores da base ¢ a partir do ponto P. Para isso faz-se necessario

(7) aplicar uma transformacao linear L que execute a mudanga da base € para d e em
seguida

(7i) aplicar a translacdo T levando a origem do referencial do ponto O para o ponto P.

Observagao 5.2. Adiante, na Segao trataremos de cisalhamentos no espaco R3.
Um cisalhamento no espaco R® pode estar relacionado a uma translacdo no plano z = k
deste espaco, bem como a uma transformacao projetiva do espaco RP?. Pela definicio de
cisalhamento e translacdao, essa relacao pode ser generalizada para espacos de dimensao
finita.


https://ggbm.at/hJupfz2E

5.2. ROTACAO NO R? 43

5.2 Rotacao no R’

Para executarmos uma rotacao no R? necessitamos de um eixo e de um angulo o qual se
dara a rotacao, conforme veremos no Teorema Dada uma reta s e um ponto p € s,
tomando o ponto o (projecao ortogonal de p na reta s) a distancia de o a p é chamada
de raio r. Uma transformagao R é uma rota¢ao em torno da reta s se R(p) = p’, onde p’
tem, em relacao a reta s, o mesmo raio que p. O ponto o é o centro da rotagao, a reta s
¢ chamada de eixo de rotacao.

5.2.1 Rotagao em torno do eixo €

Seja p = (x, rcosa, rsenq,l), e R, uma rotagdo de angulo  em torno do eixo €7,
conforme vemos na Figura

Figura 5.2: Rotacao de angulo 8 em torno do eixo €.

R, (p) = p' = (z, rcos(a+ B), rsen(a+ (),1)
= (x, rcosacos B —rsenasen 3, rsenacos 3+ rcosasenf3, 1)

1 0 0 0 x

_ | 0 cosB —senf 0O 7 COS (v

= [Re,][p] = 0 senff cosf O | rsena |’
0 0 0 1 1

onde [R,,] é conhecida como matriz de rotagao.

Analogamente temos:

cosf 0 senf 0 cosf —senfs 0 0
- 0 1 0 0 | senf8 cosB 0 O
Be,] =1 _ senf3 0 cosB O e [Re,] = 0 0 10
0 0 O 1 0 0 0 1

Uma rotagdo R, é um operador linear. De fato, sejam p = (z,y,2,1) e p’ =

(',y', 2/, 1) pontos do espago afim A e k, k' € R,
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R, (kp+k'p) = Re,(kx + K2’ ky + K'Y kz + K2/ k + k')

= (kx+ K2, (ky+k'y')cos f— (kz+K2")sin(B, (ky+k'y') sen 5+ (kz +
K'z")cos B,k + k)

= (kz,kycosf — kzsenf,kysenf + kzcosf) + (kK'z' Ky cospB —
Kz sen B, k'y sen 8 + k'’ cos B, k + k')

=  k(x,ycosf — zsenf,ysenfS + zcosfB,1) + K'(z',y cosf —
Z'sen 8,y sen B + 2’ cos 3, 1)

= kR, (p) + K Re, (p')

Do mesmo modo, nota-se que R,, e R., também sao transformacoes lineares e, conse-
quentemente, transformacoes afins.

5.2.2 Coordenadas Esféricas do Espacgo

Dada uma esfera de centro na origem do R? e raio 1, ou seja, 22 + v + 22 = 1, com
(x,y, z) pertencente a essa esfera, que denotaremos por S?, existe uma parametrizagao
do espaco chamada de coordenadas esféricas, onde cada um dos seus pontos podem ser
definidos por dois parametros:

e Latitude, uma rotagao positiva de angulo 6 € [0, 27) a partir do ponto (1,0,0) que
percorre o plano OXY até o ponto q = (cos@, senf,0);

e Longetude, uma rotagao positiva a partir do ponto q em torno da origem, percor-
rendo o plano que contem o eixo OZ e o ponto q, rotagao esta que perfaz um angulo
¢ € (=5,%) até o ponto p = (cos ¢ cosf,cos ¢send, sen ¢), como podemos ver na

Figura [5.3]

Observe que nessa parametrizacao, para ¢ = 7 ou ¢ = —7, o ponto p serd (0,0,1)

ou (0,0, —1), respectivamente, qualquer que seja 6, fazendo com que haja infinitos pa-
res (0, ¢) cuja coordenada corresponda ao ponto p. Dizemos, entdo, que neste ponto a
parametrizacao apresenta uma singularidade, isto é, um comportamento no qual perde-
mos uma liberdade de escolha. Para que nao haja singularidade no nosso sistema de
coordenadas faz-se necessario restringir o dominio de ¢ para o intervalo (-7, ). Ao res-
tringirmos esse dominio, os pontos pertencentes ao eixo OZ nao serao representados nessa
parametrizagao.

5.2.3 Angulos de Euler

Podemos parametrizar uma orientagao no espago através de trés rotagoes em torno dos
eixos coordenados. Dados dois sistemas ortonormais positivos distintos, £ = {é}, &, €3},
formado pela base candnica do espaco R® e F = { fi, ]?2, ﬁ,}, ambos de mesma origem,
como na Figura [5.4], uma rotacao positiva transforma a base £ na base F, nesta ordem,
através da sequéncia de rotagoes descritas abaixo. Observe que o eixo € g‘, i,7 € {1,2,3}
sera a denotagao para cada eixo da base £ depois de sofrer a j-ézima rotagao:
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Figura 5.3: Coordenada esférica do ponto p.

e R.,, uma rotagao de angulo ¢ em torno do eixo €3, levando o eixo €] até o eixo
€3 X f3, 0 qual chamamos de eizo nodal. Figura .

® R, de angulo # em torno do eixo €3 X f3 = €1, levando o eixo €3 = €} até o eixo
f3. Figura (5.6

e R;, de angulo ¢ em torno do eixo Ry, = € 3. Neste estégio, os eixos €1, €3, f1 e fo

sao coplanares. Esta rotacao deve levar o eixo € 2 ao €ixo fi € 0 eixo € 5 ao eixo fo.

Figura [5.7]

|

—

€1

Figura 5.4: Sistemas ortonormais £ e F Figura 5.5: R.,.

Essa mesma orientagao pode ser obtida, em vez de usarmos um referencial instantaneo,
usarmos o referencial definido pela base £ fazendo, nesta ordem, R., de angulo ¢, R., de
angulo 6 e R., de angulo ¢. Os angulos ¢, 6 e ¥ sao chamados de angulos de Euler, em
homenagem ao matemético suico Leonhard Paul Euler (1707 - 1783).
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Figura 5.6: Re,x,. Rotagao em torno Figura 5.7: Ry,. Rotagao em torno do
do eixo nodal. eixo €3 = f3, concluindo a rotagao.

Sabemos que a matriz da rotagao em torno de um dos eixos relativos a base canonica
é uma matriz ortogonal positiva. Sendo assim, como qualquer mudanca na orientacao
de um objeto pode ser executada através de uma sucessao dessas rotacoes e sabendo
que o conjunto das matrizes ortogonais positivas tem estrutura de grupo, concluimos que
qualquer orientacao é definida por uma matriz ortogonal positiva. Por outro lado, uma
matriz ortogonal leva uma base ortonormal positiva em outra base ortonormal positiva, o
que no leva a concluir que a aplicacao de uma matriz ortogonal produz uma rotacao em
um objeto do espaco R3.

Observagao 5.3. A base ortonormal £ = {(cos 3, sen 3,0), (—sen 3, cos 3,0), (0,0,1)},
por exemplo, é obtida da base canonica £ através de uma rotagao R.,. Observe que os
vetores da base £ sao representados na base £ como

{(cos(—1), sen (—03),0), (—sen (=), cos(—p),0), (0,0,1)}
={(cos B, —sen 3,0), (sen 3, cos 3,0), (0,0,1)}.

Concluimos que, sendo [Igs)% a matriz de mudanca de base de € para £, [Igs]é = [Re,]".

Partindo da base canonica £ = {ey, €2, €3}, a0 executarmos o primeiro giro, R.,(¢),
obtemos um novo sistema de coordenadas o qual chamamos de £. Mudando a base de £
para este novo sistema de coordenadas, os elementos de £, na base £ podem ser obtidos,
através do produto da matriz R.,(¢) ™' = Re,(¢)" pela matriz formada por cada um dos
pontos deste objeto na base de £ dispostos em colunas como abaixo:

cos¢p sen¢ 0 0 x
—sen¢p cos¢p 0 0 Y
0 0 10 z

0 0 01 1

Agora, aplicando a segunda rotagao, de angulo #, em torno do vetor e}, obteremos o
sistema ortonormal &. Mudando agora da base £ para a base &, como apds a primeira
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rotacao, fazemos o produto da matriz R (6)! por cada um dos pontos do objeto que estao
na base £ na forma de matriz coluna, e assim sucessivamente até a terceira rotacao em
torno do eixo eg. Com isso, um ponto p = o + xe; + yes + zes na base &, escrito como
combinacao linear dos vetores da base F sera obtido conforme abaixo:

[p]f = Re3 (d’)t ’ Re% (Q)t ’ Re% (¢)t ’ [p]g =

cosy seny 0 O 1 0 0 0 cos¢p sengp 0 0 x
—senty cosy 0 O 0 cosf senf 0 —sen¢ cosp 0 O Y
0 0 10| |0 —senf cosf 0| 0 0 10 2

0 0 01 0 0 0 1 0 0 01 1

Por outro lado, se quisermos obter os elementos da base F escritos na base &, sendo
A" = Re (V)" - R, (0)" - Rey(¢0)!, basta fazermos (A')~! - [p]z. Essa expressdo, usando a
propriedade do produto das transpostas, equivale a Re,(¢) - R, (6) - Re, (1) - [P] 7, ou ainda

cos¢p —sen¢ 0 0 1 0 0 cosyp —seny 0 x

Alplr = seng cos¢p 0O O 0 cosf —senfb | sen¢  cosyp 0 Y
0 0 1 0 0 senf cosf 0 0 1 0 z

0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 1 1

Logo, podemos calcular as coordenadas dos pontos do novo objeto através da matriz
A obtida pelo produto das matrizes de rotacdo. Essa matriz é chamada de matriz de
Euler para rotagoes do tipo (e3, €2, e3) ou simplesmente ZX 7, confirme abaixo:

cos pcostp — sengpcosfsentyy —cosgsenty — sengcosfcosy sengsend 0

sen ¢ cos 1 + cospcosfsenty cosgcosfcosy — sengpsenty —cosgsend 0

A =
sen 0 sen ¥ sen 0 cos ¥ cosd 0
0 0 0 1

H&a também uma parametrizacao usando angulos de Euler, porém em torno dos eixos
e1, e, ez ou XY Z, onde dados dois sistemas, XY Z e X'Y'Z’ usamos essas trés rotacoes
conforme as Figuras |5.8] |5.9] [5.10| e [5.11]

Nesse caso, os angulos de Euler e matriz de Euler correspondentes também sao conhe-
cidos como angulos de Tait-Bryan e matriz de Tait-Bryan (nomeados através de Peter
Guthrie Tait e George Bryan), cujo uso é frequente na orientagao aerondutica tendo cada
rotacao nomenclaturas diferentes: cabeceio ou yaw (rotagao de angulo ov em torno do eixo
x), empinamento ou pitch (rotacdo de angulo § em torno do eixo y) e balanceio ou roll
(rotacdo de v em torno do eixo z).

Seja IR, a matriz referente ao yaw, R, pitch e R, roll, de maneira andloga a ob-
tencao da matriz de Euler, podemos definir a matriz de Tait—-Bryan B fazendo o produto
R'R,;'R.', para representarmos em termos da base {f1, f2, fs} (veja Figura cor-
respondente ao sistema ortonotmal X'Y’Z" ou B™' = R, R, R., se quisermos representar
em termos da base {e1, e, e3}, correspondente ao sistema XY Z.
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€1

Figura 5.8: Sistemas ortonormais
XYZeX'Y'Z

Figura 5.10: Rotacao em torno do
eixo y,, fazendo com que o eixo z,,
também pertenca ao plano OX'Y” e
com isso os eixos z,., e 2’ se coinci-
dam

Gimbal lock

Figura 5.9: Rotacao em torno do
eixo x, levando o eixo y até o plano
ox'Y’.

Figura 5.11: Rotacao em torno do
eixo z, concluindo a rotacao.

A parametrizacao das rotagoes através dos angulos de Euler apresenta uma configuracao
a qual dois eixos coincidem. Por exemplo, usando a parametrizagao do tipo {R,, R,, R.},
existe uma hierarquia entre estas rotacoes, uma vez que a cada giro é criado um novo
sistema ortonormal, isto é, o eixo de rotacao relativo a R, ¢ influenciado pela rotacao
R,, assim como o eixo relativo a rotacao R, ¢ influenciado por R, e por R,. Nesse caso,
quando fazemos uma rotagao de angulo +7 em torno do eixo y, os eixos que se referem
as rotagoes R, e R, se coincidem, eliminando um grau de liberdade e fazendo com que a
rotacao nao se comporte da maneira esperada, havendo ai uma singularidade.

Observando matriz de Euler referente a essas rotacoes a qual denotaremos por M, g ),

para 3 = 7 essa singularidade fica evidente.
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Figura 5.12: Objeto em posigao ini- Figura 5.13: Objeto apds rotacao
cial. Ry(m).

s s s
COS 5 COS7Y  Sen(Sen 4 COS7Y — COSQSen<y  COSSeN 5 COS7Y + Sen v sen -y
J— s s e
= | cosgseny COSQCOSY+ SenQsen 5 sen<y — Sen (L Cos7y + COS (v Sen 5 Sen 7y
— sen % coS g sen o COS (¥ COS g

0 senacosy—cosaseny cOS@COS7Y+ senaseny
= 0 cosacosy+ senaseny —senqcos<y+ cosasensy
-1 0 0

0 sen(a—v) cos(aw—7)

=] 0 cos(a—7~) —sen(a—r)
-1 0 0

Agora, temos apenas um grau de liberdade para escolher o angulo a — -y, como vimos
na Figura [5.13] Este problema é bastante enfrentado nas dreas da aerondutica e da
computacao grafica. Neste caso, tem-se duas possibilidades, usar uma parametrizagao
com singularidades ou restringir o dominio, neste caso, do angulo  variando no intervalo
(3.3

Concluimos, levando em conta a hierarquia de como ocorrem as rotacoes usando
angulos de Euler, e pelos resultados vistos ao decorrer desta secao, que uma rotacao
executada de maneira direta (com o produto das matrizes, da esquerda para a direita, na
ordem em que as rotagoes ocorrem) produzem transformagoes locais, enquanto na ordem
inversa, essas rotagoes sao executadas sempre levando em consideracao os eixos do sistema
global ou inicial.

Rotacoes Aplicadas em Diferentes Referenciais

As rotagoes podem ocorrer em torno de eixos os quais a origem da base candnica nao
faga parte. Vimos na pdgina [I2] que isso é possivel mudando de referencial e em seguida
aplicando, neste caso, a rotacao necessaria.

Exemplo 5.4. Podemos utilizar as matrizes de rotacao em diferentes referenciais para
representarmos um movimento de um braco robotico a partir de um referencial inicial.

Sendo tal brago robotico composto de trés partes principais e articulado em trés pontos,
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denotaremos cada parte como Py (bracgo), localizado entre os pontos de articulag¢io A,
(ombro) e Ay (cotovelo), Py (antebrago), componente localizado entre os pontos As e As
(punho) e Py (mao), a partir de Az, com A, = {xn, Yn, Zn, 1}

O brago (veja a Figura m) ¢ movimentado pelo ponto Ai; o antebraco depende da
rota¢ao ocorrida tanto a partir do ponto Ay como do ponto As, por fim temos a mao, que
sofre a rotagcdo provocada pelos trés pontos Ai, As e As.

Se este braco robdtico pertencente ao espaco afim z = 1, com referencial ortogonal
E =10, ey, ey, €3}, podemos executar um determinado movimento deste braco da sequinte
forma:

Figura 5.14: Etapas das rotacoes aplicadas em cada componente do braco robdtico.

(1) Primeiro, fazemos a mudan¢a do referencial £ para o referencial
Fi = {Ay, f1, f2, f3} aplicando o produto por wma matriz ortogonal positiva Ry junta-
mente com uma translacao Ty.

(2) Apds isso, fazemos a primeira rotagao em todos os pontos do brago robético, através
da matriz Ry, gerando os pontos A!, obtidos de A,, e as partes do brago robético (P)) obti-
das de P,, n € {1,2,3}, através da matriz Ry. Agora, fazemos a mudanga do referencial
Fi para o referencial Fy = { AL, f1, 5, f4} através do produto pelas matrizes R Ty, com
T, sendo a matriz da translagdo através do vetor Ay — Ay;

(3) Aplicamos, em sequida, a sequnda rotac¢io Ry, desta vez nas partes Py e Pj e no
ponto de articulagiao A% obtendo as partes Py e Py e o ponto de articulagio Af, sequido

; _ " " " "
da mudanca para o referencial F3 = { A4, f", f5', f4

(4) Por dltimo, executamos a rotacao de matriz Ry na parte Py gerando a parte Py,
sequido de uma mudanca de referencial para & e, assim, chagando a configuracao desejada.

Concluimos esta secao, com um resultado que muito importante que enfatiza o que foi
dito no inicio dessa secao.

Teorema 5.5 (Euler). Dado um objeto G C R® e um ponto o € R3, o movimento mais
geral que G pode executar, de modo que o ponto o permaneca fizo € uma rotag¢ao em torno
de um eizo que passa Por o.
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Demonstracdo. Sabemos que uma rotacao no espaco é obtida uma transformacao or-
togonal. A matriz desta transformacao é a matriz quadrada M de ordem 3 tal que
MM! = M'M = I. Para demonstrar este teorema, basta mostrar que esta matriz tem
um autovalor 1 correspondente a um autovetor 7, isto é, M[ii| = [#i], que é o mesmo que
M|7i] = I[7i], ou ainda que (M — I)[#i] =0

Para que esta equagao tenha solucao nao nula (M — I') ndo pode ser invertivel. Agora,
esta demonstracao resume-se a mostrar que det(M — I) = 0.

Com efeito,
det(M—1)=det(M —I)
= det(M — M'M)
=det(M (I — M"))
= det(—M (M" —1)).

Como I = I' e a matriz transposta da soma de matrizes é igual a soma das transpostas
destas matrizes, e ainda usando o Teorema [2.42] temos que:

det(M—TI)= det((—I)M(M* — I*))
= det(—1) det(M)det(M — I)*
=—1-1-det(M —I) = —det(M —I)
Ora, se det(M — I) = —det(M — I), entao det(M — I) = 0, mostrando que a equagao
tem solucao nao nula.

]

5.2.4 Rotagao em Torno de um Eixo Usando Quatérnios
Introducao aos Quatérnios

As teoria dos quatérnios foi desenvolvida pelo matematico irlandés William Rowan Ha-
milton (1805 — 1865) para aplicacao das rotagoes no espago R3, assim como os niimeros
complexos (C) sao usados para rotagoes no espaco R?. Podemos dizer o conjunto dos
Quatérnios (H) tém uma estrutura que se comporta como uma ampliagdo do conjunto
dos niimeros complexos.

Nesta se¢ao, denotaremos um quatérnio por uma letra mintuscula em negrito (h, por
exemplo) e um ponto por uma letra maitscula em negrito, como em P.

O espaco dos quatérnios pode ser definido como um espaco R*, representado como
h = a + bi + ¢j + dk, correspondente no R* ao vetor h= (a,b,c,d),

tendo como base candnica os quatérnios {1,1i,j,k}, equivalente em R* a {(1,0,0,0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}, nesta ordem, e apresentando a operagao de produto
entre seus elementos da base, conforme diagrama abaixo:

Além disso, i? = —1, j2 = —1 e k? = —1. O quatérnio 1 é o elemento identidade desta
operacao, ou seja, VqeH, 1-q=q-1=q.

Uma outra maneira de representar um quatérnio é na forma de uma matriz ¢ =
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k-%

~— 9

1

-J o
, onde indica que g, q,= q,.

Figura 5.15: Produto entre elementos da base canonica dos quatérnios. As setas mostram
a ordem em que o produto é obtido.

[Qij]4><47 onde

a —=b ¢ —d

b a d c . ) )
Q=1 _. _g4 o b |=aled+oli+cjl+djl,

d —c —=b a

onde a base canonica é formada pelas matrizes

1 0 0 O 0 -1 0 0 0 010 0 0 0 -1
€] = 01 0 0 [i] = 1 0 0 0 ] = 0 0 01 ] = 0 01 0
0 01 0} 0O o0 0 1] -1 0 0 0|’ 0 -1.0 O
0 0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1 00 O

Podemos observar que o quatérnio 1 é o elemento neutro do produto entre quatérnios.
Também é facil notar que esta operacao nao é comutativa, porém, conforme veremos mais
afrente, o produto de quatérnios é associativo.

A operacgao acima é estendida para obter o produto pq, onde p = (ap; + py) e
q = (bq; + q,), com py, Py, 45, 9 € R, da seguinte maneira:

(aq; + qy)(ap; + py) = abp,q; + ap,d, + bp,q; + Pods-

O subespaco gerado pelo elemento da base (1,0,0,0) é chamado de espaco R' ou
espaco dos escalares, ja os quatérnios da forma bi + c¢j + dk, isomorfo ao subespaco gerado
pelos elementos {(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}, é chamado de espago dos vetores do
R3 ou espaco dos quatérnios puros

Um quatérnio h = a + bi + ¢j + dk ¢ dividido em duas partes, R(h) = a (parte real de
h) e u = bi + ¢j + dk (parte vetorial ou quatérnio puro associado a h). Assim podemos
escrever de maneira sucinta h = a 4+ u, com a € R e u associado ao vetor @ € R3.

Dados dois quatérnios, hy = a; + b1t + ¢1j + dik e hg = as + byt + ¢oj + dok, com os
quatérnios puros associados uy = by + ¢1J + dik e ug = boi + o + dok, entao
hihs = (a; 4+ bii + 17 + dik)(ag + bai + coj + daok)
= ayay + ay(bai + coj + dok) + bragi + bibyi® + bicyij + bydaik + crasj + c1byji+
10272 + c1dajk + dyask + dyboki + dicokj + dydak?
= ajas+ay(byi+coj+dok)+as(bri+c1j+dik) —bibs—cico—dida+c1dai — dicoit
d1beg — bidaj + bicok — c1bok

= a1a9 — (ul, 112> + ajug + asuy + Uy X us.
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Usando o resultado acima, se tomarmos dois quatérnios puros, v; e vg, o produto
deles sera
ViVg = —<V17V2> + vy X va. (51)

Este fato é bastante interessante do ponto de vista da Algebra Linear, pois mostra que o
produto de quatérnios engloba o produto escalar e o produto vetorial do espaco R3.

Note que, como o espaco dos quatérnios puros ¢ isomorfo ao espaco R?, definimos o
produto interno usual e produto vetorial entre quatérnios puros de maneira analoga a o
que ocorre no R3.

Proposicao 5.6. Dados os quatérnios puros p, q e r, entao (pq)r = p(qr)

Demonstragao. Para demonstrarmos esta proposigao nos valeremos da igualdade (5.1)) e
dos resultados estudadas na Algebra Linear listadas abaixo:

1. Dados trés vetores, @, b e €, entdo ax (bx &) = b(a@, &) —&(a, b) (Férmula de Lagrange)

2. @ x b= —bx @ (anticomutatividade do produto vetorial)
3. (@,b) = (b, @) (comutatividade do produto escalar)
4. (@, bx ) = —(@,cxb) = (b,dxa@) = —(b,ax & = (Z,axby = —(¢ bxa) (alternancia

do produto misto)

Dai,

(pa)r = (—(p,q) + (p x q))r = —(p,q)r +(p>< q)r
2 p X q,r)+ (p X q) X
—(

(

p,q)r
p,q)r
p,qQ)r

)

— r)
—(pxq,r)— r><(p><q)
épxq, ; p(r,q) +q(r,p)
( )+

—p(r,q) — (g X r,p) +q(r,p) — (p,q)r
—p(r,q) — (g xXr,p px(qxr)
= —p(a,r) + p(a xr) = p(—(q,r) + (g x r)) = p(qr)

Corolério 5.7. Dados os quatérnios f, g e h, entdo (fg)h = f(gh)

Demonstracao.
Sejam f =a+p,g=b+qeh=c+r, entao
(fg)h= [(a + p)(b+ q)](c + 1)
= abc + abr + acq + aqr + bep + bpr + cpq + (pq)r
= abc + abr + acq + aqr + bep + bpr + cpq + p(qr) (usando a Proposicio

= (a+p)[(b+q)(c+r)] = f(gh) -

O corolario acima mostra uma propriedade importante da operacao de produto de
quatérnios que € a sua associatividade.
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Observacao 5.8. Qutra maneira de demonstrar a associatividade e a nao comutatividade
do produto de quatérnios é através da sua representacao matricial. Neste caso, € so veri-
ficar que o produto de matrizes goza da propriedade associativa, porém nao € comutativo.

Chamamos de conjugado do quatérnio h = a + bi + ¢j 4+ dk, o quatérnio h* = a — bi —
c¢j —dk = a —u. O conjugado goza das propriedades:

Cl (h*)*=h
C2 (hg)* =g*h*

A propriedade C1 é obvia. Para verificarmos a propriedade C2, tomemos h = a + u
eg=-e+v. Como hg = ae — (u,v) + av + eu + u X v, segue que

(hg)* =ae— (u,v) —av—eu—uxv
=ea—(—v,—u)+e(—u)+a(—v)+(—v) X (—u) = g*h*
Também podemos verificar que

h+ h* 2a
= — = R(h).

A norma do quatérnio h = a + bi + ¢j + dk, denotada por ||h||, é obtida através da
norma do vetor (a, b, ¢, d), ou seja,

|h| =v/(h,h) =va?+ b + & + d2.
A partir disso segue que |[h||*> = (h,h) = a®> + V* + 2 + d*> = a® + |Jul|>. Outro fato
referente a norma dos vetores é que ||h|| = ||h||*. A verificacao é imediata.

H& ainda uma relacao entre as definicoes de norma e conjugado, que se assemelha
bastante com a mesma relacao usada entre nimeros complexos, conforme proposicao
seguinte:

Proposicao 5.9. Seja h um quatérnio qualquer, entao
hh = h*h = || = |[b]
Demonstracao.
Seja h = a + bi + ¢j + dk, entdo hh* = (a + bi + ¢j + dk)(a — bi — ¢j — dk)
= a® —abi—acj—adk+abi—b%i®> —bcij —bdik+acj —beji—c?j% —cdjk+adk —bdki— cdkj — d? k>
= a? — abi — acj — adk + abi + b> — bck + bdj + acj + bek + ¢ — cdi + adk — bdj + cdi + d?
=a’+ b0+ +d? O
Proposigao 5.10. Sejam hy e hy dois quatérnios, entao ||hiha||= ||h1]/||h2]-

Demonstracao.
[|hihs|| = (hihg)(hihg)* = hyhyhshi = hy||h|/h] = hyhj|hs|| = [[hy||/he]|
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A partir da definicao de norma podemos definir quatérnio unitdrio. Afirmar que
h = a + bi + ¢j + dk é um quatérnio unitario equivale a dizer que , a® + b* + % +d* = 1.

Se hg = 1 dizemos que g é o inverso multiplicativo de h e o denotamos por h™!.
Podemos determinar h~! usando as definicdes de norma e conjugado, isto é,

h hh* h*
= [} _ hh* mostrando que h™! =

[T/ )

E possivel, tomando um quatérnio qualquer h = a + u, representd-lo da forma h =
a + ev, onde v é um quatérnio unitario, bastando tomar

| =
e=|(u|ylev=-——m.
ul]

Nessa representacao, se h é um quatérnio unitario, com o quatérnio puro associado ev =
e(b'i+ 'j + d'k) ocorre que

|Ih|?=1=|la+e@i+j+dk)|*=a®>+e*(V?+ * +d?) =a® + €2

e assim a = cosf e e = senf, para um # € R, de maneira bastante similar a o que ocorre
com 0s numeros complexos.

Usando Quatérnios para Executar Rotacoes no R?

Dado o quatérnio unitario q = cosf + senfn, onde senfn é o quatérnio puro associado
a q e n é um quatérnio unitdrio, tomando ¥ um vetor qualquer de R?® correspondente ao
quatérnio puro v, a fungdo ¢4(v) = qvq* transforma o quatérnio v no quatérnio v’'. No
espaco R3 essa funcao é uma transformacao que produz o vetor v obtido de ¥ através de
uma rotacao em torno do vetor 7i, correspondentes, nesta ordem aos quatérnios v/, v e a
n, com um angulo positivo de 26, como enuncia o seguinte teorema:

Teorema 5.11. Uma |rotacao do vetor v de angulo 20 em torno de um eixo, cujo vetor
diretor unitdrio é i, € representado pelo produto quaternionico pq(v) = qvq™*, onde
q =cosf + senfn, v e n quatérnios puros correspondentes a U e 1.

Demonstracao. Primeiro vamos verificar que v/ é um quatérnio puro, o que corresponde
a v € R3, isto é ¢ é uma transformacao R?> — R3 . Para provar este fato, basta mostrar
que R(v') = 0, o que faremos quando tratarmos da matriz desta transformagao.

Em segundo lugar mostraremos que a funcao ¢ é uma transformacao linear. De fato,

oq(avy + va) = q(avy + va)q”
= qaviq’ +qvaq’
= aqviq’ +qvaq’
= apq(V1) + pq(v2)


https://ggbm.at/WVptCTh4
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Agora, note que pq ¢ uma transformacao ortogonal. Com efeito,

leall = llava®|l = lalllivillal = {lvl

Podemos verificar, ainda que a funcao ¢4 ¢ uma rotagao. Como ela é uma trans-
formacao ortogonal, seu determinante de sua matriz é igual a £1. Precisamos, portanto,
mostrar que ela é positiva, ou seja, o determinante de sua matriz é igual a 1. De fato. O
espaco dos quatérnios unitarios é a esfera de raio unitario e centrado na origem do espaco
R*, isto ¢, dado um quatérnio unitério q = a + bi + ¢j + dk, temos que

S*=A{q;|lall = a> + 0>+ + d*> = 1}.

Este espaco, do ponto de vista topoldgico, é coneX(ﬂ. Observe que, para q = 1 a funcao
©q equivalente a funcao identidade I, cujo determinante é 1, sendo uma transformacao
positiva. Portanto, usando argumentos de continuidade, esta funcao é positiva, qualquer
que seja o quatérnio q. Com isso, verifica-se que ¢4 € uma rotacgao.

Por fim, vamos mostrar que o angulo de rotacao executado através da fungao 4 ¢ de
20. Para isso, vamos obter a coordenada do vetor R,.(p) = p/, obtido de p através de uma
rotacao de angulo # em torno do eixo r, e em seguida, comparemos com a coordenada do

vetor associado ao quatérnio pq(p) = p'.

i

Figura 5.16: Rotacao em torno do eixo r fazendo um angulo positivo de § = 20

Na Figura 7 é um vetor unitario que forma o referencial ortogonal F =
{ O,0,%W,n} e é vetor por onde passa o eixo r. Executamos através de r a rotagao
de angulo 8 do ponto P, cuja imagem é o ponto P’. O vetor n/, como podemos notar,

1Para o leitor interessado em se aprofundar nos conceitos de conexidade e continuidade da topologia
da esfera unitaria S3, recomendamos a leitura de Munkres, 1975[8]'
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é a projeqao ortogonal de p no vetor 7, o que, junto ao fato de 7 ser unitario, acarreta

(p,m)n = n'. Outras relacoes sao validas, conforme abaixo:

W =1 X U, ja que F é ortogonal e 7. unitario.
v = cos Bv+ sen [l

p7 = + v’

T=p—n & i=p— (i

Das relagoes acima temos

X

W=n

Dai,

Sy
\

3

S

<ﬁ,ﬁ) 1) + (cos U + sen )

+ cos B(p — (p,n)n) + sen 5(1 X p)
— cos B{(p, m)yi) + cos B(P) + sen B(7 X p)
1— sﬁ(p, 1)1 4 cos f(p) + sen B(7i X p)

I
Ve e
=y

Por outro lado, pondo q = a + t, sendo t o quatérnio puro associado a q

¢o(p)=p =qpq !

= (a+t)p(a—t)
= (—(t,p) +ap +t x p)(a —t)

¥ =i x (5 — (B.)A) = (7 x ) — (7 x (5, M)7) = i x §

(5.2)

—CL<t7p

—{ap+t xp, (—t)) +(=(t,p))(—

t)+alap+txp)+apx(—t)+(t xp) x

(—t)

= a’p +2a(t x p) — (t,t)p + 2(t, p)t
= (a® — (t,t))p + 2a(t x p) + 2(t,p)t

Agora, substituindo a por cosf e t por senfn temos,

)
—a(t,p) + (ap,t) + (t X p,t) + (t,p)t + a®p + a(t X p) —a(p x t) +t x (t X p)
—a(t,p) +alt,p) + (t,p)t + a’p + a(t x p) +a(t x p) + (t,p)t — {t,t)p

wo(p) = (cos®f — (senfn, senfn))p + 2cosf(senfn x p) + 2(sen fn, p) sen fn

= (cos?’6 — sen?d||n||)p + 2cosfsenf(n x p) + 2sen?d(n, p)n

= (cos®0 — sen?6)p + sen20(n x p) + (1 — cos 20)(n, p)n
= cos20p + sen20(n X p) + (1 — cos 26)(n, p)n
= (1 —cos20)(p,n)n + cos20p + sen26(n x p)

Que é a mesma expressao em ([5.2)), bastando apenas tomar = 26

(5.3)

]

Contudo, uma rotacdo no R? é obtida, tanto usando os dngulos de Euler, como os
quatérnios, através de trés graus de liberdade para escolha. No primeiro, os angulos ¢,
0 e v, e no segundo, dois graus de liberdade para escolhermos o eixo, através do vetor
unitario pela coordenada esférica usando os parametros ¢ e , e mais uma escolha para o

angulo de rotagao f3.
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5.2.5 Eixo Resultante de Duas Rotacoes Consecutivas

Como ja vimos, dadas duas rotacoes, R; e Ry, a composicao delas também é uma rotacao.
O uso dos quatérnios para executarmos rotacoes nos da um mecanismo para sabermos de
maneira bem clara qual é o eixo dessa composicao.

Seja py, uma rotacao em torno do eixo unitario 7; através do quatérnio u; e @y, a
rotagao em torno do eixo 7y também unitario e referente ao quatérnio uy, vamos realizar,
nesta sequéncia, as duas rotacoes do quatérnio puro v. Se v’ é obtido de v apds tais
rotacoes, entao

V' = Quy (0uy (V) = @up (urvur ) = ug(ugvuy Huy ™.

Agora, gozando da associatividade dos quatérnios, temos

v = (upun)v(ug ue ) = (uew)v(uetn) T = Pugu, (V)

Sendo assim, concluimos que tal rotagao ocorre através do eixo correspondente ao
quatérnio usuy.

Exemplo 5.12. Dado um objeto do espaco R®, onde o mesmo sofre, primeiramente, uma
rotacao de angulo o em torno do eizo x, depois uma rotacao de angulo 5 em torno do eixo
y, e em sequida uma rotagcao de angulo v em torno do eixo z, como vimos na subse¢ao
podemos calcular o vetor correspondente ao eixo de rotacao resultante r dessas trés
rotagoes através do produto dos quatérnios qx = cos g + sen 9X, qy = cosg + sen gy €
gz = cos 5 + sen 3z. Entao temos:

(dzqy)ax = (cos 2 cos g — (z,y) + cos 2 sen gy + cos g sen 2z + sen 2 sen g(z X ¥))dx
= (cos 3 cos g + cos 3 sen gy + cos g sen 7z — sen 7 sen gx)(cos 2 + sen 2x),

onde, prossequindo nossos cdlculos, chegamos ao quatérnio

cos%cosgcos% — sen%sengsen% +
(cos 7 cos g sen § — sen 3 sen g cos §)x +
(cos I sen 2 cos 2 + sen 2 cos £ sen $)y +
(sen?cos? cos e — cossen 2 sen )z

Assim, esta composicao de rotacoes, que também € uma rotagcao tem como eixo a reta
r guiada pelo vetor

L vy B a 2 B« Y B« Y B a Yy B «a 2 B a
n = (COS — COS — sen — — sen — sen — Cos —, CoS — sen — COS*+ sen — Cos — sen —, Seén— Cos — COS — —COS — sen — sen 7),
272 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

fazendo um angulo de arcsen ||7i|.

5.2.6 Matriz da Rotacao em Torno do Eixo r

A partir da expressao ([5.3)), tomemos n = bi + ¢j + dk e 20 = 5. Para qualquer quatérnio
puro p = xt + yj + 2k, temos


https://ggbm.at/fH9FDQvs
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pa(p) = (1 = cos B){(z,y, 2), (a,b, ) (a, b, c) + cos B(x,y, 2) + sen f(a, b, ¢) x (z,y,2)
= (1 — cos B)(a*x + aby + acz, abx + b*y + bez, acw + bey + 2)
+ cos f(x,y, z) + sen B(bz — cy, cx — az,ay — bx)

ou em forma de matrizes

a’ ab ac cosB 0 0 0 —c b T
(1—cosB) | ab b* bc | + 0 «cospg O +senff| ¢ 0 -—a Yy
ac bc 2 0 0 cosp -b a 0 z

Logo, ¢q(p) = A - [p], onde

(1 —cosB)a®+cosfB (1 —cosfB)ab—csen (1 — cosf3)ac+ bsen 3
A= | (1 —cosB)ab+csenf8 (1 —cosB)b*+cosf (1 —cosfB)bc— asenf
(1 —cosB)ac—bsen3 (1 —cosfB)bc+asen3 (1 —cosB)c? + cosf3

¢ a matriz da transformagio ¢4 € [p] € a representacao em matriz coluna do quatérnio p.

5.2.7 Rotagoes em Torno de Eixos que Nao Passam pela Origem

Finalizamos nossa se¢ao generalizando nossa rotagao no sentido de executarmos em torno
de uma reta qualquer do subespaco afim z = 1. Sendo esta rotacao R, de angulo 3, onde
r é um eixo que nao passa pela origem, necessitamos fazé-la de um referencial apropriado.
Neste caso, escolhemos um ponto p € r e em seguida mudamos do referencial {0, e, 2, €3}
para o referencial {p, ey, €2, e3}, depois aplicamos a rotagao R, de angulo 3, onde r’ || r e
o € r’. Por fim, fazemos a mudanca inversa de referencial. Sendo [T'] a matriz de mudanca
de referencial, entao temos que

5.3 Reflexoes no R?

Em R? podemos obter trés tipos de reflexao, a primeira é a reflexao referente a um ponto,
a segunda ¢ a reflexao referente a uma reta e a terceira é a reflexao em torno de um plano.
Trataremos aqui apenas das reflexoes ortogonais.

Definicao 5.13. Dado um ponto o, o qual chamamos de centro de reflexdo, e o vetor
U = p—o definimos a reflexao do ponto p em torno de o como o ponto M(p) =p' = o—10.

Em outras palavras, se o é o centro da reflexdo M e M(p) = p’, entdao o é o ponto
médio do segmento pp’.

Definicao 5.14. Seja q a projecao ortogonal do ponto p na retar e v = p — q, podemos
definir a reflexao ortogonal de p em rela¢do ao eixo de reflexao r como sendo o ponto p’,

tal que p' =T(p) =q — 0.


http://ggbm.at/CVfkJQzj
http://ggbm.at/YVpgWWnq
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AP
p
Z‘ .l:
b
2 : )
pl
Figura 5.17: Reflexao do Figura 5.19: Reflexao do
objeto em torno do ponto Figura 5.18: Reflexao do  objeto em torno do plano
0. objeto em torno da reta r. IT.

Podemos verificar que, nesse caso que o eixo r é a mediatriz do segmento pp’.

Também podemos definir uma reflexao ortogonal do ponto p em torno da reta r como
sendo a transformacao aplicada nesse ponto através da rotagao de 7 radianos deste ponto
em torno de 7.

Definicao 5.15. Seja q a projecao ortogonal do ponto p no plano 11 e ¥ = p — q,
podemos definir a reflexdo ortogonal de p em relacao a II como sendo o ponto p’, tal que
p=T(p)=q-7

Neste caso, o plano II coincide com o plano mediador do segmento pp’.

5.3.1 Matriz da reflexao em torno do ponto o

Pela defini¢ao [5.13] podemos notar que uma reflexdo em torno de um ponto nao é
uma transformacao linear, nos obrigando a recorrermos ao espaco afim z = 1. Seja o =
(a,b,c,1)ep = (z,y,2,1) pontos do espago afim z =led=p—0 = (x—a,y—b,z—¢,0),
entdao M((z,y,2,1)) =0 — U= (2a — x,2b — y,2¢c — 2, 1), isto é,

-1 0 0 2a x
0O -1 0 2b Y
M((m,y,z, 1)) =M- [p] = 0 0 —1 2¢ p
0O 0 0 1 1

Onde M é a matriz da reflexdo e [p]| é a matriz coluna correspondente ao ponto p.

5.3.2 Matriz de uma reflexao em torno do eixo OX

Para procedermos essa transformacao precisamos de uma matriz M que transforme o
ponto p de coordenadas (x,y,z) no ponto p = (x,—y,—=z) . Nao é dificil verificar a
linearidade desta transformagao e por isso tal matriz pode ser quadrada de ordem 3,
conforme abaixo.



5.3. REFLEXOES NO R3 61

1 0 O
M=1]0 -1 0
0 0 -1

As matrizes aplicadas na reflexdao em torno dos eixos OY e OZ segue construgao
analoga.

Outra maneira de definir a matriz de reflexao em torno do eixo OX é através da
matriz de rotacao em torno de um eixo, vista na pagina fazendo f = men =1 .
Usando o mesmo método podemos definir uma matriz de reflexao em torno de uma reta
qualquer, bastando apenas conhecer seu vetor diretor unitario. Este fato nos fornece uma
generalizacao para reflexao em torno de qualquer eixo, bastando apenas conhecer o vetor
diretor unitario deste eixo.

Exemplo 5.16. Dada a reta r, tal que a origem esta contida nesta reta, cujo vetor diretor
unitdario € representado pelo quatérnio puro n = bi + ck + dk, entdo a reflexao em torno
de r € representado pela matriz

(1 —cosm)b?® +cosm (1 —cosm)bc—dsenm (1 —cosw)bd+ bsen
M= | (1—-cosm)bc+dsenm (1—cosm)c®+cosm (1—cosm)ed—asenT
(1 —cosm)bd —csenm (1 —cosm)ed +bsenw (1 — cosm)d® + cosm

202 — 1 2bc 2bd
= 2bc 22 —1  2cd
2bd 2cd 2d% — 1

Se o eixo r nao passa pela origem, entao podemos considerar, no espacgo afim, uma
translacao do vetor 7 para um ponto qualquer de r. Seja este ponto o' de coordenadas
(e, f,g,1) entao procedemos uma translacao até a origem, de matriz 7!, aplicamos a
reflexao, matriz M e, por fim, aplicamos a translacao inversa, matriz T'. Obtém-se, assim
amatriz M' =T -M-T7!

1 00 e 20 —1  2be 2bd 0 1 00 —e
lot1o g % 22—1 2d 0 010 —f
“loo1yg Wd  2ed 242 —1 0 001 —g

0 0 0 1 0 0 0 1 00 0 1

200 — 1 2bc 20d  —2[e(b* — 1) + bef + bdg]
20c 22 —1  2cd  —2[bce + f(c* — 1) + cdg]
%d  2ed 22 —1 —2bde +cdf + g(d? —1)]

0 0 0 1

5.3.3 Matriz de reflexao em torno do plano OXY

Neste caso, dado um ponto p € R? de coordenadas (x,v, z), ele sera refletido no plano
OXY de modo que apenas a coordenada z serd substituida pelo seu oposto, o que nos
leva a concluir que a matriz de transformacao é
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0
0
-1

=

I
O O =
O = O

Do mesmo modo que na subse¢ao anterior, nos casos de reflexao que usam os planos OX Z
e OY Z, a construcao da matriz da transformacao segue o mesmo raciocinio.

Observe que quaisquer das reflexdes que mostramos é uma transformacao linear. To-
mando, por exemplo, a reflexao T" em torno do eixo OX,
T(x,y,2) = (zr,—y,—2) =
T(a(x1, y1,21) + B(22, Y2, 22)) = T(awy + Bag, axy + Bys, az1 + S22)
= (axy + Brg, —awy — By, —az1 — Bz)

= a(z1, —y1, —21) + B(x2, —¥2, 22)
= aT(x1,y1,21) + BT (22, y2, 22)

Exemplo 5.17. Dado o plano I que passa pela origem do espaco R3 e contém os vetores
i = (1,v/2,1) e 7 = (=2v/2,2,0), obtenha o ponto p’ obtido através da reflexdo ortogonal
do ponto p = (2,1,0) em relagio ao plano II.

Solugao:

(i,7) = 0ew =@ x ¥ = (—2,—-2/2,6). Isto significa que (@, ¥, w) é uma base
ortogonal. Normalizando cada um desses vetores formamos a base ortonormal

Cf(rvEr) (VB VB (VB VBB
e\t e ) [

Sendo ¢ a base canonica e como os vetores de # formam uma matriz ortogonal, a matriz
de mudanca de base se € para [ é

1 V2 1
2 2 2
[[Rs]ﬂ - _\/Tg \/?g 0 )
_V3 V6 V3
L 6 6 2

uma vez que [Igs]? - [8] = I3 = [¢].

Queremos agora escrever as coordenadas do ponto p na base € e em seguida aplicar a
matriz M de reflexao em torno do plano OXY e, em seguida, aplicar a matriz de mudanca
inversa de base, ou seja, [Ips]? = ([Irs]5) ™" = ([Irs]5)".

Contudo, executando o produto [Igs]§ - M - [Igs]? - [p], obtendo assim o ponto

, 10-v2 2-v2 2++2
P = 6 3 ° 2 |
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Figura 5.20: O ponto p’ é a imagem do ponto p através da reflexao M

5.4 Cisalhamento

Uma das transformacoes geométricas lineares e nao isométricas é o cisalhamento. No
espaco R? a partir do referencial canonico, definiremos seis tipos de cisalhamento, os
quais, aqui, caracterizados pelo eizo central (eixo o qual nenhum ponto pertencente a
ele serd alterado pela transformacgao) e pelo eizo de deslocamento (eixo que determina a
dire¢ao do cisalhamento).

Definicao 5.18. Seja G um objeto do espaco tridimensional R3, tratado a partir do refe-
rencial canonico, definimos o cisalhamento yx de fator tgd como sendo a transformagao
Syz, onde cada ponto p = (z,y, z) pertencente a G faz um deslocamento de tamanho igual
a 2ptgh, tendo OY como eizo central e OX como eixo de deslocamento.

Pode-se comparar um cisalhamento com o movimento de uma pilha de cartas, onde
todas as cartas sao movidas em uma mesma diregdo, avancando cada carta mais (ou
menos) que sua vizinha, conforme Figura |5.21}

Figura 5.21: Cisalhamento em dire¢ao do eixo x sendo y o eixo central.

Contudo, Sy, (p) = (x + 2tgb,y, z)
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5.4.1 Matriz do Cisalhamento S5, .

E bastante simples a verificacao de que tal transformacao é linear. Agora, diante o exposto,
fica facil construir a matriz responsavel por esta transformacao, conforme abaixo:

tgt

1 g
S,.=10 0
0 1

O = O

Pode-se, de modo andlogo, definir os cisalhamentos Sy, Sy., Szz, Sy. € Sy, conforme
esquema abaixo:

ko S.p Sy
S=1S8y k Sy |,
Syz sz k

onde k é o fator de homotetia o qual estudaremos na préxima secao.

Exemplo 5.19. Dado um objeto G do espaco R3, queremos executar um cisalhamento do
tipo Sy, de dngulo 0, porém na dire¢do do vetor (v/5,—2,0).

Com efeito, tal vetor encontra-se no plano OXY . Sendo v angulo que ele forma com
o vetor da base canonica (1,0,0), entao

COSIﬂI <(1’070)7(\/5’_2’0)> :\/_g
I1(L,0,0)[[[|(V5, —2,0) 3~

Por outro lado,

2
seny = —
4 3
Agora vamos executar o cisalhamento de um referencial apropriado. Para isso, faremos
primeiro uma mudanca de referencial obtida através de uma rotacao em torno do eizo OZ,
ou seja, [R]'[G], depois aplicamos o cisalhamento, [S,.||R]'(G], e por dltimo aplicamos a
mudanga inversa de referencial,

V52 V52
RSWRG =] 2 V5 ffot o [ 2 VB gl
3 3 00 1 3 3
0 0 1 0 0 1
ou stmplesmente,
10 ﬁtg@
3
2 -19]
0 1 —tgb ’
39
1 00 ]
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observando G do referencial canoénico.

De modo geral, se ¥ pertencente ao plano OXY fazendo um angulo v a partir do eixo
OX a matriz de cisalhamento S, na direcao de v é

1 0 cosytgd
0 1 senvytgh
00 1

5.5 Homotetia

Definicao 5.20. Dado um niumero real k, os pontos o e p € o vetor ¥ = p — 0, a
homotetia de fator k a partir do ponto o, € a transformacao Hy, nao isométrica, onde
Hp (p)=p' =o+kv.

Ao ponto o, damos o nome de centro da homotetia. Tal definicdo estd intrinsecamente
ligada ao conceito de semelhanca de figuras geométricas, tendo natureza afim, ja que
o paralelismo é conservado. Ha, entretanto, uma modificacao de maneira diretamente
proporcional na distancia entre cada ponto com o centro da homotetia, bem como entre
cada ponto transformado.

Figura 5.22: Na homotetia a distancia entre os pontos p’ e ' é k vezes a distancia entre
os pontos p e q

5.5.1 Matriz da Homotetia H}
Seja o = (a,b,c,1) e p = (x,y, 2, 1), pela defini¢ao acima , temos
HR(p) =0+ k(p—o0)=(a(l —k)+ kz,b(1 — k) + ky,c(1l — k) + kz,1),

ou em notacao de matrizes,

a(l — k) + kx E0 0 a(l—k) x

o bR kg | L |0 ko0 b1-k) y
i (p) = c(1—Fk)+kz = Hlpl = 00 k c(1-k) z |’

1 0 00 1 1
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onde concluimos que H é a matriz desta homotetia.

Uma homotetia através de um fator k, pode ser chamada de dilata¢ao, quando k €
(=00, —1) U (1, +00) ou de contragdo, quando k € (—1,1).

5.5.2 QOutras Homotetias

Sendo k € R, E = {0,e} um referencial e £ a base canonica do R?, tomemos o plano IT
paralelo ao plano determinado pelos vetores €5 e €5 tal que o € II. Agora vamos interpretar
geometricamente como se comporta a homotetia de fator &£ partindo do plano Il na direcao
e no sentido de €7, por exemplo. Um ponto p = (,y, 2, 1), através desta transformagao,
dard lugar ao ponto p’ = (a(l — k) + kx,y, z,1), j4 que apenas a componente x sofrerd a
homotetia. Em outras palavras, se a distancia de p até o plano II é de a unidades, entao
a distancia de p’ até II serd de ka unidades, como vemos na Figura [5.23]

Sabendo que II delimita dois subespacos em R?, concluimos que p e p’ pertencem ao
mesmo subespago delimitado pelo plano II se £ > 0, pertencem a subespacos opostos se
k< 0ep’ e€ll, quando k£ = 0. A matriz desta transformacao, contudo, sera

k0 0 a(l—k)
010 0
Ho=109 01 o0
000 1

Figura 5.23: Os pontos pertencentes ao
objeto se ”deslocam” perpendicularmente ao  Figura 5.24: Os pontos do objeto se ”deslo-
plano IT cam”perpendicularmente a reta r || e3

Ja vimos, portando que partindo de um ponto do espaco de trés dimensoes a homotetia
ocorre em trés diregoes, conforme seu referencial. Se, por acaso parte, de um plano
ortogonal a um dos vetores da base, a homotetia ocorre em apenas na direcao deste vetor.
E se a homotetia partir de uma reta que passa pelo ponto o e é paralela a um dos eixos
do referencial adotado? E o que veremos agora.

Tomemos agora a reta r que passa pelo ponto o = (a, b, ¢, 1) , paralela ao eixo es, por
exemplo, a homotetia de fator k£ na qual um ponto p = (x,v, 2, 1), cuja distancia até a
reta r ¢ de a unidades, é transformada no ponto p’ cuja a distancia até a reta r é de ka
unidades ¢ a transformagao H?(p) = p’ = (a(1 — k) + kz,b(1 — k) + ky, z,1). Em outras
palavras, esta homotetia, transforma proporcionalmente as medidas de um determinado
objeto ao longo do eixo e; e e;, mas mantém idéntica as medidas na direcao do eixo es.

Contudo, a matriz de tal transformacao é
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Hlp] =

o o o
o O O
O = O O
=
—
|
oy
~

E analoga a deducao da matriz da homotetia que utilizam os demais eixos da base
canonica.

Também podemos executar transtformacoes homotéticas com diferentes fatores para
cada dire¢do. A partir de um referencial canénico tomemos os planos II; = (a,y, 2, 1),
Iy = (x,b,2,1) e lI3 = (x,y,¢,1). Em seguida, executemos a homotetia a partir do
plano II; de fator k;, i € {1,2,3}. Denotando por H, esta transformagcao, onde o =
I, NIl N I3 = (a,b,¢, 1), entdo dado um ponto p = (z,y, 2, 1), temos que Hy(p) =
(kiz +a(1 — k), koy 4+ (1 — ko), k3z + ¢(1 — k3)). Logo, obtemos a matriz

ki 0 0 a(l—Fk)
0 ks 0 b(1—ky)
0 0 k3 C(l — k‘g)
0 0 0 1

Chamaremos, assim, o ponto o de centro da homotetia.

Figura 5.25: Homotetia com diferentes fatores.

Uma outra maneira é ver esta homotetia como na Figura [5.25] Neste caso, ha
um comportamento similar ao estabelecimento de coordenadas tomadas pelo referencial
ortogonal F = {o, ﬁ, f;, ﬁ,} o qual é obtido através das coordenadas do vetor p — o.
Temos entao, o = (a,b,c) e p = (x,y,2) =0+ (x — a,0,0) + (0,y — b,0) + (0,0, z — ¢),
assim

p' =0+ ki(x—a,0,0)+ k2 (0,y — b,0) + k3(0,0, 2 — ¢)
= (a+ k1x — k1a,b + koy — kob, c + k3z — ksc)
= (kx4 a(l — k1), koy + b(1 — ky), ksz + c(1 — k3)) = Ho(p).
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5.6 Projecao no Plano Paralela um Eixo

Definicao 5.21. Dados no espaco euclidiano um objeto G, um plano 11 e uma reta r na
direcdo do vetor v nao paralelo a 11, dizemos que a projecao paralela de G no plano 11 é
a transformagio P : G — 11 onde, para todo ponto q € G, P(q) =l N1y, onde rq € a
reta paralela a r que passa por q .

Figura 5.26

5.6.1 Projecao Paralela no Plano OXY

Seja ¥ = (a,b,c) um vetor do espago e q = (z,v, z), tomemos o escalar k, nao nulo, tal
que q + kv pertenca ao plano OXY . Assim,

P(q) =q+ kv = (x + ka,y + kb, z + kc).

Como P(q) € OXY entao z+ kc=0<k = —i,c# 0 e com isso
c

Observe que esta é uma transformacao linear, pois

P(0) =0
e dado um ponto q' = (2/,y/, ') temos
02 b 07
daz b obz’
:(x+(5:c’—£— ey - = 22 ,O)
c c c c

:(x_ﬁw(xf— az ),y—b—z+a(y'— bz ),o)=P<q>+6P<q'>
C C C C
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Figura 5.27

Portanto, esta transformacao pode ser executada através da matriz
a -

(10 ——
C

Cc

_ b
P=1¢91

00 0

Exemplo 5.22. Dado um plano 11 que passa pelos pontos n = (2,2,—1), o = (1,0, —1)
ep=(2,0,1) e um vetor @ = (2,1,1), podemos definir a matriz P da proje¢ao no plano
IT através do vetor w. Com efeito, o plano 11 passa pela origem e é gerado pelos vetores
n—-o=v=(1,2,0) ep—o=d=(1,0,2). Utilizando a definicio da norma e do produto
vetorial podemos encontrar uma base ortonormal a qual dois de seus vetores geram o plano
I, ou seja, a base

V2 V2 V2 V2 2v2 2 21
b= {(‘7’ 70) : (‘T’_?’_T> ’ (‘5"5’ 5) }

Agora devemos aplicar a transformacdao de um referencial adequado. Para isto, aplicamos
a matriz

_V2 2 0
2 2
IP=| _v2 _v2 _2v2
€ 6 6 3
_2 _2 1
3 3 3

que faz a mudanga do referencial canénico € = {0,¢} para o referencial B = {0, 5}

Tratado neste novo referencial nosso vetor i terd coordenada

Portanto, nossa matriz de projecao, aplicada no referencial B serd

3v2

P=|01 -2
00 0
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Sendo assim, nossa projecao € aplicada através da composicao de trés transformacoes,
I8, P e (IP), onde sua matriz é obtida através do produto de matrizes

Pp= %" P18

Observacao 5.23. No Exemplo se o plano Il nao passasse pela origem, po-
deriamos executar tal transformacgao nos wvalendo das transformagoes do espaco afim,
onde utilizariamos as matrizes de ordem 4 com suas devidas translacoes ao mudarmos de
referencial.



Capitulo 6

Transformacoes Projetivas

6.1 Espaco Projetivo

Dado o espago euclidiano R?, tomemos o plano afim II, de pontos do tipo (z,y,1), e o
ponto O, a origem desse espaco. Seja P um ponto do espaco R3 nao pertencente ao plano
IT" formado pelos pontos do tipo (z,y,0), a reta r que passa pelos pontos O e P intersecta
o plano II no ponto P’. Chamamos P’ de projecdo conica do ponto P no plano II.

Q
P\KQR“/
! %

Figura 6.1: P’ é a projecao do ponto P no hiperplano IT

Observe que nao s6 P como todos os pontos da reta r sao projetados no plano I no
mesmo ponto P’. Cada reta que passa pela origem de R?, sem que a origem pertenca
a essa reta pode ser considerada como um ponto projetivo e o conjunto de todos esses
pontos projetivos formam o espaco peojetivo RP?.

Os pontos projetivos que pertencem ao plano afim, como o préprio nome sugere, é
chamado de pontos afins do espaco projetivo. Por outro lado, os pontos que pertencem
ao plano II' sao chamados de pontos ideais ou pontos no infinito.

Se P = (x,y, z) é um ponto do espago euclidiano pertencente a uma reta que também
passa pela origem, qualquer outro ponto P’ pertencente a essa reta, é um multiplo de P,
de modo que se k é um nimero real nao nulo, P" = kP. Em outras palavras, qualquer
outro representante de P no ponto projetivo pode ser representado como k(x,y, z). Por

71
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isso, define-se comumente a coordenada deste ponto projetivo, que passa por P, como
k[x,y, z]. Portanto, uma coordenada projetiva é definida a menos de um produto por um
escalar.

Figura 6.2: P' = (x1,y1,1) é um ponto afim do plano projetivo e @ = (xo, yo, 0) representa
um ponto ideal.

Figura 6.3: A reta projetiva t no R? é um plano que passa pela origem.

Sejam ry e ry duas retas paralelas projetadas no plano II, z = 1, como na Figura 6.4,
elas representam no espaco R? dois planos P; e Py, respectivamente, que intersectam a
origem. Seja r a interseccao entre esses dois planos, sabemos da geometria euclideana que
r é paralela a 71 e r5 e ainda passa pela origem, ou seja, P; NP, é um ponto ideal do RP?.

Figura 6.4: Interseccao de duas retas no espaco projetivo.

Essa representacao nos permite afirmar que no espaco projetivo nao existem retas
paralelas. Este fato nos é muito valioso nas representagoes de imagens do mundo ao
nosso redor em fotografias, pinturas, monitores e outras formas de projecao. Olhando,
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por exemplo, as bordas de uma estrada reta de cima, notamos que estas bordas sao
paralelas, porém se nos imaginarmos em pé, no meio da estrada, teremos a impressao que
tais bordas se encontram no horizonte. A geometria projetiva se encarrega de representar
estas situacgoes, pois como vimos, dadas duas retas, ou ainda, um feixe de retas paralelas,
sempre existird um ponto no infinito onde estas retas se intersectam.

6.2 Matriz de uma Transformacao Projetiva

Uma transformacao projetiva 7' : RP? — RP? transforma pontos projetivos, isso significa
que do ponto de vista do modelo de espaco projetivo apresentado aqui ela transforma
uma reta que passa pela origem em outra reta que também passa pela origem. Assim,
deduzimos que essa transformacao tem natureza linear e é invertivel, logo deve existir
uma matriz Asys invertivel capaz de representd-la. Ainda, se T' é uma transformacao
projetiva, kT (p) = T(kp) = T(p), isto é, uma transformacao projetiva, do mesmo modo
que uma coordenada projetiva, é definida a menos de um produto por escalar. Este
fato nos permite usar uma transformagao projetiva usando um representante do ponto
projetivo pertencente ao plano z = 1.

Partindo da afirmagao acima, analisemos a matriz Asy3 da transformagao 7' no que se
refere ao efeito provocado por cada um de seus blocos conforme divisao mostrada abaixo.

Vamos denotar o bloco com os elementos a, b ¢ e d como bloco Aj1, o bloco A;s serd a
matriz com elementos t; e to, A1 a matriz de elementos p; e py e Ay a matriz de elemento
Z.

Tomando o elemento ponto afim do plano projetivo p = (z,y, 1) vamos verificar qual
o efeito do bloco A5 sobre o ponto p. Na operacao

a b|0 x ax + by
c d|0 |-y |=]|cr+dy
0 01 1 1

notamos que o bloco Aj; é responsavel pelas transformacoes lineares entre os pontos afins
e preserva a natureza afim destes pontos.

De maneira semelhante, se aplicarmos esta matriz a um ponto ideal p’ = (z,y,0),
obteremos o ponto ideal (ax + by, cx + dy,0) que foi gerado de p’ através de uma trans-
formacao linear.

Portanto, o bloco A1y preserva a natureza dos pontos projetivos, ou seja, pontos ideais
sao transformados em pontos ideais, e pontos afins sao transformados em pontos afins por
T. Além disso, o bloco A;; mostra que as transformagoes lineares planas aplicadas no
plano z = 1 ou 2z = 0 nada mais sao que transformagoes projetivas.

Substituindo na matriz A os elementos do bloco A5 temos
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a bt x ax + by + t,
c dita |- |y | =] cxc+dy+ts
0 01 1 1

O que nos mostra que a linearidade da transformacao e a natureza afim do ponto p é
mantida, essa transformacao ainda é seguida de uma translacao através do vetor (t1, t2,0).

A relagao entre transformacao linear e projetiva se mantém entre transformagao afim
e projetiva quando estamos no plano z = 1, isto é, uma transformacao projetiva também
engloba as translagoes.

Por outro lado,

a bt x ar + by
c dlite |- |y |=]|ce+dy |,
0 01 0 0

isto significa que aplicada a um ponto ideal essa transformacao equivale a uma trans-
formacao linear sem translagao, mas ele se transforma em outro ponto pertencente ao
plano z = 0. T transforma um ponto ideal em outro.

O bloco Ass faz a homotetia em relagao origem do planos afim. Ao substituirmos o
elemento desse bloco obtemos

a blt T ax + by + t grtbyth
cdity |- |y |=|cx+dy+ts | = WTZ/W
0 0fs 1 s 1
se aplicado a um ponto afim ou
a bt x ar + by
c d|ts y | =| cx+dy
0 0fs 0 0

se aplicado em um ponto ideal.

No plano afim, essa matriz aplica uma transformacao linear, seguida de uma
translacao, seguida ainda de uma homotetia de fator % No plano z = 0, dos pontos
ideais, ela aplica apenas uma transformacao linear. Pode-se perceber ainda que a natu-
reza dos pontos, seja ideais ou do plano afim, é preservada.

Até agora tivemos resultados bastantes parecidos com os da geometria afim. Falta,
por fim, verificarmos qual impacto dos componentes do bloco Ay;. Para termos uma
ideia clara dessa transformacao escrevamos a matriz Az.3 obtida a partir da identidade
modificando apenas os elementos do bloco A, e em seguida apliquemos a transformacao
em um ponto genérico do plano afim e em um ponto ideal.

1 010 T T
0 1|0 -]y |= Y
p1 p2 |l 1 1T + poy + 1
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: ><
—
Figura 6.6: Aplicagdo de uma trans-

Figura 6.5: Transformagao de um ponto formagao projetiva com dois pontos de
do infinito em um ponto de fuga. fuga.

e por outro lado

1 010 T T
0 110 y | = Y
piop2 |l 0 Pz + p2y

Primeiramente, observando o primeiro produto, existe infinitos z,y € R, tais que
p1x + poy + 1 = 0, bastando tomar

_1+p1x

Y= 7p27é07

D2

mostrando que existem infinitos pontos afins da forma (x,y, 1) que sao transformados pela
matriz A em pontos ideais.

Por outro lado, de maneira parecida, existem infinitas solucoes para a equagao pix +
poy = 1. Isso significa que existem infinitos pontos ideais da forma

1
<x7ﬂ70)7p2 7é 0
D2

que a matriz A transforma em pontos afins do espago projetivo.

Do ponto de vista do espago projetivo, afirmar que T transforma pontos ideais em
pontos afins equivale a dizer que dado um feixe de retas paralelas no plano afim existe
um ponto f desse plano onde T transforma tais retas em retas que se intersectam em no
ponto f o qual chamamos de ponto de fuga.

De maneira andloga, a matriz de uma transformacao projetiva do espaco RP° tem
as mesmas caracteristicas, porém sendo uma matriz de ordem 4. Neste caso, temos trés
elementos responsaveis pelas transformagoes de perspectiva, py, ps € p3, conforme podemos
ver na matriz B.

a b c |t
. d e f tg
B= g h i |t3

p1 P2 p3‘2
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Figura 6.7:
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Transformacao com trés pontos de fuga.
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