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Resumo

Neste trabalho buscamos formalizar algébrica e geometricamente os principais aspectos
e resultados da mecanica newtoniana. Definimos e descrevemos a estrutura matemaética
envolvida na andlise do movimento de corpos e particulas. Com isso, justificamos a forma
especial das equagoes de Newton. Em seguida, estabelecemos as leis de conservacgao e
damos algumas aplicagoes. Finalizamos esse trabalho demonstrando a equivaléncia entre
as leis de Kepler e a lei da Gravitagao Universal de Newton.

Palavras-Chave: Mecéanica Newtoniana, Equacoes de Newton, Leis de Conservacao.
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Abstract

In this work we seek to formalize algebraically and geometrically the main aspects and
results of Newtonian mechanics. We define and describe the mathematical structure in-
volved in the analysis of the motion of bodies and particles. Thus, we justify the special
form of Newton’s equations. Next, we establish conservation laws and give some appli-
cations. We conclude this work by demonstrating the equivalence between Kepler’s laws
and Newton’s law of Universal Gravitation.

Key-words: Newtonian Mechanics, Newton Equations, Conservation Laws.
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Introducao

E fato incontestével que o inicio do desenvolvimento humano dar-se por meio da observacgao
do movimento, por ser este o mais imediato e intrigante dos fenomenos fisicos observaveis.O
movimento sempre fascinou ao homem, que desde muito cedo fora atraido pela variagao
da posicao espacial dos objetos e corpos em geral.

As pessoas numa grande metrépole, os automéveis numa rodovia, os avioes na imen-
sidao do céu, sao observagoes de deslocamento de corpos numa sociedade que se configura
através do movimento. Dai a necessidade de se entender a mobilidade dos corpos em sua
esséncia cientifica e a partir dai concretizar a sua adequada compreensao matemaética.

Na perspectiva das descobertas, muitos foram os homens que contribuiram para o
estudo do movimento dos corpos. Provavelmente o fildsofo grego Aristdteles(384-322 a.C)
foi o pioneiro no estudo formal do movimento. Ele classificara o movimento em duas
classes: os movimentos naturais, que prediziam o lugar préprio de cada corpo baseando-se
na teoria dos quatro elementos, e os violentos, que caracterizavam-se basicamente pela
interacao entre os corpos através de choques, colisoes, empurroes, etc.

Ja a Astronomia, destacando-se por contribuigoes das diversas civilizacOes, concentrou
as primeiras tentativas em identificar e coordenar o movimento dos corpos celestes, bem
como o deslocamento dos homens na superficie terrestre, ambos através de abordagens
geométricas. O grego Aristarco de Samos(310 a.C-230 a.C) foi um dos pioneiros no calculo
das distancias astronomicas entre o Sol e a Terra, a Terra e a Lua e e a Lua e o Sol. Seus
calculos também proporcionaram excelentes estimativas para os tamanhos desses astros.

Adjacente ao movimento dos astros, destacavam-se os questionamentos sobre quais
seriam suas causas e esséncia no cosmo. Entender o movimento dos astros era impres-
cindivel para a busca de respostas para as cldssicas reflexoes filoséficas: de onde viemos?,
para onde vamos?, qual é a origem do movimento dos astros?, etc.

Em perspectiva de organizagao cosmolégica surge o geocentrismo de Claudio Ptolomeu(90-
168), que perdurara por séculos. Até que por volta do inicio do século X VI, um pensamento
distinto surge com Nicolau Copérnico(1473-1543), fixando o Sol como o centro do Universo.

As concepcoes de Copérnico alcancaram grande amplitude e aceitacao entre alguns
dos cientistas da época. Destacaram-se neste sentido os cientistas Galileu Galilei(1564-
1642), Johannes Kepler(1571-1630) e Issac Newton(1643-1727), sendo o dltimo dentre eles



o sintetizador das leis gerais do movimento e o pioneiro em formalizar a forca vinculada a
origem dos movimentos planetarios e das suas trajetorias curvas no espago.

Motivadas por um fascinio pelo movimento, as notas que se seguem buscam recapitular,
por um viés “moderno”, a consolidacao da mecanica newtoniana. No Capitulo I, apre-
sentamos os conceitos fundamentais da mecanica. Destacam-se neste capitulo a estrututa
espago-temporal do movimento e sua relatividade. No Capitulo II, sao apresentados os
principios béasicos da mecanica newtoniana, como as leis de conservacao, as leis dindmicas
e, em destaque, a nocao matemadtica de campo conservativo.

Ja no Capitulo III, onde o conceito de campo central de forcas é apresentado, des-
tacamos a sua importancia para a investigacdo das 6rbitas. Ainda neste capitulo sdo
reapresentadas para o leitor as leis de Kepler e a Gavitagdo Universal de Newton, bem
como a equivaléncia tedrica entre ambas. Por fim, no capitulo IV, encontram-se algumas

concepcoes acerca do ensino de Mecanica na graduacao em Matematica.



Capitulo 1

Os Conceitos Fundamentais da

Mecanica

1.1 A Estrutura Euclidiana

Por Corpo (ou Particula) entendemos todo ente fisico cujas dimensoes podem ser despre-
zadas quando descrevemos seu movimento. O movimento de corpos no espaco, que é o
conjunto das suas possiveis posicoes, pode ser descrito através de observacoes uni, bi e
tri-dimensionais. Adjacente ao deslocamento e a posicao desses objetos no espago sempre
existe uma referéncia adequada que proporciona a modelagem mais simples do movimento.

Para esse ultimo feito, dota-se o espaco de uma estrutura euclidiana, que é uma estru-
tura de espago vetorial munida de uma forma bilinear simétrica definida positiva (produto
interno), onde os pontos passam a ter uma posi¢gao bem definida, de maneira que se torna
possivel identificar se eles estao em repouso ou em movimento, bem como equacionar todo
arcabougo fisico envolvido no fenémeno que se deseja estudar.

Uma vez fixado um referencial, repouso e movimento acabam sendo fenémenos meca-

nicamente opostos e dao origem as subdivisoes da Mecancia, listadas a seguir:

e Estatica é a parte da Mecanica responsavel por estudar o equilibrio dos corpos de-

vido a neutralizacao de efeitos internos e externos.

e Cinematica é o ramo da Mecanica responsavel por estudar a trajetéria descrita

pelo movimento de corpos, sem se preocupar com as causas do movimento.

e Dinamica é a subdivisao da Mecanica responsavel por estudar as causas do movi-

mento de corpos.

Nota-se que a cinemdtica preocupa-se com a analise da geometria da trajetoria descrita



pelos objetos ao passo que a dinamica procura caracterizar como e por qual motivo o corpo
entrou em movimento.

Uma nocgao de crucial importancia, que provem de uma estrutura euclidiana, é a nocao
de distancia entre dois pontos. Dados dois pontos A e B do espaco, denotamos a distancia
entre eles por d(A4,B) = ||[A — B||, onde || - || = +/(,+) é a norma euclidiana usual.

Facilmente pode-se ver que tal funcao satisfaz as seguintes propriedades:
1. d >0, e d(A, B) =0 se, e somente se, A = B;
2. d(A,B) =d(B, A), para todos A e B;

3. para todos A, Be C, d(A,B) <d(A,C)+d(C,B).

A distancia permite introduzir sobre uma reta, no plano e no espaco tridimensional a
nocao de coordenada, propriedade marcante da estrutura euclidiana. Para mais detalhes
sobre a distancia euclidiana o leitor pode consultar [10]. Se fizermos inicialmente uma
restricao no movimento considerando as trajetérias das particulas como retilineas e a
referéncia como sendo a origem O da estrutura euclidiana, observamos que o movimento
unidimensional encontra-se concatenado analiticamente a reta real R, isto é, ao espaco
unidimensional.

A coordenada de uma particula P numa trajetdria retilinea unidimensional num dado
instante tg, que sera denotada por C1(P), é definida por C1(P) = £d(P,0) = £|P - 0| =
xp e representa a posi¢do da particula P no referido instante. A diferenca P — O carrega
em si a ideia de referéncia a origem da reta real e se P encontra-se a direita de O sua
coordenada tem sinal positivo e, terd sinal negativo, em caso contrério.

Dados dois pontos A e B sobre a reta, se a partir de certo instante d(A, O) deixa de
ser constante, entao existe movimento de A em relagao a origem. Caso contrario o ponto
A encontra-se em repouso. Se porém d(A, B) variar com o passar do tempo, entdo as
particulas referenciadas em A e B movem-se uma em relacdo & outra.

Na figura 1.1, temos, para um instante ¢ determinado, C1(A) = 2, C1(B) = 4,6,
Ci1(C) =T7e C1(E) = —1. Denotamos C;(0) = 0 como a coordenada da origem da reta
ou eixo real. Além disso, as particulas referenciadas nos pontos A,C e E encontram-se
em movimento em relagao a origem e fluem no sentido crescente da trajetéria (movimento
progressivo) ao passo que a particula centrada em B também movimenta-se, mas flui no
sentido oposto (movimento retrégrado). A partir do instante ¢ nota-se que a particula
centrada em B se afasta de C e se aproxima de E e A.

O movimento bidimensional atrela-se semelhantemente ao plano R?. Nesse espaco as
coordenadas de uma particula sao unicamente determinadas pela referéncia a origem e em
relacdo aos eixos ortogonais. As coordenadas de uma particula P numa posicao qualquer

dentro desse espago para um dado instante serdo denotadas por Co(P) = (zp,yp), em que
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Figura 1.1: Particulas se deslocando sobre uma mesma reta. Fonte:

o Autor.

xp representa a posicao da particula P em relagao ao eixo horizontal x e yp é a posicao

de P em relagao ao eixo vertical y, num dado instante.
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Figura 1.2: Particulas se deslocando ou em repouso em R2.

Fonte: o Autor.

Na figura 1.2 temos Co(A4) = (2,2), Ca(B) = (2,4), C2(C) = (4,2), C2(D) = (5,5, 5)
e Ca(F) = (6,2) no instante tp. De maneira andloga ao caso unidimensional denotamos
C2(0) = (0,0) como as coordenadas da origem. As particulas B e E encontram-se em
movimento em relacdo & origem adotada ao passo que as particulas A,C e D estdo em
repouso.

J4 o movimento tridimensional vincula-se com o espaco R3, onde as particulas podem
ser referenciadas em relacdo & origem e ao triedro ortogonal. As coordenadas de uma
particula P numa posicao qualquer para um dado instante dentro do espaco tridimensional
serao denotadas por C3(P) = (zp,yp, 2p), €m que Tp, yp € zp representam as posigoes da
particula P em relagao aos eixos x, y e z, respectivamente, em relagao a origem C3(0O) =
(0,0,0). A figura 1.3 mostra os pontos A, B,C, D, E,F e G em R3.

Nota-se facilmente que A, B, C' e I/ encontram-se em movimento e D, F' e G em repouso.

As trajetorias de B, C' e F possuem aspecto “curvo” e A movimenta-se em linha reta no
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Figura 1.3: Particulas se deslocando ou em repouso em R3. Fonte: o

Autor.

sentido crescente do eixo y. Observe que C3(A) = (0,2,0) e C3(F) = (4,8,0) para o
instante .

Eo espaco tridimensional quem propicia um ambiente onde podemos estudar o movi-
mento de um conjunto de particulas o mais préximo possivel da realidade fisica.

Podemos observar que a estrutura euclidiana é a estrutura canénica, isto é, a estrutura
de referéncia mais simples em que os espacos uni, bi e tri-dimensionais tém origem O
fixada, de modo que as posicoes das particulas nesses espacos sao determinadas em relagao
a origem. O tempo também é unidimensional, e desenvolve-se de maneira continua e suave
sobre a reta R, concomitante ao movimento das particulas .

A estrutura euclidiana impoe ao estudo do movimento uma referéncia sem a qual
seria impossivel modela-lo. No entanto, existe a possibilidade de analisar um movimento
sem necessariamente depender da referéncia a origem da estrutura euclidiana. Basta
detacarmos para o deslocamento da particula um ponto de partida e um ponto de chegada,
sem que um desses pontos coincida necessariamente com a origem O referenciada, de forma
que esse ponto de partida se desloque continuamente ao passo que referencia o movimento.
Nessa estrutura os pontos e os vetores poderao nao coincidir como antes. Com isso temos
uma nova origem O’ definida e fixada para cada instante ¢ do movimento, isto é, uma
referéncia varidvel continuamente no tempo.

Isso significa que o movimento pode ocorrer dentro de um espago euclidiano sem que



se leve em consideracao, inicialmente, um observador especifico. As particulas estariam
“livres” dentro dessa nova pespectiva e ocupariam variadas posicoes no espago. A mo-
vimentagao seria apenas “perceptivel” para um referencial externo. Tal fato parece de
inicio estranho, mas é uma das proposi¢oes do formalismo newtoniano-galileano e ocorre
gracas a algumas caracteristicas e propriedades que se podem acrescentar a uma estrutura
euclidiana quando a ela associamos um conjunto nao vazio de pontos que se distinguem

dos vetores do espaco, o que serd objeto de estudo das préximas segoes.

1.2 O Espaco Afim

Para esta segdo, tomamos como referéncia basica o livro [9], onde o leitor interessado pode
obter mais informagées.

Desprender-se da referéncia a origem fixa da estrutura euclidiana nao significa deixar
de ter uma referéncia, pois é o movimento intrinseco ao referencial e o referéncia intrinseco
ao movimento. Como intuitivamente ja se sabe, podemos destacar outros pontos do espago
e analisar o movimento de uma particula a partir deles, de maneira que uma particula
em movimento passa por um desses pontos tendo sua referéncia deslocada de maneira
continua. Isso implica podermos pensar informalmente num movimento dentro de um
espaco vetorial onde se esqueceu qual dos pontos é a origem.

De inicio precisamos discutir até que momento pontos e vetores “coincidem”. Na
estrutura euclidiana padrao ou canonica apresentada na secao 1.1 os pontos e os vetores do
espaco se identificam, pois sendo nulas as coordenadas da origem do sistema de referéncia
existe uma bijecao entre os pontos do espaco e o espago vetorial definido a partir da origem.
Acontece que um espaco vetorial pode ser definido a partir de qualquer outro ponto do
espaco, pois se tratando de espagos vetoriais as representacoes de seus elementos podem
ser tomadas em qualquer ponto do espaco se forem preservadas as direces e o sentidos
dos vetores. Isso significa que em qualquer outra configuracao de referéncia distinta da

canodnica os pontos e os vetores nao mais se identificam.

Definigcao 1.1. Um espago afim associado ao espago vetorial R™ é um conjunto de pontos

A" tal que

(i) Para cada ponto A € A" e para cada vetor v € R™ existe um tnico ponto B € A" tal
que B =v € R™;

(i) Se AB = v e BC = u sio elementos de R™, entao AC = +u € R™. (Identidade de
Chasles)

Neste caso, dizemos que A™ tem dimensdo n.

A idéia implicita na definicao 1.1 é considerarmos duas cépias de R™, uma para os ve-

tores e outra para os pontos de maneira que teremos um conjunto de pontos sem estrutura
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Figura 1.4: Correspondéncia
entre pontos e vetores de R™.

Fonte: o Autor.

no espaco e um conjunto de vetores livres atuando sobre esses pontos. Intuitivamente,
pode-se pensar o conjunto dos vetores como um conjunto de forgas movendo os pontos (as
particulas) do outro conjunto.

Note que o ponto B pode ser compreendido como sendo a soma do ponto A € A™ com
o vetor v € R", isto é, B = A + v. Observa-se também que a soma de dois pontos de A"
nao esté definida, mas a diferenca entre dois de seus pontos contitui um vetor em R".

Além disso, no espago vetorial R™ ocorre para todo vetor v que v+ 0 = v, o que torna
a origem 0 um ponto que se distingue dos demais. Isso porque observa-se claramente que
0 € R™ pode ser obtido por meio de todo vetor que se inicia e termina num mesmo ponto,
isto é, para todo A € A" tem-se 0 = /C}l e R™.

Nota-se que R" executa uma acgao de grupo sobre A™ uma vez que cada vetor u € R"
atua sobre todo ponto P € A™ deslocando-o para uma nova posicao () do espaco tal que

Q = P + u, isto é, f@ = u. De fato, R" age transitiva e livremente sobre A™.
Proposicao 1.2. Outras propriedades relevantes do espaco afim sao:
1. Se, dado v € R™, existe A € A" tal que A= A+ u, entao uw= 0. (Livre)
2. O simétrico de ﬁ =0 € o vetor B—le = —v.

3. VP € A" e Yu,v € R", tem-se que P+ (u+v) = (P+u)+v = (P +v) + u.
(Transitividade)

Demonstragao. A afirmacao 1 é imediata. Vejamos, para 2, pondo v = zﬁ ex = ﬂ,
por (i7) da definigao 1.1, segue-se que 0 = AA = AB + BA = v +x =2 =—v. Agora,
para 3, dado P € A", por (i) da definicao 1.1, segue-se que existem tnicos C,D € A"
tais que ﬁ =ue ﬁ = v. Logo, por (i), C"ﬁ = ﬁ + ]73 = u + v. Isto significa que
D = C+ (u+wv). Desta forma, C+ (u+v) =D = P4+v = (C+u)+v. A outra igualdade

é obtida de forma andloga. O



E claro que o conceito de espaco afim nao se limita ao espago vetorial R, mas por

praticidade, concentraremos nossa atengao para os espagos afins sobre esse espago vetorial.

Exemplo 1.3. O conjunto L de todos os pontos (x,y) que satisfazem a equagdo z+y—1 =

0 é um espaco afim unidimensional. De fato, considerando a acao
(x,y) — (v, 1 —2)+u:=(r+ul—x—u),VueR,

temos que, dados A = (a,1 —a) e u € R, tomando B = (a + u,1 — a + u), temos que
E:u. Agora, dados u,v € R tais que B=(a+u,1—a+u) e C = (b+v,1—-b+0),

temos que
C=(A+u)+v=((a+u)+v,1—(a+u)+v) = (a+(utv),1 —a+ (u+v)) = A+ (u+wv).

Observemos que L tem como lugar geométrico a reta que passa pelos pontos (1,0) e (0, 1).

De fato, L é a translacao da reta x +y = 0.

Exemplo 1.4. Mais geralmente, o subconjunto H C R™ dos pontos (z1,x2,...,Ty,) que
satisfazem a equacao

xri+xo+...+x,—1=0

sob a acdo A, : H x R"~! — H definida por
(1,22, ..., Tp)+u = (14U, xa+ug, ..., Tn_1+Un_1, l—T1—U—To—U2—. . .—Tp_1—Up_1),

Vu = (u1,uz, ..., up—1) € R*1 é um espaco afim (n — 1)-dimensional, que denominamos
de hiperplano. Trata-se do hiperplano que passa pelos pontos das extremidades dos vetores

da base canodnica de R".

Exemplo 1.5. O conjunto P dos pontos (,y,z) de R? que satisfazem a igualdade 2% +
y? = z sob a acdo P x R? — P, Vu = (uy,u2) € R? tal que

(z,y, 2% +y*) +u = (z +up,y+us, (x+u)? + (y +u)?)
também constitue um espacgo afim. P é um paraboléide de revolucao com eixo em 0z.

Uma curiosidade importante é que as geometrias dos espacos afins e dos espagos ve-
toriais possuem caracteristicas distintas. Isso porque as propriedades geométricas de um
espago vetorial ndao variam quando submetidas ao grupo das transformagoes lineares bi-
jetivas ao passo que num espaco afim tais propriedades sao invariantes sob o grupo das
transformagoes afins bijetivas, e esses dois grupos nao sao isomorfos por haverem mais
transformagoes afins do que transformagoes lineares, ver Proposicao 1.10.

Por distinguir pontos de vetores, os espacos afins e sua geometria sao estruturas perti-
nentes para lidar com movimentos, trajetorias, forcas, etc, bem como para propiciar uma

representagao “limpa” da cinemadtica e da dinamica.



Teorema 1.6. Seja R um subespaco vetorial k-dimensional (k < n) de R™. Entao, R

(visto como um conjunto) é um espaco afim associado a RF.

Demonstragao. Mostremos (i) e (ii) da definigdo 1.1. Mostremos (i), dados A € R e u €
R*, pelo fato de que R é fechado com respeito a adicao de vetores, tomando B = A+u € R,
temos o desejado. Para mostrarmos (ii), dados u,v € RF, digamos u = B ev = B?,

temos que A(% = u + v, como queriamos demonstrar. ]

O teorema fornece-nos uma infinidade de espacos afins sobre R", ji que qualquer
subespaco vetorial desse espaco é capaz de gerar um espago afim sobre si mesmo. Em
particular, todo espaco vetorial é um espaco afim. Além disso, os subespacos vetoriais
podem gerar espagos afins quando fixamos um ponto de passagem P € R™ e um subespago

vetorial de R™, como segue a

Definigao 1.7. Seja D subespago vetorial de R” e P € A™. O conjunto  C A" tal que
R ={P + u;u € D} é dito subespaco afim de A".

O conjunto D diz-se subespaco de direcoes de R e caso ocorra R = P+ D dizemos que
R é o subespago afim de A" que passa por P e tem direggo D. Como consequéncia da
definigao 1.7, segue-se que o paralelismo no espaco deriva imediatamente das dire¢oes dos
espacos afins.

De posse do espaco afim A™ podemos estudar as translacoes e os diversos movimentos
das particulas. Antes de partirmos para tal estudo fazem-se essenciais algumas consi-
deragoes.

Dados C = {P1, P,,..., P;} um conjunto de pontos de A" e ay,aq,...,a; € R, para

k k
cada P € A™, consideremos a combinacao linear Zaiﬁ. Supondo que Zai =0, ¢

i=1 i=1
facil ver que, dado @ € A",

k k
S PP = Y a@h.
i=1 i=1
De fato, dado P € A", usando a identidade de Chasles,

iaiﬁ_i%(@—i_cﬁ) - (f:aol?c))%—zk:aﬂﬁ—zk:ai@,

1=

k
Agora, supondo que Z a; = 1, podemos mostrar que, dados P,Q € A",
i=1

k k
P+Zai17§' = Q+Zai6ﬁ~
i=1 i=1
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Vejamos,
k k
P+Zai}_515§ = P+Zai(@+@8§)
i=1 i=1
k
(lz')]?é + Z aicﬁ
i=1

Il
_l_
/N
i

k
= P+PO+Y QP
=1
k
= Q+Zai6ﬁ,
i=1

k
como queriamos demonstrar. Isto mostra-nos que o ponto X = P + Z a; P 13Z independe
i=1
da origem P € A™. Esta afirmacao motiva a defini¢cao abaixo.

Definicao 1.8. Seja C' = { Py, Pg, ooy P} um conjunto de pontos de A" e ay,as,...,a €
R. Dado P € A™, o ponto P + Zazﬁ, onde Zaz = 1, é denominado a combinacdo

=1 =1
afim ou combinacdo baricéntrica, ou simplesmente baricentro, dos pontos Pi, Ps,. .., Py
k
associados aos pesos ai,as....,ay, denotado por E a; P;
i=1
Da definicao acima, segue-se que, dados Pi, Ps,..., P, € A" e a1,a9,...,a; € R, o

baricentro X dos pontos P/s associados aos pesos a,s é o tnico ponto tal que
k
]7)_(Z = ZaiP‘ﬁZ, para todo P € A",
i=1

Desta forma, fazendo X = P, concluimos que X é o unico ponto tal que E?:l a; X IBZ = 0.

Definicao 1.9. Sejam A} e AY' dois espacos afins sobre os espagos vetoriais R e R™,
respectivamente. Uma aplicacao T : AT — AL é uma transformacao afim se preserva

baricentros, isto é, dados a1, ae,...,a € P, Py, ..., P, tem-se que

k k
(> wp) =3 aT(P)
i=1 i=1
k
onde Zai =1.
i=1

Observemos que, dada uma transformagao linear L : R — R, e dados P € A} e

Q € A", temos que a transformacao T : A} — AL definida por T(P +v) = Q + L(v) é
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afim. Vejamos, dados Py, P»,..., P, € A™ e a1,a9,...,a; € R, temos que
k k N
S a(P+PB) = P+ a,P(P+PP)
i=1 i=1

k
= P+ Zaiﬁ
i=1

k k
S ai(Q+ L(PP)) = Q+ > aiQ(Q+ L(PP))
=1 =1
k
= Q+) aiL(PPS.
i=1
Logo,

T(iai(P—i—Fﬁi)) = T(P-i-iail;ﬁi)

= Q—i—L(Zai_P;ﬁi)

=1

k
— Q+> aL(PP)
=1
k
- Y w(@+L(PF))
=1
k
= Z%T(P + Jﬁ%)
=1

Portanto, T' é afim. Reciprocamente,

Proposicao 1.10. Dada a transformacdao afim T : A} — AL, existe uma dnica trans-
formagao linear L : R™ — R™ tal que T(P +v) = T(P) + L(v), para todo P € A} e para
todo v € R™.

Demonstragao. Basta definirmos L(v) = T(P)T (P + v). O

Uma consequéncia imediata da proposicao acima é que toda transformacao afim leva

reta em reta.

Exemplo 1.11. As translagoes em R™ sao transformacoes afins. De fato, sendo 7 : R™ —
R™ tal que 7(v) = Py+v e pondo 7(0) = Py, basta tomarmos L(v) =v,Vv € R" e P = P,.

Das consideracoes acima, segue-se que 7 € uma transformagao afim.
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Da proposicao 1.10, segue-se que a composicao de transformacoes afins é uma trans-
formacao afim. Além disso, uma transformacao afim é bijetiva se, e somente se, a trans-
formagao linear correspondente é um isomorfismo (linear). Uma transformacao afim bije-
tiva é dita um isomorfismo (afim). Neste caso, os espagos afins sao ditos isomorfos. Sendo

assim,
AT e AT sao isomorfos se, e somente se, n = m.

Agora, fixado um ponto O € A", cada particula pode ser nele referenciada obedecendo

a definicao a seguir.

Definigao 1.12. Seja A™ um espago afim associado a R™. Para um ponto O fixo de A"
e f = (p1,52,...,0n) uma base de R, dizemos que o par [0, 5] é um sistema referencial

(ou sistema de coordenadas afins), em A™.

De posse dessa definicao, como todo vetor v = O—}% € R™ pode ser escrito como com-
binagao linear de 3, existem (inicos) ay, as, ..., a, € R tais que v = a1 S1+az2f2+. . .4anFn.
Dizemos entao que (a,as,...,a,) sdo as coordenadas afins de P em rela¢ao ao sistema
referencial [O, f].

Exemplo 1.13. Para P = O + 3e; + 4es + bes, onde e = (eq, e, e3) representa a base

candnica de R3, temos (3,4, 5) sdo as coordenadas do ponto P no referencial [O, €].

As coordenadas afins dos pontos do espago constituem uma ferramenta essencial para
formalizarmos analiticamente o movimento dos corpos nos ambitos uni, bi e tridimen-
sionais. A prdéxima secao sintetiza a aplicabilidade desses conceitos com o formalismo

newtoniano.

1.3 A Formulagao Newtoniana do Espaco-Tempo

Nesta secao, consideraremos que o nosso espaco ¢ tridimensional e euclidiano e o tempo é
unidimensional. Este é um dos fatos experimentais bésicos da teoria da Mecanica Classica
(M.C.) (conforme [2] e [3]). J& sabemos também que o estudo do movimento necessita de

sistema de coordenadas, um referencial, que pode ser de origem:
(i) inercial ou galileana, quando encontra-se em velocidade constante ou nula;

(ii) nao-inercial, quando a velocidade é varidvel, isto é, existe uma acelera¢ao nao nula

atuando no sistema.
Outros dois fatos experimentais da M.C. sao:

1. O Principio da Relatividade de Galileu - PRG: Existem sistemas referenciais,

ditos inerciais, que possuem as seguintes propriedades:
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(a) A todo instante, todas as leis da natureza sdo as mesmas para quaisquer desses

sistemas que sejam adotados;

(b) Qualquer movimento retilineo uniforme dentro desses sistemas de coordenadas

é em si préprio inercial.

2. O Principio da Determinancia de Newton - PDN: O estado inicial de um
sistema mecanico (a totalidade das posigoes e velocidades de seus pontos em algum

momento do tempo) determina unicamente todo o seu movimento.

Em 1687 Isaac Newton reformulou de forma mais simples o principio da relatividade ga-
lileano em seu trabalho intulutulado Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. New-
ton afirmou que um referencial inercial é aquele para o qual as particulas nao sofrem a
influéncia ativa de forgas.

J& Albert Einstein, durante a sua fundamentacao da Teoria da Relatividade Geral em
1915, afirmou que uma vez escolhido um sistema de coordenadas de modo que as leis da
Fisica tenham nele uma aparéncia mais simples, essas mesmas leis sao também validas
para qualquer outro sistema de coordenadas obtido via translacao uniforme do sistema de
coordenadas no inicio fixado.

Ao concebermos as posicoes e velocidades iniciais de um sistema fisico podemos com-
preender o seu movimento em estagios anteriores e posteriores ao longo da linha do tempo.
Essa é uma interpretagao imediata do PDN. Assim, pondo-se inicialmente a Terra como
referéncia, pode-se transferir o mesmo sistema fisico para outros referenciais inerciais do
espaco por meio das translacoes afins e neles as mesmas leis obtidas anteriormente serao
preservadas. Na realidade, todo sistema de coordenadas associado a Terra ou a outros
astros, como o Sol e as Estrelas, sao somente aproximadamente inerciais.

Relembremos que R™ age livre e transitivamente sobre A". Esta acao de grupo, deno-
minado grupo de deslocamentos paralelos, de modo que, dado v € R", todo ponto P € A"
é deslocado por v, passando a ocupar a posicao P + v. Podemos observar a acao de R"
em A" na figura 1.5.

Lembramos que R™ é munido de um produto interno que define uma funcao distancia
d: A" x A" — R tal que, para X,Y € A", tem-se d(X,Y) = ||[X-Y||= /(X -V, X - Y).

Essa funcao distancia conduz-nos a seguinte

Definicao 1.14. O espaco afim A" munido da fungao distancia d é dito um espaco eucli-

diano n-dimensional.

E claro que para ocorrer um deslocamento no espaco deve-se transcorrer certo intervalo
de tempo. Na formulacao newtoniana o tempo consiste em uma transformagao linear que
atua sobre os vetores do espago. Eis assim uma justificativa para o uso do termo espaco-

tempo. Agora estamos aptos para definir uma estrutura galileana.
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Figura 1.5: Deslocamento Paralelo em R"™.

Fonte: o Autor.

Definicao 1.15. Uma estrutura espaco-tempo galileana é uma estrutura que se constitui

dos seguintes elementos:

1. O universo é um espaco quadrimensional afim A% em que os deslocamentos paralelos

de seus pontos (pontos mundos ou eventos), constituem o espaco vetorial R*;

2. O tempo é um funcional linear ¢t : R* — R que atua sobre os vetores do espaco
deslocando-os paralelamente de modo que um intervalo entre dois eventos P e @) é
dado por At = t(Q — P). Se t(Q —P) = 0 os eventos P e @ sa@o ditos simultaneos. O
tempo é a quarta dimensao do movimento e sua fluidez continua é geometricamente

denominada de eizo tempo ;

3. A distancia entre dois eventos simultaneos é dada pelo produto escalar de R? através

da funcao d.

Observa-se que o conjunto de todos os eventos simultaneos com um dado evento é
um espaco afim tridimensional em A%, denotado por A3, e é denominado de espaco dos
eventos simultaneos. E mais, o kernel de ¢, que é um subespaco linear tridimensional de
R%, consiste daqueles deslocamentos de A* que toma algum evento, e logo, todos, em um

evento simultaneo com ele.

Um espaco A* munido de uma estrutura espaco-tempo galileana é dito um espaco gali-
leano. Um exemplo importante de espaco galileano é o produto R x R?, que é, claramente,
um espaco euclidiano 4-dimensional. Agora, definimos ¢ : R* — R por t(t,z) = t. Nés
denominamos R x R? de espaco de coordenadas galileano. Mais geralmente, se conside-
rarmos um espaco euclidiano tridimensional E3, tem-se que o espaco R x E3 é um espaco

galileano. A seguir, veremos um importante resultado.

Teorema 1.16. Todos os espacos galileanos sdo isomorfos entre si. Em particular, todo

espaco galileano € isomorfo ao espaco de coordenadas galileano.
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Figura 1.6: Eventos simultaneos e o lapso
temporal ¢ sobre o eixo tempo. Fonte: o
Autor.

Demonstragio. Sejam Af e A3 dois espacos galileanos. J4 vimos que, dados P € Af e Q €
A%, e a transformacdo identidade Id : R* — R*, conforme a proposicao 1.10. Portanto
temos que a transformacio T : AT — A3 definida por T(P +v) = Q + Id(v) = Q +v é

um isomorfismo. K imediato que T preserva a estrutura galileana. ]

De posse do resultado obtido observamos que nao ha necessidade de considerarmos
outros espacos afins distintos de A? para o nosso estudo nem outra estrutura galileana
distinta de R x R3. Portanto, doravante fixaremos nossa atencao no espaco de coordenadas
galileanas.

O grupo de Galileu, denotado por G, é o conjunto de todas as transformagoes que
preservam a estrutura do espaco galileano. Essas transformacoes sao denominadas trans-
formacoes galileanas, isto é, sdo transformacoes afins de R x R? que preservam lapsos
temporais e distancias entre eventos simultaneos. Sendo assim, se g(t,z) = (t/,2’) é uma
transformagao galileana, entao ela atua transformando o sistema de referéncia (¢,z) no

novo sistema (', 2’) tal que
1. tl—tgztll—té e
2. t1 =ty = |£Cl — $2‘ = |$/1 — :L‘I2|

Fixando um ponto qualquer de R3 e escolhendo trés eixos perpendiculares entre si,
introduzimos nessa estrutura um sistema de referéncia em que cada elemento do grupo
de Galileu transforma este sistema de referéncia em outro, que se move de maneira uni-
forme e de modo retilineo em relacao ao primeiro sistema. Tais movimentos sao referidos

como sendo inerciais. Portanto, pode-se observar que as transformacoes galileanas tém a
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capacidade de transformar um referencial em outro sem interferir na inercialidade desses
referenciais.
Agora vamos inicialmente mostrar que o conjunto que define o grupo de Galileu é néo

trivial.

Exemplo 1.17. Consideremos as seguintes transformagoes galileanas, denominadas de

classicas:
movimento uniforme com velocidade v: gi(t,2) = (t,z + vt),t € R,z,v € R,
translacio dos eixos coordenados: go(t,z) = (t + s,z +y),t,s € R, z,y € R3;

rotacdo dos eixos coordenados: g3(t,z) = (t,Gz),t € R,z € R onde G : R3 — R3 ¢

uma transformagao ortogonal.

Mostremos que, de fato, tais transformacoes sao galileanas. Elas sao, claramente, afins.
Para g1, temos que t =t e x + vt = 2/. Logo, t; — to =t} — t}, o que prova o item 1.
Agora,

t1 =1ty = |£C/1 - l‘l2| = ‘1‘1 + vt — a9 *Ut2| = |:E1 *.’L’Q’,

o que prova o item 2. Para go, temos que t’ = t+s. E assim, t| —t}, = t1+s—to—s = t1 —ta.
Além disso, |2} — 24| = |x1+y—2z2—y| = |1 —22|. Analogamente, para g3, t; —to = t] —1t),
e |z] — 24| = |G(x1) — G(x2)| = |21 — 22|, j& que G é ortogonal. Logo, a menos de variagao

dos parametros, existem pelo menos trés transformacgoes de Galileu.

Nota 1.18. Transformagoes ortogonais sao transformagoes que preservam produto in-
terno, isto é, se G é uma transformacado ortogonal, entdo para cada par de vetores
u,v € R3 tem-se (G (u), G(v)) = (u,v). Como consequéncia segue que G preserva angulos e
distancias. A menos quando houver confusao, nao faremos distingao entre a transformacao
ortogonal e a matriz a ela associada, ambas serdo denotadas por G. Assim, a matriz de

uma transformagao ortogonal G é aquela que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) G'G = GG' = I, onde I ¢ a matriz identidade;

(i) G~ =G4

(iii) det(G) = +1.

A propriedade (iii) é uma consequéncia imediata da propriedade (i), pois GGt = I =
det(GGY) = det(I) = 1 = det(G).det(G?) = 1 = det?(G) = 1 = det(G) = £1. O conjunto
de todas as transformagoes ortogonais constitui o grupo das transformagoes ortogonais
O(3). As matrizes de O(3) tais que det(G) = 1 formam um subgrupo importante de O(3)
que munido da operagao de composicao é denominado grupo especial ortogonal, que é o

grupo das rotacoes de R?, e é representado por SO(3).
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Ja sabemos que as coordenadas espaco-tempo de um evento no espacgo galileano sao
representadas por (¢,7), em que x representa um sistema de coordenadas em R3 e o
ponto X do espaco concatenado & z traduz, em R3, a posicio do corpo no instante t.
Uma mudanga de sistema de referéncia nesse espaco seria uma transigao (t,xz) — (¢, 2')
realizada através de uma transformacao de Galileu. Nesses dois sistemas de referéncia, os

sistemas de coordenadas relacionam-se por uma equagao matricial do tipo

()=+(0)+(2)
(70

com G uma matriz 3 x 3, v,l € R3 e k,s € R. Aqui, v” indica a matriz 3 x 1, cujas

onde A é a matriz bloco

entradas sao as coordenadas do vetor v. Isto significa que

¥ = Gr+out+y
' = (l,x)+ kt+s.

Vamos agora mostrar que no caso de uma transformagcao galileana o sistema acima é da

forma

¥ = Gr+out+y
{ ' = t+s,
onde G € O(3), v é o movimento uniforme, também chamado transformagao pura de
Galileu, y e s representam as translagoes espacial e temporal, respectivamente. Sendo
assim, precisamos mostrar que k =1 e | = 0. Vejamos, t] —th, = ([, 1 — x2) + k(t1 — t2), e
como ty —th, = t; —tg, temos que (I, z) = 0 para todo = € R3 e, portanto, I = 0. Finalmente,
t1 =ty = |2} — 2h| = |G(z1) + vt1 + y — G(z2) — vt — y| = |G(x1) — G(x2)| = |21 — 22|
que decorre da propriedade (2). Portanto, G é ortogonal como querfamos. Tal fato prova

um dos principais resultados dessa secao que € o

Teorema 1.19. Toda transformacdo galileana do espaco R x R? pode ser escrita de ma-

neira unica como composi¢ao das transformacdes galileanas cldssicas.

Na figura 1.7, temos uma descricao geométrica do teorema 1.19. Observe que a origem
do sistema de referéncia acompanha a particula em cada instante durante o seu desloca-
mento. De posse do resultado obtido introduziremos a seguinte notacao para podermos
descrever uma transformacao de Galileu g dada genericamente em um formato mais sim-

ples. Consideraremos, baseados em [1], a transformagao g dada da seguinte forma

g=(G,v,y,s) (1.1)

em que as “coordenadas” destacadas caracterizam as rotagoes sofridas no espago, repre-

sentadas por G, a velocidade de mudanca do sistema de referéncia, caracterizada por v,
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Figura 1.7: As transformagoes galileanas classicas compondo

uma transformacao galileana genérica. Fonte: o Autor.

a translacao espacial executada dada por y e o lapso temporal transcorrido s, respectiva-
mente.

A operacao de composicao entre duas transformacoes galileanas é entdo obtida des-
tacando-se os termos que dependem exclusivamente de cada uma das coordenadas da
transformagao dada pela notacao (1.1). Assim, para um sistema de referéncia (¢, z) ado-
tado, G é o termo atua sobre a posicao z da particula e v o que atua sobre o tempo ¢ de
modo que g = G(z)+v(t)+y—+s. Para cada g, os termos y e s sdo constantes e quando se

tratar da composicao de duas ou mais transformacoes galileanas, devem ser adicionados.
Lema 1.20. A composi¢do de duas transformacdes galileanas € galileana.

Demonstragao. De fato, sejam g1 = (G1,v1,y1,81) € g2 = (Ga,v2,Y2,82) duas trans-

formacoes galileanas. Sendo assim,

goq = Go(Grz+uvit+yr)+va(t+s1)+y2+ s2+ 51
= GoGiz + Gavit + Goyr + vat + v2s1 + y2 + s2 + 51
= (G2G1)x + (Gav1 + v2)t + (Gayr + vas1 + y2) + (s2 + s1)
= (G2G1,Gavr + v2, Gayr + v251 + Y2, 52 + 51)
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Agora, vejamos uma das mais belissimas aplicagoes da algebra moderna a M.C.

Proposicao 1.21. O conjunto das transformacoes galileanas satisfaz a estrutura de um

grupo.

Demonstragao. Para provar tal afirmativa consideremos, com base na equagao (1.1), trés

transformacoes galileanas aleatorias

g=(G,v,y,s),

h=(H,u,k,a)
e

Jj=(J,w,1,b)

e a operagao envolvida como sendo a composicao usual de fungoes, isto é, vamos mostrar
que (G,0) é grupo. De fato, a transformagao identidade e(t,z) = (t,z) = (¢/,2') =
(1,0,0,0) é galileana, pois t' =t e 2/ = x implicam de imediato os itens 1 e 2, e define o

elemento neutro do conjunto G, uma vez que para toda transformagao galileana g temos
(goe)=(GI,GO+v,G.0O+v.0+y,s+0)=(G,v,y,s) =g=eog

A transformacdo g = (G, 7,7, 5) tal que gog = gog = e = (GG, Gv+ v,y +v5+ Gy, 5+ 3)
é definida por g = [G~!, —G~1v, G~ (vs —y), —s] e é a transformacdo galileana inversa de

g. Para a associatividade temos

(goh)oj = [(GH)J,GHw + Gu+ v, (y+ va+ Gk) + (Gu+v)b+ GHI, (s + a) + b]
= |G(HJ),G(Hw+u) +v,y +v(a+b) + Gk +ub+ Hl),s+ (a +b)]
= go(hoj)

Portanto, (G, o) é grupo. O

Coroléario 1.22. A dimensdo do grupo de Galileu é 10.

Demonstracao. Uma vez que as matrizes ortogonais formam uma familia de trés parametros,
transformacgoes de Galileu da forma geral envolvem 10 parametros independentes, pois te-
mos trés parametros para as rotacoes, trés parametros para as translagoes espaciais, trés
parametros para os movimentos uniformes e um parametro para a variacao temporal.

Assim, a dimensao do grupo de Galileu é igual a 34+3+3+1=10. O
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Exemplo 1.23. Denotando as coordenadas concatenadas ao par [(t,z), X] de um evento
t

tx _ | ¥

no espaco temporal por x , em que X é o ponto do espaco afim onde o evento

x2

z3
se encontra no instante ¢, observa-se que a mudanga para o novo sistema de coordenadas

[(t',2), X'], para a transformagao galileana g que relaciona esses sistemas, é expressa por

¢ t+s 145 0 0 0 t
g(t .1') _ 1"/1 _ $1+Ult+yl+ﬂl _ (%1 1 % Ig% ‘ T
T T2 + vat + Y2 + pi2 v £ 1 2 T

_xg_ _a:3+v3t+y3+u3_ B g—i Z—;’ 1 | | @8

desde que tenhamos x; # 0,i = 1,2,3, t # 0 e T a transformagao ortogonal tal que
T(x) = (1, p2, 13)-
Exemplo 1.24. Considerando o tempo como absoluto as equacoes t = t/', 2’ = z—vt,y =

y e z = 2/ sdo as equagoes de transformagao de Galileu entre os sistemas referenciais de

coordenadas (t,z) e (t',2').

v

Figura 1.8: Deslocamento de velocidade v na dire¢do do eixo z.
Fonte: [8].
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A transformagao linear associada a transformagao entre os eixos coordenados é

v ] [ 1 000 [ ¢]
Lit. ) = 33:1 | 1 00 ' 1
Ty 0 010 T2
xh 001 x3

1.4 As Equacoes de Newton

Até agora nos referimos ao movimento essencialmente como intuitivo, passivel de ob-
servacao e percepcao. Por esse motivo, iniciamos esta se¢do com uma conceituacao mais

formal para ideia de movimento.

Definicao 1.25. Seja I é um intervalo da reta real. Um movimento em R" é uma aplicacao

diferencidvel = : I — R™.

De agora em diante, suporemos que uma aplicacao ou funcao é diferenciavel tantas

vezes quantas forem necessdrias. A imagem da aplicagdo x é uma trajetdria ou curva em
R™. A derivada

v(to) := i(ty) = Jim w

¢ denominada de vetor velocidade no ponto ty3. A segunda derivada

a(to) := #(to) = lim W

é denominada de vetor acelera¢ao no ponto tg.

s [
| ™, ztiu‘af.l o

Figura 1.9: Aceleracdo e veloci-
dade de uma particula no instante

t = tg. Fonte: o Autor.
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Exemplo 1.26. Os vetores velocidade e aceleragao de um movimento parametrizado por
comprimento de arco sao ortogonais. De fato, como |z| = 1, temos que 0 = (&, &) + (&, &)

e como o produto interno é simétrico tem-se (z, ) = 0. Veja o esquema da figura 1.9.

Uma curva no espaco R x R? é também denominada linha mundo. Os eventos ocorrem
de modo a transladar o espaco euclidiano R? sobre o eixo tempo acompanhando a trajetéria
de um observador ao longo dessa linha.

A movimentagao de n pontos no espago galileano é descrita por n linhas mundo e as
trajetérias que descrevem tal movimentacdo sdo definidas por n aplicacdes z; : R — R3,
i=1,2,...,n. Deste modo, temos n cépias de R? transladando concomitantemente sobre o
eixo tempo. O produto direto das n cépias de R? é denominado de espaco de configuragoes
do sistema de n pontos. As n aplicagoes x; do espago sobre o eixo tempo definem uma

tinica aplicacdo = : R — R3", denominada de movimento de um sistema de n pontos.

R3 P &= I

Figura 1.10: A esquerda as linhas mundo do movimento de dois eventos e o translado
do espago. Fonte: [2].A direita o tempo ocorre na vertical e o presente encontra-se
sobre a linha horizontal. A nuvem de eventos abaixo da linha horizontal representa

o passado e a parte acima mostra eventos futuros. Fonte: o Autor.

Sabemos pelo PDN que os movimentos de um sistema de pontos sao determinados
unicamente pelas suas posigoes iniciais e velocidades iniciais. Sendo assim, a aceleracao
do sistema é determinada pelas posicoes e velocidades iniciais. Isto siginifica que existe

uma aplicacdo F : R x R3" x R3" — R3” tal que
Z(t) = F(t,z, ). (1.2)

A equacao diferencial assim definida é a famosa equacao fundamental da mecanica
newtoniana e avalia o estado inercial de um sistema de particulas no espaco. Somente
quando Z(t) = 0,Vt € R é que o movimento das n particulas encontra-se referenciado

inercialmente.
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A forma da funcao F' na equagao (1.2) é determinadada experimentalmente para cada
sistema mecanico. Do ponto de vista matematico, a forma de F' é a definigdo do sistema
mecanico correspondente. Isto demonstra a peculiaridade existente na modelagem de cada
sistema, bem como a possivel complexidade em solucionar a equagao (1.2). No entanto,
fixadas condigOes iniciais adequadas, o Teorema de FExisténcia e Unicidade de Solugoes
para Equacoes Diferenciais garante que a funcao F' e as condigoes iniciais z(tg) e @(tg)
determinam um tinico movimento. Para mais informacoes sobre o Teorema de Existéncia
e Unicidade de Solugbes para Equacoes Diferenciais o leitor interessado pode consultar
[15], [7] e [6].

1.5 Relatividade e Suas Restrigoes

A equagao (1.2) carrega implicitamente a necessidade da adogao inicial de um sistema
de coordenadas. Os sistemas que se movem em relacdo ao inicial nos quais a equacao
(1.2) permanece igualmente caracterizada constituem a classe de sistemas inerciais de
coordenadas.

Podemos também observar que o PRG afirma que existe uma estrutura galileana (uma
classe de sistemas de coordenadas inerciais) tal que, quando analisamos as linhas mundo
dos pontos de algum sistema mecanico por uma mesma transformacao galileana, obtemos
as linhas mundo do mesmo sistema com novas condigoes iniciais.

No exemplo 1.24 nota-se que o sistema de coordenadas x'y’z’ move-se em relagao ao
sistema xyz mantendo os respectivos eixos paralelos entre si e que a origem de x'y'2’

move-se com velocidade constante em relagdo a zyz.

Exemplo 1.27. Considere dois sistemas inerciais A e B como na figura 1.11.

Note que o sistema B movimenta-se mantendo os eixos g e yg paralelos a x4 e ya,
respectivamente, e que a origem de B desloca-se com velocidade constante v em relagao a
origem do sistema A. A mudanga de coordenadas de A para B constitui-se vetorialmente
pela equacao

7a(t) = Fp(t) + vt
com r4(t) e rp(t) infinitamente diferencidveis de modo que 74(t) = rp(t) + v e ¥4 = i'p.

Essas equagoes mostram que sao equivalentes os estudos do movimento relativos aos
referenciais A e B.

Note que estamos impondo condigoes ao lado direito da equagao (1.2) para um sistema
de coordenadas inerciais. De modo geral a equagao (1.2) deve ser invariante no que diz
respeito ao grupo das transformagoes de Galileu. Assim, as seguintes consideragoes sao

necessarias:
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A Up

YA
A

/,r T 5

Figura 1.11: Mudanca de sistema de coorde-

nadas de A para B. Fonte: o Autor.

1. Se x = ¢(t) é solugao da equagao (1.2), entdao = = ¢(t + s) também o é, ou seja, as
translacoes temporais nao influenciam em um sistema mecanico dentro de um sistema
de coordenadas inerciais e o sistema é dito auténomo. Assim, temos & = F(x, %), e

entao as leis das naturezas permanecem constantes.

2. Se z; = ¢i(t),i € {1,...,n} é o movimento de um sistema de n pontos que satisfaz
a equacdo (1.2), entdo o movimento ¢;(t) + y,y € R3 também satisfaz a equacao
(1.2). A invaridncia com relagao a essas translagoes significa que o espago euclidiano
tridimensional é homogéneo, isto é, tem as mesmas propriedades em todos os seus
pontos. Isto mostra-nos que o lado direito da equagao (1.2) depende somente das

“coordenadas relativas” x; — z;.

3. Devido a invariancia por movimentos uniformes, que nao altera &; ou z; — x;, e
adiciona a cada &; um vetor fixo, temos que o lado direito da equagao (1.2) depende

somente das “velocidades relativas” o; — ;.

4. Se ¢; : R —R3i € {1,...,n} é o movimento de um sistema de n pontos que satisfaz
a equacdo (1.2) e G : R3 — R3 é uma transformacdo ortogonal, entdo o movimento

G.¢; :R— R3i€{1,...,n} também satisfaz a equacio (1.2), isto é,
F(Gz,Gt) = GF(z, )

com Gz = (Gz1,...,Gx,),z; € R3. A invariancia em relacio as rotacoes mostra que

o espaco euclidiano tridimensional é isotrdpico, ou seja, nao ha direcoes preferidas.

Uma consequéncia importante de todas estas restrigoes é que
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Proposicao 1.28. Se um sistema mecanico consiste de somente um ponto, entdo sua

aceleragao em um sistema de coordenadas inercial é igual a zero. (1% Lei de Newton)

Demonstracdo. Num sistema de coordenadas inercial, ja sabemos que F' depende somente
de coordenadas e velocidades relativas. Como o sistema tem um tnico ponto, temos que
F independe de x e &. Isto significa que a unica alteracao possivel seria na direcao. Mas,

como F' ¢é invariante por rotacgoes, chegamos a conclusao de que:

e ou 0 corpo estd em repouso, caso em que x(tg) = 0 e @(tp) = 0, num determinado

instante tg;
e ou o0 seu movimento da-se ao longo de uma reta.

De qualquer forma, a aceleragao do sistema é zero. O

1.6 Alguns Sistemas Mecanicos

Nessa secao, abordaremos alguns exemplos de sistemas mecanicos. De inicio podemos
observar que a inclusao de todos os objetos envolvidos num fendmeno pode tornar complexa
a sua analise. Por esse motivo, podemos desprezar alguns dos objetos envolvidos em prol
da simplificacao do modelo matematico. Eo que fazemos, por exemplo, quando ignoramos

os efeitos da Lua e do Sol ao modelarmos fenémenos que ocorrem na superficie da Terra.

Exemplo 1.29. A queda livre de um corpo nas proximidades terrestre tem a seguinte
equacao experimental

i=—g (1.3)

onde g ~ 9,81m/s? é a aceleracio gravitacional terrestre e  representa a altura do corpo
de massa 1 (nos casos omissos adotaremos sempre esse valor para a massa) em relacdo a
superficie terrestre.
A energia potencial gravitacional é dada por U = gx de modo a termos % =g, e
assim a equacao do sistema mecanico fica na forma
daUu
-

T =

Além disso, se U : R — R é uma fungao diferencidvel temos %—g como o gradiente de U de

maneira que, para = (z1,...,Z,), temos %—g = (g—g, e gTU), com % sendo a derivada
n 3
parcial de U em relagao a coordenada x;, i = 1,...,n.
Nessas condigdes temos & = —%—g, onde U(z) = (g,z). Na figura 1.12, temos um

esquema da atuagao de g sobre um corpo.
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: g

TI77 7777777, 7

Figura 1.12: Corpo em queda livre na pro-

ximidade terrestre. Fonte: [2].

O vetor ¢ é chamado vetor aceleracao gravitacional. A norma desse vetor nao é cons-
tante em todo o universo. Ela depende da massa do astro que tem o corpo em sua
proximidade e da distancia do objeto ao centro de massa do astro. Em 1687 Newton pu-
blicou a famosa obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica onde descreveu, além
de suas tres leis fundamentais do movimento, a Lei da Gravitagao Universal, a qual afirma
que a forca de interacao gravitacional existente entre dois corpos de massas mq e mg é
dada por

Fo Gmeme (1.4)

r3
em que G = 6,674287 x 10~ 'm3/Kg.s?> é a constante de gravitacdo universal e r é a
distancia entre os centros de massa dos corpos.
Tal lei é uma consequéncia da terceira lei de Kepler e da aceleracao centripeta e tera
seu histérico detalhado na se¢ao 3.4. De posse da equagao (1.4) pode-se determinar a
intensidade da aceleracao gravitacional nas proximidades de um astro qualquer pela ex-

pressao
F _ G . Mastro

Mobjeto r2

Exemplo 1.30. Quando se tratar de grandes alturas na superficie terrestre a equagao
(1.3) passa a sofrer restri¢oes no seu dominio de aplica¢do. Newton, no entanto, elaborou
uma lei mais precisa na qual a aceleragao gravitacional é inversamente proporcional ao

quadrado da distancia medida a partir do centro da Terra, expressa pela seguinte equagao

comr”r=rg+x.

Temos assim



Figura 1.13: Atuacao do campo gravitaci-

onal. Fonte: [2].

e entao a energia potencial pode ser escrita na forma

U=—— (1.5)

r

com k = gr%, sendo portanto inversamente proporcional a distancia r do corpo ao centro da
Terra. Essa nova distancia define um limite para a atuagao do campo vetorial gravitacional
terrestre. Observa-se que quando r tende a crescer infinitamente a energia potencial tende
a 0, mostrando assim que os efeitos gravitacionais terrestres tendem a cessar quando se
atinge grandes distancias do centro de massa do astro.

Para finalizar esse exemplo vamos determinar a velocidade de escape de um corpo na
superficie terrestre. Tal velocidade é aquela capaz de igualar a energia cinética do corpo
a sua energia potencial gravitacional e faz com que o corpo fique na iminéncia de voar
infinitamente apds afastar-se dos efeitos gravitacionais.

Fazendo r = 79 na equagao (1.5) obtemos U = grg e como a energia cinética é dada

por E. = %U2, segue que devemos ter E. = U em valores absolutos e, portanto,

1
502 =gro = v = \/2gro

Adotando o raio da Terra como rg = 6,371 x 10%m temos

v=1/2x9,81 x 6,371 x 106 = 11178,38m/s ~ 11,2km/s

Portanto, a velocidade recomendada para o escape deve ser superior a 11,2km/s. Essa é
a sequnda velocidade césmica. Observe que a abordagem aqui adotada despreza a atracao
do corpo pelo Sol, que nao deixard o corpo escapar do sistema solar, fato que poderia ser

evitado caso a velocidade imprimida ao corpo superasse 16,6km/s.

Exemplo 1.31. O sistema massa-mola, para pequenas elongagoes x da mola sobre um

eixo de deslocamento, tem seu movimento modelado pela equacao

i=—a’zx (1.6)
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onde « é uma cosntante que depende das caracteristicas mecanicas da mola. A energia

potencial do sistema é de origem elédstica e é dada por

Se substituirmos a massa por outras duas massas verifica-se experimentalmente que, sob

Figura 1.14: Sistema Massa-Mola.
Fonte: [2].

uma mesma extensao imposta a mola, a aceleragao reduz-se a metade.
Para dois corpos de massas m4 e mp submetidos a uma mesma elongacao a relacao
4 ¢ estabelecid i 1 lo i da relaca isto ¢
i © estabelecida experimentalmente pelo inverso da relacao entre suas massas, isto e,
s mp
Ip  ma
Além disso, o produto m# independe do corpo escolhido por ser uma caracteristica da

extensao da mola. Tal produto caracteriza a forca que age sobre o corpo.

Exemplo 1.32. (Sistemas Conservativos) Um sistema mecanico é dito conservativo se,

existe uma funcao diferencidvel U : R3” — R tal que o movimento de n pontos, de massas

mi, Mo, ..., My, ¢ dado pelo sistema de equagoes
. oUu
m;xr; = —67%, (17)
parat=1,...,n.

Nos exemplos 1.30 e 1.31 as equagbes dos movimentos tém essa forma e as equagoes
de intimeros outros sistemas mecanicos podem ser descritas pela equagao (1.7), dentre os
quais podemos citar o problema dos trés corpos da mecanica celeste e as equagoes das

oscilacoes elétricas.
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Capitulo 2

Os Principios da Mecanica

Newtoniana

2.1 Campos Conservativos

Nesta secao, estudaremos a relagao entre trabalho e energia potencial. Para tanto, preci-
samos relembrar conceitos fundamentais como o de campos vetoriais, o que pode ser feito
com o auxilio de um bom livro de calculo vetorial.

Campo de forca, por sua vez, é um campo vetorial, isto é, é uma funcao que associa
a cada ponto de um conjunto aberto de R? um vetor em R?. De maneira geral, dado um
certo referencial, associamos a cada ponto P do espago um vetor posigao 7p = (z,y, z) e um
vetor forca Fp = (Fp(z,y,2), Fy(z,y,2), F.(x,y,2)), onde Fy, Fy, F, sdo as componentes

fundamentais do campo vetorial F.

Exemplo 2.1. A equacao (1.4), referente a Lei da Gravitacao Universal, para movimentos
préximos da superficie terrestre, define um campo de forca demoninado campo vetorial

gravitacional.

Exemplo 2.2. Uma carga elétrica q no vacuo gera em torno de si uma regiao de interacao

elétrica denominada de campo elétrico. Nesse campo, as forgas sao definidas pela expressao

5 1 qq
F,, = T
L A4meg 13

1
em que ¢; € a carga que interage com ¢ e 7; é o vetor posicao de ¢; em relacdo a q e €
é a permitividade elétrica do vacuo. O sentido de fluxo do campo provém dos sinais das

cargas q; € q.

Campos de forca exercem papel fundamental nas interagoes entre corpos em todo o
universo. Uma vez imersa em um campo de forcas, uma particula sofrera sua acao fisica e

se deslocard ao longo de uma trajetéria ou caminho orientado. A forga realizara trabalho
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sobre a particula que, por sua vez, é inerente & energia potencial concatenada ao campo.
Lembremos que o trabalho realizado por uma forca F sobre uma particula ao longo do

PR
segmento de reta S = MMy é dado pelo produto escalar

—

T =(F,5) = FScos .

Para um campo vetorial continuo e uma curva retificivel «, procedemos de maneira
andloga para as porgoes infinitesimais de forgas AF; e linhas poligonais AS; em cada ponto

da curva de maneira que existe o limite

7= lim (AFl,ASz>—/<ﬁ,d§>
ASZ‘HO — o
M,
Fle =
M,

Figura 2.1: Trabalho realizado em um campo de forcas.
Fonte: [2].

Para o que se segue, relembramos do céalculo vetorial que um campo vetorial F:QcC
R3 — R3 é conservativo se, F= —VU, onde €2 é um aberto e V = B%Z"" 6%}—1— %E éo
operador gradiente. Neste caso, U : 2 C R — R é dito uma funcdo potencial. Segue-se,
facilmente, que uma condi¢do necessaria para que o campo vetorial F' seja conservativo é
que o0 campo F seja irrotacional, isto é, V x F=0. Mas, esta condicao nao é suficiente,
pois, o campo vetorial F : R2\{(0,0)} — R? definido por

. Y -
F(‘T’y):_$2+y21+l‘2—|—y

2 .]’
nao é conservativo embora ocorra V x F = 0. Isto decorrera do resultado a seguir.

Teorema 2.3. Um campo vetorial F' é conservativo se, e somente se, seu trabalho ao longo
de qualquer caminho depende apenas dos pontos extremos do caminho e ndo da forma o

caminho.

Demonstragao. Seja My o ponto de partida da particula. Suponha que o trabalho do

campo sobre a particula independa do caminho. Sendo assim,



para qualquer ponto final M, é tal que F=— , isto é, o campo é conservativo e U

X
¢ um dos seus potenciais. Reciprocamente, suponhamos que F' é conservativo e U é um
potencial de F. Logo,

M . . M aU K
/ (F,dS) :/ —<87,ds> = U(My) — U(M).

Mo Mo

Portanto, o trabalho nao depende da curva de percurso. O

O resultado acima, mostra-nos que se um campo vetorial é conservativo, entao o tra-
balho realizado pelo caminho ao longo de uma curva fechada é nulo. Isto mostra que o
campo vetorial F : R2\{(0,0)} — R2 definido por

. Y - T
F(z,y) = _x2+y21+ 21y

5J

nao é conservativo, apesar de irrotacional, pois, considerando a curva fechada « : [0, 271] —

R2\{(0,0)} definida por «(t) = costi + sintj, temos que

=

/Jﬁ, dS) =2 #0.

Neste caso, o problema reside no fato de que o conjunto aberto R?\{(0,0)} nao é simples-
mente conexo. Para a definicdo de conjunto simplesmente conexo e a demonstracao do

resultado a seguir, para espagos euclidianos n-dimensionais (n > 2), consulte [7].

Teorema 2.4. Seja F:QCR" — R" um campo vetorial diferencidavel, onde € ¢ um

aberto simplesmente conexo. Entdo, F € irrotacional se, e somente se, F' € conservativo.

Exemplo 2.5. Os campos de forca dos exemplos 2.1 e 2.2 sao conservativos, ja que
podemos exibir os potenciais correspondentes. Também, é conservativo o campo vetorial
F :R3 — R3 dado por F(z,y,2) = (y+ 2,2+ 2,2 +7v), ja que R? é simplesmente conexo

e F' é irrotacional. Pelo resultado acima, basta mostrar que F' é irrotacional, como segue

i j k
T o 5 o T
VxF=| £ 5 5% |=it+i+tk—-k—j—i=0.

y+z x+z y+z

Sendo assim, existe uma funcao potencial U, a ser determinada. Progedamos para obté-la.

As componentes do campo sao F, =y + z, Iy = x + z e F, = x + y de modo que

dF
%:y+z:>F :/(y+z)dx::cy+xz+0(y,z)

derivando em relacao a y e igualando a Fj, temos

w+0’(y72)=x+2:$0’(y7z)=z:$C(y,z):/Zdy=yz+C(z)
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e, finalmente, derivando em relagao a z e igualando a F, temos
r+y+C'(z)=x+y=C'(2)=0.
Sendo assim, existe uma constante real C' tal que uma funcao potencial de F é dada por
U(z,y,z) =xy +yz+zz+C.

Exemplo 2.6. O campo vetorial F : R2 — R2? dado por ﬁ(w,y) = yi — xj nao é

conservativo. De fato, se um campo for conservativo deve também ser irrotacional e como

temos
7 i k
Vi o 0 o) ol _ _oL 0
VxF = % oy 9 | 2k # 0,
y —x 0
segue-se que F' nao pode ser conservativo.
(i

N
\/1

)

Figura 2.2: Um campo nao

conservador. Fonte: [2].

A figura 2.2 indica que o campo é rotacional.

2.2 Leis Dinamicas de Newton

Nessa secao, anunciamos as trés leis dinamicas do movimento, fundamentais para a Mecanica,
propostas por Newton. Ao mesmo tempo, discutimos as relacoes dessas leis com o PRG e

o PDN.

Primeira Lei de Newton

Ja demonstramos a 1% lei de Newton na proposicao 1.28, como consequéncia do PDN e
do PRG. A primeira lei de Newton, também conhecida como lei ou principio da inércia,

pode ser enunciada como segue:

Todo corpo continua em seu estado de repouso, ou de movimento retilineo

uniforme, a menos que forcas passem a atuar sobre ele alterando esse estado.
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Em [5], o principio da inércia exerce papel fundamental por reclassificar os fenémenos
de movimento na categoria de estado. Além disso, é importante salientar que a esséncia

desse principio ja havia sido proposta por Galileu e Descartes.

Segunda Lei de Newton
Para o enunciado da segunda lei, temos a seguinte versao:

A mudanca de estado do movimento ocorre pela acdo de forca resultante e

€ proporcional a sua intensidade.

A segunda lei exprime a relacdo existente entre a forca aplicada ao corpo e a mudanca
na sua entao presente velocidade. A equagao (1.2) descreve a segunda lei de Newton,
que é uma consequéncia do PDN, uma vez que surge como consequéncia do teorema de
existéncia e unicidade de solucoes das equagoes diferenciais. Além disso, como em sistemas
inerciais vale a invariancia das leis através do grupo das transformacoes de Galilei, segue
que a forma mais simples da equagao (1.2) dada por & = F(z, %) é também consequéncia
do PRG.

Como j4a sabido, para um corpo de massa m submetido a uma forga resultante ﬁ, a

segunda lei pode ser expressa pela equagao

F =mZ =ma.

Terceira Lei de Newton

Ja a terceira lei, também chamada de Lei da Acdo e Reagdo, busca caracterizar as in-

teragoes dinamicas entre dois ou mais corpos, e pode ser enunciada da seguinte forma:

As interacdes dinamicas entre dois corpos sao perceptiveis em cada um deles
de maneira que as forcas existentes encontram-se aos pares, a¢do € rea¢do, e

tendem a se anular mutuamente.

A terceira lei, por sua vez, independe do PRG e do fato do sistema ser auténomo,
homogéneo ou isotrépico. Além disso, as forcas de acao e de reagao sao iguais em méodulo
e direcao e tém sentidos opostos, caracterizando a versao fraca dessa lei. Na versao forte
da terceira lei garante-se ainda que as interagoes ocorram ao longo da linha que liga dois

centros de gravidade dos corpos.

2.3 As Leis de Conservagao

Nessa secao, analisamos as principais leis de conservacdo da Mecanica. Antes disto, dado
um sistema mecanico de dois pontos, as forcas Fi e F5 aplicadas aos pontos sao direciona-

das ao longo da reta que une os dois pontos. A 3% lei de Newton, diz-nos que Fy = —F.
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Isto motiva a definigdo de forcas de interacio e de sistema mecanico fechado (ou iso-
lado). Vejamos, um sistema de n particulas, de massas my, ma, ..., my, é dito fechado (ou

isolado) se, para cada i = 1,2,...,n,

E:ZF‘Z]7 ﬁkl:_F;lk:v
J#i

onde o vetor F‘ij indica a forca com a qual o j-ésimo ponto age sobre o i-ésimo ponto. Da
n
definicao, segue-se que ZF; = 0. Um exemplo importante de interacao é a gravitacao

i=1
universal.

Para o que se segue, consideremos um sistema de coordenadas inercial num espaco
euclidiano tridimensional, escolhida uma orientacdo. A seguir, uma série de defini¢cdes que

caracterizam a dinamica de um sistema mecanico.

1. O momento linear (ou quantidade de movimento linear) de uma particula é dado por

p'=mu. (2.1)
No caso de um sistema de n particulas, de massas mi, mg, ...,my,, adicionamos os
momentos lineares de cada ponto, isto é, p= E Di = m;v;.
=1 =1

Ao introduzir essa nova grandeza fundamental da fisica, Descartes, e posteriormente,
Newton, proporcionaram futuros avangos para a teoria das colisdes (aqui merecem des-
taque as contribuigoes do fisico holandés Christian Huygens) e consequentemente uma

descricao mais adequada para a interacao entre dois ou mais sistemas fisicos.

2. O momento angular é dado por

-

L=7xp. (2.2)

No caso de um sistema de n particulas, de massas mq, mo, ..., m,, adicionamos os
n n

momentos angulares de cada ponto, isto é, L = E L, = E 75 X P;.
i=1 i=1

3. O momento de forca é dado por

—

M=7xF. (2.3)
No caso de um sistema de n particulas, de massas mq, mo, ..., m,, adicionamos os
n n

momentos de forca de cada ponto, isto é, M= Z M,; = Z 7 x F;.
i=1 i

4. A energia cinética é dada por
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No caso de um sistema de n particulas de massas m1,mo, ..., Mmy,, a energia cinética
do sistema é dada por T' = g T, = E m;iv;
=1

Seja um sistema de n pontos, de massas m1, mo, . . . , My, de vetores posicoes 1, 72, . . . , Tn.
ma mn

mp

Consideremos o baricentro dos n pontos associados aos pesos - N

o D1 Yy M i i

isto e,

n

D i1 i

)
D i M

denominado centro de massa. E ficil ver que o centro de massa nao depende da origem

&=

do referencial. Uma consequéncia imediata das consideracoes até aqui, é que

n n
p=) pi=) Fi=F

i=1 i=1
Disto, segue-se que
Proposicao 2.7. (Conservagao do Momento Linear) Em um sistema isolado de n particulas,
o momento linear total € conservado.

E, também

Proposicao 2.8. O centro de massa de um sistema isolado de n particulas move-se uni-
forme e retilineamente, isto €, é: 0.

Uma outra consequéncia é que

n

L= ZLZ—Zvixpﬁﬁxm:Zﬁxﬁi:M.
=1

i=1

E assim,

Proposicao 2.9. (Conserva¢ao do Momento Angular) Em um sistema isolado de n
particulas, o momento angular de uma particula relativo ao centro do referencial adotado

é conservado.
De fato,
n n n
T S RT IS SLT10 9.0 B 5) pLPY
i=1 i=1 i i=1 jAi

A seguir, mostremos que a energia total de um sistema conservativo é conservada.

Proposicao 2.10. (Conservacgio da Energia Total) Em um sistema conservativo, a ener-
gia total é conservada, isto é, T + U € constante em relagdo ao tempo, onde U é um

potencial do sistema.

Demonstracao. Vejamos,

d ) = ~_ 7
(T +U) = T+U = Z_; iy U +Z U*' :Z<E,ﬁi>+;<_Fiygi>:0'
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Capitulo 3

Implicacoes da Teoria Newtoniana

3.1 Campos de Forcas Centrais

Definicao 3.1. Um campo vetorial F' : R3 — R3 é dito central se, sua linha de acio

passa sempre por um ponto fixo, denominado de centro do movimento.

Considerando a origem 0 = (0,0,0) como centro do movimento, para todo ponto
X = (x,y, 2), em que o campo estd definido, tem-se que a sua imagem por F' aponta para
0 de maneira que, conforme [7],
F(X) = f(X)X
em que f é um campo escalar de mesmo dominio que F.
Uma pergunta natural surge, sob quais condigoes um campo central é conservativo e

vice-versa. Os resultados a seguir nos ajudam nesse sentido.

Proposicao 3.2. Seja F' um campo conservativo de potencial U. Entao F € central se, e
somente se, U depende apenas de | X| = /22 + y% + 22.

Proposigao 3.3. Se F' € um campo central continuo, cuja intensidade depende somente

de | X|, entao F é conservativo.

As demonstragoes desses resultados podem ser encontradas em [7].
O resultado que se segue é de crucial importancia para o estudo das trajetérias de

particulas em em campo central de forcas.

Proposicao 3.4. Se P é uma particula de massa m imersa em um campo central e em

movimento, entao a sua trajetoria estd contida em um plano.

Demonstragao. Seja X = X(t) = (z(t),y(t),2(t)) = (z,y, 2) o vetor posicao da particula
no instante t. Como F' é central, pela segunda lei de Newton, tem-se que mX = f(X)X.
Tomando o produto vetorial por X, temos que mX x X = f(X)X x X = (0,0,0) = 0.
Agora, como %(X x X) = X x X +X x X =0, temos que X x X é constante, digamos,

igual a C' = (¢, 2, ¢3). Sendo assim,
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e se C' #(0,0,0), temos
(X,0)=(X,XxX)=0=c1z+coy +c32=0
e portanto X () estd em um plano ortogonal a C' e que passa pela origem.

e se C' =(0,0,0), tomando r = | X| = /(X, X) segue que

. odr d 1 1 :
P= = [\/W} = §-W-Q<X7X>-
Logo,
ri= (X, X).

Portanto, para r # 0 temos

d [X} X X X -rmX (X, X)X — (X, X)X

dt | r 72 73 r3

e com auxilio da identidade vetorial

(X xY)x Z=(Z,X)Y — (Y, 2)X,

temos .
d Xi(XxX)xXiCxXio
dt | r| r3 oo
isto é, % é constante e entao X (t) estd sobre uma reta para todo ¢ e, evidentemente,

pertence a um plano.

O]

Portanto, para caracterizarmos o movimento de uma particula em um campo central
podemos restringi-lo ao plano sem nenhuma perda de informacao. A trajetéria de uma
particula é comumente denominada de drbita, gracas as implicacOes histéricas aferidas a
esse conceito frente a teoria da gravitacao.

A fim de simplicidade faremos r = |X| por em muitos instantes ser conveniente a
utilizacao de coordenadas polares. Nessa perspectiva todo ponto X do espaco tera por
correspondéncia o par (r,6).

As coordenadas cartesianas (x,y) associam-se as polares de forma natural por in-
termédio das equagoes

x=rcosf ey=rsind, (3.1)

e sob tais condigoes a érbita (z(t),y(t)) da particula serd determinada por (r(t),6(t)).

Nessas novas coordenadas r(t) é também conhecido como raio vetor.

Teorema 3.5. (Conservag¢ao do Momento Angular em Movimento Central) Para movi-
mentos em um campo central, o0 momento angular de uma particula relativo ao centro do

campo adotado € conservado.
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Figura 3.1: Coordenadas polares. Fonte: o Au-

tor.

Demonstracao. Como o campo é central, os vetores 7 e r sao colineares, uma vez que, no
plano onde ocorre o movimento, ¥ é a componente centripeta e também aponta para o
centro do campo. Logo,
d > d._ - .. .
aL:ma[rxﬂ:m[rxr—i—rxr} =m[0+0]=0

O]

De acordo com a proposicao 3.4, e de posse do plano 7 que contém a 6rbita da particula,

podemos reescrever o momento angular em sua forma escalar da seguinte maneira:
L =m(xy — yt) (3.2)

para X = (z(t),y(t)) em 7. Isso porque

7

—

L=mixi=mXxX=m = m(zy — ya)k.

L @ oy
o o =

x
x

Assim, no movimento central temos ainda a seguinte versao da lei de conservacao do
momento angular:

Proposicao 3.6. Se uma particula de massa m encontra-se em movimento num campo
de for¢as F' = (fy, fy), entdo o seuw momento angular € constante se, e somente se, F' é

central.
Demonstragao. Seja X = (z,y). Como a derivada de (3.2) é dada por

L:myx—miy:xfy—yfm

nota-se que ela se anula somente quando fi = fl = const, o que significa dizer que F e
z y

X sao paralelos, isto é, F' é central. ]

39



Observando que
i =7rcos —rfsing e §=rsind -+ rdcosé,
temos que

m(zy —yi) = mlrcosd(rcosd —rfsind) — rsin O(7sin  + 6 cos 0)]
= m[ricos@sin 6 + 26 cos® 6 — 7 cos 0 sin 6 + 20 sin? 6]

= mr?,

isto é, L = mr?0. Dai, como m em seu modo cldssico é invariante, segue que 726 é
constante. Ponhamos entao

0 =k (3.3)

para representar a componente de momento angular da orbita.

Bem, se kK = 0, como r nao se anula identicamente, entao 6=0.E assim, a particula
move-se ao longo de uma reta passando pelo centro do movimento. Agora, admitindo r26 #*
0, que é o caso interessante, nota-se que 0 ters sinal bem definido, e consequentemente,
O(t) é estritamente mondtona ao longo da drbita.

Agora, reescrevendo o campo em coordenadas polares, tem-se que
F(X)=f(X)X = f(X)(rcosf,rsinf).
Da segunda lei de Newton, temos que
mX = f(X)r(cosf,sinf) = f(X)|X|(cos,sinh).
Fazendo P = P(X) = F(X)|X]|, de modo que
P P
&= —cosfey=—sinb, (3.4)
m m
e diferenciando (3.1 ) duas vezes, chegamos a

i = [if — 762 cos @ — [270 + 0] sin 0

ij = [ — 0% sin 6 + 20 + rf] cos .
Dai, obtemos que
icosf = [i — rh* cos® 6 — [270 + 6] sin 6 cos O

jsin@ = [i* — r6?] sin® @ + [270 + 6] sin 6 cos 6.

Sendo assim, somando membro a membro, temos que
i cos 0 + jjsin @ = i — r6? (3.5)
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Procedendo de maneira analoga, obtemos também
isin® — jjcosd = —270 — 10 (3.6)
Dai, substituindo (3.4) em (3.5) e (3.6), encontramos
o, P
F—rf®=—e2r0 +rf =0, (3.7)
m

que representa o movimento da particula em coordenadas polares.

Note que, para r # 0,
120 =k < 270+ 1720 =0 < 270 +rf = 0,

o que mostra que ha uma equivaléncia entre (3.3) e a segunda equagao de (3.7). E assim,
no que se segue é desnecessario considera-la.
J& para a primeira expressao de (3.7), consideramos a monotonicidade de 6(t) e obtemos
t como fungao de #. Portanto, r passa a depender de 0, isto é, r(0) = r o t(f). Assim,
1

ainda para r # 0, observamos que a fungao g(r) = ;. estd bem definida. Diferenciando até

a1y _dfl\da __+1_ 7
do\r) dt\r)do  r2 &

a segunda ordem, tem-se

2 (1) 1 r’P
i <> T T (38)

que ¢é a equacao das érbitas em sua forma polar para uma particula de massa m no campo

central F', conhecida como equacdao de Binet.

3.2 Investigacao da Orbita

De acordo com o teorema de existéncia e unicidade de solugoes para equacoes diferenciais,
se ao menos a primeira derivada de P existir e for também continua, e se admitirmos
conhecidos 7, 0, 7 e f para t = 0, entdo a equacio (3.8) possui solugao tunica.

Por simplicidade, vamos impor condigoes a P para obter uma equagao diferencial de
primeira ordem de modo que todas as suas solucoes nao constantes sejam também solugoes
de (3.8).

Suponhamos que P seja continuo e dependa exclusivamente de r. Dali, da proposicao
3.3, segue que P é conservativo, isto é, existe um potencial U de P de maneira que a

energia mecénica total E; é constante durante o movimento. Desta forma,

1 1 2By —U
Et:EC+U:im:‘v2+§m92+U:>a‘c2+g'/2:7( =U).
m
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Observando que
2 2 : 2 . 2 ) 20
i+ g% = (Feos0 —rfsing) + (#sing+rdcosd) =i+ 2,

e que

chegamos na seguinte equacao
d (1\]* 1 2E-U)
e (e = 3.9
[d@ <r>} iz mk? (39)
Note que nos pontos de maximos e minimos da érbita, quando 7 = 0, (3.9) reduz-se a

1 280 (3.10)

Da expressao da energia mecanica total, segue-se que

2(E: —U)

”:1:

Pode-se também determinar o instante ¢, concatenado ao raio r que sera dado por

Loe

Além disso, como 6 =

3

9
oz

5 B K
dr — dr [oE—U) \ 272VE, —U
dt = 7
V2 /7“2 VE -U

Agora, da primeira equagao de (3.7) e de (1.2) decorre

segue-se que

. oUu
—rp? ==
e or
e pondo 62 = (%)2 nessa expressao obtém-se
K2 _ou
r3 or’
Definido-se a energia potencial efetiva por
(2
Vir)=U — 3.11
(1) = U + 55 (3.11)



pode-se reescrever a equagao do movimento como

oV
or

P =

uma vez que

v _ U R
o or  r3
Neste caso, a energia total é dada por

,’;2

Et = 5 + V(T‘)

Sendo assim, todas as Orbitas correspondentes a uma dada energia e um dado k, estdao na

regiao V < Ej.

Fmin Fmax

Figura 3.2: Enegia potencial efetiva.
Fonte: [2].

apoceniro

Figura 3.3: Orbita para

Tmin < Tmaz- Fonte: [2].

Deste modo, supondo-se Orbitas limitadas, existem 7y € Tmae tais que 0 < rpip <

r < Tmaz < 00, € sempre que V for igual a E; observa-se que r admite valores extremos,
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que sdo os pontos de méximo ou de minimo de r(#). O movimento é entao limitado entre
os circulos de origem igual a do campo e raios extremos. Para r = r,,;, 0 equivalente ponto
da 6rbita é chamado pericentro e quando r = 1,4, ¢ denominado apocentro. Se o centro de
referéncia do movimento em relagdo ao campo central for o Sol, por exemplo, tais pontos
sao chamados periélio e afélio, respectivamente. Observe na figura 3.3 que o angulo ®
ocorre entre o pericentro e o apocentro seguinte e é dado por ® = \/?frm‘” Wﬁdﬂ

Tmin

O angulo entre dois pericentros consecutivos mede 2®.

Figura 3.4: Coroa coberta
densamente  pela  Orbita.
Fonte: [2].

Os raios vetores que saem do centro ao pericentro e ao apocentro sao eixos de simetria
da orbita, que nao é fechada, a menos que o angulo ® seja comensuravel com 27rad. Isso
significa que caso ® nao seja comensuravel com 27rad a érbita tende a cobrir toda a coroa
circular gerada a partir dos circulos de raios ryin € Tmaz- A percepcao geométrica indica
que sempre que Tmin € Tmaz S€ aproximam a coroa circular degera-se a um circulo, que

coincide com a érbita.

3.3 As Leis de Kepler

O heliocentrismo do astronomo e matematico polonés Nicolau Copérnico influenciou os
fisicos, matematicos e astronomos Galileu Galilei e Johannes Kepler. Sabemos do legado
de Galileu para a estruturacao da andlise matematica do movimento através do PRG e
outras nao menores contribuicgoes.

Kepler, por sua vez, mergulhou nas questoes do sistema mundo e no movimento dos
astros, formulando entre 1609 e 1619 as leis fundamentais da Mecéanica Celeste. Em sua
obra intitulada Mysterium Cosmographicum tratou de justificar as hipoteses heliocéntricas
e em 1609 com a publicagdo de Astronomia Nova descreveu as suas trés leis. Uma vez

firmada a idéia de que o Sol ocupa lugar de destaque no Universo, as famosas Leis de
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Kepler foram assim enunciadas:

Primeira Lei de Kepler: Os planetas se movimentam no espago com érbitas elipticas
e o Sol ocupa um dos focos;

Segunda Lei de Kepler: O raio vetor que une os centros dos planetas ao centro do Sol
percorre areas iguais em intervalos de tempos iguais;

Terceira Lei de Kepler: Os quadrados dos periodos de revolugao dos planetas em torno
do Sol sdo diretamente proporcionais aos cubos do semieixo maior de suas Orbitas e a

constante de proporcionalidade é a mesma para todos os planetas.

Figura 3.5: As duas primeiras
leis de Kepler. Fonte: [17]

Na primeira lei de Kepler esta implicita a existéncia de um plano de érbita para cada
planeta. Em sua segunda lei h4 a indicagao de uma velocidade areolar ou taxa areolar,
taxa de variacdo da drea varrida durante a trajetoria do raio vetor dada por A, que se

mantém constante ao longo do movimento.

Figura 3.6: Velocidade Areolar.

Fonte: o Autor.

De fato, sendo dA a fracao de rea varrida e dr a fracdo de arco para um infinitesimal

intervalo de tempo dt temos que a drea do AOP’P na figura 3.6 é dada por dA ~ %FX dr =

dA . 1= dF {1z 717
G~ 57 x G e quando dt — 0 temos A = 57 X U = ;L.
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A area varrida encontra-se entre a érbita e dois raios vetores consecutivos partindo do

centro (de referéncia) para os pontos A = (r,04) e B = (r,0p) como mostra a figura 3.7.

Figura 3.7: Area varrida em At =

tg —ta. Fonte: o Autor.

A drea A(t) em coordenadas polares é dada por

1 [
Alt) = = r2df
2 Jo,

e sua derivada, a velocidade areolar, é dada por
A

A=—r%
2" 7

e é constante visto que L é constante em um campo central. Note que para dois intervalos
de tempo iguais as areas varridas sao iguais, o que demonstra a segunda lei de Kepler.
A terceira lei de Kepler pode ser representado de maneira algébrica. Sendo a a medida

do semieixo maior da elipse temos ,

% =k (3.12)
e estd estreitamnente engajada a uma forga inversamente proporcional ao quadrado da
distancia.

As leis de Kepler nao foram aceitas naturalmente pelos cientistas da época. As Orbitas
de Mercurio, Vénus, Marte, Jupter e da Terra sao quase circulares o que tornaram os da-
dos herdados do astronomo dinamarqués Tycho Brahe(1546-1601) e complementados por
Kepler, seu fiel assistente, imprecisos para a caracterizagdo de um sistema eliptico. Hoje
é sabido que as Orbitas dos planetas nao sao perfeitamente elipticas devido as interagoes
do planeta com os demais astros do sistema solar.

Além deste fato, os conflitos atrelados ao heliocentrismo e liderados pela Igreja, im-

pediram por décadas a expansdao em escala das ideias de Kepler. Até que Chistopher
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Wren(1632-1723), professor de astronomia do Gresham College e experimentador reno-
mado da Royal Society, analisa os trabalhos de Kepler em 1609 e atribui a devida im-

portancia as suas leis.

3.4 A Lei da Gravitacao Universal

Para mais detalhes sobre essa segao o leitor pode consultar [12].

Em 1777 foi publicada em Paris uma obra que sintetizava os quatro modelos de Orbitas
planetarias concebidos ao longo da histéria. Em ordem cronolédgica, o primeiro deles,
que perdurara por mais de um milénio, foi proposto no século II pelo grego alexandrino
Claudio Ptolomeu. Astréonomo e gedgrafo aristotélico, para Ptolomeu a Terra estaria fixa
ocupando o centro do Universo e os demais planetas e a Lua orbitariam em torno dela.
Esse modelo geocéntrico sofrera intensa influéncia da entao imponente Igreja durante a
Idade Média.

No segundo deles, proposto em 1543 por Copérnico, o Sol teria a posicao privilegiada
no Universo, sendo o seu centro, ao passo que os demais astros girariam em torno deste.
As idéias heliocéntricas de Copérnico abalaram os preceitos da Igreja e sofreram intensa
resisténcia em serem aceitas. Isso porque a Terra, fruto impar da Criagao divina, estaria
perdendo o lugar de destaque.

O terceiro modelo que fora proposto no fim do século VI por Brahe parece ponderar
heliocentrismo e geocentrismo, uma vez que o Sol e a Lua orbitariam em torno da Terra
e os demais planetas em torno do Sol.

Finalmente, em 1644 o matemético e filésofo francés René Descartes (1596-1650) ex-
plica as érbitas dos planetas como consequéncia da rotacao do Sol em torno de seu eixo.
Em suas suposigoes o espaco estaria preenchido por um fluido composto por pequenas
particulas, e quando o Sol girava imensos turbilhdes (vértices) levariam a Terra e os de-
mais planetas para as suas Orbitas.

Todos os quatro modelos penetravam a ciéncia da gravitagdo apenas em termos orga-
nizacionais. Eles propunham cosmologias, mas nao indicavam com precisao a origem das
interagoes que garantiam as suas estruturacoes. Havia nesse sentido um questionamento
comum a todos os modelos: Como comprovar a existéncia de uma forca dirigida para o
centro do Universo, inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre o astro e o
centro, que explicasse a trajetéria dos planetas?

Tal questionamento fora feito por Wren sob forma de desafio aos entao jovens astronomos
Edmond Halley(1656-1742) e Robert Hooke(1635-1703). Quem dentre eles respondesse ao
questionamento faria jus a um livro de 40 xelins (2—10 da libra esterlina). No entanto, a
resposta a tal questionamento viera a partir dos contatos entre Halley e o sucesso de Isaac

Barrow(1630-1677) na cadeira lucasiana de matematica da Universidade de Cambridge, o
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entao recluso matematico e fisico inglés Isaac Newton.

Newton responde ao questionamento no Livro IIT do Principia através de argumentos
geométricos. Isso porque, infuenciado pela ascensao do movimento da renascéncia, desen-
volvera uma aversao aos modernos, em especial ao cartesianismo e ao algebrismo, apés o
seu retorno de Woolsthorpe por conta da peste negra que assolara a Europa.

Daremos aqui um tratamento mais algébrico para a resposta a esse questionamento por
dispormos de uma matematica que outrora Newton nao dispunha. Conforme a equacao
(1.4) pode-se expressar a intensidade da forga de campo central envolvida no movimento

dos planetas e demais astros do seguinte modo
- == (3.13)

A forca envolvida nas orbitas dos planetas tem um carater continuo de acordo com a
segunda lei de Newton. Como ele ja era conhecedor das leis de Kepler, inferiu ser essa
forca de aspecto centripeto e juntamente com as suas leis dinamicas para os movimentos
garantiu a planaridade e o formato eliptico das érbitas.

Ja a universalidade de (3.13) dé-se devido a terceira lei de Kepler, que também indica
o comportamento mutuo da forca. Além disso, a dificuldade na observacao fisica deste
ultimo aspecto, nas interagoes entre o Sol e a Terra ou entre a Terra e a Lua, por exemplo,
déa-se gracgas as grandes diferencas entre as massas envolvidas.

No entanto, para afirmar a equagao (3.13) se faz necessario admitir duas premissas. A
primeira delas considera o Sol fixo, o que é uma inverdade, pois o Sol também se move
(hoje se sabe que até as galdxias, compostas por milhoes de estrelas, também se movem).
A segunda premissa afirma que pode-se desprezar as interagbes gravitacionais entre o
planeta observado e os demais.

Se passarmos a considerar os efeitos gravitacionais do Sol e dos demais planetas sobre
o planeta estudado, a abordagem torna-se altamente complexa. Se apenas o movimento
do Sol for admitdo temos o famoso problema dos dois corpos, e se além disso admite-se a
influéncia dos demais planetas temos um problema dos n corpos e a complexidade aumenta

drasticamente.

3.5 A equivaléncia Newton-Kepler

Admitindo como preceitos as trés leis dinamicas de Newton prova-se a equivaléncia entre
a gravitacao universal e as trés leis de Kepler. Esse é o objetivo dessa secao.
Proposicao 3.7. Gravitagao Universal = Leis de Kepler.

Demonstragao. Sendo o movimento central com forga atrativa dada pela lei da Gravitacao

Universal, isto é, inversamente proporcional ao quadrado da distancia, temos por hipdtese

P(r) = com p > 0 constante.

r2’
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Substituindo em (3.8) temos
&1y 1 m
do? \r T mK2

que é uma equacao do tipo oscilador harmoénico cuja solugao geral é dada por

I

r o omK2

+ Acos(0 — 6p),0 < 6y < 2.

Precisamos agora determinar a amplitude A. Seja entdo U(r) um potencial para P, ou

/P /—'L;drz—'u.
T T

Assim, de posse da equagao (3.9) tem-se

()] 42

seja,

d 2 M 2 2B+ 1Y)
[d@ (— + Acos(f — 90))} + (7ml{2 + Acos(6 — 90)) =
2 —
(—Asin(f — 6p))? + = 2uA cos(0 = by) + A% cos*(0 — 0y) = 25 2u

m2k? mk? mk?  mk2r

r mk2

2
9 W 2u 1\  2F
A +m2li4 +W (ACOS(G—G())—> = —F

A2 4 p +2M (_H):QEt

m2kt  mrk? mek? mk?
2FE, u? 2mul K’ By u? 1 2mk2Ey
A= T o A% = =A=-"/1+—=
mr2 | m2rd m2R2R2 2 + M2l M2 + 12

Desse modo, a solucao da equagao diferencial do oscilador é dada por

1 1 i 2mk2Ey
- =—=+4A 0—6 —— 1+ —— 0—0
- m/<52 + A cos( ) = - + p— + 2 cos( 0)
1 2mr2E
= = # [1 41+ % cos(f — 90)] (3.14)

Agora, relembramos da equacao das conicas em coordenadas polares dada por

l

=——1>0,e>0,
1+ ecosb €=

em que e ¢é a sua excentricidade e 2/ é a sua corda focal. Além disso, se e < 1 a equagao
representa uma elipse, se e = 1 a equacao representa uma parabola e se e > 1 representa
uma hipérbole. E para fins comparativos reescrevemos (3.14) na forma

mr2 1

r= (3.15)

H 1+\/1+2m+22&c03(9—90)
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donde segue que 2] = % ee=,/1+ M“LQQE" Note que

2mk2E
P e B <0

e<ls 3
7

Finalmente, como as trajetérias dos planetas devem ser peridédicas e ilimitadas, a Unica
coOnica que satisfaz a 6rbita é a elipse, provando a primeira das leis de Kepler. As demais

possibilidades encontram-se na tabela abaixo:

Conica Energia | Excentricidade (e)
Circular <0 e=0

Elipse <0 0<exl1
Parabola | 0 e=1

Hipérbole | >0 e>1

A segunda lei de Kepler decorre do fato explanado durante a secao 3.3, em que a area
varrida entre dois raios vetores consecutivos é constante em um campo central. Note que

o centro do campo é um dos focos da elipse, ocupado em nosso sistema pela estrela Sol.

Afélio c C Sl Periélio 2c

Figura 3.8: Medidas em uma elipse. Fonte: o Autor.

Para a terceira lei de Kepler, observemos, para a érbita representada na figura 3.8, que

o periodo do movimento é dado por

A(t) _ mab _ 2mab

Aty ik Kk

N ~ P ~ 2
e nos triangulos observados sao vélidas as relacoes —b?> = 2 — a2 el = &, com a e

a’

b sendo respectivamente as medidas dos semieixos maior e menor da elipse. De fato,
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aplicando a o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo em destaque na figura 3.8

temos (2a — )2 = (22 + 2= 4(b* —al) =0 = = %. Dai, segue que

22 2mk2 bu> orasms 3
ol =2 F fl:T:imlm = 2m | 22,
a M azm?2 ne M
isto é,
T2 _ 472a3m T2 B 4772m'

7 @ p

Finalmente, considerando M a massa do Sol, a forga central P é indicada pela equacao
(3.13) de modo que temos u = GMm, e por conseguinte, temos

T  Ar?
a3 GM

= const.

Proposicao 3.8. Leis de Kepler = Gravitacdo Universal.

Demonstracao. Pela segunda lei de Kepler, temos que a velocidade areolar é constante.
Desta forma, o momento angular é constante. Disto, segue-se que, pela proposicao 3.6, o
campo é central, tendo como centro o Sol e ocupando um dos focos da elipse de equagao
polar reescrita na forma

1 1
o= 7(1 + ecosf).

A equacgao de Binet diz-nos que
mr? [ d*> [1 1
—P=—|-—7|(- —.
72 [dGQ <r> * 7‘]

21\ 1 2 1 1 1 1
% (r) + o= % (l(1+ecos0)) +7(1+ecos¢9) = —§cost9+7+ %cos&z 7

Agora, como

temos que

mr2 (1 mr2 1
P:— — = -
r2 (l) I r?

Portanto, o campo é atrativo e inversamente proporcional ao quadrado da distancia. Note

ainda que, como al = b?, temos que

2mab o Am?a®p?  Ar?adl T? 4Pl
T= =T = =3 T A A
K K K a K
2
. P . mkK= . .
ou seja, — € constante. E assim, - é constante. Logo, a constante de proporcionalidade
K

é também a mesma para todos os planetas. ]
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Capitulo 4

Consideracoes Finais: Mecanica

na Graduacao

Escrever esse trabalho marcou sem divida a minha carreira académica. Sempre questionei
sobre como os matematicos de formacao entendem a Mecanica Newtoniana. Isso porque
o contato com essa area na graduagao ainda acontece de forma imatura, uma vez que o
graduando em matematica concebe as leis gerais do movimento quase sempre sem atrela-
las ao formalismo matematico.

As leis aparecem naturalmente e até que sdo bem aceitas e utilizadas pelos estudantes
de matemadtica, sem muitas contestacoes. Se funcionam, ou pelo menos se afirmam isso,
entdo nao ha necessidade de investigar a veracidade dos fatos, afinal, as demonstracoes
matematicas ja ocupam o tempo dos estudantes. O ensino da Mecanica se resume entao as
meras aplicacoes de férmulas. Esses e muitos outros sao alguns resquicios de uma formacgao
secundarista ainda exigua presente em nosso pais.

O fato é que leis podem ser sintetizadas por um viés matematico assim como acontece
com os teoremas. Ha porém um sutileza em questao: teoremas sao resultados que podem
ser demonstrados muitas vezes por artificios puramente matemadticos, ao passo que as
leis surgem a partir de fenémenos observados e sistematicamente testados e marcam, na
maioria das vezes, generalizagoes de dificil percepgao.

Nao obstante, distinguir o empirico do abstrato nunca se revelou uma tarefa ficil. A
matematica é uma ciéncia fascinante em sua abstracao e, quando empregada na andlise de
problemas provenientes do mundo real, revela o seu poder transformador. Ha, portanto,
uma ag¢ao de mutua ajuda entre o homem e a matematica. Afinal, o que seria da sociedade
sem as modelgens do mundo fisico propostas por essa ciéncia? Previsoes do tempo por meio
de aparatos tecnoldgicos, maquinas, supercomputadores, por exemplo, sa0 comprovagoes
fisicas da interacado humano-ciéncia.

E o que dizer da Mecanica? Esta é de fato, assim como a matemadtica, uma ciéncia

universal. As leis que regem o movimento dos corpos e particulas consolidadas a partir
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do século XVI propiciaram todo o desenvolvimento tecnolégico dos séculos subsequéntes
e também culminaram nos diversos avangos em outros campos da Ciéncia.

Esperamos que esse trabalho contribua significtivamente para o ensino de Mecanica da
graduacgao em matematica, seja por seus aspectos tedricos-matemaéticos ou pela abordagem
um pouco mais “moderna”’ que adotamos, visto que a literatura brasileira ainda carece
de destaques algébricos e geométricos no tratamento de teorias até entdao concebidas e
ensinadas por muitos através de aspectos somente empiricos.

Sem mais a tratar, é fato que Galileu, Kepler e Newton influénciaram a humanidade e
nao apenas a sua ciéncia. Conceber a esséncia desta disciplina com tamanha profundidade
filosofica e matematica é reconhecer os esforcos dos homens que ao longo dos séculos

dedicaram suas histérias aos grandes entraves desta fascinante Ciéncia chamada Mecanica.
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