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RESUMO

Esta dissertacao busca apresentar um estudo com os resultados basicos sobre as isome-
trias no plano. O objetivo é proporcionar aos estudantes e professores do ensino basico
um material com linguagem matematica acessivel e pratica. Para isso, iniciamos com
um estudo de conceitos béasicos necesséarios ao entendimento do tema principal, passando
pela nocao de localizacao e distancia no plano, transformagoes geométricas e teoria de
grupos. Apds isso, é apresentada a definicao e as propriedades das isometrias. A partir
das composicoes de isometrias, sao apresentados dois teoremas: um de decomposicao e
outro de classificagao de isometrias, que garante serem apenas quatro, os tipos de isome-
trias no plano. Como as isometrias preservam as medidas e formas, apresentaremos um
estudo mais profundo sobre simetrias de um conjunto e grupos de simetrias que levara a

classificacao dos trés grupos de simetrias.

Palavras-chave: Isometrias no plano, Simetria, Grupos de simetria planas.



ABSTRACT

This dissertation seeks to present a study with the basic results on the isometries in the
plane. The goal is to provide students and teachers of basic education with material with
accessible and practical mathematical language. For this, we started with a study of basic
concepts necessary to understand the main theme, passing through the notion of location
and distance in the plane, geometric transformations and group theory. After this, the
definition and properties of the isometries are presented. From the isometry compositi-
ons, two theorems are presented: one of decomposition and the other of classification of
isometries, which guarantees to be only four, the types of isometries in the plane. As
the isometries preserve the measurements and forms, we will present a deeper study on
symmetries of a set and groups of symmetries that will lead to the classification of the

three groups of symmetries.

Keywords: Isometries in the plane, Symmetry, Groups of symmetries in the plane.
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INTRODUCAO

A Matematica é uma ciéncia que, cada vez mais, tem se mostrado importante nas
mais diversas areas da atividade humana. O conhecimento matematico e suas aplicagoes
sao de extrema importancia para o desenvolvimento da sociedade como um todo. Dessa
forma, é necessario que o ensino da Matematica seja muito consistente, tanto no ensino
fundamental, quanto no ensino médio.

Em sala de aula, a Matematica deve ser apresentada de modo que os alunos ob-
tenham um aprendizado mais significativo. Mas, infelizmente, o que se vé sao alunos
descontentes e revoltados no que diz respeito a Matematica. Ficam se perguntando qual
a importancia e necessidade de se aprender determinados conteidos passados pelos pro-
fessores.

Em muitos livros didéticos, a geometria, quando nao é deixada de fora, é apre-
sentada nos ultimos capitulos. Infelizmente, alguns professores seguem fielmente os livros
adotados em suas escolas, nao mostrando interesse em inovar e possibilitar aos alunos um
estudo pratico e mais significativo.

Quando se fala em transformacoes geométricas, por exemplo, é de maneira rapida
e, muitas das vezes, se limita a simetria axial, congruéncia e semelhanca de triagulos,
quando poderia explorar mais outras transformagcoes.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (1998, p.51), ¢ muito impor-
tante o ensino das transformagoes geométricas (isometrias, homotetias), pois propicia aos
alunos, desenvolvimento de muitas habilidades, como por exemplo, a percepcao espacial
e as relagoes de congruéncia e semelhanca.

Atualmente, estao disponiveis muitos recursos computacionais que muito auxiliam
no ensino e na aprendizagem da matematica, como é o caso dos softwares de geometria
dinamica, que tornam mais facil e mais atraente a apresentacao de relacoes e propriedades
geométricas que antes nao eram tao evidentes, podendo, dessa forma, motivar o aluno a

ficar mais atento e aprofundar mais os conteudos apresentados.



Em nossa pesquisa, vamos abordar as isometrias do plano, uma transformacao
geométrica que nao altera nem as dimensoes e nem a forma das figuras, e que tem uma
grande importancia tanto teoricamente, quanto na pratica.

A isometria pode ser abordada tanto de forma geométrica, quanto algébrica. Como
a proposta desse trabalho é propiciar aos professores do ensino basico, ferramentas para
suas aulas e, por considerar importante as duas abordagens, em todo o trabalho ambas
foram utilizadas, apesar da abordagem algébrica se sobressair em relagao a geométrica.

Em muitas das demonstracoes, temos como suporte figuras criadas com o software
de geometria dinamica GeoGebra, possibilitando uma maior percepcao das ideias envol-
vidas. Essa ferramenta é de extrema importancia para o professor em sala de aula, pois
o auxilia na criagao e na visualizacao de relagoes geométricas e algébricas.

O primeiro capitulo apresenta alguns tépicos e definicoes que sao pré-requisitos
para o estudo de isometrias, como localizagao e distancias entre pontos no plano, trans-
formacoes geométricas, pontos fixos, etc.

O segundo capitulo é o principal. E onde se apresenta e discute defini¢ao, propri-
edades e a classificacao das isometrias. E nesse capitulo que sera apresentada o teorema
da fatoracao das isometrias e os unicos tipos de isometrias possiveis.

O terceiro capitulo trara um estudo aprofundado sobre simetrias. A partir da
definicao de figura simétrica, sera apresentada a definicao de grupos de isometrias que
muito ird contribuir para a classificacao dos grupos de simetrias. Alguns exemplos dessa
classificacao foram apresentadas para permitir uma compreensao maior do conteudo.

Em todos os capitulos sao apresentados exemplos e aplicagoes para um maior
entendimento.

Para fazer esse estudo das isometrias, foram usados os livros “Isometrias e Orna-
mentos do Plano Euclidiano” de Ledergerber-Ruoff (1982), “Isometrias”, de Lima (1996)
e “Grupos de isometrias no plano ” de Spira (1996), um material usado no mini-curso da
XIV Escola de Algebra realizada pelo IMPA no mesmo ano. Para enriquecer ainda mais o
estudo, foram realizadas pesquisas em textos de outras dissertagoes abordando o assunto.
Esses textos sao citados no desenvolvimento dessa dissertacao e postos nas referéncias

bibliogréficas.



CAPITULO 1

CONCEITOS BASICOS

1.1 Localizacao na reta

Para falarmos de sistema de coordenadas na reta, tomamos um ponto O € r, o qual
chamamos origem, e a partir desse ponto, escolhemos uma das semiretas de r determinadas
por O, como sendo semireta positiva.

Dessa forma, fica estabelecida uma correspondéncia biunivoca f : r — R entre a
reta r e o conjunto dos nimeros rais, onde a cada ponto X € r corresponde um inico

nimero real f(X) = z, chamado de coordenada do ponto X, dada da seguinte forma:
e Se x pertence a semireta positiva, entao z = f(X) = d(X, O)
e Se x nao pertence a semireta positiva, entao x = f(X) = —d(X, O)

Dados os pontos X e Y sobre a reta r, se suas coordenadas sao x e y, respectiva-

mente, entao

d(X,Y) =z —y|l= |y — 2|

1.2 Localizacao no plano

De acordo com Lima (2007), um sistema de coordenadas é introduzido no plano m
quando se toma um par de eixos OX e OY, com origem comum O. Chama-se OX de eixo
das abcissas e QY de eixo das ordenadas. Por conveniéncia, que sera vista posteriormente,
considera-se os eixos OX e QY perpendiculares no ponto O.

Todos os pontos de OX e OY possuem coordenadas. Lembre-se que a notacao

R? representa o conjuntos dos pares ordenados (x,y) de nimeros reais. A escolha dos



eixos OX e OY permite definir uma bijecio 7 — R? que associa cada ponto P € 7 o
par (z,y) € R? onde x (abcissa do ponto P) é a coordenada do pé da perpendicular
baixada de P sobre OX, enquanto y (ordenada do ponto P) é a coordenada do pé da
perpendicular baixada de P sobre OY.

Yl\

P = (z,y)
L/ I ?

m N
O T X

Figura 1.1: Sistema de coordenadas no plano

Uma vez fixado o par de eixo OX e OY, os pontos do plano m podem ser represen-
tados por pares ordenados de niimeros reais e, de fato, serd escrito simplemente P = (z, )

para significar que = é a abcissa e y é a ordenada do ponto P.

1.3 Plano euclidiano

Chama-se plano euclidiano, ao conjunto R* = {A = (x,y);r,y € R}, onde R ¢é
o conjunto dos numeros reais e cada ponto desse plano tem sua coordenada escrita na

forma (z,y).

Definicao 1.3.1. Uma métrica em R? € uma funcdo d : R?* x R*> = R, que satisfaz as

sequintes condigoes, para quaisquer A, B e C € R:
(1) d(A, A) =0;
(i7) Se A # B, entdo d(A,B) > 0;
(1i1) d(A, B) = d(B, A);
() d(A,B) < d(A,C)+d(C,B)

Se d é uma métrica em R? entdo d(A, B) é chamada distancia entre os pontos A
e B.



Proposicao 1.3.1. Tem-se que a funcio d : R? x R* = R, dada por

d(Aa B) = \/(xl - ];2>2 + (yl - y2)27
onde A= (21,51) € R?* ¢ B = (29,12) € R?, é uma métrica em R

A demonstragao dessa proposigao pode ser encontrada em Mir (2014).

1.4 Transformacoes no plano

Em seus escritos, Rezende e Queiroz (2008), define uma transformagao no plano

da seguinte forma:

Definicao 1.4.1. Uma transformacdo no plano é uma fungao bijetiva do conjunto dos
pontos do plano sobre si mesmo. Se F € uma figura contida no plano, a imagem de F

pela transformagao ¢ € definida como p(F) = {p(P),P € F}.

Uma outra maneira de definir transformacao no plano é que: dado um plano II,
uma transformacgao ¢ em II é uma aplicagao ¢ : I — II que faz corresponder a cada
ponto P € Il um ponto @ = ¢(P) € II. O ponto ¢(P) chama-se a imagem de @) por .
(SILVA, 2013)

Veja abaixo um exemplo de transformacgao no plano.

Exemplo 1.4.1. Consideremos uma semicircunferéncia k, de centro M e diametro [AB],
onde o segmento de reta AB seja paralelo a reta r, tangente a k no ponto F. Chamamos

a semicircunferéncia sem os pontos A e B de semicircunferéncia aberta k;.

A M B

Consideremos a aplicagao S - r — kq,
Q={(X, X"Yerxk/X'=knNnMX}

Aos pontos mais afastados do ponto F, na reta r, correspondem os pontos mais

prozimos de A ou de B.



Defini¢ao 1.4.2. Dizemos que uma transformag¢ao o do plano fiza um ponto P se a(P) =
P. Além disso, dizemos que uma transformacdao o do plano preserva uma reta r do
plano, se VP € r, a(P) € a(r). Dizemos ainda que uma transforma¢ao o do plano fixa

uma reta v quando a(P) = P, VP € r.

1.5 Algumas notacoes para elementos do plano

Para esse trabalho, ficara estabelecida algumas notagoes que serao utilizadas, sendo

admitida fixada uma unidade de comprimento.

1. Ponto: o ponto sera representado por uma letra maitscula de nosso alfabeto, ou

pelo par ordenado que o representa no plano cartesiano. Por exemplo, ponto A ou

(T4,94).

2. Segmento de reta: o segmento de reta que passa pelos pontos A e B sera repre-

sentado por AB.

3. Semirreta: a semirreta de origem no ponto O e que contém o ponto A serd repre-

sentada por O4.

4. Medida de segmento: a distancia entre dois pontos A e B, que é a medida do

segmento AB, seré representada por AB.

5. Vetor: o vetor definido por dois pontos A e B, orientado na direcao de B serd
representado por 1@ .

6. Retas: a reta que passa contém o segmento AB serd representada por letras

minusculas de nosso alfabeto ou da seguinte maneira A§.

7. Angulo: o angulo de vértice O cujos lados sdo as semirretas % e OR sera indicado
por AOB.

8. Transformacgoes no plano: serao representadas por letras gregas mintusculas.

1.6 Grupos

Defini¢ao 1.6.1. (Relagdo bindria) Sejam x ey dois elementos quaisquer de um con-
gunto G. Diz-se que * € uma operagao bindria definida em G, ou lei de composicao interna
em G se, e somente se, ao par ordenado (x,y) de G X G corresponde, pela operac¢ao *,

um unico elemento de G, que se designa por x * .



*x:GxG—=d

(x,y)—z=1xx*y

Defini¢ao 1.6.2. (Grupo) Um grupo é uma estrutura da forma (G, %), constituido de
um conjunto G' nao vazio e uma operacao bindria x : G X G — G, que satisfaz as sequintes

propriedades:

e Associatividade: Vx,y,z € G, tem-se (v xy) * z = x * (y * 2)
o Fristéncia do elemento neutro: d e € G, Vo € G, tem-sexxe=e*xx ==

o Existéncia do elemento inverso: Ve € G, 32 ' € G, tal que xxx ' =ax ' xx =

Tem-se que os elementos neutro (e) e inverso (') sdo tnicos.

Observacao: Um grupo (G, x) diz-se comutativo ou abeliano se, alem das propriedades

anteriores, tiver a seguinte propriedade:

Ve,ye Gixxy=yx*x



CAPITULO 2

[SOMETRIA

Considere uma figura F no plano. Se for imposto a F um deslocamento nesse plano
de tal modo que sejam mantidas as dimensoes e sua forma, teremos que essa nova figura
sera, visualmente, idéntica a primeira, ou seja, serao congruentes.

Uma transformacgao geométrica é uma aplicacao que a cada ponto do plano faz
corresponder um possivel outro ponto do plano. Segundo Ledergerber-Ruoff (1982), o
conceito de transformacao geométrica surgiu principalmente considerando os movimentos
rigidos, nos quais sao mantidas forma e dimensoes ap6s o movimento no plano. Geometri-
camente, em uma transformacao rigida de um objeto, o movimento nao muda o tamanho
da figura e nem altera a esséncia, comparando-se a forma inicial do objeto.

Por exemplo, seja M um ponto de uma figura, onde M ocupa a posicao P no
espaco, antes do movimento e seja P’ o ponto correspondente a P, ocupado por M depois
do movimento. Se P é levado em P’ e Q em @', nesse movimento os segmentos PQ e
P'Q)' sao congruentes, por que cada um deles corresponde a um segmento fixo entre dois
pontos da figura. As transformacoes que possuem essas caracteristicas sao as isometrias

que serao estudadas a seguir.

2.1 Definicao

Ledergerber-Ruoff (1982) dedica todo o capitulo 2 de seu livro ao estudo das iso-
metrias no plano euclidiano (objeto desse estudo) e define isometrias da seguinte maneira:
“uma aplicacao de Ps em Pg, que conserva distancias, chama-se isometria, isto é, se ()
é uma isometria, e P e @ dois pontos arbitrarios, e se P = (P)Q e Q = (Q)Q, entdo
|PQ| = |PQ|” (p. 58). Aqui a autora indica Pg para representar o plano euclidiano e
(P)Q) para indicar a imagem de P por ).

Ja Lima (1996), d4 a seguinte definigdo de isometrias no plano: “Uma isometria



entre os planos m e ' é uma funcao 7' : m — 7’ que preserva as distancias. Isto significa
que, para quaisquer pontos X, Y € 7, pondo X' =T(X) e Y' =T(Y), tem-se d( X', Y') =
d(X,Y)” (p. 13). O autor usa d(X,Y) ou XY para indicar a distancia entre esses pontos
no plano, ou seja, o comprimento do segmento de reta XY.

Abaixo, tem-se a definicao de isometria que sera usada nesse trabalho. Adianta-
se que nesse trabalho serd usado E = R? para se referir ao conjunto de pontos do plano
euclidiano, em que foi fixada uma unidade de comprimento, e a para indicar uma isometria

qualquer nesse plano. Isto permite apresentar a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1.1. Uma tsometria é uma aplicacao o : E — E que preserva distancias,
isto €, para quaisquer pontos P, @ € E, pondo P' = a(P) ¢ Q' = a(Q), tem-se d(P', Q") =
d(P, Q).

Dessa forma, as figuras F} e F, contidas em [E, serao isométricas ou congruentes

se, somente se existir uma isometria a que transforme F; em Fj, ou seja,

F2 = Oé(Fl)

Exemplo 2.1.1. Seja a aplicagio T : E — E, definida por T(x,y) = (I Yt —i—y).

V2 V2

Dados A = (a,b) e B = (¢, d) pontos de E, verifique se T' é uma isometria aplicando a

definicao.

a—b a+b c—d c+d
Resolugao: Tem-se que T'(A) = (—, — ) eT(B) = , implica
V2 V2 V2V

aare)? = (3-8 (-
B (a—b—c+d)2+<a+b—c—d>2
- V2 V2
1 2 1 2
= §(a—b—c+d) +§(a+b—c—d)
B %[(a—b—c+d)2+(a+b—c—d)2]
_ %(2a2+2b2+202+2d2—4ac—4bd)

= (a®* +b* + 4 d* — 2ac — 2bd)
= (a—c)*+ (b—d)?

Assim,

d(T(A),T(B)) = V/(a—c)*+ (b—d)* = d((a,b), (c,d)) = d(A, B)

Portanto, T' é uma isometria.
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2.2 Propriedades da isometria

Apresentaremos a seguir algumas proposicoes referentes a isometria, algumas com
prova imediata. As proposi¢oes que serdo apresentadas e demonstradas a seguir foram

em sua maioria baseada nos escritos de Ledergerber-Ruoff, Lima e Spira.
Proposicao 2.2.1. Toda isometria o leva pontos distintos em pontos distintos.

Proposicao 2.2.2. A imagem do segmento de reta PQ) por uma isometria o € o segmento

de reta P'Q’, onde P' = a(P) ¢ Q' = a(Q).

Demonstragao: Com efeito, dado um ponto Z € PQ e seja Z' = a(Z). Entao

7ePQePQ=P7Z+2Q
RN P/Q/ = Pz + Z/Q/
= 7' e P'Q)f

Dessa forma, temos que, se o ponto Z esta entre os pontos P e (), entao sua imagem

Z', também esté entre as imagens de P e Q.

Proposicao 2.2.3. Seja ABC um triangulo e o uma isometria. Entao os triangulos ABC

e a(A)a(B)a(C) sao congruentes.

Proposicao 2.2.4. Toda isometria é uma bijecao, e a inversa de uma isometria também

é uma isometria.

Demonstracao: Seja o uma isometria; a definicao implica imediatamente que « é uma
aplicagao injetiva (Proposi¢ao 2.2.1). Vamos agora mostrar que « é sobrejetiva. Seja H
um ponto qualquer de E e P, @ pontos distintos e com imagens P’ = a(P) e Q' = a(Q),
tais que H ¢ P'Q'. Considere o tridngulo HP'Q’; temos que esse triangulo é um dos
quatro triangulos congruentes H; P'Q’ que possuem P'Q’ como lado, sendo 1 < i < 4.
Entao existem outros tantos triangulos congruentes a estes da forma T;P(@). Segue da
proposicao anterior e do fato de « ser injetiva que os H; sao imagens dos 7T;; em particular,
H ¢é imagem de algum desses T;, o que mostra que « é sobrejetiva, permitindo afirmar
que o é uma bijecdo e, portanto, existe a transformacéo inversa o',

Sejam P, Q' € E e P e @ suas imagens por a~ . Tem-se que « aplica P e @) sobre

P’ e @', respectivamente. Como o é uma isometria, temos:
| o™ (P)a Q) |=| PQ |=| P'Q'|,
0 que mostra que o~ ! é uma isometria.

Proposigao 2.2.5. Se a € uma isometria e r é uma reta, entao a(r) também é uma reta.



11

Demonstracao: Com efeito, seja r C E uma reta, P, Q) € r pontos distintos e ' uma reta
determinada por a(P) e a(Q). Dado qualquer X € 7, se a(X) ¢ r’ entao a(P)a(Q)a(X)

é um triangulo nao degenerado; aplicando a proposicdo anterior a o

concluimos que

PQX também é um triangulo nao degenerado, o que é uma contradi¢ao. Logo a(X) € 7/,
g / / . . s —1

e concluimos que «(r) C r'. Trocando r e r’ e repetindo o raciocinio para o™ obtemos

que o *(r') C r, ou seja, ' C a(r), donde afr) =1’

Proposicao 2.2.6. Toda isometria preserva a medida dos angulos, isto €, a imagem de

um angulo POQ por uma isometria o, é um angulo congruente P'O'Q’.

Demonstracao: Sejam as semiretas de origem comum O_f; e %, e sejam P’ = «a(P),

O0'=0a(0) e Q' = a(Q). Tem-se que O'P = a(OF) e O’_Q)’ = a(%).

Qr

o’ p’

Figura 2.1: Isometria preserva angulo

Temos pela isometria o que
0P| = |O"P'], |0Q| = 10'Q'| e |PQ| = [P'Q|

Logo, os dois triangulos A(OPQ) e A(O'P'Q") determinados sdo congruentes pelo caso
LLL e, portanto, POQ = P’a\’Q’.

Corolario 2.2.1. Uma isometria preserva o perpendicularismo entre retas, isto €, seja «

uma isometria e r el duas retas. Se rLl, entao r' Ll', onde ' = a(r) e l' = a(l).

Corolario 2.2.2. A imagem de qualquer poligono por uma isometria € um poligono con-

gruente ao original.

Proposicao 2.2.7. Se uma isometria o fixa dois pontos distintos de uma reta r entao

a(P) = P para todo P € r.

Demonstrag¢ao: Sejam dois pontos P, () € r distintos e fixos por r, ou seja, P = a(P) e
Q = a(Q). Se existisse um ponto X € r tal que X' = a(X) # X entdo, como se tem
d(P,X) = d(a(P),a(X)) = d(P,X"), o ponto P seria o ponto médio do segmento X X'.
Analogamente, ) também o ponto médio desse mesmo segmento X X’. Logo P = Q.

Tem-se aqui uma contradigao, pois P e () sao distintos.
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Proposicao 2.2.8. Se uma isometria o possui trés pontos firos nao colineares entio o €

a tdentidade.

Demonstragao: Seja o uma isometria e P, Q) e R pontos pertencentes a E, tais que a(P) =
P, a(Q) = Q e a(R) = R. Considere ainda um ponto arbitrario X € E nao pertencente
a nenhuma das retas determinadas pelos pontos P, () e R que sao fixas ponto a ponto
por «, como visto na proposicao anterior. Se tracarmos por X uma reta r que intercepte
o triangulo PQ) R em pelo menos dois pontos distintos, temos que esses dois pontos serao
fixos por « e r também é fixa ponto a ponto por a. Portanto, a(X) = X, concluindo que
a € a identidade.

Nesse escrito vamos nos referir a aplicacao identidade como Id.
Proposigao 2.2.9. A composta de duas isometrias €, ainda, uma isometria.

Demonstracao: Sejam « e 3 duas isometrias no plano. Queremos mostrar com isso que
d((ao B)(X), (a0 B)(Y)) =d(X,Y), para todo X, Y € E. Temos, entao que:

d((a o f)(X), (a0 f)(Y)) = dla(B(X)),a(B(Y)))
= d(B(X),B(Y)),pois a é isometria.
= d(X,Y),pois (3 é isometria.

Portanto, o o § é uma isometria.

No restante desse trabalho, para facilitacao da escrita, a composicao « o 5 de

isometrias serd escrita como af.

Proposicao 2.2.10. O conjunto de todas as isometrias do plano, denotado por Iso(E),

munido da composicao de isometrias € um grupo.

Demonstracao: Para isso, basta verificar se as condi¢oes de um conjunto ser grupo sao

vélidas para Iso(E).
(7) Pela proposigao (2.2.9) a composta de isometrias é uma isometria.

(77) A composicao de isometrias é associativa, pois considerando «a, 8, ¢ : E — E, tem-se

que, para todo P € E,
[(poB)oal(P) = (pof)(a(P)) =e(B(a(P))) =po((Boa)(P)) =[po(Boa)l(P)

(27i) A aplicagao identidade Id : E — E definida por Id(P) = P, para todo P € E é uma
isometria. Pois, d(P,Q) = d(Id(P),1d(Q)),V P, Q € E. Assim, Idoa = awold = «,

portanto /so(E) tem elemento neutro.
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(iv) Pela proposigao (2.2.4) todas as isometrias tém uma isometria inversa que, ainda, é

uma isometria.

Proposicao 2.2.11. Sejam « e [ isometrias. Se existirem em E trés pontos ndao coline-
ares P, Q e R tais que a(P) = B(P), a(Q) = 5(Q) e a(R) = B(R), tem-se que a = 3,
isto €, a(X) = B(X) para todo X € E.

Demonstragdo: Com efeito, nas condicoes acima descritas a isometria o' 3 deixa fixos os

pontos P, Q e R, logo a™ '3 = Id, ou seja, a = .

Conhecidas as principais propriedades das isometrias no plano, serao apresentados

exemplos dessas transformagoes.

2.3 Exemplos de isometrias

O exemplo mais 6bvio de isometria é a fungao identidade Id : E — E, que como
ja dito vamos representar por Id. Vejamos alguns outros exemplos de isometrias e suas

propriedades.

2.3.1 Translacao

Definigao 2.3.1. Considere um vetor v do plano. Uma translacao de vetor v € uma

—

>
funcao Tz que a cada ponto P do plano faz corresponder um ponto P’ tal que PP’ = v.

Escrevemos a translacao pelo vetor ¢ como:

T{;(P):P—FU

Sendo o ponto P = (x,y) e um vetor v = (xg, yo), temos que a expressao analitica

da transla¢ao 73(P) = P’ é dada por:

P'=75(P) = (x,y) + (%0, Yo) = (x + xo,y + Yo)

Figura 2.2: Translacao por um vetor ¢/
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Proposicao 2.3.1. A translagdo é uma isometria.

— —
Demonstragao: De fato, dados P’ = 73(P) e Q' = 73(Q), temos que PP' = ¢ = QQ'.
Isto é, os segmentos PP’ e QQ' determinados sao equipolentes e, portanto, PP'QQ’ é
um paralelogramo. Logo, temos d(P', Q") = d(P,Q). A translagdo obedece as seguintes

propriedades:

o TiTs = Tyrs = TsTa, Para quaisquer i, v € R%

-1
[ ] 7'17 = T_7

e Seléuma reta e 7 # 0 entdo 75(1) = se, e somente se [ || 7.
e s=ldei=0< 7#(P) = P para algum ponto P.

Exemplo 2.3.1. Duas retas a e b estao representando dois passeios opostos de uma
avenida. Em que pontos M e N, M € a e N € b deve-se colocar uma faiza de pedestres
(perpendicular aos passeios), de modo que, uma pessoa localizada no ponto A possa ir

para o ponto B, passando pela faira, fazendo o menor percurso?

Resolugao: Para que o caminho de A para B seja o minimo, temos que o trajeto A — M —
N — B sao dados por segmentos de retas.

Seja @ o vetor distancia da reta a a reta b, e A" = 73(A). Temos:
—
AA"=MN = 4.

O caminho A— M — N — B tem o mesmo comprimento do caminho A— A’'— N — B.
Este tltimo percurso tem comprimento minimo se A'— N — B estao num mesmo segmento

de reta.

Pela construcao, vemos que as retas AM e N B sao paralelas, se caminho A — M —

N — B tem comprimento minimo.
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2.3.2 Reflexao por uma reta

Definigcao 2.3.2. Seja r uma reta. A reflexao por uma reta r € a fungao o, que a cada
ponto P do plano associa um ponto P' = o,(P) tal que a reta r é a mediatriz do segmento
PP, ou seja, P' € o simétrico de P em relacao a reta r.

P

=

R\ TEEY SRR T

Vamos determinar analiticamente a reflexao por uma reta r. Para isso, considere
um vetor U = (a, b), paralelo a r.

Sejam a reta r : —bx + ay = c e os pontos P = (z,y) e P' = (2/,y') distintos.
Temos que, como P’ é simétrico de P pela reta r, entao r é mediatriz do segmento PP,

ou seja, o ponto médio M do segmento PP’ pertence & r e PP’ é perpendicular a r.

pd X

Figura 2.3: Reflexao de P por uma reta r qualquer

v+ y+vy .
Como o ponto M = ( —; ’y 2y) € r é ponto médio de PP, temos que

/ /
—b (a: ; ’ ) +a (y —; i ) = ¢ e para satisfazer PP’ Lr, temos que ter (PP’ (a,b)) =0,

assim a(z’ —z) + b(y —y) = 0.
Resolvendo o sistema abaixo, determina-se as coordenadas de P’ = (2, y') dado

um ponto P = (z,y) qualquer.

+ +y
_b<x2x)+a(y2y)=c ay —ba'=2c+bz—ay ()
(17)

a(x'—m)+b(y'—y):O aac/—i-by/:ax—l—by

ar + by — ax’

, que substituindo em (I),

De (II), temos ¢’ =
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b

a’x + aby — a
b

a’x + aby — a’x’ — b*z' = 2bc + b2z — aby

b _ !
G<M>_bx/:mbx_ay

21,/
— b2’ = 2c+ bxr — ay

a’x + aby — b*x + aby — 2bc = a2’ + b*a’
,  a*x + 2aby — 2bc — b*x

a? + b?
Que substituindo em 7/, temos
/ ar +by —a <a2$+2ig%;%bc_b2$>
oo b
, d’x+ab’r +a’by 4+ by — o’z — 2a’by + 2abe 4 ab’x
o= b(a? + b?)
, b(2abx 4 a*y + b’y — 20y + 2ac)
vy b(a? + 02)
;o b2y + 2abx + 2ac — a’y
vy = a2 + b2

Portanto, dada uma reta r : —bx + ay = ¢ e um ponto P = (x,y) temos que a

reflexao do ponto P pela reta r é dada por:

P ap)-

a’x + 2aby — 2bc — b*x by + 2abx + 2ac — a’y
a? + b? ’ a? 4 b?

Veja a seguir o exemplo de reflexdo do ponto P = (2, 1) pela reta —x 4+ y = 1:

1 S
/ P=(21)

1 2

>
3

Figura 2.4: 0,(P),sendor: —x +y =1

Veja que no caso particular em que a reta r é paralela aos eixos Oz e Oy (y = k
e © = k, respectivamente), temos que, se y = k, entao P’ = (z,2k — y), pois nesse caso
7= (1,0) e se x = k, entao P' = (2k — x,y), pois nesse caso 7 = (0, 1), conforme figura a

seguir:
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Ay l\y r
3 o P'=(2,3) 3
P =(1,2) P =(3,2)
— 2 2 ®------3------ )
1 i P=(21) 1
RS X
1 2 3 1 3
Figura 2.5: r 1y =2 Figura 2.6: r : x = 2

Proposicao 2.3.2. A reflexao por uma reta r € uma isometria.

Demonstracao: Para provar que a reflexao por uma reta é uma isometria, basta mostrar
que, quaisquer que sejam os pontos P e @ e suas imagens P’ e Q' por o,, vale |PQ| =
Q).

Temos assim, quatro casos a considerar:

a) Se P e @ pertencem a 7, entao P = P’ ¢ Q = Q' e, portanto, vale a afirmagao
de ser isometria.

b) Se P nao pertence a 7 e @) pertence a r, isto é, Q@ = Q'. Seja F a projegao
ortogonal de P sobre a reta r. Se @Q = F, temos imediatamente |PQ| = |P'Q’|.

Se Q # F, os triangulos A(FPQ) e A(FP'Q") = A(FP'Q) sao congruentes, pois
tem um angulo reto entre dois lados congruentes. Logo, |PQ| = |P'Q'|. Quando P

pertence a r, e () nao pertence a r, a demonstracao é analoga.

c) Se nem P e nem @ pertencem a 7, consideremos F' e G as projecoes ortogonais

de P e @, respectivamente, sobre 7.
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Se F' = @G, segue de imediato que |PQ| = |P'Q'|.

Se F' # @G, temos da mesma forma que no item b), que os triangulos A(PFG) e
A(P'F@G) sdo congruentes e PGQ = P'GQ’. Logo, pelo caso LAL, os tridngulos A(PGQ)
e A(P'GQ') também sao congruentes. Portanto, |PQ| = |P'Q’|.

d) Se P e @ estiverem em lados opostos em relagao a r. Sejam F' e H as projegoes
ortogonais dos pontos P e () sobre a reta r e G a intersecao de P(@) com a reta r.

Os triangulos retangulos GFP e GFP' tém cateto GF em comum e FP = FP'.
Logo, GP = GP'. Da mesma forma, GQ = GQ'. Assim os triangulos GPP' ¢ GQQ' sio
isosceles, portanto suas medianas sao bissetrizes: PGF = FGP' e Q@H =H @Q’. Por
outro lado, PGF = Q@H pois sao opostos pelo vértice.

Q/

Entdo, PGP = QGQ'. Como QGQ' ¢ o suplemento do angulo PG, segue-se
que PGP também ¢, logo P, G e (' sdo colineares.

Portanto,

PQ =PG+GQ =PG+GQ=PQ

Dessa forma, temos que a reflexao por uma reta é uma isometria e gozam das

seguintes propriedades:

e 0, # Id, qualquer que seja r.

° 03 = Id, o que é equivalente a 0, ' = 0,.

Veja algumas situagoes resolvidas com o uso de reflexao em retas nos exemplos

abaixo.

Exemplo 2.3.2. Determinar a equag¢ao da reta r, sendo r o eixo de reflexao dos pontos
A=(8,5) e B=(0,9).

Seja P = (x,y) um ponto genérico. Se P € r entao, P é equidistante aos pontos

A e B. Assim, temos que:
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d(P,A) = d(P,B)
VE=82+y—5?2 = V(&—02+(y—9)?
22— 16z +64+1y> — 10y +25 = 2°4+y° — 18y + 81
—162 — 10y +89 = —18y + 81

—16z+8y+8 = 0
—2z+y+1 = 0

Logo, a equacao daretar ér: —2xr+y+1=0.

Exemplo 2.3.3. Considere um plano dividido em dois semiplanos por uma reta l. Num
destes semiplanos considere dois pontos A e B, como mostra a figura abaixo. Vamos

considerar um ponto X, qualquer, em [.

Prove que, AX + X B terd o menor comprimento possivel se X € A'B, onde A" €

o simétrico de A em relacao a reta l.

Resolucao: Seja A’ o simétrico de A em relacao a reta [. Devemos provar que AX +XB <
AY + Y B, qualquer que seja Y € [ com Y # X.
Vamos considerar o caso em que Y estar a esquerda de X, pois para o caso onde Y estar

a direita é feita de maneira analoga.
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Figura 2.7: Distancia minima

Considere o triangulo AA'"Y B. Por desigualdade triangular, temos que:

AB < AY+YB
AX+XB < AY +YB pela definicao de reflexaio A’X=AX ¢ A’Y=AY
AX+XB < AY +YB

Logo, AX + X B terd o menor comprimento possivel se X € A'B, onde A’ é o

simétrico de A em relacao a [.

Exemplo 2.3.4. Considere um triangulo ABC, com angulo agudo em C'. Dado um
ponto P no interior desse triangulo, determine o menor caminho para ir de P ao lado

BC, passando pelo lado AC' e retornar a P.

Resolugao: Esse problema se resume em encontrar o triangulo de menor perimetro com
vértice em P, num ponto sobre AC' e num ponto sobre BC'.

Seja P’ o simétrico de P em relacao ao lado AC' do triangulo e P” o simétrico de
P em relacao ao lado BC.

Tem-se que os segmentos P’ P” intercepta AC' num ponto M e BC num ponto N.
Pela definicao de reflexao, tem-se PPM = M P e PN = NP".
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P//

Figura 2.8: Triangulo PMN de perimetro minimo

Dessa forma, pelo exemplo anterior, sabemos que PM + MN serd minima se
M € P'N e que PN + NM serd minima se N € P"M.

Conclui-se, entao que, os pontos M e N, dados nas condi¢oes acima, pertencem ao
segmento P'P".

Assim,

P'P"=PM+MN+NP"=PM+MN+NP=P—-M—-N-P

sendo o percurso P — M — N — P, o perimetro do triangulo PMN.

Veja que, para quaisquer outros pontos genéricos X € AC e Y € BC, diferentes
simultaneamente de M e N, o triangulo PXY terd peimetro maior que o perimetro do
triangulo PM N.

Considere P'X, reflexdo do lado PX do tridngulo PXY em relacio ao segmento

AC, e YP" areflexao do lado Y P em relacao ao segmento BC', dados na figura seguinte.

/
154 A

Figura 2.9: Triangulo genérico PXY
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Tem-se, assim que, a poligonal P’ XY P” cujo comprimento dado por P’X + XY +
Y P” é maior que o segmento P'P”, devido ao fato de que a menor disancia entre os pontos
P’ e P" ser dada por um segmento de reta.

Pontanto, o menor caminho para ir de P ao lado BC, passando pelo lado AC' e

retornar a P é quando os pontos M e N estao sobre o segmento P’ P”.

2.3.3 Rotacao

Antes de definir rotacao, necessitamos das nocoes de angulo e de angulo orientado.
Segundo Rezende e Queiroz (2008),

. um angulo é determinado pela uniao de duas semirretas que
tém a mesma origem, mas nao estao contidas numa mesma reta.
Se um angulo é formado pelas semirretas % e % entao essas
semirretas sao chamadas lados do angulo, e o ponto O é chamado

vértice do angulo. (p. 21)

Ainda segundo os mesmos autores , um angulo orientado ¢é aquele no qual estao
bem determinados o sentido de abertura do angulo, indicando seu lado inicial, que é
chamado origem do angulo, e seu lado final, a extremidade.

Na figura abaixo, temos um angulo formado pelas semiretas % e %, no qual
foi escolhida a semirreta % para seu lado inicial, e a semirreta Oj, para o lado final.
Desse modo, o angulo esta orientado de % para Oj e o denotamos por AOB. Sendo O

o vértice desse angulo.

Figura 2.10: Angulo orientado AOB

Defini¢ao 2.3.3. Seja O um ponto do plano e 6 (0 < 6§ < 2w) um dngulo orientado no
sentido positivo (anti-hordrio). A fun¢ao que tem O como ponto fixo e aplica todo ponto
P #+ O no ponto P', tal que o dngulo POP =0 ¢ |OP| = |OP'|, chama-se rotagao de

centro O e angulo 0, e € indicada por po.g.

Temos que o ponto O é o centro de rotagao e o angulo 6 é chamado de angulo de

rotacao.
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P' = po(P)

Vamos determinar analiticamente a rotacao de centro O e angulo 6. Temos entao
dois casos a considerar: uma rota¢ao com centro na origem O = (0,0) e uma rotagao com
centro num ponto O" # O.

1) O =(0,0)

Neste caso, temos uma rotagao po em torno da origem. Sejam O = (0,0), P =

(z,y) e P = poe(P) = (2,y).

P'(a',y")

o) cos ¢ ]

Considere ¢ como o angulo formado entre o segmento OP e o eixo Ox no sentido
positivo. Entao P = (z,y) = (|JOP| cos ¢, |OP|sen ¢). Assim,

(IOP|cos (¢ +60),|OP|sen (¢ + 0))

(|JOP|(cos ¢ cos — sen ¢psend), |OP|(sen ¢ cos O + sen 6 cos ¢))

= (JOP|cos¢pcost — |OP|sen¢send, |OP|sent cos ¢+ |OP|sen ¢ cosb)
(

zcost —ysenf, xsend + ycosh)
Logo, P' = poy(P) = (z-cosf —y-senf,z -senf +y - cos6)

2) 0" = (a,b) # (0,0)

Vamos determinar a rotagao de centro O' = (a,b), P = (x,y) e P' = poo(P) =
(@, y).

Considere o sistema T7O'y de origem O’ transladado do sistema zOy pelo vetor
v = (a,b).
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Ay +g
’ I P’
Yr------ Ll .
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I
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"""" [~f vt p
| 0 !
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Figura 2.11: Rotagao com centro fora da origem

Temos que a correspondéncia de coordenadas de P entre os eixos se faz da seguinte

forma: T=1x—a ey =x —b. Assim, a rotagao de P referente aos eixos TO'y é dada por
P'=((x —a)cosf — (y —b)senb, (x — a)send + (y — b) cos b))

E como essa rotagao é obtida a partir da translacao por v = (a,b) da rotacao de

centro na origem temos que, no sistema xQOy
P = po0(P) = ((x —a)cost — (y —b)send + a, (xr — a)send + (y — b) cos§ + b)
Encerrando assim, as possiveis rotacoes no plano.
Proposigao 2.3.3. A rotacao de centro O e angulo 6 é uma isometria.

Demonstracao: Sejam os pontos O, P e () nao colineares e um angulo 6 qualquer e, sejam

também, os pontos P’ = poe(P) e Q' = poy(Q). Observe a figura abaixo.

Figura 2.12: Rotacao é isometria

Pela definicao de rotacao, temos que OP = OP' e OQ = OQ' e sabemos que
POP = QOQ'. Mas,
QOP = QOQ — POQ' =0 — POQ'
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Q'OP' = POP' — POQ' =6 — PO’

Logo, QOP = Q'OP’. Entdo pelo caso LAL temos que A(POQ) = A(P'OQ') o
que prova que PQ = P'Q)'. Portanto, a rotacao de centro O e angulo # é uma isometria

e possui as seguintes propriedades:
° po7921d<:>(9:0

® P0,6P0yp = POb+y = POWPO.6-

e Se § =7, entdo P’ = po(P) = 0o(P), ou seja, os pontos P, O e P’ sao alinhados

e 0o ¢ a reflexao central pelo ponto O.

P’ o P

Figura 2.13: Reflexao pelo ponto O

Exemplo 2.3.5. O ponto A = (=3,2) faz parte de uma figura que passou por uma
rotagao de centro C' = (=2, —2). Determinar a imagem desse ponto apds a transformagao,
sabendo que ele possui ordenada igual a —3 e a rotagao € com o menor angulo no sentido

anti hordrio.

Pela definicao de rotacao, a distancia entre um ponto e o centro de rotagao é a
mesma distancia entre esse centro e a respectiva imagem desse ponto.

Aplicando a férmula da distancia entre esses pontos temos:

d(A,C) = d(A,0)

V(2= (=3)2+(-2-2 = V(-2—-2+ (-2~ (-3))?
124+ (—4)? = 4+40+2°+1°

16 = 4+ 4x + 22
0 = 2°+4x—12

Resolvendo a equagao acima, temos que: = —6 ou z = 2. Logo, os pontos

possuem coordenadas (—6, —3) ou (2, —3). Observe o grafico abaixo:
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Pelo grafico acima, temos que o ponto obtido com a rotacao de menor angulo foi
o ponto A" = (-6, —3).

2.3.4 Reflexao deslizante

Defini¢ao 2.3.4. Seja uma reta r e um vetor © # 0, com ¥ || r, chama-se reflexio
deslizante o funcao que a cada ponto P do plano associa o ponto P', que é obtido através
da reflexao em torno da reta r, chamada de eivo, sequida da translacdo pelo vetor .
Assim, a reflexao deslizante do ponto P ¢é dada por P' = 13, = 150,(P), ou seja, temos
que a reflexao deslizante é a composicao de uma reflexao pela reta e uma translacao por

um vetor paralelo a essa reta.

<L
4
Q

Figura 2.14: Reflexao deslizante

Vamos determinar analiticamente a reflexao deslizante. Para isso, considere a reta

r: —br+ay = ce o vetor U = (a,b), paralelo a r. Como a reflexdo deslizante é a
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composicao de uma translagao com uma reflexao, temos que sua representacao analitica
é dada por uma reflexao por r seguida de uma translacao pelo vetor v.
Portanto, dada a reta r, o vetor ¥ = (a,b) e um ponto P = (x,y) temos que a

reflexao deslizante do ponto P ¢é dada por:

2 Cop. 2 ) o,
P/:TﬁUT(P):<ax+2aby 2bc ba:+ b’y + 2abx + 2ac ay—l—b)

(12 + b2 a, (12 + b2

Proposicao 2.3.4. A reflexao deslizante é uma isometria.

Demonstracao: De fato, temos que a reflexao por uma reta e a translacao por um vetor
sao isometrias. E, como ja visto, a composicao de isometrias ¢, ainda, uma isometria.

Portanto, a reflexao deslizante é uma isometria e obedece as seguintes propriedades:

o 75, # Id quaisquer que sejam r e U.

-1
® 7'17’7, = T—gr-

e Se 7 # 0 entdo 74, (P) # P para todo P.

e Se P é um ponto arbitrério e P’ = 73,.(P) entdo M € r, sendo M o ponto médio do

segmento PP’

Exemplo 2.3.6. Veja que na figura abaizo, sao dados uma retar: —x +y =1, o vetor
v = (1,1), paralelo ar e o ponto P = (3,1). Tem-se que, a imagem de P pela reflexio em
r é H=(0,4) e que, transladando esse ponto pelo vetor ¥ chega-se ao ponto P' = (1,5)

que € imagem de P’ na composicio dessas fungaes, ou seja, (1,5) = 150,(3,1)

Figura 2.15: Reflexao deslizante do ponto P = (3,1)
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2.4 Composicao de isometrias

Sabe-se que a composicao de isometrias ¢, ainda, uma isometria. Nesta secao
serd estudado o resultado de algumas dessas composigoes de isometrias. Principalmente,
as composicoes com reflexdes. Esses resultados levarao a classificacao das isometrias
apresentadas na se¢ao seguinte.

Dada a importancia da composigao entre reflexoes, sera apresentada, inicialmente,

uma proposicao com a composicao entre reflexoes em retas paralelas, demonstrada por
Mir (2014).

2.4.1 Composicao de duas reflexoes em retas paralelas

Proposicao 2.4.1. Sejam o, e oy duas reflexoes em torno das retas r e s, respectiva-
mente. Ser e s sao retas paralelas distintas, entao o = 040, € a transla¢ao por um vetor

Tz perpendicular as retas e de comprimento igual ao dobro da distancia entre elas.

Demonstra¢ao: Considere P um ponto no plano. Suponha que P estd num dos semiplanos
determinados por r e s esta no outro e, além disso, que a distancia de P a r é menor ou
igual que a distancia d entre as retas r e s. Os demais casos sao analogos.

AV
p

P/

Figura 2.16: Composigao de duas reflexdes em retas paralelas

Seja P’ = 0,(P) e P" = 04(P'). Entao P" = o,0.(P) = a(P). Tome H o ponto de
intersecao da reta r com o segmento PP’ e H' o ponto de intersecao da reta s com o
segmento P'P”.
Pela definicao de reflexao conclui-se que os pontos P, P’ e P” sao colineares.
—
Considere o vetor ¥ = 2HH'. Entao o vetor ¥ é perpendicular as retas r e s e o
. / . — 7 f /177
seu comprimento é 2d. E ainda, temos que v =2HH' =2(HP' + P'H').
Como os pontos P, H e P’ sao colineares, pela definicao de reflexao, e o segmentos
/o T_} { : /Tl / j/
PH e HP' sao congruentes, segue que PH = HP'. Da mesma maneira que P H" = H P".

Assim,

G—HP +HP + PH + PH = PH+HP + PH + PP' = pP + PP’ = pp’
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Logo, 7(P) = P+ &= P+ PP’ = P" = a(P).

Portanto, « é a translagao por um vetor ¢ que é perpendicular as retas r e s e tem
comprimento igual ao dobro da distancia entre essas retas, sendo o sentido desse vetor de

r para s.

2.4.2 Composicao de trés reflexoes em retas paralelas

Proposicao 2.4.2. Sejam o,, o e o4 as reflexoes em torno das retas r, s e t, respecti-
vamente. Se r, s et sao retas paralelas distintas, entao o = 0,040, € uma reflexao em

torno de uma reta u paralela as essas retas, sendo que a reta u € unica.

Demonstracao: Considere P € E, um ponto. Seja P’ a imagem do ponto P por reflexao
no eixo r, P” a imagem do ponto P’ por reflexao no eixo s e P” a imagem do ponto P”

por reflexao no eixo t. Entao:

P" = 0,(P") = 0(0,(P')) = 01(0(0,(P))) = 0,0.0,(P) = o(P)

Vimos na demonstracao da proposicao anterior que os pontos P, P’ e P” sao
colineares. Usando o mesmo raciocinio, obtemos que os pontos P, P', P” e P" sao,
também, colineares.

Seja u a mediatriz do segmento PP". Assim, por definicao de reflexao e pela
unicidade da mediatriz, P" = o,(P).

Logo, 0 = o, ou seja, 0,040, € uma reflexao em torno da reta u.

Como as retas u e r sao perpendiculares & reta determinada por PP", segue que
u e r sao paralelas. Por hipdtese e por transitividade, obtemos que r, s, t e u sao retas

paralelas.

Figura 2.17: Composicao de trés reflexdes em retas paralelas
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2.4.3 Composicao de duas reflexoes em retas concorrentes

Proposigcao 2.4.3. Sejam o, e o5 duas reflexoes em torno das retas v e s, respectiva-
mente. Se r e s sao retas concorrentes, entio o = 050, € a rota¢ao pog, onde O =rNs

e 0 € igual ao dobro do angulo orientado de r para s no sentido positivo.

Demonstracao: Considere as retas r e s concorrentes no ponto O e P # O um ponto
arbitrario. Seja P’ = 0,(P) e P" = o4(P’). Entao P" = 0,0,(P) = a(P). Tome H o
ponto de intersecao da reta r com o segmento PP” e H' o ponto de intersecao da reta s

com o segmento P'P”, confome figura abaixo:

Figura 2.18: Composicao de duas reflexdes em retas concorrentes

Temos, assim, que:

POP" = POH + HOP'+ P'OH' + H'OP" =
— 2(HOP')+2(P'OH') =
— 2HOH') =
= 20=10
Logo, P" = poy(P) = a(P)
Portanto, a é a rotagao de centro O e angulo 6 igual ao dobro do angulo orientado
de r para s no sentido positivo.

Corolario 2.4.1. Se r e s sao retas perpendiculares, entio o = 0,0, € uma reflexao

central, de centro O =1 Ns, ou seja, &« = 0,0, = Po.x = 00-

Lema 2.4.1. Sejam a rotagao po g centrada em O com angulo de rotacao 0, e r uma reta
qualquer que passe pelo ponto O. Entdo existem, e sao unicas, as retas r1 e ro tais que

PO6 = OrOp; = OpyOp.
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Demonstragao: De fato, considere um ponto A no plano. Seja pp ¢ uma rotacao como na
hipétese, e seja A" = pog(A). Considere uma reta r qualquer que passa pelo ponto O.
Como visto na proposicao anterior, toda rotagao pode ser vista como a composicao de
duas reflexdes em torno de retas concorrentes, sendo que o centro da rotagao é o ponto
de interseccao dessas retas e a amplitude é o dobro da medida do angulo entre as retas.
Assim, as retas r; e ry sao as Unicas retas que fazem um angulo de 3 com a reta r,
de tal forma que poy = 0,0,, € pos = 0,,0,. Veja que, as figuras seguintes, mostra mais

claramente essa proposicao.

Figura 2.19: pog = 0,04, Figura 2.20: pog = 0,,0,

2.4.4 Composicao de trés reflexoes em retas concorrentes

Proposicao 2.4.4. Sejam o,, os e o as reflexoes em torno das retas r, s e t, respecti-
vamente. Se r, s et sao retas concorrentes num ponto P, entao existe uma unica reta u

que passa pelo ponto P, de tal modo que o = 0,040, € uma reflexao em torno da reta u.

Demonstracao: Pela proposicao anterior tem-se que o,0, é uma rotacao de centro P e
de amplitude igual ao dobro do angulo formado entre as retas r e s. Sendo g o angulo
formado entre as retas r e s, entao 0,0, = Ppro-

Pelo Lema 1, existe uma tnica reta u, que passa por P e forma um angulo de 3

com a reta t, de tal forma que 050, = ppy = 0,0,. Entao,

0050y = 04040y,
Como o0y = Id, entao o,0,0, = 0,.

Veja que, pela definicao de reflexao, a reta u é a mediatriz de dois pontos corres-

pondentes, por exemplo, A e A" da figura abaixo.
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Figura 2.21: Composigao de trés reflexdes em retas concorrentes

2.4.5 Composicao de translagcao com reflexao

Proposigao 2.4.5. Sejam 73 uma translacao e o, uma reflexao; entao T30, € uma reflexdao

deslizante de eizo paralelo a r.

g

<

Figura 2.22: Composigao de translagao com reflexao

Demonstragao: Seja ¥ =i+, com 4 || r e W L r, e seja m uma reta tal que m = 74 (r).
2

Temos que 73 = 0,,0,. Entao:

Ts = Tars = TaTa = TaOmOr

donde

Tg0r = TaOmOrOr = TgOm.

Mostra-se assim que, a composicao de uma translacao com uma reflexao é uma

reflexao deslizante.
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2.4.6 Composicao de trés reflexoes em retas com duas retas per-
pendiculares a terceira
Proposicao 2.4.6. Sejam r, s et trés retas. Ser,t L s, r #£t, com R e Q) as intersecgoes

de s com r e t, respectivamente, entdo, o = 0,050, = Tor3)%s = OtOR; onde or € uma

reflexao central pelo ponto R € uma reflexdo deslizante de eixo s.

Demonstracao: De fato, considerando o = o0,0,, tem-se que pelo perpendicularismo

entre r e s e entre t e s, sao equivalentes as seguintes representagoes de «:

Q= 01050 = 05010y = 05T ypd) = Tope)0s = OtOR = 0Q0y

Essa proposicao afirma que, a composicao entre trés reflexoes em retas, onde uma
dessas retas é perpendicular as outras duas, é uma composicao entre uma reflexao central

e uma reflexdao em retas.

2.4.7 Composicao de translagcao com rotacao

Proposicao 2.4.7. Sejam 13 uma translagao e poy wma rotagao. Entdo Tspog € uma

rotacao de angulo 6.

Demonstracao: De fato, basta tomar a reta m L ¢ passando por O. Existem as retas r e
n, tais que pop = 00y € Ty = Tp0m,.

Portanto,
T5P0.0 = OnOmOm0Oyr = 00, = porg onde O'=nnNr

Veja na figura 2.23 como O’ é determinado a partir de O, 6 e v.
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m n r
0/2
O/
0/2
v
O T T Ca

Figura 2.23: Composicao de translacao com rotacao

2.4.8 Composicao de rotagoes

Proposicao 2.4.8. Sejam pog e pory duas rotagcoes de centros distintos. Temos que
£0,0P0" = Poro+y S€ 0+ 1 # 0 ou pogpory = Ty se 0+ = 0.
Demonstracao: Sejam O e O os centros dessas rotacoes e r a reta que os contém. Existe
a reta m, por O, tal que pog = 0,,0,, € uma reta n, por O, tal que por, = 0,0,,.
Logo,
POOPO p = OmOyrO0rOpn = Oy Op
Agora, sabe-se que pogpory € composicao de duas reflexdes em retas, ou seja, é

uma rotagao ou uma translagao.

Se 0 + 1 # 0, entao temos que as retas m e n sao concorrentes num ponto O” e

PO6PO" 3 = PO 0+

Se 0 + 1 = 0, entao temos que as retas m e n sao paralelas e po gpoy = 75, onde

o vetor de translacao v é o dobro do vetor distancia de m e n.

6/2 —6/2
Jo /e

Figura 2.24: Composicao de rotagoes

Exemplo 2.4.1. Seja um triangulo arbitrdrio ABC. Sobre cada lado desse triangulo
construamos um triangulo equildtero. Sendo O, P e Q) os centros desses triangulos

equildteros, mostre que o triangulo OPQ é equildtero.
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Considere as rotacoes po, pp € pg, com centros indicados, e angulos orientados
AO\B, BPC e CQ\A, respectivamente, todos medindo 120°.

Assim, po(A) = B, pp(B) = C e pg(C) = A. Logo, a isometria o = pgpppo deixa
fixo o ponto A.
A composta pppo € a rotacao de 240° cujo centro X é tal que os angulo XOP e

OPX medem 60°. Logo o triangulo APX é equilatero.

Como o angulo da rotagao pg mais o angulo de pppo somam 360°, segue-se também
que, se as rotagoes tirverem centros distintos, a composta pgpppo serd uma translagao.
Ora, uma translagdo nao tem ponto fixo e sabemos que pgpppo(A) = A. Logo, o centro
X da rotagao pppo coincide com o centro () da rotagao pg.

Portanto, OP(@) é um triangulo equilatero.
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2.4.9 Composicao de reflexao com rotacgao

Proposicao 2.4.9. A composicao de uma reflexao o, com uma rotacao de centro P é

uma reflexdo se P € r e uma reflexao deslizante se P ¢ 7.

Demonstracao: Vamos dividir a demostracao em dois casos:
1) Se P € r, entdo o,ppy = 0.
De fato, sempre é:)odemos dizer que existe uma reta g passando por P tal que o

angulo entre r e g seja 3 (Figura 2.19). Assim, podemos escrever ppgy = 0,0,. Logo,

Orppo = 070,04 = 0y

Portanto, se P € r, entao o,ppy = 0y.

Figura 2.25: Composigao de reflexao com rotagao com P € r

2) Se P ¢ r, entdo o,ppy = Ty0,.

De fato, sempre podemos dizer que existem as retas m e [, concorrentes no ponto
P, tal que o angulo entre m e [ seja 3 Assim, podemos escrever ppg = 0,,07.

Sejam h, uma reta por P, perpendicular a reta r, e H o ponto de intersecgao dessas
duas retas.

Existe uma reta hy, por P, tal que
PPH = Om0] = OpOhy
e, portanto,
OrPpPh = OrOpOpy = OHOpy = T0y

onde g é a reta por H, perpendicular a hy, cujo vetor v é o dobro do vetor distancia de
h, para H.

Portanto, se P ¢ r, entdo o,ppg = 750,.
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.
H
g
0/2 m
0/2
D /
l

Figura 2.26: Composicao de reflexdo com rotagao com P ¢ r

2.4.10 Composicao de trés reflexoes em retas

Proposigao 2.4.10. A composi¢io 0,0,0, de trés reflexdes é uma reflexio se r, m e
n sao paralelas ou concorrentes em um unico ponto; uma rotagao se r, m e n sao duas
a duas concorrentes em pontos distintos e uma reflexao deslizante se exatamente duas

dentre r, m e n sao paralelas.

Demonstragcao: A prova dessa proposicao leva em consideracao as proposicoes ja expostas
sobre composicao de isometrias. Seja a = 0,0,,0,, uma isometria dada pela composicao

de trés reflexoes. Se:

e as retas r, m e n sao paralelas ou concorrentes num ponto, entao pelas proposicoes

(2.4.2 e 2.4.4), a é uma reflexao;

e as retas r, m e n sao duas a duas concorrentes em pontos distintos, entao pela

proposigao (2.4.8), a é uma rotagao;

e exatamente duas dentre as retas r, m e n sdo paralelas, entao pela proposigao (2.4.6),

« é uma reflexdo deslizante.

Ficando, assim, bem definidas essas isometrias pelas posicoes relativas entre as

retas r, m e n.

2.5 Classificacao de isometrias

Um dos resultados mais interessantes apresentados na secao anterior €, sem duvida,

o papel fundamental que a reflexao desempenha. Isso porque, qualquer umas das outras
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trés isometrias do plano (translagao, rotacao e reflexao deslizante), podem ser obtidas por
meio da composicao de reflexoes.
Dessa forma, serd apresentado a seguir um teorema que conduzira a classificacao

das isometrias.

Teorema 2.5.1. (Teorema fundamental das isometrias) Toda isometria o € com-

posicao de no mdrimo trés reflexoes.

Demonstragao: Seja o uma isometria e PQR um triangulo nao degenerado, e seja a(P) =
P, a(Q) = Q1 e a(R) = Ry. Definimos a; como Id se P = P; e como reflexdo pela
mediatriz PP, no caso P # P;.

Figura 2.27: Composta de no maximo trés reflexdes

Sejam a1 (PQR) = PyQ2Ry. Definimos ay da mesma forma que aq, com relagao a
()1 e Q2, e obtemos as(P1Q2Ry) = P11 R3. Finalmente, definimos ag como antes com
relacdo a Ry e R3, obtendo a3(PiQ1R3) = PiQ1Ry. Logo azasa;(PQR) = PIQ1Ry =
a(PQR), e segue da proposicao 2.2.11 que a = azasq;.

Segundo Tinoco (2012), uma isometria fica completamente determinada por trés
pontos nao colineares e as suas imagens. De fato, dado que as isometrias preservam
distancias, a distancia de qualquer ponto X a P deverd ser igual a distancia da sua
imagem X' = o(X) a P;. Analogamente a distancia de X a @ deverd ser igual a de X" a

Q; e a distancia de X a R deverd ser igual a de X" a R;. Veja a figura seguinte.
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Figura 2.28: Unicidade de a@ = agasay

Assim, pela intersecao das seguintes circunferéncias:

e circunferéncia centrada em P;, com raio igual a distancia de X a P.
e circunferéncia centrada em ()1, com raio igual a distancia de X a Q).

e circunferéncia centrada em R; , com raio igual a distancia de X a R.

obtém-se um tnico ponto: X’ que mantém essas distancias, provado que a isometria
a, que transforma A(PQR) em A(PyQ1R,), é tnica.

Teorema 2.5.2. Seja o uma isometria no plano. Entao, além da identidade, o é uma

translacdo, ou uma rotacao, ou uma reflexdo ou uma reflexao deslizante.

Demonstra¢ao: Conforme provado no Teorema fundamental das isometrias (teorema
2.5.1), se dois triangulos sdo congruentes, entao existe e é unica a isometria «, que trans-
forma um triangulo no outro, podendo « ser expressa pela composicao de, no méximo,

trés reflexoes: o = 0,,0,,0,.

Assim, conforme o nimero de reflexoes necessarias para definir «, a isometria é de

cada uma das classes referidas no teorema.

Uma reflexao: o = o,, sendo o, e g, iguais a identidade. Tem-se, entao uma reflexao;

Duas reflexoes: o = o,,0,, sendo o, igual a identidade. De acordo com a posicao relativa

das retas r e m, « sera:

e Retas r e m concorrentes: nesse caso, a serd uma rotagao, conforme proposigao

(2.4.3), com centro no ponto de interse¢ao entre as duas retas e de amplitude

igual ao dobro do angulo entre as retas r e m;
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e Retas r e m paralelas: nesse caso, a serd uma translagao, conforme proposigao
(2.4.1), associada ao vetor perpendicular as retas e de comprimento igual ao

dobro da distancia entre elas.

Trés reflexoes: o = o,0,0,. De acordo com a posicao relativa das retas m, n e r, «

sera:

e Retas m, n e r paralelas entre si: nesse caso, de acordo com a proposicao

(2.4.2), @ é uma reflexao;

e Retas m, n e r concorrentes num ponto: nesse caso, de acordo com a proposigao

(2.4.4), @ é uma reflexdo;

e Retas m, n e r nem concorrentes e nem paralelas: entao, de acordo com a

proposigao (2.4.9), a é uma reflexdo deslizante;

Fica provado, entao que, além da identidade, uma isometria o é uma translacao,

ou uma rotacao, ou uma reflexao ou uma reflexao deslizante.

Teorema 2.5.3. Uma isometria a pode, também, ser classificada verificando a quantidade

de pontos fixos por a.. Assim,

1. Seja o # Id uma isometria que fiza dois pontos distintos P e ). Entio o = o,

onde r = PQ;

2. Seja o uma isometria que fixa exatamente um ponto P. Entdo o € uma rotagdo de

centro P;
3. Seja o uma isometria sem pontos fixos que fiza duas retas. Entdo o € uma translacao,

4. Seja o uma isometria sem pontos fixos que fiza eratamente uma reta. Entio o é

uma reflexao deslizante.

Demonstracao:

(1) Seja o uma isometria que fixa dois pontos distintos. Considere o ponto X € E.
Se X € [, entdo a(X) = X pela proposicao (2.2.6). Se X ¢ [, entdao a(X) # X, pois,
caso contrario, o« = Id pela proposigao (2.2.7), contrariando a hipdtese. Logo, deve-se ter
a(X) = X', onde X' é o simétrico de X com relagao a [, donde o = 0.

(2) Seja a uma isometria que fixa exatamente um ponto P. Considere @) # P e
R = a(Q). Por hipétese, tem-se que () # R. Seja [ a bissetriz do angulo Q}A)R. Entao
o0 fixa P e (), e segue da demonstragao anterior que 0,0 = o,,, onde m é a reta por P(Q).
Logo, a = 0,01, ou seja, a é uma rotacao pela proposicao (2.4.3).

(3) Seja [ e m as retas fixas por a, P € [, ¥ = m, Qem,u= m. Como
a(P) # Pea(Q) #Q tem-se 7 # 0 e @ # 0, e como a(P) € [ segue-se que 7 || [, da
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mesma forma que, como a(Q) € m tem-se @ || m. Como pela mesma isometria «, tem-se
U |l e | m, conclui-se que [ || m e os vetores ¥ e @ sao equipolentes. Como, P, a(P)
e (Q nao sao colineares, temos que Pa(P)Qa(Q) é um paralelogramo. Assim, o = 7, é
uma translacao pelo vetor @ equipolente aos vetores U e 4.

(4) Seja [ a reta fixa por o, P € [ e ¥ = Pa(P). Como a(P) # P tem-se 7 # 0, e
como a(P) € [ segue-se que ¥ || [. Considere, agora, f = 7_za. Como f(P) = P el é fixa
por 3, conclui-se que ( fixa [ ponto a ponto, donde 5 = Id ou 5 = 0;. Se f = Id, entao
a = Tz 0 que é absurdo, uma vez que 7y fixa mais de uma reta. Logo, 8 = o, donde

a = Ty, ¢ uma reflexao deslizante.

Tem-se, entao, duas maneiras de classificar as isometrias: pela composicao de

reflexoes e pela natureza de seus pontos fixos.



CAPITULO 3

SIMETRIAS

A propriedade de simetria é apresentada aos alunos no ensino fundamental, inicial-
mente, a partir de imagens simples e facilmente encontradas no dia a dia. Mostra-se essa
propriedade usando, por exemplo, imagens de objetos, alguns animais, partes de plantas,
etc.

Nesse momento, o aluno é levado a imaginar uma linha reta que passa pelo “meio”
da figura e que a partir dessa reta pode-se perceber a simetria da figura em questao. Essa

linha de referéncia é chamada de eixo de simetria, como veremos mais adiante.

Figura 3.1: Eixos de simetria

Essa percepgao da simetria normalmente é feita apenas de maneira visual, nao
se mostrando, por exemplo, qual a definicao matematica de simetria. Para definir-se
simetria, algumas defini¢coes sao necessarias.

Como ja foi visto, existe uma relagao muito intima entre o estudo de isometria e o
estudo de figuras congruentes e de simetria de figuras. Nesse capitulo serao estudadas as
simetrias de algumas figuras planas e serao apresentados os grupos discretos de simetrias

do plano.
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3.1 Simetrias planas

Sabe-se que uma figura é um conjunto F de pontos de E. No capitulo anterior, foi
definido que duas figuras Fi, F» C E sao congruentes se existe uma isometria o : E — E
tal que Fo = a(F).

s

Definigao 3.1.1. (Simetria de uma figura) Uma simetria de uma figura F C E ¢

uma isometria « : E — E que deiza a figura invariante, isto é a(F) = F.

Dessa forma, o conjunto de todas as simetrias de uma figura F constitui um grupo
com a operagao composi¢ao. Esse grupo é chamado de grupo de simetrias da figura
e serda denotado aqui como Sim(F).

Tem-se que a identidade (Id) é a simetria trivial de qualquer figura e a tinica que

preserva todas as figuras.

Definicao 3.1.2. Figuras simétricas sao aquelas que possuem outras simetrias além da

identidade.

Veja abaixo alguns exemplos de figuras simétricas.

Figura 3.2: Figuras simétricas

Podemos descrever as simetrias das figuras simétricas acima da seguinte maneira:

e Identidade (Id)

e Reflexao no eixo my



44

Identidade (/d)

Reflexao no eixo my

Reflexao no eixo myo

1
Rotacao de 5 volta e centro O

Identidade (Id)

1
Rotacao de 3 volta e centro O

2
Rotagao de 3 volta e centro O

Exemplo 3.1.1. (Grupo de simetrias do triagngulo equildtero)

Considere 7 um triangulo equilatero de vértices A, B e C'. Tem-se que todas as
isometrias a que sejam simetrias do triangulo 7, tem como imagens dos pontos A, B e
C' os proprios pontos A, B e C.

O incentro G, do triangulo 7T, é o tnico ponto equidistante dos vértices A, B e C.
Assim, é o unico a ficar invariante por qualquer simetria do triangulo 7.

As simetrias do triangulo 7 sao reflexdes em retas que passam por G ou rotagoes

com centro em G.

Figura 3.3: Triangulo equilatero de incentro GG
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As reflexdes que deixam o triangulo invariante, tem como eixo as mediatrizes que

passam pelos vértices A, B e C.

Figura 3.4: Reflexoes do triangulo equilatero

As rotagoes que deixam o triangulo invariante tem como centro o ponto G e de
amplitude 0, = 120°, 0, = 240° e 03 = 360° = Id.

C B A
G. el ¢
A B C A B C
PG 1200 PG 2400 pa3e00 = Id

Figura 3.5: Rotagoes do triangulo equilétero

Dessa forma, o grupo de simetrias de T é constituido por 6 isometrias: 3 reflexces
e 3 rotagoes.

Logo, Sim(T) = {Id, 0m,, Omy, Omsy, PG,120°5 PG2400 }-

Exemplo 3.1.2. (Grupo de simetrias do quadrado)

Considere Q um quadrado de vértices A, B, C' e D.
O centro do quadrado O, determinado pela interseccao das diagonais, é o ponto

invariante de qualquer simetria do quadrado Q.
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O quadrado possui simetrias de rotacao e de reflexao.
No caso das reflexoes, os eixos sao as mediatrizes dos lados do quadrado Q e as

retas que passam pelas diagonais.

D : A B C A B ¢ B
--------------------- o x‘\
ms ,
¢ s ma B A p D c D A

Figura 3.6: Reflexdes do quadrado

As rotagoes do quadrado tém como centro o ponto O e de amplitude ¢; = 90°,
0y = 180°, 03 = 270° e 04 = 360° = Id.

D C C B B A A D
° OO 'O 'O
0]
A B D A C b B ¢
Po,90° £0,180° P0,270° po,se0c = 1d

Figura 3.7: Rotagoes do quadrado

Tem-se, assim que, o grupo de simetrias de Q é constituido por 8 isometrias: 4

reflexoes e 4 rotagoes.

LOgO, SZm(Q) - {-[da O-m17 Um2> O-m37 Um47 pO,90°7 pO,lSOOJ p0,270°}°
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De modo geral, se F é um poligono regular de n lados, entao F tem exatamente

n simetrias de rotacao e n simetrias de reflexao.

3.2 Classificacao das figuras simétricas

A classificacao das figuras simétricas planas é feita a partir de seus grupos de
simetrias. Leva-se em consideracao que somente os grupos de simetrias discretos sao

classificados. Isso se deve ao fato que:

e se uma figura é invariante por translagbes numa dada direcao, entao, dentre essas

translagoes, existe uma de amplitude minima;

e se uma figura é invariante por rotagoes em torno de um centro, entao, dentre essas

rotacoes, existe uma de angulo minimo.

A forma bésica que se repete mediante rotacgoes, reflexoes, translacoes e reflexes
deslizantes é chamada de motivo.
Os grupos de simetrias planas podem ser agrupados em trés categorias a saber:

rosetas ou rosaceas, frisos e papéis de parede.

3.2.1 Rosetas ou rosaceas

Definicao 3.2.1. Diz-se que uma figura simétrica é finita quando nao possui nenhuma

simetria de translacao nao trivial.

Nos grupos finitos, as isometrias pertencentes sao as reflexoes e rotacoes. Todas

deixam fixo o mesmo ponto.

Definigao 3.2.2. As rosetas ou rosdceas sao figuras que possuem um niumero finito

de simetrias de rotacoes e reflexoes.

Tem-se que todas as simetrias de rotacao que deixam a figura invariante estao
centradas no mesmo ponto O e, todas as simetrias de reflexao possuem como eixo uma

reta que contém o ponto O.

Exemplo 3.2.1. As figuras abaizo sao exemplos de rosetas.
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Figura 3.8: Rosetas ou rosaceas

As rosetas, ainda, podem ser agrupadas em 2 classes diferentes: grupo ciclico e
grupo diedral, sdendo o grupo ciclico os que possuem apenas simetria de rotagao e, o

grupo diedral, os que possuem pelo menos uma simetria de reflexao em reta.

3.2.2 Frisos

Definicao 3.2.3. Chama-se grupo de frisos aos grupos de simetria que apresenta uma
nfinidade de translagoes sequndo uma unica dire¢ao. Logo, existe um vetor U ndao nulo

tal que, todas as translacoes do grupo sao da forma T,z com n € Z.

Exemplo 3.2.2. Veja abaixo, figuras que representam frisos.

Figura 3.9: Frisos

O grupo de frisos, ainda, podem ser agrupados em 7 classes diferentes. Essas
classificagbes sao estudadas em [5], [6], [10] e [11].
3.2.3 Papéis de parede

Definicao 3.2.4. Os papéis de parede sao grupos de simetria que apresentam translacoes

associadas a dois vetores linearmente independentes. Logo, existem dois vetores U e U ndo
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nulos tais que, qualquer translacoes do grupo € da forma T,gimz, com n,m € Z.

?_I‘" U* +|J"‘U*‘*U"'U* +IJ"'U* _’U"'U*‘

+§Cg+ 45::‘%:4%4%:?1. *%3‘?“‘*%’3‘;:;* |:| |:| |:| |:| |:| |:| |:| |:|
l#”* \t*3$\f°‘$u*‘$\.'ﬁ

bgn \Q‘ *(.En\?*}ﬂ*fgn ‘.?'»!a"l’ﬂ \f,,*!'*!:fn \_!f_!‘ |: lj |:| IZI l:| |:l lj
G608, G, o', 6, F P P . F P
1 i y 2

% T3g'st PRPPPPRPRPFRF
et el FEFFFFHFRHEHFH

Além das translacoes, um padrao de papel de parede pode ser invariante por re-
flexoes, rotagoes e reflexdes deslizantes. Com isso, existem 17 classes de papéis de parede.

Essas classificagoes sao estudadas em [6], [10] e [11].

Exemplo 3.2.3. Observe outros exemplos de padroes de papéis de parede.

L
"'
L.
”

i\ A\




CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi escrito com o intuito de apresentar aos professores uma nova
maneira de se abordar o estudo das isometrias no ensino béasico. Para isso, foi realizado
um estudo das isometrias mostrando sua importancia, principalmente na Matematica.
O tema principal é muito abrangente e aparece naturalmente em algumas das areas da
Matematica, desempenhando um papel fundamental em cada uma delas. Aqui, por exem-
plo, vimos sua importancia na geometria e na algebra. Dentro do possivel, foi feita uma
abordagem baseada na utilizacao de isometrias para tratar problemas de natureza tedrica
e pratica, tanto em nivel basico como em nivel mais avangado.

O uso do GeoGebra na producao das figuras que compoe o trabalho, possibilitou
um maior entendimento das relagoes e propriedades apresentadas. Com certeza, sera um
recurso que o professor poderd utilizar em suas aulas para trabalhar algumas atividades
praticas ou conceituais do tema apresentado.

Deve-se ressaltar que o conceito de isometria, bem como o conhecimento de suas
propriedades, sao fundamentais e devem ser exploradas desde o inicio da educagao basica.
Destaca-se, ainda, que o uso das propriedades de isometrias para tratar problemas de
geometria plana constitui uma atividade bastante interessante. Assim, foi feito, também,
um estudo sobre grupos de simetrias planas que permitiram a classificagao dos grupos de
simetria. Os exemplos que foram utilizados vao servir de base para uma nova abordagem
do grupo de simetrias e permitira um olhar mais apurado na solugao de problemas praticos,
de construcao e tedricos que apresentem padroes geométricos.

Para poder confirmar algumas das proposicoes de composicao de isometrias apre-
sentadas, mais uma vez, o GeoGebra foi de grande utilidade. Esse software possibilitou a
andalise e comparacao das isometrias de uma maneira muito rapida, permitindo analisar

uma grande quantidade de casos em pouco tempo, o que permitiu conjecturar resultados.

20
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Sabe-se, no entanto, tornou-se necessaria a demonstragao formal de cada um dos fatos
observados nas proposicoes, tendo no GeoGebra apenas um meio facilitador.

Sem duvida alguma, a elaboracao deste trabalho permitiu adquirir uma visao
mais profunda e completa acerca das isometrias, contribuindo, e muito, para formacao
académica continuada do docente. Espera-se que o mesmo sirva de apoio ou fonte de ins-
piragao para o desenvolvimento de outros trabalhos dessa natureza, e o mais importante,
que sirva de apoio aos professores que quiserem trabalhar com isometria, auxiliando-os
na preparacao de uma aula diversificada, onde eles possam utilizar atividades bem inte-

ressantes e até criar novas ideias para serem aplicadas em sala de aula.
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