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Resumo

A abordagem acerca do céalculo de area das figuras planas nos livros da educacao basica,
prioriza as figuras poligonais que, em sua grande maioria, tém suas areas determinadas
a partir de deducao de férmulas. No entanto, as figuras nao-poligonais sao pouco tra-
balhadas. O objetivo geral desta pesquisa é apresentar uma sequéncia didatica para o
célculo aproximado da édrea de regides geograficas (figuras nao-poligonais) utilizando o
software GeoGebra. Para dar fundamento a sequéncia didatica proposta, foi apresentada
uma revisao bibliografica dos principais contetidos relacionados aos comandos presentes
nesta proposi¢ao: Par Ordenado, Plano Cartesiano, Funcoes, Matrizes, Determinantes,
Sistemas Lineares, Interpolagao Polinomial e Integragao. Como principal resultado, este
estudo apresenta um conjunto de instrugoes que consiste na escolha do mapa de uma
regiao geografica na internet, edigdo e carregamento da imagem no Paint e no GeoGebra
respectivamente, bem como no uso de comandos especificos do GeoGebra, culminando no

calculo da area aproximada da regiao geografica escolhida.

Palavras-chave: Calculo de Area, Figuras nao-poligonais, GeoGebra.
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Abstract

The approach to calculating the area of flat figures in the books of basic education pri-
oritizes polygonal figures, in which, for the most part, it is possible to deduce formulas
for area determination, however, non-polygonal figures are poorly worked. The general
objective of this research is to present a didactic sequence for the approximate calculation
of the area of geographic regions (non-polygonal figures) through GeoGebra software. In
order to substantiate the proposed didactic sequence, a bibliographical review of the main
contents related to the commands present in this proposition was presented: Ordered Pair,
Cartesian Plane, Functions, Matrices, Determinants, Linear Systems, Polynomial Inter-
polation and Integration. As a main result, this study presents a set of instructions that
consists in choosing the map of a geographic region on the internet, editing and loading
the image in Paint and GeoGebra respectively, as well as specific commands in GeoGebra

to calculate the approximate area of the geographic region.

Keywords: Area Calculation, Non-polygonal figures, GeoGebra.
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Introducao

Desde os primordios, o homem necessita medir e demarcar territorio por diversas
razoes como: subsisténcia (plantio da lavoura e criacdo de animais), mapeamento de
regioes para delimitacoes geograficas, entre outros. No momento atual ainda sentimos
esta necessidade de medir areas, mas esta tarefa pode tornar-se trabalhosa, a depender

da regiao, em especial daquelas que apresentam curvas (figuras planas nao-poligonais).

No ensino da matematica na educacao bésica, a maioria dos livros didaticos tra-
balham de modo superficial acerca do calculo da area de figuras planas nao-poligonais,
dando uma maior énfase ao calculo da area de figuras planas poligonais, haja vista que
em tais figuras é possivel, na maioria das vezes, estabelecer férmulas para a determinacao
de suas respectivas areas a partir de processos. Um aspecto relevante que explica a pro-
bleméatica apresentada é a constatagao de que os livros didaticos pesquisados apresentam
pouca diversidade de metodologia para o ensino deste tema, fazendo com que o profes-
sor e os alunos nao tenham acesso a outras possibilidade de explicacao e compreensao

respectivamente.

Neste sentido, justificamos a importancia deste estudo, pois aponta para uma nova
metodologia para o ensino do calculo das areas de figuras planas nao-poligonais, em sala
de aula, uma vez que esta sequéncia didatica tem a vantagem de ser aplicada em qualquer
regiao geografica catalogada do mundo, sem ter a necessidade de coletar informacoes in
loco. Quanto a relevancia cientifica, esta pesquisa servira de base para novos estudos sobre

o tema, bem como, para o aperfeicoamento de metodologias do ensino da matemaética.

O presente trabalho foi desenvolvido a partir de andlise documental e pesquisa
bibliografica e tem por finalidade apresentar uma proposta metodolégica para o calculo
da drea de regides geogréficas (figuras nao-poligonais), por meio de comandos no GeoGe-
bra. Como objetivo especifico, pretendemos expor uma revisao bibliografica a respeito
dos conteidos pertinentes as instrugoes, para assim, dar entendimento matematico aos
comandos do GeoGebra. Desta forma, em cada capitulo, apresentaremos um conteido

base para a proposta e explicaremos um passo da metodologia a ser exposta.

O trabalho estd estruturado em 5 capitulos, seguidos das consideracoes finais.

No Capitulo 1, apresentamos a ideia intuitiva de area de uma figura poligonal e nao-



poligonal plana, como também discorremos sobre de que maneira alguns livros didaticos da
educacao basica abordam a determinacao destas areas. Este capitulo também apresenta
e define coordenadas e sistema cartesiano ortogonal, proporcionalidade linear, funcao de
uma forma geral e funcao polinomial. Por fim, exemplificamos uma forma de pesquisar
um mapa no Google, edita-lo no Paint e carregé-lo no GeoGebra.

No Capitulo 2, sao apresentados os conceitos e propriedades de matrizes, de-
terminantes e sistemas lineares, sendo que os dois primeiros servirao como base para a
resolucao de sistemas lineares. Em seguida exemplificamos como calcular determinantes,
matriz inversa e encontrar a soluc¢ao de um sistema linear quadrado através de comandos
no GeoGebra.

No Capitulo 3, sao apresentados os conceitos de interpolacao polinomial, po-
linomio interpolador e a dedugao da férmula de Lagrange para obtermos a interpolagao
de “n”pontos distintos no intuito de conseguirmos tracar a linha que envolve a area a ser
calculada. Em seguida, exemplificamos uma interpolacao utilizando comandos especificos
no GeoGebra.

No Capitulo 4, sao apresentadas nogoes do calculo diferencial e integral com a
intencao de justificar a determinagao da area sob graficos, finalizando com um exemplo
de calculo de area sob graficos.

No Capitulo 5, apresentamos e definimos uma sequéncia didatica a ser aplicada
aos estudantes do 22 ano do Ensino Médio, para contextualizacao do contetido sobre area
de figuras nao-poligonais planas. Em seguida montamos um tutorial utilizando softwares
(Internet Explorer, Paint e GeoGebra) para busca da imagem, edi¢do e o cdlculo de sua
area, respectivamente.

Nas consideracoes finais fizemos a retomada das principais questoes e constatacoes

que permeiam este trabalho e sugerimos novos estudos para aperfeicoamento do mesmo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Area

Todos os conceitos e demonstragoes desta secao foram baseados nas referéncias
[1], 3], [4], [5] e [8].

O tema “Area de figuras planas”é introduzido nas séries iniciais do ensino fun-
damental dentro do conteido “Unidade de medida”, logo apds “Unidades de medida de
comprimento”, o que pode ser comprovado nas referéncias supracitadas. O conceito de
area surgiu da necessidade de medir regioes ocupadas por figuras planas e para esta tarefa,
conforme notado em todos os livros de matematica pesquisados, os autores trabalham a
ideia intuitiva do cédlculo da area utilizando a unidade de medida quadrada, fazendo uma
comparagao com a area da figura que deseja-se calcular. Vejamos a seguir como é realizado
tal procedimento, baseado na referéncia [4]:

Considere que tenhamos que medir a regiao limitada por uma figura geométrica

plana poligonal F' como mostra a figura 1.1 abaixo:

Figura 1.1: Regiao F' e unidade de area U.
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Intuitivamente, realizaremos uma comparacao de F' com uma unidade de me-
dida, ou seja, compararemos quantas unidades quadradas cabem na regiao F', o resultado
encontrado serd a area dessa regiao poligonal.

Uma regidgo quadrangular é um subconjunto do plano formado por todos os seg-
mentos cujas extremidades estao sobre os lados de um quadrado. O quadrado chama-se a
fronteira da regiao quadrangular e o conjunto dos pontos de uma regiao quadrangular que
nao pertencem a sua fronteira é chamado de interior da regiao. Adotaremos como unidade
de medida uma regiao quadrangular U, cujo lado da fronteira mede uma unidade de com-
primento. Esta regiao serda chamada de regiao quadrangular unitaria ou, simplesmente,
de regiao unitéria, cuja area estara associada ao ntmero real 1. Logo, contando a quan-
tidade de quadrados inteiros e os que estao em sua metade na figura 1.1, intuitivamente
verificamos que a area da regiao plana F' é 13,5 U.

A partir desta ideia, todos os livros de matematica da educacao bdsica, que
foram pesquisados, demonstram, por construcao e recorréncia, as formulas para calcular
a drea do quadrado e do retangulo (quando falamos em &rea do triangulo ou drea do
quadrado, estamos nos referindo a area da regiao triangular ou da regiao quadrangular,
respectivamente). Ao longo do ensino fundamental até o ensino médio sdo apresentadas
formulas para o cédlculo da area de outras regides planas poligonais.

A respeito da area das figuras nao-poligonais, aquelas que apresentam curvas, al-
guns livros fazem mengao, como por exemplo as referéncias [4] e [8], outros nem trabalham
este conteudo, como pode ser comprovado nas referéncias [1], [3] e [5]. Esses livros usam
as areas de figuras nao poligonais como introducao ao estudo do cédlculo de area, mas nao
fazem nenhuma alusao ao célculo da area dessas figuras. Os que trabalham, utilizam a
mesma ideia intuitiva aludida, ou seja, compara a unidade de area quadrada unitaria com

a area da regiao nao-poligonal. Vejamos, a seguir, um exemplo extraido da referéncia [4].

Exemplo 1.1.1. Calcule a area aproximada da figura 1.2 abaixo:

Figura 1.2: Figura plana nao-poligonal

Fonte: [4]
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Solucgao:

Para determinarmos a &area aproximada em questao, primeiramente devemos
transpor a figura para uma regiao quadriculada em que cada unidade quadrada mede
1 unidade de érea, conforme figura 1.3, em seguida contamos o nimero de unidades de
areas quadradas inteiras que preenchem o interior da figura (aproximagao da drea por

falta), que nos da um total de 34 unidades de area.

Figura 1.3: Figura plana nao-poligonal

Fonte: [4]

Depois contamos todos as unidades quadradas inteiras que cobrem toda figura
(aproximagao por excesso) como mostra a figura 1.4, o que nos dd um total de 67 unidades

de area.

Figura 1.4: Figura plana nao-poligonal

Fonte: [4]

O autor sugere que uma razoavel aproximacao da area serd a média aritmética

entre os dois valores encontrados, portanto calculando:

4
A= # = 50, 5 unidades de area.
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Percebam que este método nos da uma aproximacgao da area da figura, pois
utilizamos a média entre a area que ultrapassa a linha limitante da figura e a area que
preenche a parte interna parcialmente, logo é uma aproximacao distante do valor real da

area da figura.

Portanto, o presente trabalho tem o objetivo de apresentar uma metodologia de
calculo de area para figuras nao poligonais, de modo que o erro entre o valor real e o
calculado seja o minimo possivel e tenhamos uma outra alternativa para o calculo da area

dessas figuras no ensino basico.

1.2 Coordenadas

Todos os conceitos e demonstragoes foram baseados nas referéncias [11], [19] e
[22].

Ao escrevermos os elementos de um conjunto, nds o fazemos sem a preocupagao
com a ordem dos mesmos. Desse modo, {a,b,c} = {c,b,a}. Porém, se é dado um conjunto
com dois elementos m e n, onde necessariamente m deva ser o primeiro elemento e n o
segundo, entao o conjunto desses elementos é chamado par ordenado e sera representado

pelo par (m,n).

Definigao 1.2.1. Se a e b sdo nimeros reais, entdo (a,b) é um par ordenado de ntimeros

reais, em que o primeiro elemento é a e o segundo elemento é b.

Proposicao 1.2.1. Dois pares ordenados (x,y) e (a,b) sdo iguais se e somente se x = a

ey=n>o.

Falaremos um pouco sobre o sistema cartesiano ortogonal.

Para localizar um ponto P de coordenadas (a, b) no plano, podemos fixar nesse plano um
sistema cartesiano ortogonal de coordenadas, o qual é formado por dois eixos Oz (eixos
das abicissas) e Oy (eixo das ordenadas), perpendiculares entre si no ponto O, como

mostra a figura 1.5.

Os eixos das abcissas e ordenadas, separam o plano em quatro regioes denomina-

das quadrantes, que sao numeradas conforme a figura 1.6:
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Figura 1.5: Plano Cartesiano.

y

eixo das ordenadas

eixo das abscissas

Figura 1.6: Quadrantes do Plano Cartesiano Ortogonal.

2° quadrante 1% quadrante

3° quadrante 4* quadrante

P(a,b) € 1°Q < a>0eb>0;
P(a,b) € 2°Q & a<0eb > 0;
P(a,b) € 3°Q & a<0eb<0;
P(a,b) € Q< a>0eb<0.

Seja A um ponto no plano cartesiano de coordenadas (r4,y4) € seja B outro
ponto de coordenadas (zp,ya), isto é, A e B possuem a mesma ordenada e abscissas

diferentes, entdao a distancia entre os pontos A e B serd denotada por | AB | e definimos:

| AB |=| xp — x4 | (1.1)

Sejam C' o ponto (x¢,yc) e D o ponto (z¢,yp), isto é, C' e D possuem a mesma abscissa

e ordenadas diferentes, entao a distancia entre os pontos C' e D, denotada por | CD |,
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sera definida como:
| CD |=[ yp — yo | (1.2)

Queremos agora obter uma férmula para calcular d =| AB | se A(za,y4)

B(zp,yp) forem quaisquer pontos do plano.

Figura 1.7: Distancia entre dois pontos quaisquer.

Ya

7 | O ——————— .lB
I
d I
: Ye-Ya
I
YA___t _________ g
A ic

Fonte: [19]

Teorema 1.2.1. A distancia entre dois pontos A(xa,ya) e B(xp,yg) € dada por:

| AB |= /(x5 — 24)2 + (yp — ya)>

Demonstrac¢ao. Observando a figura 1.7 e usando o teorema de Pitdgoras, temos que:
|AB > =|AC > + |CB |?>,com | AC |=| x5 —za| e | OB |=| yz — ya |

| 4B |= \/| AC > + | CB |2 = /(s — 24)° + (45 — ya)?
]

1.2.1 Proporcionalidade linear de mapas plotados em um plano

cartesiano através do GeoGebra

Em sua grande maioria, mapas de regioes geograficas sao desenhados em escala,
ou seja, existe uma proporcionalidade linear entre o tamanho real e o construido no

desenho.

Definicao 1.2.2. A escala é uma forma de representacao que mantém as proporcoes das

medidas lineares do objeto representado.

Fscala — tamanho do desenho (1.3)
tamanho real
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As escalas, podem ser indicadas de duas maneiras: através de uma representacao

grafica ou de uma representacao numérica.

Para o presente trabalho, utilizaremos apenas a escala grafica, pois a mesma

servira de base para a metodologia que este trabalho se propoe a apresentar.

A escala grafica é representada por um pequeno segmento de reta graduado, sobre
o qual estd estabelecida diretamente a relacao entre as distancias no mapa, indicadas a

cada trecho deste segmento, e a distancia real de um territério, como mostra a figura 1.8.

Figura 1.8: Escala grafica

g 3 6 9 12

(quilometros)

Fonte: [22]

De acordo com este exemplo, cada segmento de 1 cm é equivalente a 3 km no
terreno, 2 cm a 6 km, e assim sucessivamente. Caso a distancia no mapa, entre duas
localidades seja de 3,5 cm, a distancia real entre elas serd de 3,5-3 = 10,5 km. A escala
grafica apresenta a vantagem de estabelecer direta e visualmente a relacao de proporgao

existente entre as distancias do mapa e do territério.

Para plotar um figura no GeoGebra, devemos seguir os seguintes passos:

1. Entrar no site <http://www.openstreetmap.org> e preencher o local indicado pela
seta preta (ver figura 1.9) com o nome da localidade que se deseja pesquisar. Note

que o mapa contém uma escala como indicada pela seta vermelha (ver figura 1.9).

2. Em seguida, no GeoGebra na barra de menus, clicar e seguir a seguinte sequéncia:
Editar — Inserir imagem de — Arquivo. Neste ponto, deve-se selecionar o arquivo

desejado, como mostra a figura 1.10.
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Figura 1.9: Mapa da Travessia Bom despacho - Salvador

EOperIStreeﬂap l Editar —‘ Histdrico ‘ Exportar ‘

o ) EES

Figura 1.10: Inserindo a imagem no GeoGebra.

Arquivo -Enihir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

I_l 9 |Desfazer Cir+Z Mover
| _. " |Refazer Cirl+Y . l Arraste ou selecione objetos
* Jane| Copiar Clriee
e} =
= | = Colar Cirl+v
8';!5 ] Copiar para Area de Transferéncia Ctri+Shift+C T
L 2
. Area de Transferéncia
#F Propriedades .. Ctri+E u
Selecionar Tudo Crl+A

3. Com a figura plotada no GeoGebra, marcamos dois pontos A e B e tragamos um

segmento de reta AB (ver figura 1.11).
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Figura 1.11: Marcacao de pontos no mapa.

Arquivo Editar Exibir Opcides Ferramentas Janela Ajuda

RN =ENEE

¥ Janela de Al
Reta
Ponto / raav | o
i@ A=(9.72 Born Despacho
. B=(2.94 _/ Segmento Ribeira
C=(4.2 B
E=(-27 j"' Segmento com Comprimento Fixo

Bonfim Lobata

Segmento 1 BA-532 Monte Serr
) Seameta D-607 onte Serrat e
o+~ Semireta
= ) < anta miani
Caminho Poligonal
pe Lapinha  Bon
Vera Cruz
Baixa de Quinta
Vetor
-~ Cidatle Baixa
Centro?
-/':' Vetor a Partir de um Ponto e Salvac
Barris,
Mar Grande Vitbria
i Jardim Api FusErz
Ilha de s
: . Aguiar
Itaparica I 12
4

Barra Grande
3 km a5

Note que o segmento AB, que liga Agua de Meninos (Terminal do ferry-boat em
Salvador-Bahia) a Bom Despacho (Terminal do ferry-boat na Ilha de Itaparica-

Bahia), tem aproximadamente 6,97 cm, indicado pelas setas da figura 1.11.

Figura 1.12: Plotando figuras no GeoGebra.

Rl Al cle) <l =)

» Janela de Algebra x| | = Janela de Visualizagao
Ponto W —~ a~ ‘
A=(9.72,3.62) Bom Despacho
Ribeira
Imagem fig1 B
Bonfim Lobato
BA-532 D =507 Monte Serrat e
Wi Santa Man|
Lapinha Bon
Vera Cruz :
Baixa de Quinta
Cidace Baixa
Centros
" Salvac
Barris
Mar Grande Vitoria
4 a
BA-BE2 Jardim Apiperna) ‘Parque Cruz
Itha de E . Aguiar_
Itaparica 14 12
+,
3 km 4

4. Para fazer a conversao da escala (seta vermelha figura 1.12), vamos medi-la criando

um segmento CE.

Note que o segmento C'E possui 1,56 cm e na escala, esse segmento tem 3 km. Portanto,
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usando a equagao (1.3) temos que:

1,56 cm

Escala =
scala -

= 0,52 em/km,

ou seja, para cada 0,52 cm no mapa temos 1 km na realidade. Assim, usando proporcio-

nalidade direita:

Tamanho no desenho(cm) Tamanho real(km)
0,52 1
6,97 T

0,52 1
6,97_5:95_13,41 km.

Uma vez que calculamos a distancia utilizando uma linha reta, nosso resultado realmente

obtemos

teria que ser um pouco menor que o apresentado no mapa, onde o trajeto (linha em azul)

nao ¢é reto. (Ver figura 1.13).

Figura 1.13: Travessia Salvador-Ba a ilha de Itaparaica-Ba

~ Terminal Ma‘rl’l!_\ 0
de Bom Despa

& CAIXA D'AGUI
&

1
Salvador !'

Fonte: Googlemaps, disponivel em: < www.googlemaps.com.br>. Acesso em 12 de fevereiro de
2017.
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1.3 Funcoes

Maiores detalhes dos contetidos apresentados nesta secao podem ser encontrados
em [6], [10] e [12].

O conceito de fungao é um dos mais importantes na Mateméatica e ocupa lugar
de destaque em varios de seus campos, bem como em outras dreas do conhecimento. E
muito comum e conveniente expressar fenomenos fisicos, biolégicos, sociais, etc, por meio
de fungoes.

Vejamos uma ideia bem simples de funcao. Suponha que uma quantidade variavel
y, dependa, de um modo bem definido, de uma outra quantidade variavel z, portanto, para
cada valor particular de x existe um tinico valor correspondente de y. Tal correspondéncia
¢ denominada funcdo e diz-se que a variavel y é uma funcao de z. Por exemplo, se z
simboliza o raio de um circulo e y simboliza a area deste circulo, entao y depende de z,
de um modo bem definido, formalmente y = 722. Por conseguinte, diz-se que a drea do

circulo é funcao de seu raio.

Defini¢ao 1.3.1. Dados os conjuntos X, Y, uma funcao f: X — Y (lé-se “f de X em
Y”) é uma regra (ou conjunto de instrugoes) que diz como associar a cada elemento = €
X um tnico elemento y € Y. O conjunto X chama-se dominio e Y é o contradominio da
fungao f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x pela fungao
f, ou o walor assumido pela fungao f no ponto z € X. Escreve-se x — f(x) para indicar

que f leva z em f(z).
Exemplos 1.3.1. Seja a fungao f: R — R; f(z) = 2z + 1, entao:

a) a imagem de 0 pela aplicagao f é 1, isto é:
f(0)=20+1=1.

b) a imagem de —2 pela aplicacao f é —3, isto é:
f(=2)=2(-2)+1=-4+1=-3.

Deve-se ainda observar que uma funcao consta de trés ingredientes: dominio, conta-
dominio e a lei de correspondéncia = — f(x). Mesmo quando dizemos simplesmente
“a funcao f 7, ficam subentendidos seu dominio X e seu contradominio Y. Sem essa

especificacao, nao existe a funcao.

Exemplo 1.3.1. f: R — R tal que f(z) = 2z é uma fungao que associa a cada * € R
um y € R tal que y = 2x.

Exemplo 1.3.2. f:R — R tal que e f(x) = z* é uma fungao que associa a cada r € R

um y € R tal que y = 2.
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Exemplo 1.3.3. f: R, — R tal que f(x) = y/z é uma fungiao que associa a cada x €
R, um y € R tal que y = /x.

Defini¢ao 1.3.2. O gréfico de uma fungdo f é o conjunto de todos os pontos (z,y) do

plano cartesiano ortogonal, tal que x pertence ao dominio de f, y pertence a imagem de

fey=f(z).

Exemplo 1.3.4. Esbocar o grafico da funcdo f : R — R definida pela equacgao y = 322,

com a restricao de x > 0.

Solucao:

Comecemos escolhendo um pequeno ntmero de valores positivos de x e calculando suas
respectivas imagens pela fungao y = f(r) = 3z Em seguida, organizaremos os pontos
* )

em uma tabela conforme a figura 1.14.

Portanto os quatro pontos (1,3), (2,12), (3,27), (4,48) pertencem ao grafico de f. Note
que x = 0 nao foi utilizado pois o mesmo nao pertence ao dominio da funcao. Tragada uma
linha comegando de um ponto bem préximo do (0,0) e passando pelos pontos calculados,

temos o eshbogo do grafico de f(x) = 3x2, mostrado na figura 1.14.
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Figura 1.14: Grafico de uma funcao.

(4,48)

40

X Y
1 3 801
5 12

3 27

a 43 20

Tal procedimento para o esboco de gréficos, localizando uns poucos pontos bem
escolhidos e ligando-os por uma curva continua, nem sempre funciona, uma vez que é
preciso conhecer a forma do grafico entre os pontos estabelecidos. Se a forma da fungao
¢ simples, isto geralmente funciona bem. Contudo, fungoes mais complicadas requerem

métodos mais sofisticados.

Na defini¢ao de funcao, vimos a necessidade de f associar um e somente um valor
de y para cada valor de x em seu dominio. Isto corresponde a condi¢ao geométrica de que

dois pontos distintos de um grafico nao podem possuir a mesma abcissa.

Podemos verificar através de um procedimento, utilizando a representacao cartesiana da
relacado f de X em Y, se f é funcao: basta observarmos se a reta paralela ao eixo y
conduzida pelo ponto (z,0), onde z € X, encontra sempre o grafico de f em um sé ponto

como mostrado na figura 1.15.

Exemplo 1.3.5. A relagdo f de A em R, com A = {z € R; -1 < x < 3}, representada
na figura 1.15, é funcao, pois toda reta vertical conduzida pelos pontos de abscissa © € A

encontra sempre o grafico de f num sé ponto.
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Figura 1.15: Grafico de uma funcao.

Fonte: [10]

Exemplo 1.3.6. A relagdo f de A em R, com A = {z € R; -2 < x < 2}, representada
na figura 1.16, nao é fungao, pois ha retas verticais que encontram o grafico de f em dois

pontos.

Figura 1.16: Grafico de uma relacao.

Fonte: [10]

1.3.1 Funcao Polinomial

Definigao 1.3.3. Diz-se que p : R — R é uma funcao polinomial quando existem nimeros

ag, ay, . ..,a, tais que, para todo z € R, tem-se
p(T) = anz™ + ap_12" "t + ..+ axx® + a1 + ao. (1.4)
Se a,, # 0, dizemos que p tem grau n.

A soma e o produto de fung¢oes polinomiais sao ainda fungoes polinomiais. Veja

um interessante exemplo de produto:
(z—a) (" '+arx"?+ . +a" Pr+a" ) =2" —a” (1.5)

Assim, dizemos que z" — o™ é divisivel por x — a. Seja p a funcao polinomial apresentada

em (1.4). Para quaisquer z, « reais, temos

p(z) —pla) = ap(2™ — ™) + ap1 (2" ="+ .+ a(z — ). (1.6)
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Sendo cada parcela do segundo membro divisivel por x — o, podemos escrever, para todo

rzeR

p(x) = ple) = (z — a)q(z), (1.7)

onde ¢ é uma funcao polinomial.

Se p tem grau n, g tem grau n — 1.

Em particular, se a é uma raiz de p, isto é, p(a) = 0, entdo p(z) = (z — a)g(x) para todo
x € R. A reciproca é verdadeira.

Portanto, @ é uma raiz de p se, e somente se, p(x) é divisivel por x — ov. Mais geralmente,

aq, ...,y S0 raizes de p se, e somente se, para todo x € R vale
p(x) = (# — ar)(@ — az)...(x — au)q(), (1.8)

onde ¢ é uma funcao polinomial de grau n — k se p tem grau n.
Consequentemente, uma funcao polinomial de grau n nao pode ter mais que n

raizes.

Definicao 1.3.4. Uma funcao polinomial p chama-se identicamente nula quando se tem
p(z) = 02" + 02"t + ... + 02 + 0, (1.9)

para todo z € R.

Neste caso, p tem uma infinidade de raizes, pois todo nimero real é raiz de
p. Entao nenhum niimero natural n é grau de p, a fim de nao contradizer o resultado
anteriormente mencionado. Por definicao, a funcao polinomial ideticamente nula nao tem
grau, pois nenhum dos seus coeficientes é diferente de zero.

Dadas as fungdes polinomiais p e ¢, completando com zeros (se necessario) os

coeficientes que faltam, podemos escrevé-las sob as formas

p(x) = anZ" + ap_ 13"+ o+ agx® + ayw + ag

q(x) = bpx™ + by 12"+ L+ bex? + by + a,

sem que isso signifique que ambas tém grau n, pois nao estamos dizendo que a, # 0 nem
que b, # 0.

Suponhamos que p(x) = ¢(x) para todo z € R, ou seja, que p e ¢ sejam fungoes iguais.
Entao a diferenga d = p — ¢ é a funcdo identicamente nula, pois d(z) = p(z) — g(z) =0

para todo z € R. Contudo, para todo x € R, tem-se

d(x) = (an, — by)x™ + ... + (a1 — by)x + (ag — by).
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Pelo que acabamos de ver sobre funcgoes polinomiais identicamente nula, segue-se que

ap —b, =0,...,a1 — by =0,a9 — by = 0, ou seja:
Ay — bn, 1 = bl,ao = bo.

Portanto, as fungdes polinomiais p e ¢ assumem o mesmo valor p(z) = ¢(z) para todo
x € R se, e somente se, tém os mesmos coeficientes.

Apresentaremos agora uma diferenca sutil entre o conceito de funcao polinomial
e o conceito de polinomio.

Um polindmio é uma expressao formal do tipo

onde (ag, ay,...,a,) é uma lista ordenada de niimeros reais e X é um simbolo chamado
de uma indeterminada, sendo X’ uma abreviatura para X - X - X --- X (i-fatores).
Em esséncia, o polinémio p(X) é o mesmo que a lista ordenada dos seus coeficientes. Ao
escrevée-lo da maneira acima, estamos deixando explicita a intengao de somar e multiplicar
polinoémios como se fossem funcoes polinomiais, usando a regra X*- X7/ = X7,

Por definigao, os polinomios

Q(X) =0, X" + by 1 X"+ 0 X2+ 0 X + by

sao iguais (ou idénticos) quando ag = by, a3 = by, ..., a, = by,.

A cada polinémio p(X) = a, X" + ... + a1 X + ag faz-se corresponder a funcao

polinomial p : R — R, definida por p(z) = a,z™ + ... + a1z + ap, para todo x € R. A
discussao feita anteriormente sobre os coeficientes de fungoes polinomiais iguais significa
que a polinémios distintos correspondem fungoes polinomiais distintas.
Por esse motivo, nao ha necessidade de fazer distingao entre o polinomio p e a funcao
polinomial p. Ambos serao representados pelo mesmo simbolo p e serdao chamados indi-
ferentemente de polinomio ou fungao polinomial. Além disso, diremos “a funcao p(x)”
sempre que nao houver perigo de confundi-la com numero real que é o valor por ela
assumido num certo ponto x.

O gréafico de uma funcao polinomial é uma curva que pode apresentar pontos de
maximos e minimos. Estas func¢oes tém dominio sempre contido nos reais e a depender
do valor de n algumas delas sao nomeadas da seguinte forma:

a) Paran =0

Definigao 1.3.5. A fungao f: R — R é denominada func¢ao polinomial de grau 0 ou
fungdo constante na qual sua equacio é do tipo f(z) = ag, que associa a qualquer nimero

real x um mesmo nuimero real ag.
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A representacao grafica serd sempre uma reta paralela ao eixo do Oz, passando
por y = ag. O dominio da fungao f(x) = ag é D(f) = R. O conjunto imagem é o conjunto

unitério Im(f) = {ao}-

Exemplos 1.3.2. Para as funcoes f, g : R — R tais que
(a) f(z) =2 (b) g(z) = =3,

seus respectivos graficos sao retas paralelas ao eixo das abcissas como mostrado na

figura 1.17.

Figura 1.17: Grafico de fungdes polinomiais constantes

AY AY

'S

v

(a) (b)

Fonte: [6]

b) Paran =1

Definicao 1.3.6. A funcao f : R — R denominada func¢do polinomial de grau 1 ou fun¢ao
afim tem sua equagao do tipo f(z) = a1z + ag, isto é, associa a qualquer nimero real
£ um mesmo numero real a;x + ag, para a; # 0. Os nimeros a; e ag sao chamados de

coeficientes angular e linear, respectivamente.

A representagao grafica é uma reta nao paralela ao eixo coordenados Ox, passando
por y = ay.

Quando a; > 0 a funcdo f(z) = a1z + ag é crescente, isto é, a medida que x
cresce, f(x) também cresce. Quando a; < 0 a fungdo f(z) = a1x + ag é decrescente, isto
é, a medida que x cresce, f(z) decresce.

O dominio da func¢ao f(z) = a1z + ap é R, e o conjunto imagem ¢, também, R.

Exemplos 1.3.3. Para as fungoes f, g : R — R
(a) y =3z +2 (b) y = —2x — 1,

seus respectivos graficos estao descritos na figura 1.18.
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Figura 1.18: Graficos de fungoes polinomiais de grau 1

f{x)=5x+2

=2

=14

c) Paran =2

Definicao 1.3.7. A funcao f : R — R denominada de funcdo polinomial de grau 2 ou
funcao quadrdtica tem sua equagao do tipo f(z) = asx? + ayx + ag, com ay # 0, isto é,

associa a qualquer nimero real £ um mesmo ntimero real asz? + a1 + aq.

A representacao grafica é uma parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo Oy. Se o
coeficiente de z? for positivo (ay > 0), a pardbola tem concavidade voltada para cima.
Se a, < 0, a concavidade da pardbola é voltada para baixo. A interseccao da parabola
com o eixo dos Ox define os zeros da fungao. Na figura 1.19 caracterizamos as diversas
possibilidades de posicao da parabola, sendo s o seu eixo de simetria. Note que o dominio
da funcdo ¢ D(f) =R.
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Figura 1.19: Graficos da fungao polinomial de grau 2

a pardbola intersecta a parabola intersecta a parabola no
0 eixo Ox em dois o eixo Ox em um intersecta o eixo Ox
pontos distintos nico ponto

5

%
x¥

Fonte: [6]

Para funcgoes polinomiais de grau n > 2, para n € N, a construcao dos gréficos
necessita de algumas técnicas que nao serao abordadas neste trabalho, uma opgao é a

utilizagao de softwares. Isso serd apresentado em fases posteriores do presente trabalho.
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Capitulo 2

Matrizes, Determinantes e Sistemas

Lineares

Nesse capitulo vamos relembrar algumas defini¢oes e resultados classicos, os quais
serao necessarios para a compreensao da metodologia apresentada no capitulo 5. Para
maiores detalhes, consultar [2], [7], [10], [13].

2.1 Matrizes

Definicao 2.1.1. Sejam m > 1 e n > 1 ntimeros inteiros. Chama-se uma matriz A, de
elementos reais, do tipo m x n (lé-se m por n), toda tabela de niimeros reais, distribuidos

em m-linhas e n-colunas.

a1 a2 ... Qip

a921 Ao29 ... Q9pn
A —

Am1 Am2 ... Amn

mXxn

Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por A = (a;j)mxn tal que, 1 <i <
mel<j<net j€ N Leése matriz A, dos elementos a;; de ordem m x n, ou seja m

linhas e n colunas.

Definicao 2.1.2. Quando uma matriz A = (a;;)mxn, tiver m = n (ntmero de linhas igual
ao numero de colunas), diz-se que a matriz é quadrada do tipo n ou simplesmente ordem

n.

Os elementos a;; com ¢ = j formam a diagonal principal da matriz quadrada.

Mais precisamente, considerando a matriz quadrada
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a1; Q12 ... Qip

21 @29 ... QA9pn
A= ,

Ap1 Qp2 ... Qpp

os elementos a1, as9,..., an, formam a sua diagonal principal.

Definicao 2.1.3. A matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos da diagonal
principal sao iguais a 1 e os outros elementos sao iguais a zero, é chamada de matriz

identidade e seu simbolo é I,,.

Exemplo 2.1.1. Matrizes identidade de ordem 2, 3 e 5 respectivamente.

10000

1 0 100 01000
]2—(01>,13— 010 Jels=[00T1T00
0 01 0001O0

0 00O0T1

Definicao 2.1.4. A matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos sao iguais

a zero é chamado de matriz nula e seu simbolo é O,,.

Exemplo 2.1.2. Matrizes nulas de ordem 2, 3 e 4 respectivamente.

00 0O
00 000 00 0O
Oy = ,O3= 00 0 |[eOs=
0 0 00 0O
0 00
00 0O

E importante ressaltar que uma matriz nula nao precisa ser quadrada, isto é, toda
matriz de ordem m timesn na qual todos os seus elementos sao iguais a zero é dita uma

matriz nula.

Definicao 2.1.5. Dada uma matriz A = (@;;)man, chama-se de transposta de A a matriz

A" = (aji)nam tal que aj; = a;; para todo i e todo j.

a1l a2 ... Qipn aijxr ao21 ... Qm1

921 929 Aoy, 12 A22 ... Qm2
A= , A=

Am1 Am2 ... Amn A1p A2 ... Apm
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A seguir, veremos quando duas matrizes sao consideradas iguais. Além disso,

dentre as operacoes entre matrizes, apresentaremos apenas o produto entre matrizes.

Definicao 2.1.6. Duas matrizes A e B sao iguais se, e somente se, tém a mesma ordem
e seus elementos correspondentes sdo iguais, isto é dadas as matrizes A = (aij)mxn €

B = (bij)mxn, temos A= B <= q;; =bj;com1<i<mel<j<n.

Defini¢ao 2.1.7. Dadas a matriz A = (a;;j)mxn € @ matriz B = (b;j)nxp, 0 produto da
matriz A pela matriz B é a matriz C' = (¢;;j)mxp, denotado por C'= A - B, cujo elemento
¢ij ¢ calculado somando-se os produtos obtidos ordenadamente entre os elementos da linha

© da matriz A e os elementos da coluna j da matriz B.

Note que o produto da matriz A por B s6 é possivel, se o niimero de colunas da matriz A

coincide com o niimero de linhas da matriz B.

a1 a2 ... Qip b11 blg blp
921 22 ... Q9pn b21 b22 bQP
A= . B=
Am1 Am2 ... Amn QAp1 bng bnp
mxn nxp
Ci1 Ci2 ... Cyp
Co1 C2 ... Co9p
C = Amxn : Bnmp =
Cm1 Cm2 Cmp
mxp
Onde,
n
Cil, = E a;jbjr = anbig + ... + Qinbpg, (2.1)
j=1

comi € {1,2,..m}eke{l,2 ..., p}

A seguir, apresentaremos a definicao de matriz inversa de uma matriz quadrada.
E importante ressaltar que dada uma matriz quadrada, existem alguns métodos para
calcular a sua inversa. Como um dos objetivos deste trabalho é mostrar um pouco da
matematica por tras de softwares que nos fornecem resultados prontos, na proxima secao,
focaremos em apenas um desses métodos para construirmos uma linha de pensamento

mais objetiva para estudantes de Ensino Médio.

Definicao 2.1.8. Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se X é uma matriz tal que

A-X=1,e X-A=1, entao X é denominada matriz inversa de A e ¢ indicada por A",
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Quando existe a matriz inversa de A, dizemos que A é uma matriz inversivel ou nao

singular.

2.2 Determinantes

Definicao 2.2.1. Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de elementos reais.
Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos de determinante de uma
matriz M, e indicamos por det M, o nimero que obtemos operando os elementos de M da

seguinte forma.

1. Se M tem ordem n = 1, entao detM é o tnico elemento de M.
M = ( a1 ) — det M:|6L11| = a1

2. Se M tem ordem n = 2, o produto dos elementos da diagonal principal menos o

produto dos elementos da diagonal secundaria.

a1; a2 a1; Qg
M = — detM = = a11 * A22 — Q21 * Q12

a1 Q22 Q21 A2

3. Se M é uma matriz de ordem n = 3, isto é, se

11 Q12 413 11 a1z A3
M = Q921 Q99 (A923 s entao detM = a21 Q29 QA23 | —
a3; aszz2 ass a3; asz2 a33

= Q11 G22° 033+ A12° Q23 A31 + Q13 Q21 * G32 + Q13 G22 - A31 — (11 A23 * A32 — G12 * A21 * (33

Para calcularmos determinantes de ordem superior a 2, podemos utilizar outro
método, também conhecido como o Teorema de Laplace, o qual serd tratado mais a
frente. Contudo, precisamos primeiramente definir Menor Complementar e Complemento
Algébrico (Cofator).

Com o intuito de provar alguns resultados presentes neste texto, apresentamos a

seguir, sem as respectivas demonstragoes, algumas propriedades de determinantes.

1. Se todos os elementos de uma linha(coluna) de uma matriz A s@o nulos, detA = 0;

2. Se multiplicamos uma linha da matriz por uma constante, o determinante fica mul-

tiplicado por esta constante;
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3. Se multiplicamos todos os elementos de uma matriz A quadrada de ordem n por

uma constante K, o determinante de KA é: detKA = K™ - detA;

4. Uma vez trocada a posicao de duas linhas (duas colunas), o determinante troca de

sinal;
5. O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais é zero;
6. det(A- B) = detA - detB;

7. A soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer de uma matriz A, ordena-

damente, pelos cofatores dos elementos de uma fila paralela é igual a zero.

Definicao 2.2.2. Consideremos uma matriz M de ordem n > 2. Seja a;; um elemento de
M. Definimos o menor complementar do elemento a;;, e indicamos por D;;, como sendo

o determinante da matriz que se obtém ao suprimir a linha ¢ e a coluna j de M.

Exemplo 2.2.1. Sendo M = , calcule D11 e Daos.

W N =
W = w
N Ot~

Solucgao:

Pela definicao 2.2.2, temos que:

=
I

:>D11:

B
—_ W
B

5
=21-35=—13;
2

w
w
[\

4 3
M=1| 2
3 3 2

W

=43-33=3. U

ot

:>D23:‘

Entender o complemento algébrico (cofator) é um passo necessario para o estudo
do Teorema de Laplace, o qual é utilizado para o calculo de determinantes de matrizes
quadradas, conforme veremos mais adiante. Temos que cada elemento de uma matriz
quadrada possui o seu respectivo cofator, sendo este cofator um valor numérico. Vejamos

a sua definigao.

Definicao 2.2.3. Consideremos uma matriz M de ordem n > 2; seja a;; um elemento de
M, definimos complemento algébrico do elemento a;; (ou cofator de a;;), e indicamos por

A;; como sendo o nimero (—1)"7 - D;; ou seja:

Ay = (—1)"7. D;; (2.2)
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3 2 =2
Exemplo 2.2.2. Seja A= 1 4 8 calcule As;.
75 3
Solucgao:
3 2 =2
Usando a definicao 2.2.3 temos: A= 1 4 8 ,Agy = (=1)*T1. Dy =
75 3
2 =2
- ( (—2))

Uma vez que cada elemento de uma matriz quadrada possui um cofator, podemos

obter uma matriz formada por cofatores.

Definigao 2.2.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de matriz dos
cofatores de A, e indicamos por A’, a matriz que se obtém de A, substituindo cada
elemento de A por seu respectivo cofator. A transposta da matriz dos cofatores de A é

chamada de matriz adjunta e indicada por A (A=(A")!).

Sendo
a1 Qi ... Qaip
A - 21 Q22 ... dgp ’
Ap1 Gp2 ... Qnp
tem-se
A A o A Ay An o An
A — Aoy A ... Ay, Z:(A')t: Ajg Ay .. Apo
Anl AnQ Ann; Aln A2n Ann

A férmula de Laplace é uma recorréncia que possibilita obter o determinante de
uma matriz quadrada de ordem n com base no determinante de uma submatriz de ordem
n—1. Na maioria dos casos ele facilita em muito o calculo de determinantes, especialmente

se for utilizado junto com outras propriedades.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Laplace). O determinante de uma matriz M de ordem
n > 2, é a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos

respectivos cofatores, isto é:
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a) Se escolhermos a coluna j da matriz M teremos:

aij; aig ... Qip apy Qa2 ... ai; ... Aip
ag1 A2 ... Q2p a21 Q22 ... A25 ... d2p 5
M = . . . = ) ) . ' , entao:
Ap1 QAp2 ... app Qp1 Ap2 ... Apj ... Qpp
detM = alj.Alj + CLQj.AQj + ...+ anj.Anj (23)

b) Se escolhermos a linha i da matriz M teremos:

ay; a2 ... Qaip
api; a2 ... Qip g1 A2 ... QG2p
21 Q29 ... QA2pn : : . . -
M = ] ' ) = , entao:
: Qi1 442 Qin
Ap1 QAp2 ... App
Ap1 QAp2 ... Qpp
detM = a1 Ail + a;o - AiZ + ...+ ap - Azn (24)

Agora, que ja apresentamos todas as ferramentas necessarias para calcularmos a
matriz inversa de uma matriz quadrada de ordem n, veremos um resultado cuja demons-
tracao utiliza a propriedade 5 de determinantes e o Teorema de Laplace. Este resultado

sera utilizado na demonstragao do Teorema que nos diz como calcularmos tal inversa.

Lema 2.2.1. Se A € uma matriz quadrada de ordem n e I, € wuma matriz identidade de

mesma ordem, entao

A-A=A-A=detA-1I,

@11 Q12 ... Qip A Ay o Ap

. — a21 Q22 ... Q2p Ap Agy oo Apo
Demonstracao. Fazendo A - A= .

ap1 Gp2 ... Qpp Aln AQn Ann

Ci11 Ci12 ... Cip

Cy1 C22 ... Cop

= :C
Cnl Cn2 ... Cpn

Calculando os elementos da matriz C:

c11 = a1 A + agAie + .+ a Ay
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c12 = anAar + a1ps + ... + a1, Az,
ou seja,

n
Cik = )iy Qij * A
Logo se:

e | =k, entao c¢;; = detA (Teorema de Laplace);

e i # k entdo ¢y, = detA =0 (Propriedade 7 de determinantes).

Assim
detA 0 ... O
0 detA ... 0
C = . . . — detA * In
0 0 ... detA
ou seja,
A-A=detA- 1,
A demonstracio para A- A = detA - I,, é analoga. m

Teorema 2.2.2. Se A é uma matriz quadrada de ordem n e detA # 0, entdo a inversa

da matriz A é

1 _
Al = A 2.5
detA (25)
Demonstracao. Usando o Lema 2.2.1 temos:
_ 1 — 1 detA
D) A- (. A) = (A-A) = . AT )= " . =1
(i) (Gez - 4) detA ( ) detA (det ") detA " "
. 1 — 1 — 1 detA
(i) <detA A)- A= detA (4-4) = detA (detA - 1) = detA In = In
De (i) e (ii) segue-se, pela Definigao 2.1.8, que
1 —
A7l = <A
detA
]

Proposigao 2.2.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A inversa de A existe, se
e somente se, detA # 0.
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Demonstragao. (=) Se 3 A~ entao A- A™! = I, e, pela Propriedade 5 de determinates,
detA - detA~! = detl, # 0. Portanto

detA # 0

(<) Se detA # 0, pelo Teorema 2.2.2 existe a inversa de A, e

1 _
Al = — A
det A
m
1 0 -1
Exemplo 2.2.3. Dada amatriz A= 2 1 1 , calcule detA e, se possivel, de-
4 -2 0

termine A~1.

Solugao:
Sendo A uma matriz de ordem 3, vamos utilizar, para o calculo do determinante, a formula

apresentada no inicio desta se¢ao, ao invés do Teorma de Laplace.

1 0 -1
detA={2 1 1 [=1-1040-1-4+(=1)-2-(=2)—(=1)-1-4—0-2-0—1-1-(=2) = 10.
4 -2 0

Uma vez que o determinante de A é diferente de zero, pela proposicao anterior, existe a

matriz inversa de A. Vamos determinar tal inversa utilizando o Teorema 2.2.2.

11 0 -1 0 -1

‘—2 0] | -2 0 11

PR RN (N R

10 40 4 0 2 1

2 1 10 10

4 —2| |4 -2 2 1
0,2 0,2 0,1
Assim, A™! = 0,4 0,4 —0,3
~0,8 0,2 0,1

2.2.1 Calculo de determinantes utilizando o GeoGebra

Nesta subsecao, apresentaremos uma sequéncia no GeoGebra para calculo do

determinante de uma matriz.
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1 0 -1
Exemplo 2.2.4. Calcule o determinante da matriz A= 2 1 1
4 -2 0

Passo 1: Abrir o GeoGebra e seguir os seguintes passos: Exibir — Planilha, abrira

do lado esquerdo uma planilha (ver Figura 2.1);

Figura 2.1: Passo 1

1} GeoGebra = O =
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
H : Janela de Algebra Cirl+Shift+A
D% I:[[Il »"* Planilha Ctrl+Shift+S
w Janelade Alf B Janela CAS Cirl+Shift+K A
| = fv & Janela de Visualizagio Ctrl+Shift+1 | F~
@ Janela de Visualizagdo 2 Cirl+Shift+2 | C | D E F G
My Janela de Visualizagio 3D Cirl+Shift+3 ~
4% Protocolo de Construgio Crl+Shift+L
~f. Calculadora de Probabilidades Cirl+Shift+F
Teclado
~ (Campo de Entrada
o Layout .
@ Atualizar Janelas Cirl+F

Recalcular Todos os Objetos  Clril+R

Passo 2: Preencher, na planilha, os valores da matriz e em seguida, com o botao esquerdo,
selecionar toda a matriz. Com o botao direito, seguir os seguintes comandos: Criar —

Matriz. Note que do lado esquerdo (seta preta) foi criada a matrizl (ver figura 2.2);

Passo 3: Na barra Entrada, ver figura 2.3 (seta preta), digitar: determinante[matrizl] e

teclar Enter. No lado esquerdo (seta vermelha) aparecerd o determinante da matrizl =
detM.
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Figura 2.2: Criando a matriz
% GeoGebra — Od *
Arjuivo Editar Exibir Opces Ferrementas Janela &juda Entrar. ..
=l = t
R ‘, 02yl 3 | 7 %
| 11 7| 7|
* Janela de Algebra [* | = Planilha [
==~ &~ P N ENERE ==k
Lista A | B | © i E F G
‘ 1 o —17 1 ) 1 A
‘@ matrizl = 2 1 1
2 2 1 1
& =F 1 )
= = = A1:C3
4
5 Copiar
& [ colar 4
7 [ cortar
& /7. Apagar Obetos
9
Lisa Criar >
L Lisad t
isia de pontos
11 b “s  Exibi- Objeto
Matriz e
12 w4 Exibi Rétulo
Tabela . 5
13 FEl Gravar para a Planilha de Célculos
14 Caminho Poligaznal ¥
Tabela de Operacio [4¢ Propiedades .. v
Entrada: ®
Figura 2.3: Calculo do determinante de uma matriz usando o GeoGebra.
'} GeoGebra =5 O >
Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1 =] =
A * D @ '{ﬁv & ABC | =2 :

%' (L =| /v:' ""T—Fv. || ®v. 7| | e /| ol | ‘_:Hv ? 1
w Janela de Algebra # | * Planilha 5
=B LN | BEE| = B

Objetos Livres A | e | e | o | E F G
- Objetos Dependentes 1 1 0 p .

i 2 2 1 1
(=
@ matrizl = 2 1 1 3 4 -2 0

4 -2 1] 4
5
5 4
=
8
9
10
11
12
13
14 e
< >
Entrada: .Determinante[matrizﬂ @ @
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2.2.2 Calculo da matriz inversa através do GeoGebra.

Nesta secao, usaremos uma sequencia didatica no GeoGebra para a determinacao

da inversa de uma matriz quadrada inversivel de ordem n.

1 0 -1
Exemplo 2.2.5. Calcular a inversa da matriz A = | 2 1 1 . Observe que na
4 =2 0

subsecao anterior, vimos que detA = 10 # 0, logo A é inversivel.

Passo 1: Abrir o GeoGebra e seguir a seguinte sequéncia: Exibir — planilha. Abrira
uma planilha no lado direito da tela (ver figura 2.1);

Passo 2: Preencher, nas células, os valores da matriz A. Depois, selecionar todos os dados
com o botao esquerdo e, com o botao direito, seguir os seguintes comandos: Criar —
Matriz. Aparecerd do lado esquerdo matrizl (ver figura 2.2);

Passo 3: Na barra de Entrada, como indicado no desenho abaixo pela seta preta, digitar

o seguinte comando: matrizinversamatrizl| e teclar Enter.

Figura 2.4: Calculo da inversa de uma matriz usando o GeoGebra.

'} GeoGebra - O *
Arguive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Ny I g (R 5N O] 1| P & ABC| 232 b
¥ Janela de Algebra #| | = Planiha P
B SN 1 |BEE =Y | A
Objetos Livres A | B | ¢ | oD E F
Objetos Dependentes 1 1 o - P
/1 0 -1
----- ® matrizl = |I 2 i 1 I| 2 e ! !
\4 -2 o0/ 2 i = Y
0.2 02 0.1 =
o matriz? = 0.4 04 —-0.3
(—I].B 0.2 I].l) « q
7
8
9
10
1
12
13
14 kg
< »
Entrada; matrizinversa[matriz1] H =

Aparecera do lado esquerdo a matriz2 que € a inversa da matriz A = matrizl

(ver figura 2.4).
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2.3 Sistema de equacgoes lineares

Defini¢ao 2.3.1. Dados os ntimeros reais oy, g, ..., &y, 5, (n > 1) & equagao

T + oy + ... + apx, = (2.6)

onde os x; sao variaveis em R, damos o nome de equacao linear sobre R nas incognitas

T1,L9y eeey Ty

Uma solugdo dessa equagao é uma sequéncia de nimeros reais (ndo necessaria-

mente distintos entre si) indicada por (by, ..., b,) tal que

CYlbl -+ Oézbg + ...+ Oénbn = 5 (27)

é uma frase verdadeira.

Defini¢ao 2.3.2. Um sistema S de m equagoes e n incdgnitas (m,n > 1) é um conjunto
de m equacoes lineares, cada uma delas com n incégnitas, consideradas simultaneamente.

Um sistema linear se apresenta da seguinte forma:

p
a1 + 19T 4+ ...+ ATy — b1

(9121 + A20To + . .. + Ao, = by

Am1T1 + QmoXo + . .. + T = b,
\

Sob a forma matricial, S pode ser escrito como:

AX =B
a1 a19 ... Qip T bl
921 929 o Qop i) b2

Am1 AQm2 ... Gmp Tn bm
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onde A é uma matriz de ordem maxn chamada de matriz dos coeficientes, a matriz X , a
qual tem ordem nz1, é chamada matriz das incégnitas e B, de ordem mxz1, é chamada de

matriz dos termos independentes.

Os a;; sao chamados de coeficientes das incognitas x; e os b; sao chamados de
termos independentes, com ¢ = 1,2,3,....m e 7 = 1,2,3,...,n. Tantos os coeficientes

quanto os termos independentes sao, em geral, dados do problema.

Os numeros 71, T9, ..., T, constituem uma solucao da equagao (2.8) ou (2.9) se
para x; = T;, ¢ = 1,2,...,n as equacoes de S se transformam em igualdades numéricas.

Com estes numeros, pode-se formar a matriz coluna.

T

a qual ¢ chamada matriz solu¢ao de (2.8) ou (2.9).

A classificacao de um sistema linear é feita em funcao do niimero de solugoes que

ele admite da seguinte forma

a) Sistema possivel ou consistente: E todo sistema que possui pelo menos uma

solucao. Um sistema linear possivel é:
a;) determinado se admite uma tnica solugao;

as) indeterminado se admite mais de uma solugao.
b) Sistema impossivel ou inconsistente: E todo sistema que nao admite solugao.

Exemplo 2.3.1. Dados os sistemas

—_

r+y = 6 x4+ =1 r+y =
Sl: Y 752: Y 7532 Y ,

rT—y = 2 20 — 2y = 2 r+y =

W

a classificacao dos mesmos pode ser obtida por observacao dos gréficos referentes a cada

equacao.

Note que o sistema S; é possivel e determinado, ou seja apresenta uma tinica solucao.

O sistema Sy é possivel e indeterminado, pois apresenta infinitas solugoes.
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Figura 2.5: Grafico do sistema Sj.

Fonte: [7]

Figura 2.6: Grafico do sistema Ss.

O sistema S5 é impossivel, pois nao apresenta solugao, ou seja, ndo possui ponto(os) em

comuin. O

Agora, seja S um sistema linear de m equacoes e m incognitas, que é chamado

um sistema linear quadrado de ordem m.

(
a111 + 122 + ...+ A1Tm — b1

9121 + A2y + ... + Qo Ty = bo

| @121 + oo + ...+ QT = b,

Apresentaremos a seguir a Regra de Cramer, a qual é uma das maneiras utilizadas para

resolver tais sistemas.
Como j4 foi visto na defini¢ao 2.3.2, o sistema acima pode ser escrito na forma matricial

AX = B, onde A é a matriz dos coeficientes, X ¢é a matriz das incégnitas e B é a matriz

dos termos independentes.
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Figura 2.7: Grafico do sistema Sj.

Para esta equagao, suponhamos detA # 0 e portanto, pela Proposicao 2.2.1, A tem a

inversa A~!. Entao

Al (A-X)=A"'-B
(A1 A)-X=A"1.B
I, - X=A"1B
X=A"1B
Na forma matricial, temos:
-1

Ty ay; a2 ... Qim by
o) B Q21  A22 ... Q2m by
T Am1 Am2 - Qmm bm

a qual representa uma outra maneira de resolver um sistema linear, conforme veremos

adiante.

Usando a relagao para célculo da matriz inversa (Teorema 2.2.2) e a relagdo acima temos:

1
) Al = A
@) detA

i) X=A4"1.B

Substituindo (i) em (ii), obtemos
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Entao,

X A A

1 _ T 1 A Ay
“qa VP T :

ITm Alm A2m

I biAn +boAg + ...+ by Ap
b detA '

Aml
AmQ

by
by

(2.10)

Note que o numerador desta fracao é igual ao determinante da matriz que obtemos de A

quando substituimos a primeira coluna pela matriz dos termos independentes. De fato,

usando o desenvolvimento de Laplace, obtemos:

Ou seja,

b1 a2 ... QAim
b2 ao2 ... QA2m
= b1 Ay + by Ao + .+ by A
bm Am2 -« Amm
bl a2 ... QAim
bg A22 ... QA9m
bm Am2 Qmm
Ir1 =
ail a2 ... Qim
921 A22 ... Q9m
m1  Am2 Qmm

Fazendo deducgoes andlogas, encontramos
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ai, ... b1 e Q1
aiz ... b2 . Aoy
Al oo by oo Qm
T = : (2.11)
a1 aig ... Q1m
G21  A22 ... Q2m
Am1 Am2 ... Amm

para i=1,2 3,....m.

Para simplificarmos a expressao (2.11), chamaremos de D; o determinante da matriz
obtida de A quando substituimos a i’ésima coluna pela coluna dos termos independentes
das equacoes do sistema, e chamaremos D o determinante da matriz dos coeficientes, ou
seja, D = detA. Logo

D; .
— para i=1,2,3,....m (2.12)

T, =

que ¢é a forma utilizada na Regra de Cramer para determinar o valor de cada incognita

separadamente e, consequentemente apresentar a solugao do sistema S.

A seguir, veremos que a condi¢cao do determinante da matriz dos coeficientes ser

nao nulo é necessaria e suficiente para um sistema linear quadrado S ter solucao unica.

Teorema 2.3.1. Um sistema quadrado AX = B de equagoes lineares tem uma unica
solucdo se, e sé se, a matriz A € invertivel. Nesse caso, A™'B ¢é a tnica solucio do

sistema.

Demonstragao. Aqui apenas demonstramos que se A for invertivel, entdao A~ B é a tinica
solugao.
Consideremos a matriz Xy = A~'B e provemos que ela é a solucao da equacao matricial
AX = B.
De fato,

AA™'B) = (AAYB =1, B=B,

o que prova que Xy, = A~!B é uma solucao.
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Para provarmos que Xy = A7!B é solucdo tinica, admitamos que AX = B tenha outra

solucao, digamos X, isto é AX; = B. Entao
X1 = [m X1 - (AilA)Xl = Ail(AXl) = AilB - Xo.

]

2.3.1 Resolucao de sistema de equacgoes lineares utilizando o

GeoGebra

Nesta subsecao, faremos uma sequéncia didatica para o calculo da solucao de
um sistema linear com ntmero de equacoes igual ao nimero de incégnitas, utilizando o

GeoGebra, o qual nos daréd suporte ao objetivo pretendido pelo presente trabalho.

Exemplo 2.3.2. Encontre a solugao do sistema linear S dado por

r+y+z=1
S=<{ 2x—y+2=2
2e+y—z2=1

Note que, escrevendo a equagao matricial AX = B temos

1 1 1 x 1
2 1 -1 1

Poderemos resolver tal sistema fazendo X = A™!'B, caso detA # 0.
Passo 1: Carregar os elementos da matriz A em uma planilha.
Abrir o GeoGebra e seguir os seguintes comandos: Exibir — Planilha, inserir os valores

da matriz A na planilha.

¥ GeoGebra — O *
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Tl . Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
& dﬂl " Planilha Ctrl+Shift+S
~ JaneladeAll Ix JanelaCAS Ciri+Shift+K %
| v fy|d@h Janela de Visualizacdo Ctrl+Shift+1 g | A
@ Janela de Visualizago 2 Ctrl+Shift+2 | o | D E F G
&y Janelade Visualizacdo 3D Ctrl+3hift+3 A
% Protocolo de Construgio Ctrl+Shift+L

4~ Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
Teclado
L

Campo de Entrada
5 Layout ...

@ Atualizar Janelas Cirl+F
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R
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Passo 2: Criando a matriz A.
Selecionar os valores inseridos na planilha, no passo anterior, com o botao esquerdo e logo
em seguida com o botao direito, seguir os seguintes comandos: Criar — Matriz. Note

que no lado esquerdo foi criada a matrizl = matriz A

€F GeoGebra — El *
Arquivo  Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
| Rl o) X
= Janela de Algebra | | * Planilha X
| =lv fiv LN |BEE DY B
Lista A | 8 | ¢ | b E F
f1 1 13 1 1 1| ~
L@ matrizl = |I 2 -1 1 I| 3 -
\ 2 1 -1 A1:C3
3 1
i Copiar
Z Colar
B
Cortar 4
L f  Apagar Objetos
8
9 Criar : Lista
Lista de pontos
10 Exibir Objeto P
11 e Matriz
As Exibir Ratulo
Tabela

o
=]
HE

Gravar para a Planilha de Calculos

CaminhoPoligo

-
3%}

¢ Propriedades ... Tabela de Oper

-
%

oy
o

< > < >

a*

Entrada:

Passo 3: Calcular o determinante de A, no intuito de verificar se o sistema é possivel
¢ determinado. Na barra de Entrada (Seta vermelha), digitar determinante[matrizl] e

apertar Enter.

Note que o determinante foi calculado no lado esquerdo da tela, onde estd indicado pela
seta preta. Como detA = a = 8 # 0, podemos resolver o sistema utilizando a matriz

inversa de A.
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¥ GeoGebra — O >
Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
5 @ & P4 N [BE o @

% il A JL~ T D) 3 -
* Janela deAIgehra * Planilha X
=l=ix fr ﬁIN |El E] Bl |~ |-

Lista A | B | ¢ | b E
f1 1 1 ‘\1 1 1 1 =
@ matnzl = 2 -1 1

2 2 -1 1
L2 1 -1 }
3 2 1 -1

Mumera
______ == ‘ 4

5

]

7

8

g

10

1

12 v
< > < >
Entrada: Determinante[ maitriz1] al 2| @

Passo 4: Criando a matriz B.

Entrar com os dados da matriz B na planilha e seguir o passo 2. Note que do lado

esquerdo serd criada a matriz2 = matriz B

7 GeoGebra - O X
Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
2] s sz
a2l | 5
w Janela de Algebra X | * Planilha X
=B feln 1 [EEE B |EY
Lista A B | c | b E P
/1 1 1\ [ms s - 3 o
matrizl = [ 2 -1 1 ] = i 5
e, Ry 3 1 1
i N
® matriz2 = 2 4
L 5 1
-~ Nimero B 2
EL a=8
? 1
3 AS:AT
9
= [E] Copiar
11 . Colar
% [Z cCortar
= /7 Apagar Objetos
14 Criar Lista
15 = o Lista de pontos
= Exibir Objeto ae
z
i B i A Exibir Rotulo
Entrada: gatels

[ Gravar para a Planilha de Célculos

Passo 5: Calculando a Matriz inversa de A.

Na barra de Entrada (seta preta) digitar: Matrizinversa[matrizl] e depois teclar Enter.
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Perceba que na esquerda da tela(seta vermelha) serd criada a matriz3 = inversa da matrizl

= inversa da matriz A.

7 GeoGebra — O >
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A " | . a=2
+ Janela de Algebra *| | * Planilha X
| =l fev SN |EIEE Dy |Ev
Lista Al B | c | b E
o1 -1 1 1 1 1 A
----- ® matrizl = | 2 -1 1 |
I\l‘ 2 1 _1 f’l 2 2 -1 -1
3 2 1 -1
{1
----- ® matriz2 = L 2 l 4
1 5 9
;o0 0.25 0.25 % G 3 4
----- matniz3 = | 0.5 —0.38 0.13 7 1
\ 0.5 0.13 -0.38 /
2 8
- Nimero
b a=28 9
10
1
12
13
14 %
< > < b3
Entrada: Matrizinversa[matriz 1] o+

Passo 6: Para encontrarmos a solucao do sistema, usaremos a seguinte relacao:

X =A"'B.

Portanto, na barra de Entrada, digitando matriz3*matriz2 e depois teclando Enter,
aparecera do lado esquerdo (seta preta da figura abaixo) a matriz4, que é a solugao do

sistema. Observe que matriz3 = A~! e matriz2 = B.
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7 GeoGebra — O *
Arquivo Editar  Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. A olll{a=2]| S |
Rl AN~ T D G} @ «5" \ 5, -
* Ja neladeAIgebra * Planilha X
=B ﬁ'l L E Gl Gl [y [E
Lista A B | ¢ | o E
(1 1 1 1 1 1 .\
----- ® matnizl = 2 -1 1
( I 2 35 1
3 1 1
1
----- ® matriz2 = ( 2 ) 4
L 1 5
/0 025 025\ [N =
----- matriz3 = 0.5 —0.38 0.13 = 4
0.5 0.13 -0.38
8
0.75
..... matrizd = —0.13 ‘ ]
0.38 10
Nimero 11
e 12
13
14
15
16 W
< > < >
Entrada; 'matri23*matri22.| a : @
Assim, o sistema
r+y+z=1
S=<{ 2r—y+2=2
2e+y—2=1

tem o conjunto solugao igual a

V = {(0,75;—0,13;0,38)}.
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Capitulo 3
Nocoes de Interpolacao Polinomial

Uma das ideias mais antigas da analise numérica é a aproximacao de funcoes por
polinomios. Nao é dificil entender por que isso acontece, uma vez que os polindomios sao
facilmente computéaveis, suas derivadas e integrais sao também polindmios, suas raizes
podem ser encontradas com relativa facilidade e etc. A simplicidade dos polinomios
permite que a aproximacao polinomial seja obtida de varios modos, entre os quais podemos
citar: Interpolacao, Método dos Minimos Quadrados, Osculacao, Mini-Max, etc. Assim,
é uma vantagem substituir uma fun¢ao complicada por um polindmio que a represente.
Além disso, existe o Teorema de Weirstrass, o qual afirma que toda funcao continua pode
ser arbitrariamente aproximada por um polinomio. Veremos aqui como aproximar uma
funcao usando dois Métodos de Interpolacao Polinomial. Tais métodos sao usados como

uma aproximagao para uma fun¢ao f(z), principalmente, nas seguintes situagoes

a) a expressao analitica de f(x) nao é conhecida, isto é, conhecemos apenas seu valor
em alguns pontos xg, x1, T, ..., (tal situagdo ocorre frequentemente na pratica,
quando se trabalha com dados experimentais) e necessitamos manipular f(z) como,
por exemplo, calcular seu valor num ponto, sua integral num determinado intervalo

e etc.

b) f(z) é muito complicada e de dificil manejo. Entao, as vezes, pode ser interessante

dar mais importancia a simplificacao dos calculos do que a precisao.

A apresentacao deste capitulo foi baseado na referéncia [7].
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3.1 Polinémio de interpolacao

O problema geral da interpolacao por meio de polinomios consiste em, dados n+1

nimeros (ou pontos) distintos (reais ou complexos) xg, 1, ..., T, € n+ 1 nimeros (reais
ou complexos) Yo, Y1, - - -, Yn, NUMeros estes que, em geral, sao n+ 1 valores de uma fungao
y = f(x) em xg, 1, ..., T,, determinar-se um polinémio P,(z) de grau no maximo n tal
que

Po(x0) = yo; Pu(x1) = y15 .. 3 Po(@n) = Yn.

Vamos mostrar que tal polinomio existe e é nico, na hipotese de que os pontos

Xo, T1, - .., T, sejam todos distintos.
Teorema 3.1.1. Dados n+ 1 pontos distintos xg, x1, ..., T, (reais ou complexos) e n+ 1
valores Yo, Y1, - - -, Yn, existe um, e sé um, polinomio P,(x) de grau menor ou igual a n,
tal que

P, (z1) = yi, k=0,1,...,n. (3.1)

desde que i, # x;, para i # j.

Demonstragao. Seja: P,(x) = ag + a1z + ... + a,z"™ , um polindémio de grau no maximo
n, com n + 1 coeficientes ag, ay, ..., a, a serem determinados. A partir da equagao (3.1),

temos:

ap + a1xo + ...+ a,Ty = Yo

ap+ a1z + ...+ a2 = y1

, (3:2)
\ ap + a1Ty, + ...+ anT, = Yy
o qual pode ser interpretado como um sistema linear para os coeficientes ag, a4, ..., a, €
cujo determinante, conhecido como determinante de Vandermonde (V), é dado por:
2 n
1 zy x5 --- g
1z 22 - af
V= V(zg, 1, ..., xp)=| S (3.3)
2 n
1 z, =z x,

Para calcular V, procedemos da maneira seguinte.

Consideremos a funcao V' (z) definida por:
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2 n
1z xg X
1 x? xy
V= V(xg, &1, ..., Tp_1, T) = | : : : : (3.4)
2 n
1 Tp-1 Tp_q Tp_1
1 T x? x"

Observe que V' (x) é um polinomio de grau menor ou igual a n. Além disso, V() se anula

em xg,T1,...,T,—1. Desta forma, podemos escrever:
Vi(zg, 1, ..., Tp_1,2) = Alx — x0)(x — 1) - - (. — Tpp1), (3.5)
onde A depende de xg, x1,...,T,_1.

Para calcular A, desenvolvemos (3.4) segundo os elementos da ultima linha e observamos

que o coeficiente de =" é V(x, z1,...,2,-1). Logo,

V(zg, .. xn_1,2) = V(xg, ..., Zn_1)(x —x0) - (T — 2p_1). (3.6)

Substituindo x por z,, em (3.6), obtemos a seguinte férmula de recorréncia:

V(SC(], <oy Tp—1, xn) = V(LU(), s 7xn71)<xn - LU(]) e (xn - xn71)~ (37)
De (3.3), temos que: V(zg, 1) = 1 — zo. Em vista de (3.7) podemos escrever

V(zo, x1, x2) = (21 — z9) (2 — o) (T2 — 7).

Por aplicagoes sucessivas de (3.7), obtemos

Vi(zg, 1, ..., T,) = H0§i<j§n(’rj — ;)

Por hipétese, os pontos zg, 1, ..., T, sdo distintos. Logo V # 0 e, pela Proposicao 2.2.1

e pelo Teorema 2.3.1, temos que o sistema (3.2) tem uma, e apenas uma, solugao: ao, a,
ey Oy

Assim, dados n + 1 pontos distintos xg, z1, ..., z, € n + 1 valores f(x¢) = vo, f(z1) =

Y1, -, f(zn) = Y, de uma fungao y = f(x), existe um, e um s6, polinomio P,(x) de

grau no maximo n tal que

Po(zr) = f(xp), k=0,1,... n.
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Em vista disso, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.1.1. Chama-se polinémio de interpolagdo de uma fungao y = f(x) sobre
um conjunto de pontos distintos xgy, x1, ..., x,, ao polindmio de grau no maximo n que

coincide com f(x) em xg, x1, ..., T,. Tal polinomio serd designado por P,(x).

Exemplo 3.1.1. Dados os pares de pontos: (—1,15); (0,8); (3, —1), determinar o po-

linomio de interpolagao para a funcao definida por este conjunto de pares de pontos.

Solucao

Temos:

x0:—1<:>y0:f(:c0):15
$1:0<:>y1:f(l’1>:8
£E2:3<:>y2:f(l‘2):—1

como n = 2, devemos determinar P () = ag+ a1 +asz?, tal que Py(xy) = yp, k = 0,1, 2,
isto é:

ap + a1ro + asxTi = Yo

ap + a1y + art =y

ap + a1%2 + a3 = Yo
Substituindo z e yg, K =0,1,2.

ao—a1+a2:15
ago =8

a0+3a1 +96L2 =—-1

cuja solugao é : ag =8, a; = —6 ¢ ay = 1. Assim: Py(z) = 8 — 6x + 2% , é o polinomio de

interpolagao para a funcao dada pelos pares de pontos: (—1,15); (0,8); (3,—1). O

Observe que nos pontos tabelados, o valor do polinomio encontrado e o valor
da fungao, devem coincidir. Se os valores forem diferentes vocé tera cometido erros de

calculo.

3.2 Meétodo de Lagrange

Vimos que a resolucao de uma problema de inteerpolagao pode seer compreendido
como a procura por solucao de um sistema matricial. O matemético Joseph-Louis de
Lagrange criou um método que leva o seu nome por perceber que a utilizagao do polindmio
em base canonica leva a uma matriz de Vandermonde mal condicionada. Desta forma,
ele escolheu outra base que melhorasse o condicionamento da matriz dos coeficientes.

Vejamos a seguir como Lagrange encontrou o polinémio interpolador.
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Definigao 3.2.1. Sejam g, 1, ..., T,, (n + 1) pontos distintos. Consideremos para
k=0,1,..., n, os seguintes polinémios lj(x) de grau n:
W e [ P e ne)e ) )
ogen e — (wr = xo) e (Tr — Tp1) (T = Tpa) - (T — )

E facil verificar que:

0, se k#j

3.9
1, se k=j (3.9

() = Ok = {

De fato: substituindo z por xj em (3.8)

(zr — o) - (T — Tp1) (T — Tpyr) - (T — )
(zr —0) - (2 — Tp1) (T — Tpg1) -+ (T — 1)

vemos que o numerador e o denominador sdo exatamente iguais, logo ly(xy) = 1. Agora,

se substituimos z por x; com j # k na mesma equacao (3.8), obtemos:

(zj —20) -+ (15 — 2p1) (75 — Tpy1) -+ (15 — @)
(zr —w0) - (2 — Tp1) (T — Tpg1) - (T — )

le(z;) =

e vemos que o numerador se anula e desta forma, l;(z;) = 0.
Para valores dados fo = f(z0), f1 = f(z1), ..., fo = f(z,) de uma fungdo y = f(x), o

polindémio

Pu(z) =Y frli(x) (3.10)
k=0
é de grau no maximo n e, por (3.9), satisfaz:
Pyxp)=fr,k=0,1,2 ..., n

Logo P,(x), assim definido, é o polinomio de interpolagao de f(z) sobre os pontos
xo, T1, ..., Tp, ou seja, a férmula (3.10) é chamada Polinémio Interpolador de

Lagrange.

Exemplo 3.2.1. Dados os pontos (—1,15), (0,8) e (3,—1). Determine o polinémio

interpolador de Lagrange.

Solucao

Temos que:
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zo=—1, fo=f(z) =15
r1=0, fi=f(z1)=8
ra =3, [f2= f(z2)=—1

e, portanto, n = 2. Assim o polinémio de interpolacao de Lagrange é dado por:

- kalk(m) = folo(x) + fili(x) + fola(x).

Determinemos os polinoémios ly(x), k =0, 1, 2

. (w—m)(z—x2)  (2—0)(x-3)  a*—3z
W o) = G ) @mo =)~ (—1=0)(=1=3) 4
(x — o) (x — 22) r+1)(z—3) 2*—2z—3

(i) h(z) =

(x — zo)(x — 27)

(iii) lo(z) =

Portanto:

)(z (
) _
(1 —x0)(x1 —22) (041
)( _
) (

(zg — 0)(T2 — 1)

2 2 _ 2
Pa(a) = fobo(x) + Fia(x) + fobo(a) = 15 (520 g (2020 (AT

Fazendo os devidos produtos e agrupando os termos semelhantes, segue que:

Py(z) =8 — 6z + 2°.

O

Note que os pontos dados nos exemplos 3.1.1 e 3.2.1 foram os mesmos. Como era
de se esperar (veja o Teorema 3.1), obtemos o mesmo resultado a partir de dois métodos
diferentes. Mas é bom ressaltar que uns métodos sao mais suscetiveis a erros que outros e
para saber se o polinomio de interpolagao é uma boa aproximagao para a funcao, é preciso
estudar a teoria do termo do resto. Para maiores detalhes, ver [7].

Nos dois métodos apresentados, existe um inconveniente na determinacao do
polinomio interpolador de grau n de uma funcao, dados n + 1 pontos, uma vez que
todo trabalho precisa ser refeito quando queremos acrescentar um ponto ao conjunto de
n + 1 pontos dados anteriormente para passarmos do polinomio interpolador de grau n
para um de grau n + 1. Existe um outro método de interpolacao polinomial, conhecido
como Método de Newton, que faz essa alteragao apenas acrescentando mais um termo
ao polinomio de grau n. Contudo, nao apresentaremos tal método neste trabalho pois os
pré-requisitos para a compreensao do mesmo vao além do que é trabalhado no Ensino
Médio e um dos nossos objetivos, como ja dito, é apresentar um pouco da matematica
que pode ser utilizada para a criacao de ferramentas nos softwares livres, de modo que o
estudante possa identificar a importancia de cada assunto na criacao de uma ferramenta

computacional que lhe dé respostas de forma pratica e rapida.
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3.3 Determinando polinémio interpolador através do

GeoGebra

Nesta subsecao, apresentaremos um método pratico para a determinacao do po-
linomio interpolador dado um ntumero finito de pontos no plano cartesiano ortogonal,
utilizando o GeoGebra, o qual nos dard suporte para alcancarmos o objetivo do presente

trabalho.

Exemplo 3.3.1. Dados os pares de pontos (—1,15); (0,8); (3,—1), determinar o po-

linomio de interpolagao para a funcao definida por estes pares.

Observe que estamos utilizando os mesmos dados dos exemplos 3.1.1 e 3.2.1.

Passo 1: Abrir o GeoGebra e digitar na barra de Entrada os pares ordenados: (—1,15),
(0,8), (3,—1), um de cada vez. Note que no lado esquerdo irdo aparecer os pontos A, B
e C' correspondentes aos pares ordenados digitados e, no lado direito da tela, aparecera

sua representacao geométrica no plano cartesiano, como mostra a figura 3.1.

Figura 3.1: Entrando com as coordenadas dos pontos

o LU X Bell CoDIE g DIl L 2 U 22
[5][ AL PO €N

* Janela de Algebra | | ¥ Janela de Visualizagio

Fonto
® A=(1,15) e y
& B=(0,8) ®
® C=(3 1)

14

12

10

B
ol

Enfrada
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Passo 2: Em seguida, vamos criar uma lista de pontos. Clicar, na barra de ferramentas,
no icone angulo — lista ou o icone lista (seta vermelha), depois com o botao esquerdo
do mouse, no plano cartesiano, selecionar os pontos. Percebam que sera criada a listal

(seta preta) na janela de Algebra, do lado esquerdo da tela.

Figura 3.2: Criando a lista de pontos no GeoGebra

R Jo* ML~ P O NS

F Janela de Algebra X | ¢ Janela de ‘.flsuarur‘
Lista
L]

@ lista1 = {{-1, 15), (0, 8), (3, 1 y
Paonto A
® A=(1,15 b
® B=(0,8) 14
® C=(3-1)
12
10
B
EL
a
B
o
2 0 2 o4
e X
2
L4 > |

Entrada:
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Passo 3: Entrar com o comando “polinémio”na barra de Entrada, selecionar a opgao

Polinomio[<lista de pontos>|(seta preta da figura 3.3)

Figura 3.3: Interpolacao polinomial no GeoGebra

R AL Ol okAN] =

-
» Janela de Algedra X | » Janela de visualizacio
Lista
@ listat = {{-1, 15, (0, 8), (3,1 wly
Ponto A
® A-(1,15 L
® B=(0,8) -
® C=(3.1)
7
0]
*
]
e
[1]
2 0 T g
[ ]
X

Polindmiol <Funcio= |
Polindmiof <Lista de Pontos> |
2 |PolinémioDeTaylor <Fungio>, <Centro>, <Ordem> ||

Enftrada:|polin
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o6

Passo 4: Na barra de Entrada, substituir <lista de pontos> (seta vermelha) por listal
e logo apds, pressionar a tecla Enter. Note que sera criado, na janela de Algebra, 0
polinémio que interpola (seta preta) os pontos A, B e C. Na janela de visualizac¢ao (lado

direito da tela) serd criado o gréfico da fungao polinomial. (Ver figura 3.4).

Figura 3.4: Apresentando o grafico do polinomio interpolador

R fl A~ PO ol N2l <)

¥ Janela de Algebra # | ¢ Janela de Visualizagao

Fungio

[ ] I{:}: :|:=—E1+a
Lista

@ listal = {{-1, 15), {0, 8), (3, 1
Fonto

® A=(1,15)

® B=(0,8)

® C=(3,-1)

. )
€ ¥

Entrada: Polindmio] listal ]|



Capitulo 4

Nocoes do Calculo Diferencial e

Integral

Os conceitos e demonstragoes desse capitulo foram baseados nas seguintes re-
feréncias: [6], [9] [16], [17] e [21].

4.1 Ideia intuitiva de limite e continuidade

Intuitivamente o gréfico da fungao f (ver figura 4.1), ndo apresenta descontinui-
dade dado um intervalo real contendo p: f é continua em p. Observe que a medida que
x se aproxima de p, quer pela direita ou esquerda, os valores de f(z) se aproximam de
f(p) = L; e quanto mais préximo z estiver de p, mais perto estard f(z) de f(p). E esta

é a ideia intuitiva de limite. Quando escrevemos simbolicamente:

lim,,, f(x) = L,

estamos dizendo que o limite de f(x), quando = tende a p, é igual a L.

Figura 4.1: Ideia de limite de uma fungao
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Mas, vale ressaltar que para falar em limite, f(z) nao precisa sequer estar definida em
x = p, a Unica coisa necessaria é podermos aproximar p por pontos no dominio de f.
Contudo, para falar em continuidade de uma funcao num ponto, é necessario que a funcao
esteja definida neste ponto.

Assim, definiremos continuidade envolvendo limite.

Considere os graficos das funcoes f e g, respectivamente.

Figura 4.2: Comportamento das funcoes f e g no ponto de abscissa p

Fonte: [9]

Observe na figura 4.2 que f e g se comportam de modo diferente em p; o grafico de f nao
apresenta “salto” em p, enquanto o de g apresenta. Queremos destacar uma propriedade
que nos permite distinguir tais comportamentos.

A funcao f tem, em p, a seguinte propriedade:

Para todo € > 0 dado, existe > 0 (§ dependendo de € e de P), tal que f(x)
permanece entre f(p) —e e f(p) + € quando x percorre o intervalo |p — §, p+ d[, para x no
dominio de f.

Entretando a funcao g nao tem tal propriedade em p, como pode ser observado na figura
4.3.

Figura 4.3: Ideia de descontinuidade de uma funcao
Eph+ ¢

ripl
gipp==

Formalizando a definicao de continuidade, temos:
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Definicao 4.1.1. Uma funcao f é continua em a se

lim, ., f(z) = f(a).

Note que por tras desta definicao estao outras duas condigoes, ja mencionadas,

que devem ser satisfeitas pela fungao f.
1. f(a) estd definida (isto é, a estd no dominio de f);
2. lim,_,, f(x) existe.

Quando f nao é continua no ponto a, dizemos que f é descontinua em a, ou que
f tem uma descontinuidade em a e neste caso, a é dito um ponto de descontinuidade.

Dizemos que a funcao f é uma funcao continua quando f é continua em todo

ponto do seu dominio.

Veremos a seguir, algumas propriedades de limite.

Seja ¢ uma constante e suponha que existam os limites
lim, ,, f(z) e lim,,g(x).
Entao:
1. lim,_.,c=c;
2. lim, o[ f(x) £ g(2)] = limy_yo f (z) £ limy_0g(x);
3. lim,4lc- f(x)] = ¢ limyof(x);

4. 1m0 [f(7) - g(2)] = limgq f() - limg—q g(2);

f(z) _ lim,_,, f(z)
g(x) lim, _,, g(z)

5. lim,_,, com lim,_,, g(x) # 0.

As demonstracoes destas propriedades nao serao apresentadas neste texto. Neste mo-
mento, estamos interessados em utilizar tais propriedades para demonstrar a continuidade

de uma func¢ao polinomial.

Teorema 4.1.1. Qualquer fungdo polinomial f(x) = apx"+a, 12" 1 +...+asr®+a;x+ay,
onde ap, Gy_1,...,02,a01, a9 SGo constantes e a, # 0, € continua em toda a parte; ou seja,

€ continua em R.



60 Nocoes do Célculo Diferencial e Integral

Demonstragao. Seja a € R, um ponto qualquer. Usando as propriedades (1) a (4) de

limites temos que

lim, o f(z) = limgqlan,®™ + ap 12" + ... + ap2® + a1 + ag)
lim, g @px”™ + limy g @n12™ ' 4 ... + limy e a1z + lim, 4 ag -

= a, lim, q 2" + ap_q - lim, o 2" ' + ...+ ay - lim,q ¢ + ao

Além disso, temos que lim,_,, 2° = a' com i = 1,2, ..., n. Portanto
lim f(2) = apa™ + ap_10™ ' 4 ... + aza® + aya + ag = f(a).

T—ra

Logo, usando a Definigao 4.1.1, obtemos que f(z) é continua em R. O

4.2 Um breve estudo de Derivada

Definicao 4.2.1. Seja X um intervalo aberto nao-vazio e seja f : X — R uma fungao de

X em R. Dizemos que a fungao f(x) é derivavel no ponto z;€X e denotamos f’(z1), como:

quando este limite existe.

Também podemos escrever:

Flop) — tim L8 = I )

T—T1 T — X1

Se f admite derivada em x;, entao diremos que f é derivavel ou diferenciavel em x.
Diremos simplesmente que f é uma fungao derivavel ou diferenciavel se f admite derivada

em todos os pontos do seu dominio.

Proposigao 4.2.1. Se f(x) = ¢ é uma fungao constante entio f'(x) =0 para todo x.

flx+ Az — f(x) c—c

N = hmAx_m E = limAz_m 0=0. ]

A seguir, veremos como encontrar a derivada da funcao poténcia f(x) = z".

Demonstracao. f'(x) = limaz o

Teorema 4.2.1. Sejan # 0. E vdlida a formula da derivada:

f(z) =2a"= f'(z) = na"".
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Demonstragao. Seja f(x) = x™, entdo:

f(z+ AAml — f(x) ~ lima, o (x + AAg;in _ xn‘

f(x) = limag 0

Expandindo o Binomio de Newton, temos:

[z" + nz" 1Az + —n(nZ'— 1)3:”_2(Ax)2 + . + nx(Ax)" " + (Az)"] — 2"
/ — i !
f (l’) IMAz—0 Ax
—1
Az[nz"! %x”*Aw + o+ ne(Az)" 2 + (Ax)" !
= limaz 0 '

Az

(n —

. .oon
= lima, o[na™ ™t + 5

= na" !

O resultado a seguir apresenta algumas propriedades de derivada.

1
)x“_QAx + o+ nx(Ax)" 2 + (Az)"

Teorema 4.2.2. Sejam f,g: X — R, com X C R, func¢oes derivaveis em p € X N X’

e seja k € R uma constante. Entdao as funcoes f+ g, k- f e f-g sdo derivdaveis em p e

tém-se:
1 (f+9)(p) = f'(p) + 9 (p);
2. (k- f)(p) =k f'(p);
3. (f-9)(p) = f"(p)-9(p) + f(p) - 9'(p).

Demonstracao. Usando a definicao de derivada temos:

1.
(F4o)(p) = lima,y LETED T A0 =[]+ 9(2)
— lima fla+ Ax) — f(z) +g($+Ax)—g(x)
z—0 Ar A
= lima, o LEF Aﬁi A G RN G AAxx) —g9(x)
= f'(z)+d'(x).
2.

k- f(x+ Az) —k- f(x)

flz+ Az) — f(2)

(k- f)(p) = limazo
= k- f'(x).

=k - limaz o

Ax

Az
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3. (£.9)(p) = limp,_o LEFA)ale+As) = Ja)g(a)

= lima gy L@AD 9@ +AD) = fehelatAn) + fe)olotAn) - f(e)e(o)

[f(z+Az)—f(2)]g(z+Az) + f(2)[g(z+Az)—g(z)]

Az

= limaz—0

= limaz 0 W cg(r + A:U)} + limaz_0 [f(x) : —Q(HAX;’Q(’:)

= lim a0 L5200 ima, o g(w + Az) + limag o f(2) - limag o 25090
= f(x) - g(x) + f(z) - g'(x)
[

4.3 Nocoes de Integral

Neste capitulo introduziremos a integral. Em primeiro lugar, trataremos da in-
tegracao indefinida, a qual definiremos como antidiferenciacao, que consiste no processo
inverso da derivacao. Em seguida, veremos a integral definida, que é a integral propria-
mente dita, e sua relagao com problemas relacionados com a determinacao da area de uma
figura plana. Por fim, apresentaremos o Teorema Fundamental do Célculo, que é a peca
chave de todo Calculo Diferencial e Integral, pois estabelece a ligacao entre as operacoes

de derivagao e integracao.

Definicao 4.3.1. Uma funcao F' serd chamada de antiderivada de uma funcao f num

intervalo X se F'(z) = f(x) para todo z em X.

Se F for definida por F(z) = 42 + 2? + 5, entao F'(z) = 122 + 2z. Assim se
f for a funcao definida por f(z) = 122* + 2z, logo afirmamos que f é a derivada de F e
que F é uma antiderivada de f.
Se G for uma funcao definida por G(z) = 423+2%+17, entao G também serd a antiderivada
de f, pois G'(x) = 1222 +2x. Narealidade, toda fungao cujos valores funcionais sao dados
por 423 + 22 4+ C, onde C é uma constante qualquer, ¢ uma antiderivada de f. Em geral,

se uma funcao F' for antiderivada de f, num intervalo X e se a funcao G for definida por

onde C é uma constante arbitréaria, entao

G'(z) = F'(z) = f(x)

e (G passa a ser, também, uma antiderivada de f no intervalo X.
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Como G representa qualquer antiderivada de f em X, segue que toda antiderivada de f
pode ser obtida de F'(x) + C, onde C' é uma constante arbitraria.

Chamamos de antidiferenciagcdo (ou integra¢ao) o processo de encontrar o con-
junto de todas as antiderivadas de uma dada fungao. O simbolo [ denota a operagao de

antidiferenciacao e escrevemos:

/f(x)dm = F(x)+C, (4.1)
onde F'(x) = f(x).
Proposicao 4.3.1. Sejam f, g: X — R e K uma constante. Entao:
1. [1-de=2+C;
2. [Kf(x)de = K [ f(x)du;

8. [(f(z)+g(x))dx = [ f(z)dzx + [ g(z)dz;

n+1

x
. "dr = C.
4 Jarde n+1Jr

Demonstra¢ao. Usando a defini¢ao 4.3.1 temos:

1. De fato, F(z) = (z + C) é a antiderivada de f(z) = 1, pois F'(z) = (x + C)
=(x)+(C)=14+0=1= f(x).

2. Seja F'(z) a antiderivada de f(z). Entdao K F(z) é uma antiderivada de K f(x), pois
(KF(z)) = KF'(x) = K f(x). Desta forma, temos

/Kf(:c)da::KF(x)—l—C':KF(a:)—l—KCl:K(F(Q;)—i—Cl):K/f(:r;)d:z‘.

3. Sejam F'(z) e G(x) as antiderivadas de f(z) e g(z), respectivamente, ou seja, F'(x) =
f(z) e G'(x) = g(z). Entao, F(x) + G(z) é a antiderivada de f(z) + g(z). De fato
[F(z) + G(2)] = F'(z) + G'(2) = f(2) + g(x).

Portanto,

J(f(x) +g(x))de = [F(z)+G(x)]+C = [F(z) + G(x)] + Cy + Cy
= [F(z) +C])+[G(z) + Co) = [ f(x)dz + [ g(x)dz,

considerando que C' = C + Cs.

n+1

- 1 + C' é a antiderivada de f(z) = z™, pois

4. De fato, F(z) = n
n

n+1-—1

F(z) = (f: +C)/: (si)/ﬂoy: (n+1)- =" = f(a).
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Passaremos, agora, a falar sobre a Integral Definida.

A obtencao de férmulas para determinar areas de quadrados, retangulos, triangulos,
figuras poligonais convexas foi um dos grandes avancgos da geometria classica. Nesta secao
estudaremos um método para calculo de drea de forma generalizada. Este método é cha-
mado de integragao definida. A ideia basica da integracao definida é que muitas quan-
tidades podem ser calculadas ao serem quebradas em tantos pedacos pequenos quanto
quisermos, fazendo estas particoes tenderem ao infinito e depois, somando-se as contri-
buicoes dadas por cada parte.

A integracao definida, no apoio ao presente trabalho, nos auxiliard no problema
de encontrar a area de uma regiao com uma fronteira curva. No entanto, a maior parte do
trabalho se concentrara num caso particular desse problema geral de area, ou seja, achar
a drea sob o grafico de uma fungao y = f(x) entre duas retas verticais, t =a e x =b. A
referida regiao tem uma fronteira que é uma curva somente ao longo da parte superior e
é, portanto, mais facil de ser analisada. Um conhecimento deste caso particular é, muitas
vezes, suficiente para tratar de regioes mais complicadas. Para compreender como isto é
possivel, observe na figura 4.4 que a area de uma regiao cuja fronteira é toda curva pode,
com frequéncia, ser obtida subtraindo-se a area da figura limitada pela parte inferior da
fronteira, da area da regiao sob a parte superior da fronteira, sendo que cada uma dessas

regioes ¢ do tipo apresentado do lado direito da figura 4.4.

Figura 4.4: Area sob grafico de fungoes

Fonte: [16]

Consideremos a area de uma regiao plana S delimitada pelo grafico de uma funcao
continua nao negativa f, pelo eixo dos x e por duas retas © = a e x = b (ver figura 4.5).
Para definirmos a Soma de Riemann, usaremos a area da regiao sob o gréafico de
uma fungao, conforme a figura 4.5. Para isso, faremos uma parti¢cdo do intervalo [a, b],

isto é, dividiremos o intervalo [a, b] em n subintervalos, escolhendo os pontos



4.3 Nogoes de Integral 65

Figura 4.5: Area sob grafico de funcoes.

Aa=To <11 <.<xp1<x; < ...<xp =0

Seja Ax; = x; — x;_1, o comprimento do intervalo [z; 1, x;]. Em cada um destes
intervalos [z;_1, x;], escolhemos um ponto qualquer ¢;. Para cada i = 1, ..., n, construimos

um retangulo de base Az; e altura f(¢;) (ver figura 4.6).

Figura 4.6: Retangulos de base Ax; e altura f(c;) sob a funcao y = f(z).

i y=1x)

A soma das area dos n retangulos, que representamos por .S, é dada por:

n

Sn = f(e1)Az1 + f(c2)Azy + ... + f(cn) Az, = Z flei)A;. (4.2)
i=1
Esta soma é chamada de Soma de Riemann da fungao f(z). Podemos observar
(ver figura 4.7) que a medida que n cresce muito e cada Az;, i = 1,...,n torna-se muito
pequeno, a soma das areas retangulares aproxima-se do que intuitivamente entendemos

como a area S.

Definigao 4.3.2. Seja y = f(x) uma funcdo continua, ndo negativa em [a, b]. A drea sob

acurva y = f(x), de a até b, é definida por:



66 Nocoes do Célculo Diferencial e Integral

Figura 4.7: Partigoes do intervalo [a, 0]

-
X & B ox

n=

Fonte: [17]

= lim Zf c;)Ax;, (4.3)

mazAx;—0 4
onde para cada i = 1, ..., n, ¢; é um ponto arbitrario do intervalo [x;_1, z].

Definigao 4.3.3. Seja f uma fungdo continua e definida no intervalo [a, b] e seja P uma
partigdo qualquer de [a,b]. A integral definida de f de a até b (ver figura 4.8), denotada
por f; f(x)dz, é dada por:

ZthAIgHOZf ¢i)Az; = / fx (4.4)

desde que o limite do primeiro membro exista.

Se ff f(x)dx existe, dizemos que f é integravel em |[a, b].

Figura 4.8: Notagao da integral definida

A fungio ¢ o integrando

Limite ﬂupmm' de mlcgr-u,'m
/ X :, a varidvel de integragio

Sinal de integral = f(x ) dx

Quando vocé acha o
Limite inferior de integragio ‘“ valor da integral,

Integral de fdeaab / calculou a integral.

Fonte: [18]
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Observagao 4.3.1. Quando a funcao f é continua e nao negativa em [a, b], a definigdo
da integral definida coincide com a definicao da area. Portanto, neste caso, a integral
definida fab f(z)dz é a drea da regidao sob o grafico (até o eixo das abscissas) de f de a até
b.

Sempre que utilizamos um intervalo [a, b], suponhamos a < b. Assim, em nossa
definicao nao levamos em conta os casos em que o limite inferior é maior que o limite
superior.

O célculo de uma integral definida através de sua defini¢ao pode ser extremamente
complexo e até inviavel para algumas fungoes. Portanto, nao a utilizamos para calcular
integrais definidas, e sim um teorema que é considerado um dos mais importantes do

calculo.

Teorema 4.3.1 (Teorema Fundamental do Calculo). Se y = f(z) é uma funcao continua

no intervalo [a,b] e F'(x) = f(x) (isto é, F(z) € uma antiderivada de f(x)), entao:

/ f(@)dz = F(z)]’, = F(b) — F(a), (4.5)

Note que qualquer antiderivada de f(x) ird satisfazer a equacao (4.5). Em caso
de duvida, devemos lembrar que se F'(z) é uma antiderivada, entdo qualquer outra an-

tiderivada pode ser obtida adicionando-se convenientemente a constante C' para formar
F(z) + C; e sendo

2 f(@)de = (F(z) + O)|" = [F(b) + C] — [F(a) + C) = F(b) — F(a),

vemos que a constante arbitraria C' nao tem efeito sobre o resultado. Podemos, por-
tanto, ignorar as constantes de integragao quando estamos procurando antiderivadas com

o propésito de calcular integrais definidas.

Proposicao 4.3.2. Se f e g sao fungoes continuas no intervalo |a,b], entdo:
1. fab K f(x)dz= Kf;f(x)dx, onde K é uma constante;
2. V1S () £ g(w)da = [ fla)da & 7 gla)de;
3. fff(x)d:c = [¥ f(x)dz + fcbf(a:)da:, onde a < ¢ < b;
4. Se f(z) >0, Vz € [a,b] = f:f(x)dx > 0;

5. Se f(z) < g(x) Va € [a,b] = fabf(:r;)dx < f;g(:v)dx;
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6. ‘fabf(x)dx’ < f; |f(x)|dx, se a < b;

7. Se m < f(z) < M, para todo = em [a, b], entdo m(b—a) < fabf(:v)d:v < M(b—a).

Exemplo 4.3.1. Calcule a area da regiao delimitada pela funcao y = 2x + 1, pelo eixo

dos x, e pelas retas t =1 e x = 4.
Solucao

Figura 4.9: Area limitada pelos gréaficos das funcoes y = 2z + 1, x = 0 e pelas retas

verticalsxt = lex =4

-l
L

A

Para a resolugao da questao, usaremos dois métodos: Integracao e férmula de areas de

figuras poligonais.
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1= Método

Plotando os graficos das funcoes y = 2x + 1, y = 0 e das retas verticais t = 1 e x = 4
em um mesmo sistema cartesiano ortogonal (ver Figura 4.9), vemos pelas intersegoes dos
graficos, que os limites de integracao sao a = 1 e b = 4, portanto pela Observacgao 4.3.1 e

pelo Teorema 4.3.1, temos:

b 4 4 4
A = /f(x)dx:/(2x+1)d:c:/ Qxdx—i-/ ldx
a o oy 1 1
= 2/ Id:L‘-i—/ dr =2 —
1 1 21

= (42-1%)+(4—-1)=15+3=18ua.

+ x|411

22 Método
Utilizando as férmulas de area de figuras poligonais, podemos particionar a figura em um
triangulo de area A; e um retangulo de darea As, como mostra a figura 4.9.

b-h 3-6
AT:A1+A2 T—th—T—i—?) 3 =18 u.a.

O

Para alcangarmos o objetivo geral do trabalho (célculo aproximado de area de

regides geograficas), necessitamos compreender como calcular, usando integral definida, a
area de uma regiao entre duas curvas.

Suponha que f e g sejam definidas e continuas em [a,b] e tais que f(z) >

g(x),Yx € la,b]. Entao a drea da regiao R limitada pelos graficos de f e g e pelas

retas © = a e x = b é dada por:

A= [ (@) - gla)is (4.6)

independente de f e g serem positivas ou nao.
De fato temos 3 possibilidades:
12 caso: f(xz) >0, g(z) >0e f(x) > g(x), Vo € [a,b].

Neste caso,
/ f(w)d — / g(x)dz = /ab(f(:r)—g(x))dx;

2° caso: f(z) >0, g(z) <0, Vz € [a,b].

Temos,

A= [(s@r - [ g = [ s [ = [0 - o



70 Nocoes do Célculo Diferencial e Integral

3% caso: f(z) <0, g(x) <0e f(z) > g(x), Vx € [a,b].

Neste caso,
a=-| " gla)de — [ / " fla)da] = - / gla) + / ) = / () — g

Figura 4.10: Possibilidades para calculo de area entre dois graficos

1° caso 2°caso 3° caso

r'y

(N (1 ,
s NS

Fonte: Disponivel em: <wwwp.fc.unesp.br/ arbalbo/arquivos/integraldefinida.pdf>. Acesso

em: 10 de fev. de 2017.

Exemplo 4.3.2. Encontre a drea da regiao limitada pelas curvas f(z) = —2? + 4z e
2

gla) = 2.
Solucgao
Vamos igualar as fungoes f(x) e g(x) para verificarmos de existe(m) ponto(s) de intersecao
entre elas.

flz) =glx) = —2*+4dr == 22> -4 =0=22(r—2)=0=2=0o0u
T = 2.
Desta forma, os limites de integracao serao 0 e 2.

De acordo com a teoria apresentada e sabendo que f(z) > g(x) temos

b 2 23 2 3\ 2
A= [ -gonds = [ (ot atye = (- aa Do)
a 0 0
8 4 8 6 8
= (34 5-3)-(0)=-F+8=2=266... na
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4.3.1 Calculo de area sob graficos usando o GeoGebra

Nesta subsecao, abordaremos um método pratico para o calculo da area de uma
regiao limitada por graficos de fungoes, utilizando a ferramenta integragao do GeoGebra.
Tal método nos dard suporte para alcancarmos o objetivo do presente trabalho. Vale
ressaltar que os dados do exemplo a seguir sao os mesmos do Exemplo 4.3.2, pois ¢é inte-
ressante comparar, como ja feito nos capitulos anteriores, o resultado obtido por célculos

manuais com o resultado obtido através de programa computacional.

Exemplo 4.3.3. Encontre a drea limitada pelos gréificos das fungoes f(x) = —2* + 4z e

g(z) = 2?, no intervalo [0, 2].

Passo 1: Abrir o GeoGebra e na barra de Entrada (seta vermelha na figura 4.11) digitar,
para plotagem dos dois gréficos, a fungao f(z) = —z% + 4x e teclar Enter e depois fazer

0 mesmo para a funcao g;

Figura 4.11: Gréficos de f(x) = —2? + 4z e g(z) = 2*

¥ GeoGebra - O *
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
= 8} O () | | NN B2
R Jil o™ ST P CONNE N N2 0 0 )
» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagdo X
- Funcido 5 -
------ ® f(x) = —x*+4x
...... ® e
g(x) = x .
4_
:3_
4
2_
q -
1 o 1 2 3 5 6
_2-
i
Entrada: g(x)=x*2 a ¥

Passo 2: Na barra de Entrada do GeoGebra, digitar: IntegralEntre[f(z),g(x),0,2]

e
teclar Enter (ver figura 4.12). Observe que se fosse digitado primeiramente a fungao g(x)
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para depois f(z) a drea daria um valor negativo, pois estamos integrando em = e no

intervalo considerado o grafico de f(z) estd acima do grafico de g(z).

Figura 4.12: Regiao entre os gréficos de f e g no intervalo [0, 2]

¥ GeoGebra == O *
Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A LIl e’ o||l[a=2

¥ Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo >
- Funcdo 54
..... ® f(x) = —x>+4x
@ g(x) =«

5_

4_

3_

4
2_
1_
-1 o 1 2 3 5 B

Ay

f
Entrada; IntegralEntre[f{x), a(x), 0, 2] o

Entao, tanto na janela de édlgebra quanto na janela de visualizacao (ver figura 4.13),
aparecera o valor da drea, a = 2,67cm?, o qual é uma aproximacao com duas casas

decimais do resultado obtido no Exemplo 4.3.2.



4.3 Nogoes de Integral

Figura 4.13: Area da regido entre os graficos de f(z) = —22 + 4z ¢ g(z) = 22

¥ GeoGebra = O >
Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
113 (ol e AN 2 >
o "'"_"IT_:_'J V o W o #ﬁu * -l _._-‘_'J e : i
» Janela de Algebra o X | » Janela de Visualizagdo X
Funcio 64
® f(x) = —x*+4x
...... ® g(x) =x°
5_
Mimero
...... . a=2.67
4_
:3_
4
2_
a=267
1_
N o 1 2 3 5 B
_2-
I
Entrada: 5 @)
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Capitulo 5
Proposta de Sequéncia Didatica

Neste capitulo apresentaremos uma proposta de sequéncia didatica para o calculo
aproximado da area de uma regiao geogréfica através do GeoGebra, haja vista que esta
temética é pouco explorada nos livros didaticos de matematica da educagao bésica. Com
esta proposta, pretendemos ampliar o grau de conhecimento dos educandos acerca do
calculo de areas, ou seja, fornecer outra possibilidade de resolucao de problemas que

envolvam o referido tema no cotidiano.

5.1 Tutorial

Esta sugestao de atividade deve ser preferencialmente realizada no laboratoério
de informética com acesso a internet. O aluno precisa ter um conhecimento bésico do
GeoGebra. A metodologia deve ser aplicada em turmas do 22 do ensino médio, como

atividade complementar para o calculo de dreas.
Os passos de 1 a 4 sao destinados a escolha e edicao do mapa no Paint.

Passo 01. Abrir o navegador de internet (Internet Explorer, Google Chrome ou similar),
digitar na barra do navegador: <http://www.openstreetmap.org> o qual dard acesso aos

mapas de qualquer regiao geografica catalogada no mundo.

Passo 02. Na pégina do Openstreetmap, digitar no campo indicado na seta da figura
5.1, o nome da regiao catalogada de sua preferéncia. Neste caso, usaremos a cidade de

Cruz da Almas-Bahia como exemplo. Logo apds a digitacao clicar no botao ir.
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Figura 5.1: Escolhendo uma regiao geografica catalogada na pagina do Openstreetmap.

...... sar

ESqQULST

€ | (D  www.openstreetmap.org/search?query= Cruz das Almas#map=12/-12.7107/-39.0451 c p

El] Mais visitados @ Atendimento ao Clien... B8 Ajuste de Curvas a par... @ LaTeX BR: Dica: Fonte... @ Polinémios aproxima... @ Referéncia Bibliografi

} ' OpenStreetMap -istoricc Exportz Trihas GPS  Didrios
Ca Itapora BR-101

Cruz das Almas n

Va8

e Ry =
Resultados da Busca [ e 7 NN

2 == . i = — i
= Tabela ) J.---""r e
INOCOOP i

Resultados do OpenStreethMap Nominatim

Cruz das Almas
Cidade Menor Cruz das Almas, Microrregido de Santo

Antdnio de Jesus, Mesorregido do Recdncavo EbEI0Y
baiano, Bahia, Regido Mordeste, Brasil

Limite de Distrito Municipal Cruz das Almas,
Microrregido de Santo Antdnio de Jesus, Mesorregido
do Recdncavo baiano, Bahia, Regido Mordeste,
Brasil

BR-101

Sapeacu

Bairro Cruz das Almas, Maceid, Microrregido de
Maceid, Mesorregido Leste Alagoano, Alagoas,
Regido Mordeste, Brasil

lo Palmeira

Caralpe

Passo 03. Apertar no teclado do computador o botao PrntScr, para copiarmos a ima-
gem da tela, abrir o Paint e em seguida clicar com o botao direito do mouse na aréa

de edicao do Paint para depois clicar com botao esquerdo do mouse na funcao colar,

como mostra a figura 5.2.
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Figura 5.2: Copiando e colando a regiao escolhida no Openmapstreet no Paint.

m Inicio Exibir
. R [ N 7 | =
B Recorta i i Corta /A ‘ y “
7 /S d
Copia ~* | {1 Redimensionar . [N <

Colar o |selecionar| & A Q Pincis -

- | - | Zh Girar =

"k Girar 3
& Redimensionar

g Inverter cor

Passo 04. Ainda no Paint, clicar com o botao esquerdo do mouse no icone selecionar
da barra de ferramentas, como indicado na seta preta da figura 5.3, em seguida clicar
e segurar o botao esquerdo do mouse, em um local adequado da figura (escolhemos o
ponto marcado por I), no intuito de selecionar a imagem do mapa e a escala, arrastar
segurando o botao até enquadramos somente a imagem do mapa junto com a escala,
depois soltar em II. Apés a selecdo do mapa, clicar no icone cortar (ver seta vermelha
na figura 5.3) da barra de ferramentas. Por fim, devemos salvar o arquivo com qualquer

nome (neste exemplo salvaremos como cruzdasalmas.jpg).
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Figura 5.3: Selecionando o mapa no Paint.
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Passo 05. (Carregando o mapa no GeoGebra). Abrir o GeoGebra e, na barra de co-

mandos (barra de menu principal), seguir a seguinte sequéncia:

Editar — Inserir Imagem de — Arquivo

Ao abrir uma nova janela, selecione o arquivo de imagem que foi nomeado a sua livre
escolha (no nosso caso cruzdasalmas.jpg) e depois a opgao abrir. A imagem serd

plotada na janela de visualizagao do GeoGebra como mostra a figura 5.4.
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Figura 5.4: Plotando o mapa no GeoGebra.
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Para termos uma melhor visualizacao do mapa e do sistema cartesiano ortogonal, faz-se

necessaria a reducao da transparéncia do mapa, logo seguiremos os seguintes comandos:

Passo 06. (Ajustes visuais do mapa no GeoGebra). Clicar no mapa com o botao direito

do mouse — com o botao esquerdo selecionar propriedades — selecionar a opcaocor

e regular a transparéncia para 75, como mostra a figura 5.5.

Figura 5.5: Editando o mapa no GeoGebra.
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Passo 07. (Marcando pontos na linha limitante do mapa). Neste passo usaremos os

seguintes comandos no GeoGebra:

Clicar no botao ponto, da barra de ferramentas — com a fun¢ao ponto ativada, marcar
uma quantidade de pontos em cima da linha limitante do mapa até que seja possivel

interpolarmos uma fun¢ao, como mostra a figura 5.6.

Note que fizemos seis grupos de pontos, de forma conveniente, para que assim possamos

determinar funcoes relativas a cada grupo.

Figura 5.6: Marcando pontos na linha limitante do mapa.
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Antes de darmos o proximo passo, é importante observar que cada lista criada deve
conter todos os pontos de um grupo, além de um outro ponto: ou o ultimo ponto do
grupo anterior ou o primeiro ponto do grupo subsequente, de modo que tanto o primeiro
quanto o ultimo ponto de um grupo pertencam a exatamente duas listas. Isso é necessario

para que toda a linha limitante da regiao seja coberta por uma fungao polinomial.

Passo 08. (Montando lista de pontos). Para facilitar a interpolac¢do, vamos criar listas

de pontos através dos seguintes comandos:

Na barra de ferramentas clicar na seta para baixo do botao angulo — selecionar opc¢ao
lista (ver lado esquerdo da figura 5.7) — clicar e segurar, com o botao esquerdo do
mouse, no mapa em um local adequado para o enquadramento dos pontos que deseja-se
interpolar — soltar o botao quando os pontos que queremos estiverem enquadrados (ver

lado direito da figura 5.7).

Observe que na Janela de Algebra sera criada uma lista de pontos para cada grupo
selecionado (ver seta vermelha, lado direito da figura 5.7). Para os demais grupos, proceder

da mesma forma.

Figura 5.7: Criando listas de pontos no GeoGebra.
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Passo 09. (Interpolando com as listas de pontos). Na barra Entrada(ver seta vermelha
do lado esquerdo da figura 5.8) do GeoGebra, entrar com o comando Polinémio[<Lista
de Pontos>] e substituir <Lista de Pontos> pela lista criada no passo anterior, no

nosso caso listal, em seguida apertar Enter.

Serd criado o polindémio interpolador a partir dos pontos da listal (ver lado esquerdo
da figura 5.8). Proceder com os mesmos comandos para encontrar os outros polinémios

interpoladores sobre os outros conjuntos de pontos.

Figura 5.8: Interpolando com as listas de pontos.
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Passo 10. (Calculando as dreas sob os grdficos das fungoes). Para cacular a drea sob os
graficos das funcgoes, utilizaremos o comando da Integral. Na barra Entrada digitar:
Integral[<Fungao>, <Valor de z Inicial>, <Valor de z Final>]. No lugar de
<Fungao> vamos digitar a fun¢do polinomial referente a listal de pontos que é f(x)
(ver seta vermelha, lado esquerdo da figura 5.9). No lugar de <Valor de z Inicial>,
<Valor de z Final>, colocar os valores de = (as abscissas) dos pontos inicial e final,
respectivamente, da lista de pontos. Basta observar os pontos na Janela de Visualizacao e
suas respectivas coordenadas na Janela de Algebra (ver seta preta, lado direito da figura
5.9), em seguida apertar a tecla Enter. A drea sob o grafico sera calculada e mostrada na
janela de visualizacdo (ver seta amarela no lado direito da figura 5.9), neste caso temos
que a érea referente ao polindémio interpolador f(x) sobre a lista 1 de pontos, no intervalo

fechado da abscissa do ponto @ até a abscissa do ponto O é a = 5, 89cm?.

Figura 5.9: Calculando area sob graficos de funcoes.
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Passo 11. (Obtendo o valor da drea do mapa). Neste passo, para calcularmos a area
referente ao mapa da cidade de Cruz das Almas, chamaremos de S o somatério de todas
as areas sob os graficos que contenham o mapa da cidade de Cruz da Almas - Ba e S’ o

somatorio das areas das regides que nao fazem parte do mapa.

Para obtermos o valor de S, basta observamos na Janela de Algebra (ver figura 5.10), o

valor das areas que estao associadas a S, logo

S =6,14+6,79 4 14,76 + 7,57 = 35, 26cm?.

Figura 5.10: Calculando a area aproximada da cidade de Cruz das Almas-Ba.

Arquive Editar Exbir Opgles Feramentas Janela Ajuda

A . . @ ol gm2 Mover
L / — &If\ @ ! {1'2}‘. ol ——) '1" Arraste ou selecione objetos

¥ Janela clea'.lge:ura X | ™ Janela de Visualizagao
l> fow ] ACT
® hix) = 0.13x5 — 350~
® pix) = —041x" 4 0.
® q(x) =0x"+0x"+
® o(x) = —0.71x"+28
Lista
listat = {{0.37, 3.48), (1.5
lista2 = {{1.55, 4.59), (1.8
listad = {{{1.55, 4.59), (1.1
listad = {{2.97,5.42),(35
listas = {{5.52, 6.53), (5.7
lista6 = {{0.99, 2.61), (2.1
listad = {{T.01, 4.24), (4.7

'onto

A= (0.74,-3.86)
A =(311,1.75)
B=(9.82,2.3)
B, = (4.16,1.3)
C=(0.58,3.94)
C, ={4.7,095)
D ={0.37, 3.48)
D, ={4.93,1.28)
E =(1.84, 4.67)
g —¢E N 40 . [ {s
Entrada:

P
L
L ]
L]
L ]
L]
]
L]
L
L]




5.1 Tutorial 85

Para obtermos o valor de S’, iremos somar as areas das regioes que nao fazem parte do

mapa. Para isso, basta observarmos esses valores na Janela de Algebra (ver figura 5.11).

Logo

S'=9,61+ 5,86 = 15,47cm?.

Figura 5.11: Calculando a area aproximada da cidade de Cruz das Almas-Ba.
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Logo a area da cidade de Cruz das Almas é dado por
S — 8" = 35,26 — 15,47 = 19, 79cm?.

Para calcularmos o valor da area da cidade de Cruz das Almas, na unidade de medida
utilizada pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), que é o quilometro
quadrado (km?) necessitamos fazer uma conversio usando a escala que consta no mapa
(ver figura 5.12), para isto, utilizaremos a mesma metodologia empregada na subsecao
1.2.1.

Figura 5.12: Obtendo a relagao de proporcionalidade da escala do mapa.
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Passo 12. (Usando a escala para conversao de unidade de medida). No mapa plotado no
GeoGebra, com a funcao segmento ativada, marcar dois pontos na escala do mapa como
mostra a figura 5.12. Note que tanto na Janela de Algebra como no proprio segmento
criado aparecera o valor de sua medida, que no nosso caso ¢ de 1,06 cm, ou seja, para cada
3,00 km na realidade, temos 1,06 cm no desenho. Como necessitamos de uma conversao

de area, elevaremos ao quadrado esta relacao.
1,06cm ¢ 3,00 km = (1,06cm)? « (3,00km)? = 1,12cm? <+ 9,00km?

Portanto usando regra de trés direta, temos:
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Area no desenho(cm?)  Area real(km?)

1,12 9,00
19,79 z
112 _ 9,00 _ _ 19,79-9,00
19,79 = 77 1,12
r = 159, 03 km?.

Consultando o banco de dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE)
e de acordo com [20], a drea da superficie da cidade de Cruz das Almas-Bahia é de apro-
ximadamente 145, 742 km?. Nossa metodologia encontrou aproximadamente 159, 03 km?,
valor este que indica um erro de 9, 11% a mais do que o valor catalogado. Isto pode ser jus-
tificado pelas proprias limitagoes do programa em relacao a marcacao de pontos na borda
do mapa, a interpolacao sobre pontos que em muitas vezes nao desenha perfeitamente a
linha limitante da regiao geografica, visto que a depender do niimero de pontos marcados,
o grafico do polinomio interpolador cria concavidades que passam por regides que nao
pertencem ao mapa. Enfim, tentamos construir uma metodologia que utilizasse um soft-
ware matematico bastante difundido na internet e que tivesse uma linguagem acessivel
aos usuarios de modo que fosse possivel calcular areas de figuras planas nao-poligonais de

forma aproximada.
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Consideracoes Finais

O objetivo geral do presente trabalho foi apresentar uma metodologia para a
determinagdo da drea aproximada de uma regido geografica (figura plana nao-poligonal)
usando o software GeoGebra. Nesta perspectiva, realizamos um estudo preliminar acerca
dos principais contetidos da matematica que baseiam os procedimentos realizados no soft-

ware para a obtencao da area.

Inicialmente, a partir da problematica e do objetivo geral, elaboramos um estudo
a respeito de como ¢é trabalhado o conceito de area na educacao basica e quais os proce-
dimentos adotados para a sua determinacao, quando a figura plana for poligonal ou nao-
poligonal. Em seguida, relacionamos cada passo da metodologia ao contetido matematico
especifico com a intencao de dar sentido aos passos, haja vista que em experiéncias ante-
riores, constatamos que so a realizacao da atividade nao estimula o interesse pela teoria

matematica que existe por tras de cada procedimento no software.

Na parte final do trabalho, foi construida uma sequéncia didética para o calculo
de area de uma regiao geografica, a ser desenvolvida com alunos do 22 ano do Ensino
Médio. Preliminarmente, serao realizadas oficinas de capacitacao com os estudantes para
o uso do GeoGebra e revisados os contetidos que embasam cada comando para obtencao

da area a ser calculada.

A metodologia apresentada, tomando como exemplo a cidade de Cruz das Almas
- Bahia, atendeu as expectativas acerca do resultado encontrado, pois identificamos um
valor para a sua area com um percentual aceitavel de erro, quando comparado com os
dados oficiais. Esta diferenca pode ser explicada devido as dificuldades do software em
algumas etapas do processo, erros de arredondamento, regioes do mapa que apresentam

muitos recortes, entre outros.

A proposta metodoldgica teve o intuito de utilizar as novas tecnologias (softwares)
como agente de transposi¢ao entre a teoria matematica e o mundo real. Alguns contetidos
da matemadtica sao trabalhados em condigoes ideais, em especial o estudo das areas de
figuras planas poligonais, onde na maioria das vezes é possivel observar uma certa padro-
nizacao na obtencao da area de algumas figuras e estabelecer uma férmula. Contudo, na

vida real, nem sempre é possivel fazermos padronizagoes. Portanto, a metodologia surge
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como uma alternativa para o estudo das areas de regioes que nao seguem tal padrao, ou
seja, podemos estimar o tamanho de um terreno, cidade, pais, etc, apenas conhecendo o
seu mapa em uma escala, sem necessariamente estarmos no local.

Por fim, como sugestao para trabalhos futuros, propomos uma programagao da
sequéncia didatica de modo que possamos obter a drea sem a necessidade de seguir todos
os passos citados neste trabalho. Tal programacao necessitaria, apds o mapa plotado no
GeoGebra, apenas dos valores das coordenadas de uma quantidade de pontos que estao

sobre a linha que limita a regiao e da escala utilizada no mapa escolhido.
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