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RESUMO

O foco deste trabalho é o problema Chinés dos Restos e algumas de suas aplicagdes elementa-
res. Para este fim, dos capitulos 2 ao 5, abordamos alguns assuntos na revisao bibliogréfica, dentre
os quais podemos destacar: Conjunto dos Nimeros Inteiros e suas Propriedades Basicas, a Divisao
nos Inteiros, Maximo Divisor Comum, Minimo Miltiplo Comum, Equa¢des Diofantinas Lineares
e Congruéncias. Além disso, alguns conteudos foram tratados de uma maneira mais profunda do
que usualmente € feita no ensino basico, pois embora tenham um papel importante na resolucao
de muitos problemas envolvendo os nimeros inteiros, estao de certa forma subutilizados no ensino
basico, em especial, quando se trata de fundamentacOes para olimpiadas e graduacdes de Mateméd-
tica. No capitulo 6 apresentamos a demonstragdo do Teorema Chinés dos Restos e nove exemplos
de suas aplicagdes. Acreditamos que tais assuntos da forma em que foram tratados neste traba-
lho de conclusdo de curso possam servir de apoio para professores e alunos que buscam material

suplementares para resolucdo de problemas.

Palavras-chave: Teorema Chinés dos Restos, Inducdo, Congruéncias, Equacdes Diofantinas
Lineares



ABSTRACT

The focus of this research is the Chinese Remains problem and some of its elementary appli-
cations. To achieve this goal, from Chapters 2 to 5, we appoach some content in the bibliographic
review, among which we can highlight: Set of Integer Numbers and their Basic Properties, Integer
Division, Greatest Common Divisor, Common Multiple Minimum, Linear Diophantine Equations
and Congruences. In addition, some content has been dealt with in a deeper way than is usually
done in basic education, because although it plays an important role in solving many problems
involving whole numbers, they are somewhat underutilized in basic education, especially when
these are fundamentals for Olympics and Mathematics graduations. In Chapter 6 we present the
proof of the Chinese Remainder Theorem and nine examples of its applications. We believe that
such issues, in the way they were handled in this monograph can be supportive for teachers and
students seeking supplementary problem solving materials.

Keywords: Chinese Remainder Theorem, Induction, Congruences, Linear Diofantine Equati-
ons.
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos niimeros racionais.
Conjunto dos nimeros inteiros.
Conjunto dos nimeros reais.
Implica em.

Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

Congruente.

Incongruente.

Divide.

Nao divide.

Indica o fim de uma demonstracao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Abordagem Histoérica

O teorema chinés dos restos, como um problema com nimeros especificos, aparece no livro
Sunzi’s Mathematical Classic (século III), pelo matematico chinés Sun Tzu. Sun Tzu ndo mostra
nenhuma prova ou algoritmos completo para seu problema proposto. Um algoritmo para resolver
esse problema foi descrito por Arybhata (século VI). Casos especiais de teorema chinés dos restos
também eram conhecido por Brahmagupta (século VII), e também apareceram em Fibbonacci
Liber Abaci (1202). O resultado mais tarde generalizado com uma solu¢cao completa chamada
Dayanshu em Qin Jiushao 1247 Mathematical Treatise em nove se¢des (Shushu Jiuzhang). (6]

A nocao de congruéncia foi primeiramente introduzida por Gauss em suas Disquisitiones Arith-
meticae de 1801. Gauss ilustrou o teorema chinés dos restos sobre um problema envolvendo ca-
lendérios, a saber, "To find the years that have a certain period number with respect to the solar and
lunar cycle and the Roman indiction.". Gauss introduziu um procedimento para resolver o pro-
blema. Mas esse procedimento ja havia sido usado por Euler e na verdade era um método antigo

que j4 havia aparecido vdrias vezes.



1.2 Motivacao e Métodos do Trabalho

O principal motivo de escolha desse tema € devido ao nosso gosto pessoal, em primeiro lugar,
mas também por vermos a dificuldade dos colegas quando tinham que resolver problemas envol-
vendo o Teorema Chinés dos Restos e suas aplicacdes. Além disso, constatamos uma caréncia
muito grande de bibliografia referente ao conteido abordado e, consequentemente, os professores
e alunos do Ensino Bésico que precisam lidar com este tema e tém bastante dificuldade em en-
contrar material de apoio. Nesse sentido, esse trabalho poderd agregar-se a bibliografia existente
em Lingua Portuguesa como também ser uma outra alternativa de abordagem, como podera ser
verificada no penultimo Capitulo desse trabalho, onde podem ser observadas varias aplica¢des que
surgem de uma metodologia, que embora nao seja novidade, ndo encontramos facilmente.

A metodologia para a realizacao deste trabalho foi a pesquisa bibliogréfica. Estudamos o con-
teudo através de vdrios autores [[[1] [2] [3]] [4] [S]] e algumas referéncias por eles citadas, orga-
nizamos os prerrequisitos necessarios para a demonstracdo do Teorema Chinés dos Restos destes
e, finalmente, aplicamos esse arcabouco tedrico para a razao principal do estudo de matematica, a

saber, a resolu¢do de problemas.

1.3 Estrutura do Trabalho

A seguir, no Capitulo 2, apresentamos as no¢des fundamentais sobre o conjuntos dos nimeros
inteiros e suas propriedades basicas. Tais propriedades, incluindo a indugdo finita, foram ampla-
mente utilizadas no decorrer e, apesar de relativamente simples, sdo essenciais para a compreensao

de alguns teoremas que surgirdo no decorrer do texto.

No Capitulo 3, o foco € a divisdo de nimeros inteiros. Sao apresentadas neste capitulo os ele-
mentos basicos da divisdo, por exemplo, defini¢des de divisibilidade, conjunto de divisores, etc.,
culminando no algoritmo da divisdo euclidiana e sua aplicagdo para classificagdo da paridade de
nameros inteiros, entre outras.

No Capitulo 4, fazemos o estudo de diversos termos relacionados aos nimeros inteiros que
culminardo no estudo do MMC e MDC de pares destes, ou nimero de inteiros maiores que 2. Para
chegar a este objetivo, percorremos um primeiro estudo sobre os nimeros primos. Finalmente,

neste capitulo ainda, estabelecemos uma relagao entre o MDC e o MMC.

O Capitulo 5 apresenta um pequeno esboco do estudo de equacgdes diofantinas lineares con-
teido importante para verificar se uma determinada equacao possui solucao inteira. Esse fato serd
essencial quando formos fazer o estudo de um sistema de equacdes lineares inteiras que podemos
dizer, antecipadamente, terd solucdo somente quando qualquer uma das equagdes tiver solucao
inteira.

Nos Capitulos 6, procedemos ao estudo das congruéncias lineares. Neste capitulos sdo espe-



cificadas as principais propriedades dos restos de divisdo inteira, além de sistema de congruéncias
lineares temos a demonstracdo do Teorema Principal: (Chinés) dos Restos, além de algumas de
suas aplicacdes. Abordamos praticamente todos os prerrequisitos necessarios para chegar nesse
resultado, onde pudemos fazer a demonstracdo formal de uma maneira mais acessivel possivel aos

leitores interessados, professores e alunos do Ensino Basico.

Finalmente, apresentamos as consideragdes finais no Capitulo 7. Nele, fazemos um breve
resumo do caminho percorrido no trabalho para atingir o Teorema Chinés dos Restos e suas Apli-
cacdes, a contribuicdo que acreditamos estar dando a comunidade académica que, como ja menci-
onado anteriormente, € servir de suporte para alunos e professores que necessitam de bibliografia

acessivel e diferenciada da existente atualmente no mercado.



Capitulo 2

Numeros Inteiros: Nocoes Fundamentais

2.1 Numeros Inteiros

Os niimeros inteiros ou apenas os inteiros sao:
., —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...
onde o conjunto é representado pela letra Z, ou seja,

Z=\{.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}
Podemos destacar os seguintes subconjuntos de Z.
(1) Conjunto dos niimeros inteiros ndo nulos ( # 0) representado por Z*
7' ={xeZ,x + 0} ={£1,+£2,+3,+4,...}

(2) Conjunto dos niimeros inteiros nao negativos (> 0) , representado por Z.,

Z,.={xeZ,x>0=1{0,1,2,3,4,..}

(3) Conjunto dos niimeros inteiros néo positivos (< 0), representado por Z._

Z_ =xeZ;x<0}={0,-1,-2,-3,-4,..}

(4) Conjunto dos nimeros inteiros positivos (> 0), representado por Z,

7, ={xeZ;x>0}=1{1,2,3,4,..}

(5) Conjunto dos niimeros inteiros negativos (< 0), representado por Z.*

7' ={xeZ;x<0}=1{-1,-2,-3,-4,..}

4



Os numeros inteiros positivos sao também conhecidos por nimeros naturais e representados

pelaletra N (IN = Z2).

2.2 Propriedades Basicas

O conjunto Z dos nimeros inteiros (positivos, negativos e zero), cujos elementos sao ndmeros
inteiros, tendo Z. dois elementos destacados, O (zero) e 1 (um), e também duas operacdes, a adicao
(+) e a multiplicacao (-).

Sejam m e n dois inteiros quaisquer, denotamos por 1 + 1 a soma de m e n, e por n1 - 1 (ou por
mn, quando isto ndo nos causar confusdo), o produto de m por n.

Os inteiros satisfazem aos seguintes axiomas.
(i) Fechamento: m + n e m - n s@o inteiros sempre que m e 1 forem inteiros.
(i1) Leis comutativas: m+n=n+me m-n=n-mNmmneZ
(iii) Leis associativas: (im+n)+p=m+m+p) e (m-n)-p=m-(m-p),Vmn,p€eZ
(iv) Leis dos elementos neutros: m+0=mem-1=mVNmeZ
(v) Leidistributiva: (m+n)-p=m-p+n-p, Vm,n,p € Z

(vi) Lei da existéncia de inversos aditivos: Para cada inteiro m, existe um inteiro a tal que m+a =
0. Este inteiro a é chamado inverso aditivo ou oposto de m e é denotado por —m. Sendo m e

n dois inteiros, define-se m —n = m + (—n)

(vii) Lei do cancelamento da multiplicagdo: Se m,n e p sdo inteiros, comp # ,em-p=n-p
entdo m = n.

A partir das propriedades (i) a (vii), tomadas aqui como axiomas (ou postulados, e das proprie-
dades habituais da igualdade, podemos deduzir outras propriedades dos nimeros inteiros, na qual

chamaremos de teoremas).
Teorema 2.1. Se m € um inteiro qualquer m - 0 = 0.

Demonstracao: Se m -0 = a, entdo

a=m-0 = m-(0+0), poisOéo elemento neutro da adi¢do
= m-0+m-0 (lei distributiva)
= a+a.
Desse modo,

a+a=a.

Somando o oposto de 2 em ambos os lados da igualdade, temos
(@a+a)+ (—a) =a+ (—a).

5



Aplicando a lei associativa da adi¢ao, temos
a+ @+ (-a) =0,

ou seja, a + 0 =0 e como 0 é o elemento neutro da adicao, teremos a = 0. Portanto, m.0 =0. N
Também existe uma “relagdo de ordem” entre os inteiros, que € representado pelo sinal <

(menor que), no qual possui as seguintes propriedades:
(viii) Sem # 0, entdom < 0ou0 < m.

(ix) Sem<nen<p,entdiom <p

(x) Sem <n,entdiom+p<n+p

(xi) Sem<neO<p,entdom-p<n-p

(xi1) Sem <nep<O0,entdon-p<m-p

Muitas outras propriedades dos inteiros podem ser deduzidas a partir das propriedades citadas

acima.

2.3 Induciao Matematica

Indugdo finita matemaética € uma técnica muito comum para provar que determinadas propo-
sicdes sdo vdlidas para todo nimero natural a partir de um certo 1y € IN. O processo consiste
inicialmente em provar que a referida proposicao € verdadeira para ny. Em seguida, assume-se
a veracidade para um valor qualquer a partir de 7y afim de mostrar que também vale para o seu
sucessor. Intuitivamente, a propriedade requerida estard de fato provada pelo seguinte motivo: €
valido para n( e para seu sucessor 1y+1, e também para seu sucessor 1y+2, € assim sucessivamente
para qualquer natural maior ou igual a n.

Imagine o processo de inducao finita como a construcao de uma fileira de dominds. A inducao é
usada geralmente quando se deseja provar que algo € verdade para qualquer nlimero inteiro positivo
sem precisar provar para os infinitos casos particulares. Ela tem duas partes: enfileirar os dominds
e, em seguida, derrubar o primeiro. Enfileirar os dominés deixando um espacgo apropriado entre
eles significa provar que se um qualquer cair, o préximo caird. Derrubar o primeiro € provar que ele
cai. Matemdticos chamam esses dois passos de "passo indutivo"e "passo inicial", respectivamente.

Antes de anunciarmos nosso principal resultado dessa secao necessitamos conhecer o seguinte

axioma.

Axioma 1. Todo subconjunto S C IN; S # @, possui um elemento minimo, isto €,
existe sp € Stal que sp < s, paratodos € S.

Formalmente, o Principio da Indugdo Finita é descrito abaixo:



Teorema 2.2. Seja P(n) uma sentenca que é verdadeira para cada n € IN. Se
1. P(1) é verdadeira, e
2. para cada k € IN, se P(k) é verdadeira, entao P(k + 1) é verdadeira.
Entdo P(n) € verdadeira para cada n € IN.

Demonstracao: Consideremos o conjunto S = {n € IN; P(n) é falso}. Vamos mostrar que S = &,
resultando que P(n) é verdadeiro para todo n € IN.

Suponhamos que § # @. Como S é um subconjunto ndo-vazio dos nimeros naturais, existe
ny = min S, pelo Principio da Boa Ordenacéo dos nimeros naturais. Devido P(1) ser verdadeiro,
temos 1 ¢ S, isto é, ng > 1.

Como 1y é o menor elemento de S, o ndmero ny—1 ¢ S. Assim, P(ny— 1) é verdadeiro, e pela
hipétese indutiva, P[(ny — 1) + 1] = P(ny) é verdadeiro. Mas, ng € S, pois é o menor elemento de
S. Temos uma contradi¢do: ng € Seny ¢ S.

Portanto, S = @, e com as hip6teses do problema, temos que P(n) é verdadeiro para todo
nelN [ |

Temos uma outra forma de enunciarmos o teorema

Teorema 2.3. Dado um subconjunto S do conjunto IN dos inteiros positivos; tal que:
D1eS
2) Para todo inteiro positivo k, se k + 1 € S sempre que 1,2,3, ...,k € S, entdo S contém todos os

inteiros positivos.

Para mais detalhes sobre o capitulo, o leitor pode recorrer a [[1].
Agora, veremos algumas aplicagdes do Principio da Indugdo Finita, que deixam mais claro

como essa ferramenta € utilizada.
Exemplo 2.1. Para todo inteiro n > 1, tem-se

n-(n+1)

1+2 =
+2+3+---+n 5

Demonstracao : Paran = 1, a afirmagao € verdadeira, visto que

:1~(1+1)

1
2
Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para n = k, isto é:

:k-(k+1)

14+2+---+k
2

E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,

(k+1)-(k+2)

1+2+--+k+(k+1)= >



De fato, da hipétese de indugao temos:

:k-(k+1)

14+24+---+k
2

Somando em ambos os lados (k + 1), obtemos:

k- (k+1)
T'i‘(k'i‘l)

k+1)-(k+2)
2

1+2+--+k+(k+1)

n+1
Portant0,1+2+---+n:%, para todo n € IN

Exemplo 2.2. Se x > 0, entdo

n'(”_l)xz

1+x)">1+nx+ 5

para todo n € IN.

Demonstracao : Paran = 1, a afirmagao € verdadeira, visto que
1+x)t'=1+1-x
Suponhamos que a proposic¢io seja verdadeira para n = k, isto é

k-(k-1

1+x)f>1+kx+ 5 >

E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,

(k+1)-[k+ D=1 ;.

A+x>1+(k+1Dx+ >

x> 0.
De fato, da hip6tese de indugdo temos:
k(k-1) ,

(1+x)k21+kx+Tx.

Multiplicando ambos os lados por (1 + x) > 0,

A+0)fQ+x)=1+x)" > [1+kx+ X1+ x)

k(k — 1)
2

k+Dk , k(k—1) 4
> X+ > X
(k+ 1k

1+ (k+1)x+

\%

1+ (k+1)x+ X2,

k(k — 1)

pois x> > 0.



Assim,

k(k — 1)

A+ >1+kx+ = (1+2)*>1+k+1x+

nn-1)
2

Exemplo 2.3. Paratodox € R, x > —1 e n € IN tem-se

Portanto, (1 + x)" > 1 + nx + x*, paratodo n € N se x>0

(I+x)">1+nx.
Demonstracao : Paran =1, a afirmacgdo € verdadeira, visto que
1+x)'=1+1-x.
Suponhamos que a proposicio seja verdadeira para n = k, isto é
(1+x)>1+kx
E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,
1+ x> 1+ (k+ 1
De fato, da hip6tese de indugdo temos:
(1+x)>1+kx
Multiplicando ambos os lados por [x > -1 = (x + 1) > 0], temos,

(1 +x) (1 +x) = (1 + x)F

v

(1 + kx)(1 + %)
1+ (k+ 1)x + kx?
> 1+ (k+1)x,

pois kx? > 0.
Assim,
A+xf>1+kxr= 1 +2)*"'>1+ K+
Portanto, (1 + x)" > 1 + nx, paratodo n € IN
Exemplo 2.4. Sejam quais forema, n € IN e a # 1, teremos

a””—l
a-1 "~

l+a+---+a" =

(k+ 1)k 2



Demonstracao : Paran = 1, a afirmacgdo € verdadeira, visto que

a2—1:(a+1)(a—1):

+ 1.
a—1 a—1 ¢

14+a=

Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para n = k, isto é

k+1
at =1
l+a+---+a" =
a-1
E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,
k+1)+1
1+a+...+ak+ak+1:a(+);
a—1
De fato, da hipétese de inducdo temos:
k+1
at =1
l+a+---+ad"= :
a-1

Somando ambos os lados por @**!, temos

l+a+--+ad+d = +a

a—1

_ a1 -1 (a _ 1)ak+1

oa-1 a-1

B ak+2_1

 oa-1"

an+1_1
Portanto, 1 +a+---+a" = o , sejam quais forem a, n € N, a # 1.

Exemplo 2.5. Para qualquer n € IN, é assegurado que

1
1-2

‘ H

. 1 _n
-3 nmn+1) n+1

N

Demonstracao : Paran =1, a afirmacdo € verdadeira, visto que

1 1

1-2 141
Suponhamos que a proposic¢do seja verdadeira para n = k, isto é

IS S SRR
1-2 2.3 k(k+1) k+1

E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,

LS S 1 _k+1
1-2 2.3 k+1Dk+2) k+2

10



De fato, da hipétese de indugao temos:

1 o1 K
1-2 2-3 kk+1) k+1
1
Somando ambos os lados por m , obtemos
L+L+---+ 1 + 1 = k + 1
1-2 2.3 k(k+1) (k+1)(k+2) k+1 (k+1)(k+2)
_ (k +1)?
 (k+D(k+2)
_ k+1
T k+2

Portant 1 + 1 + + 1 "
ortanto, —— + —— + - - =
1.2 2-3 nn+1) n+1

, para todo n € IN.

Exemplo 2.6. Para todo n € N,
14+345+---+@2n—-1)=n
Demonstracao: Paran =1, a afirmacao € verdadeira, visto que
1=1%
Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para n = k, isto é
1+3+5+---+(2k—1) = k%
E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,
14345+ +[2(k+1)-1] = (k+ 1)~
De fato da hipétese de inducao temos:
14+345+---+2k-1) =K.
Somando 2k + 1, em ambos os lados, temos

1+3+5+---+2k-1)+(2k+1)
1+3+5+--+2k-1)+[2(k+1)-1]

K+ (2k+1)
(k + 1)

Portant0,1+3+5+---+(2n—1):nz,paratodonE]N.
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Capitulo 3

Divisao nos Inteiros

3.1 Divisibilidade

Definicao: Sejam m e n dois inteiros, com m # 0. Dizemos que m divide n, se e somente se,
existe um inteiro g tal que n = mq.

Se m divide n também diremos que 7 € um divisor de 7, € mais ainda que n € um multiplo de
m, que n € divisivel por m, ou simplesmente que m é um fator de n.

Denotamos por m | n no qual se tem o seguinte significado que m divide n; m # 0, e caso m
ndo divide n; m # 0, representamos por m { 1.

Notagdo m divide n (m | n) chama-se relacdo de divisibilidade em Z..

Se m € um divisor de n, entdo —m também € um divisor de n, pois a igualdade n = mqg implica
n = (—m)(—¢q), de tal modo que os divisores de um inteiro qualquer sio dois a dois iguais em valor

absoluto e de sinais opostos (simétricos).
Exemplo 3.1.
3|12, pois12=3-4
—-7135, pois 35 =(-7)(-5)
5|-30, pois —30=5:(-6)
11 420, poisndoexiste g€ Z; 20=11-¢q
Teorema 3.1. Sejam m, n, g, r inteiros quaisquer, tem -se que:
@) 1|mm|mem|0
(i) Sem |1, entdom = =1
(1ii) Sem |neq|r,entdiom-q|n-r
(v) Sem|nen|qg,entdiom | q
(v) Sem |nen|m,entdiom = +n

(vi) Sem | n,comn # 0, entdao | m |<| n |

12



(vii) Sem |nem|q,entdom | (na+qb),VabeZ
(viii) O lm e m=0
Demonstracao:

(1) Temos que:
m=1-mm=m-1e0=m-0

(11) Comom | 1l,entdo 1 =m-gq; q € Z.

Oqueimplicam=1leg=1loum=-leqg=-1, istoém = +1

(111) Temos que:
m|n=n=m-a,coma€”Z
glr=r=g-b,combeZ
Desse modon-r=(m-q)-ab=m-q|n-r

(tv) Temos que:
m|n=—n=m-a, comaé€ Z
nlg=qg=n-b; comb e Z.
Substituindo n = ma em q = nb; temos: g = m(ab) = m | g

(v) Dem|n=n=m-a,a€Zeden|m=— m=nb;beZ.
Portanto m = n(ab) = ab=1=a=b=+1 = m = +n

(vi) Com efeito m | n, com n # 0 implica que n = ma.
Tomando médulos, temos que |n| = |m] - |al.
Como n # 0, temos que |a| # 0, portanto 1 < |a|.
E consequentemente, |m| < |a| - |m| = |m| < |m| - |a| = |n| = |m| < |n

(vii) Comefeitom |n=n=mr;re Zedem|qg=q=m-s,s € Z.
Portanto, quaisquer que sejam a,b € Z.
an + bg = a(mr) + b(ms) = m(ar) + m(bs) = m(ar + bs) = m | (na + gb)

(viii) Suponhamos que O | m, logo existea € Z talquem =a | 0
Proposicao 3.1. Sea,b,c € Z, tais quea | (b +c). Entdoa |b<a|c

Demonstracao: Serd demonstrado apenas a seguinte implicacao:
Sea|(b+c),entioa |b&a|c
(=) Comoa | (b+c),existed € Z, tal que

b+c=ad

Agora se a | b, logo existe e € Z, tal que

(3.1

(3.2)



Substituindo (3.2)) em (3.1)), temos:
age+c=ad = c=ad —ae = c=a(d—e).

Portanto, a | ¢
(&) Suponhamos que a | (b + ¢), existe d € Z, tal que

b+c=ad (3.3)

Esea|c, logo existe f € Z, tal que
c=af (3.4)

Substituindo a equacio em (3.3), temos:
b+af=ad =b=ad—-af = b=a(d- f).
Portanto, a | b [ |
Proposicao 3.2. Sea,b € Zen € N, entdo (a —b) | (a" — ")

Demonstracao: Para n = 1, a afirmacao é verdadeira, visto que
a—b|a -b.
Suponhamos verdadeira para n = k, isto é,
a—"b|a —b.
E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,
a—b | ak+1 _ bk+1.
Temos que
att - =qa.4" - bV, (3.5)
b-ad—b-a"=0. (3.6)
Somando na equagao (3.5)), teremos:

a-ad—b-br+b-d-b-d=d"-@-b)+b- @ -1.

Como (a — b) | a* - (a — b) e, por hipétese de inducio, (a — b) | (a* — bF).
Decorre da propriedade (vii) do Teorema que (a — b) | (@ — b1,
Portanto o resultado € verdadeiro para todo n € IN. [ |
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Proposiciio 3.3. Sea, b€ Zen € NU|0}. Entdo (a+b) | (@ + p*"*1).

Demonstracao: Paran = 0, a afirmacdo € verdadeira, visto que
(@ +Db) | (@2 + B2+
Suponhamos verdadeiro para nn = k, isto €,
(@ +D) | (@ + p*),
E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,
(@ + D) | (%D 4 p2ierDTy

Temos que

aZ(k+1)+1 + bz(k+1)+1 — a2k+la2 + b2k+1b2, (3_7)

b2a2k+l _ b2a2k+l — 0. (3.8)
Somando (3.8) na equagdo (3.7), teremos:

aZk+1612 + b2k+1b2 + b2a2k+l _ b2a2k+1 — a2k+1(a2 _ bZ) + bZ(a2k+1 + b2k+1).

Como, (a + b) | (a> — b*)a®**! e por hipétese de indugdo (a + b) | (a®+! + b2+,
Decorre da propriedade (vii) do Teorema que (a + b) | (a>*+D+1 4 p20tD+1y
Portanto vale para todo n € IN. [ |

Proposiciio 3.4. Sea,b € Z en € N . Entdo (a + b) | (a*" — b*").

Demonstracao: Paran =1, a afirmacao € verdadeira, visto que
(a+Db)| (@' - ") = (a+Db)| (@ -1?).
Suponhamos verdadeiro para n = k, isto €,
(a+b) | (@® - ™).
E mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,
(@ + b) | (2D — p2lsD)y

Temos que
aZ(k+l) _ bZ(k+l) — quaz _ bZka (39)

av? — % = 0. (3.10)
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Somando (3.10) na equagdo (3.9), teremos:

a?_ka2 _ b2kb2 + [12kb2 _ aZka — LZZk(LZZ _ bZ) + bz([l'Zk _ bZk).

Como, (a + b) | a%(a® — b?) e por hipétese de inducio (a + b) | (a2 — b%).
Decorre da propriedade (vii) do Teorema {3.1|que (a + b) | (a*+D) — p2k+D)),
Portanto vale para todo n € IN.

Para mais detalhes sobre os teoremas e proposi¢cdes acima, o leitor pode recorrer a [3]]

Exemplo 3.2. Sejama,b € Z.
a) Se a # b, mostre que, para todo n € IN,n > 2, temos

a—b"
7 = A"+ a4+ ab" b
a —

Solucao: Paran = 2, a proposi¢ao € verdadeira visto que

2 _ 2
a-—b 2-1

=a"" +a
a->b

Suponhamos verdadeiro para n = k, ou seja,

ak — bk

= A+ a0+ 4 ab 4 L
a —

E mostraremos que vale para n = k + 1, isto é,

ak+1—bk+1 . 1 1 L
——— =a +a b+---+ab" +b".
a-—>b
Temos que
ak+1 _ bk+1 aka _ bkb
a-b  a-b
. kb — akb
Q:Q
a—>b

Somando (3.13) na equagdo (3.12) teremos:

k, _ 1k k1, _ Sk k(- _ k _ 1k k _ 1k
da-Yb+a'b—db _da-b) b -t _ , bt

a—->b a—->b a—->b a—->b
Substituindo a hipétese de inducdo (3.11) na equacgdo (3.14)), teremos

A+ —— ="+ @+ a7+ b+ D) =0+ A+ A 4

a-—>b

Portanto é verdadeira paratodon > 2; n € N
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b) Se a + b # 0, mostre que, para todo n € IN,

2n+1 2n+1
a +b _ _
=" -+ —ab
a+b

Solucao: Paran =0, a afirmacdo é verdadeira, visto que:

a2.0+1 + b2.0+1

_ 20
a+b
Suponhamos verdadeiro para n = k, ou seja,
2k+1 2k+1
a™ "t +b
— [12k _ llzk_lb 4o — abZk—l + b2k.
a+b
E mostraremos que vale para n = k + 1, isto é,
2(k+1)+1 2(k+1)+1
a +0b _ _
— aZ(k+1) _ aZ(k+1) 1b 4o — abZ(k+1) 1 + b2(k+1).
a+b
Temos que
a2(k+1)+1 + bZ(k+1)+1 B a2a2k+1 + b2b2k+1
a+b a+b
e
P22kl _ 22kl
=0.
a+b
Somando (3.17) na equagdo (3.16) teremos:
a2a2k+1 + b2b2k+1 + b2a2k+1 _ b2a2k+1 B a2k+1(a2 _ bz) . bz(a2k+1 + b2k+1)
a+b B a+b a+b

bz (a2k+1 + b2k+1)

_ 2k+1¢,
= a""(a-b)+ o

Substituindo a hipétese de indugdo (3.15)) na equagio (3.18)), teremos
a2k+1(a _ b) + bZ(QZk _ aZk‘lb 4o — abZk—l + bZk) —

— ﬂ2k+2 _ ﬂ2k+1b + aZka . ﬂb2k+1 + b2k+2)

= 20 _ 20 D=1 L 21 200k )

Assim temos que

2(k+1)+1 2(k+1)+1
gt 4 p 20D _ 20 )1y o 2k )1 20k

a+b

Portanto € verdadeiro para todo n € IN.
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¢) Sea + b # 0, mostre que, para todo n € IN,

2n 2n

a —b _ _ - -
:a2n 1_a2n 2b+---+ab2” 2_b2n1

a+b

Solucdo: Paran =1, a afirmacio é verdadeira, visto que

21 121
a= —b _ 21-1

_ 2101 22y
a+b v v
Suponhamos verdadeiro para n = k, ou seja,
aZk _ b2k
——— = 2 g g2 - L (3.19)
a+b

E mostraremos que vale paran = k + 1, isto é,

2(k+1) _ bZ(k+1)
a
— a2k+1 _ a2kb 4o+ abZk _ b2k+1.

a+b
Temos que
2(k+1) _ bZ(k+1) 2k 42 b2kb2
a =2t , (3.20)
a+b a+b
¢ 2kb2 2kb2
a“b” —a
— =0. 3.21
a+b (3-21)
Somando (3.21)) na equag@o (3.20) teremos:
aZkaZ _ b2kb2 + a2kb2 _ aZka aZk(az _ bZ) bz(IZZk _ bzk)
= -
a+b a+b a+b
bZ(azk _ bZk)
= a*a-b)+ ——= 3.22
0@ -b)+ —— (3:22)
Substituindo a hipétese de inducdo (3.19) na equagdo (3.22)), teremos
QZk(ﬂ _ b) + bZ(EIZk_l _ aZk_2b 4o+ abZk—Z _ bZk—l) —
— a2k+1 _ a2kb + aZk—le _ ﬂ2k_2b2 4o+ abZk _ b2k+1.
Assim teremos que
aZ(kHc)z ; Zz(k+—1) = a1 — b+ - 4 ab® - P
Portanto é verdadeiro para todo n € IN. [ |
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3.2 Conjunto dos divisores de um inteiro

Dado um inteiro qualquer 4, o conjunto de todos os divisores de a € indicado por D(a), ou seja:
D(a)={xe€ Z"; x|al}.
Assim, por exemplo:

D) = f{
D) = f{
D@3) = {xeZ;x|3}=
D(10) = {

E temos ainda que para todo inteiro a, D(a) = D(—a), e também

a=a-1=(-a)-(-1).

Logo 1, -1, a e —a sdo divisores de a, na qual denominamos divisores triviais de a. E mais
ainda, o inteiro 1 (ou -1) sé admite divisores triviais.

Para todo inteiro a # 0, se x | a, entdo

—a<x<a= D(a) C[-a,a],

ou seja, para todo inteiro 4 # 0 temos um numero finito de divisores.

3.3 Divisores comuns de dois inteiros

Definicdo: Sejam a e b dois inteiros quaisquer, chama - se divisor comum de a e b todo inteiro
d+0,talqued|aed]|D.
Dados os inteiros a e b, denominamos D(a, b) o conjunto de todos os divisores comuns de a e

b. Simbolicamente, temos:
D(a,b)={xeZ;x|aex|b},

ou seja:

D(a,b) = {x € Z*; x € D(a) e x € D(b)},

logo:
D(a, b) = D(a) N D(b).

Temos que a intersec¢@o é uma operagdo comutativa, ou seja, D(a, b) = D(b, a).
Notamos que —1 e 1 sdo divisores comuns de dois inteiros quaisquer a e b, logo D(a, b) # @.
E se a = b = 0, entdo todo inteiro ndo nulo é um divisor comum de a e b, assim D(a, b) = Z".

Sobre a se¢do 3.2 e 3.3 o leitor podera recorrer a referéncia [1].
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Exemplo 3.3. Sejam os inteiros a = 24 ¢ b = —16, quais os divisores comuns de a e b?

Solucao:

D(24)
D(-16)

I
I
\)—\
-

[l
I
\)—\
H+
H
\b-P W
H
H
—
2

Portanto:
D(24,-16) = D(24) N D(-16) = {1, +2, +4, +8}.

Exemplo 3.4. Sejam os inteiros a = 2 e b = 13, quais os divisores comuns de a e b?

Solucdo:

D(2)
D(13)

o
WO
= =
HoH
— N
‘93 Nt

Portanto:

D(2,13) = D(2) N D(13) = {+1}.
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3.4 Divisao Euclidiana

Teorema 3.2 (Divisao Euclidiana). Sejam a,b € Z,; 0 < a < b. Existem dois tnicos nimeros

inteiros g e 7, tais que

b=ag+r,com0<r <]

Demonstracao: (Existéncia) Suponhamos que 0 < a e g € Z, tal que g € o maior inteiro e ag < b.

Assim, temos

ag<b<a-(g+1) = ag<b<ag+a

— 0<b-aqg<a, definimos r =b—ag,ouseja, 0 <r<a.

(Unicidade) Sejam g, g3, 7, 1 inteiros tais que b = aq+ 1, b =aq; + 1 ¢ 0 < r,7, < |al. Logo,
teremos que |[r —rq| <aedeb =aq+r(I) e b = aqy + r1 (II), e fazendo (I) - (II), temos

O=ag+r—aq —n

rn—r=aq—aq

ri—r=a(g—q).
Suponhamos que g # g;. Assim teremos que 1 < |g — ¢1|. Multiplicando a desigualdade por
|a|, teremos
lal < lal - g = qa| = |r1 — | < lal, ou seja, |a| < |a|, absurdo, desse modog =g er =1, [ |

Sobre o teorema [3.2] o leitor pode consultar [3]]

3.5 Paridade de um inteiro

Dado um inteiro qualquer a, ao dividirmos a por b = 2 os possiveis valores para os restos sdo
r=0o0ur =1 Ser =0, entdo o inteiro a4 é da forma a = 29 e denominamos par, para algum

g€ Z. . Casor =1, entdo o inteiro a = 2g + 1 e é denominado impar, para algum g € Z.
Proposicao 3.5. Se a é um inteiro qualquer, entdo a* dividido por 4 deixa resto 0 ou 1.

Demonstracdo: Seja g € Z, temos que:

a* = (29 = a* = 4¢°

ou
a2:(2q+1)2=>a2:4q2+4q+1=>a2:4(q2+q)+1

Portanto os possiveis restos € 0 ou 1. [ |
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Exemplo 3.5. Se a é um inteiro qualquer, entdo um dos inteiros 4, a + 2, a + 4 € divisivel por 3.

Solucao: Ao dividirmos um inteiro qualquer a por 3, os possiveis restos sdo 0,1, ou 2. Desse
modo temos 2 = 3y oua = 3y + 1 oua = 3y + 2, para algum y € Z.
Casoa =3y =3 |a

Casoa = 3y + 1, adicionamos 2 unidades em ambos os lados da igualdade teremos
a+2=3y+1+2
a+2=3y+3
a+2=3y+1)=3|@+2)

Caso a = 3y + 2 adicionamos 4 unidades em ambos os lados da igualdade teremos
a+4=3y+2+4
a+4=3y+6
a+4=3y+2)=3|@+4)

Exemplo 3.6. Para todo a € Z, temos que:
a)2 | (a®> —a)
b) 31 (@ —a)

Solucdo: a) Temos que a*> —a = a(a — 1), entdo 2 | a(a — 1), logo existe ¢ € Z; a(a — 1) = 2c,

porém a pode ser par ou impar, assim analisaremos.
Sea=2kkeZ = 2|2k(2k—-1) = 2|22k* - k) = 2|2d; d=2k*>—k.
Sea=2k+1;k€e Z = 2| (2k+1)(2k+1-1) = 2| 2k+1)(2k) = 2| 2(2k?+k) = 2| 2¢;
e =2k>+k.
Portanto 2 | (a> — a)
b) Temos que a* —a = a(@®> —1) = a(a + 1)@ —1) = (a — a(a + 1).

Se3|a®—a=3]|(a—1)aa+1).

Sea=3kkeZ = 3| (3k—-1)3kGk +1) = 3 | 3[k(3k — 1)(3k + 1)] => 3 | 3b;b =
k(3k — 1)(3k + 1).

Sea=3k+1,keZ=3|Bk+1-1)Bk+1)Bk+1+1) = 3| 3k(Bk+ 1)(Bk +2) =
3| 3[k(Bk + 1)(3k + 2)] = 3| 3¢; ¢ = k(3k + 1)(3k + 1).

Sea=3k+2, ke Z = 3| (Bk+2-1)(8k+2)(3k+2+1) = 3| (3k+1)(3k+2)(3k+3) =
3|1 (Bk+1)Bk+2)3(k+1) = 3|3(k+1)(3k+1)(3k+2) = 3|3d; d = (k+1)(3k + 1)(3k + 2).

Portanto 3 | a® — a. [ |
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Capitulo 4

Maximo Divisor Comum

Definicao: Sejam a e b dois inteiros ndo simultaneamente nulos (a # 0 ou b # 0). Diremos que
um inteiro positivo d (d > 0) é o maximo divisor comum (mdc) de a e b se satisfaz as seguintes

condigdes.
(1) d|laed|b
(i1) sec|aec|b,entdaoc < d.

Notemos que pela condigao (i), d é um divisor comum de a e b, e pela condig@o (i7), d € o maior
dentre todos os divisores comuns de a e b.

Indicaremos mdc(a, b) como méximo divisor comum de a e b.

Temos que o mdc de a e b ndo depende da ordem em que sdo tomados a e b, desse modo
diremos que mdc(a, b) = mdc(b, a).

Se a e b sdo dois inteiros, se existir o mdc de a e b, entdo:
mdc(a, b) = mdc(—a, b) = mdc(a, —b) = mdc(—a, —b).

Assim sendo, temos que para o cdlculo do mdc de dois nimeros inteiros, podemos sempre

tomar os nimeros inteiros positivos. Além disso, valem as seguintes propriedades:
(1) mdc(0,0) ndo existe

(2) mdc(a, 1) =1, para qualquera € Z

(3) sea # 0, entdo mdc(a, 0) = |a|

(4) sea| b, entao mdc(a, b) = |a|

Assim, por exemplo:

mde(6,1) = 1
mdc(-7,0) = |=-7|=7
mdc(—4,16) = |—4|=4
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4.1 Existéncia e Unicidade do MDC

O méaximo divisor comum entre dois inteiros sempre existe. Isso é mostrado através de um
método conhecido como Algoritmo de Euclides, que permite calcular o mdc de dois numeros

naturais quaisquer. Para a prova desse método, € usado, essencialmente, a proposicdo abaixo.

Proposicao 4.1. Dados os inteiros a, b, n. Se existe mdc(a, b — na), entao, mdc(a, b) existe e
mdc(a, b) = mdc(a, b — na).

Demonstracao: Seja d = mdc(a, b — na). Desse modo d|a e d|(b — na), e mais ainda d divide
b = b — na + na. Portanto, d é um divisor comum de a ¢ b.
Suponhamos agora que m seja um divisor comum de a € b. Assim, m € um divisor comum de

aeb — na e, portanto, m |d. O que demonstra que d = mdc(a, b).

A proposicdo 4.1/ € utilizada para o cdlculo do mdc de dois nimeros inteiros positivos, na qual

serd essencial estabelecer o Algoritmo de Euclides, assim veremos nos exemplos a seguir.

O resultado abaixo é bem conhecido e pode ser encontrado, por exemplo, em [J].

Proposicao 4.2. Sejam a e b dois inteiros ndo simultaneamente nulos (2 # 0 ou b # 0). Existem
X,y € Z tais que
mdc(a, b) = ax + by,

ou seja, o mdc(a, b) é uma combinagao linear de a e b.

Exemplo 4.1. Sejaa € Z coma # 1 em € IN, temos que

m

a
d p
mc(a—l

Solucgao: Verifiquemos o resultado acima.

a-— 1) = mdc(a — 1, m)

Para m = 1, a proposi¢do € verdadeira, visto que

al — 1
a-—1

mdc( ,a—l) =mdc(a—1,1)

Suponhamos que m > 2 e m € IN. E chamando de d o primeiro membro da igualdade, e pelo

exemplo 84, temos que
d = mdc(@™ ' +a" 2 +- - -+a+1,a—1) = (mdc(@” ' =1)+mdc(@™ > =1)+- - -+mdc(a—1)+m-1,a-1).
E como, pela proposicao[3.2] temos que
a—1jmdc(a™ ' — 1) + mde(@™ > - 1) + - - - + mdc(a — 1),

logo
mdc(@”™ ™ — 1) + mde(@ > = 1)+ --- + mdc(a — 1) = n - mde(a — 1),
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para algum 1 € IN, e portanto pela proposi¢do [.1], temos que

d=mdc(n-(@—1)+m,a—1)=mdc(a —1,n(a—1) + m) = mdc(a — 1, m).

Exemplo 4.2. Qual o valor do
310 -1

5
mdc (35—_1, 3 - 1) .
Solucao:

Pelo exemplo , teremos:

30 -1 5 G)r-1 5
mdc (ﬁ’3 - 1) = mdc (W,:3 — 1] =mdc(3” - 1,8) = mdc(8,242) = 2.

Teorema 4.1. Se a e b sdo inteiros e b = ag +71, onde g e r sdo inteiros, entdo mde(a, b) = mdc(a, r).

Demonstracdo: Da relagdo b = ag + r, pelo Teorema [3.1|(vii), observamos que todo divisor de
a e r é um divisor de b. E desta mesma relagdo segue que r = b — ag, de onde obtemos que todo
divisor de a e b é um divisor de r. Portanto, o conjunto dos divisores comuns de a e b € igual ao

conjunto dos divisores comuns de a e 7, de onde concluimos que mdc(a, b) = mdc(a, r). [ |

Temos que o maximo divisor comum entre dois ou mais nimeros € o algarismo de maior valor
no qual divide todos os nimeros ao mesmo tempo. E esse algoritmo pode ser calculado através da
regra pratica ou pela divisao sucessiva. Sendo assim iremos abordar o cdlculo do méximo divisor

comum através da divisdo sucessivas de Euclides no qual enunciaremos a seguir.

Teorema 4.2 (Método das Divisdes Sucessivas de Euclides). Sejam ry = b e r; = a inteiros ndo-

negativos com a4 # 0. Se o algoritmo da divisdo for aplicado sucessivamente para se obter
ri=qiati 2, 05710 <rjg

paraj=0,1,2,...,n—1er, =0, entdo mdc(a, b) = r,, o Gltimo resto ndo-nulo.

Demonstracao: Inicialmente aplicaremos o Teorema do Algoritmo da Divisao para dividir 7y = b
por 11 = a, obtendo ry = g171 + 2, em seguida dividimos 7 por 7, obtendo r; = go7; + 13 € assim
sucessivamente até que obtivermos o resto 7,1 = 0. Note que, em cada passo, o resto é sempre
menor que o anterior, € como 0s nimeros em questdo sao positivos, apds um numero finito de
aplicacdes do Teorema do Algoritmo da Divisdo, vamos obter um resto nulo.

Nesse caso, teremos a seguinte sequéncia de equagdes:

o = (i1 + 12 O<r<n
"= o+ 13 O0<r3<mr
ry = (3r3+714 0< re <73
Th—2 = (n-1Tn-1 + 71y 0< Ty <Tp-1
Tne1 = Guty +0.

25



Resulta da dltima equagdo que, pelo Teorema {.1], 0 mdximo divisor comum de 7, e 7,1 € 1.
A pendltima, que este nimero € igual a mdc(r,_1,7,—2) e, prosseguindo assim teremos, através da

aplicacdo sucessiva do Teorema[.1] a seguinte sequéncia de igualdades:
r, = mdc(r,_1,7,) = mdc(r,—», 7-1) = ... = mdc(rq, 7o) = mde(rg, 1) = mdc(a, b).

Portanto, o maximo divisor comum de a e b € o dltimo resto ndo-negativo das sequéncia de divisoes

acima descrita. u

O método das divisdes sucessivas de Euclides, pode ser reescrito de uma maneira apropriada
para os alunos do ensino fundamental, onde aqui mostraremos a configuragdo do método.

Para um caso mais geral efetuamos a divisdo b = aq; + r;

q1
b | a

1

Em seguida, prosseguindo a divisdo a = 714, + 2 € colocamos os numeros envolvidos no

diagrama temos

qi | 92
b|la|n
r | 7

Continuando, enquanto for possivel, obteremos:

qu |92 | 93 |~ | Gn-1 | Yn In+1
b|lal|r|r| - ||t |r.=mdc(a,b)
Ty | Yo | ¥3 | Tg | -+ Ty

Agora faremos alguns exemplos utilizando o método de divisao sucessivas de Euclides.
Exemplo 4.3. Vamos calcular o mdc(637, 3887).

Solucdo: Aplicando o Algoritmo de Euclides ao mdc(637, 3887), teremos:

3887 = 6-637+65
637 = 9-65+52
65 = 1-52+13
52 = 4-13

Utilizando a o diagrama em formato de tabela teremos a seguinte configuragao:

6 |9 |14
3887 | 637 | 65|52 | 13
65 52 |13
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Assim sendo dizemos que um nimero d é combinacéo linear nos inteiros dos ndmeros a e b, se
existirem x, iy € Z, tais que d = ax + by. E notamos que o mdc de 3887 e 637 é uma combinagao
linear desses nimero, no qual observamos no exemplo acima, o Algoritmo de Euclides fornece-
nos:

13 = 65-1-52
52 = 637-9-65
65 = 3887 —-6-637

No qual segue que

13 65—-1-52=65-1-(637—-9-65) =
10-65—-637 =10 (3887 — 6 - 637) — 637 =

3887 -10 — 66 - 637

Assim, podemos escrever:
13 = 3887 -10 + 637 - (—61)

Exemplo 4.4. Calcularemos o inteiro positivo k tal que os restos das divisdes de 4933 e 4435 por
k sdo respectivamente 37 e 19.

Solucio: Notemos que 37 € o resto da divisdao de 4933 por k, assim sendo o resto da divisdo de
4933 — 37 = 4896 por k é igual a zero, e mais ainda o nimero 4896 ¢ um miuiltiplo de k. De modo
andlogo temos que o nimero 4435 — 19 = 4416 também é um multiplo de k. Assim k é um divisor
comum dos nimeros 4896 e 4416, portanto, k € um maximo divisor comum desses dois ndmeros.

Desse modo aplicaremos o Algoritmo de Euclides para calcular este mdc

1 9 |5
4896 | 4416 | 480 | 96
480 | 96

Portanto, 0 mdc(4896,4416) = 96, além disso temos como divisores de 96.
D(9%6) = {1,2,3,4,6,8,12,16,24,32,48,96}.

Observamos que o resto da divisdo de 4933 por k € igual a 37, assim podemos concluir que o
numero k é um valor maior que 37, pois caso contrario deixaria um resto menor que 37, portanto

37 < k. Logo, como k também € um divisor de 96, vemos que as tnicas possibilidades sdo k = 48
ek =96.

Exemplo 4.5. Utilizando o Algoritmo de Euclides vamos calcular d = mdc(—39, 17), em seguida
escreverd =a-x+b-y.
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Solucao: Como o mde(—39,17) = mdc(39, 17), aplicaremos o algoritmo de Euclides ao mdc(39, 17)

desse modo:
39 = 2-17+5
17 = 3:-5+2
= 2-2+1
= 2.1

Utilizando a o diagrama em formato de tabela teremos a seguinte configuracao:

2 (3122
39117152
5|2

Portanto, o mdce(-39,17) = 1.
Assim sendo dizemos que um nimero d é combinagdo linear nos inteiros dos nimeros a e b, se
existirem x, y € Z, tais que d = ax+by. E notamos que o mdc de -39 e 17 € uma combinagéo linear

desses nimero, no qual observamos no exemplo acima, o Algoritmo de Euclides fornece-nos:

1 =5-2-2
2 = 17-3-5
5 = 39-2-17

No qual segue que

1 = 5-2.2=5-2-(17-3-5) =
= 7.5-2.17=7-(39-2-17)-2-17 =
= (=39)-(=7) + 17 - (~16)

Assim, podemos escrever:

1=(=39)(=7) + 17 (~16)

4.2 Inteiros primos entre si

Definicdo: Sejam a,b € Z nao simultaneamente nulos (a # 0 e b # 0). Diremos que a e b sdo
primos entre si, ou coprimos se e somente se o mdc(a, b) = 1.
Assim, por exemplo:

Sdo primos entre si os inteiros: 3 e 7, -11 e 20, -30 e -41, visto que

mdc(3,7) = mde(—11,20) = mde(-30,-41) =1
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Teorema 4.3. Sejam a e b dois inteiros ndo simultaneamente nulos (2 # 0 ou b # 0), diremos que

a e b sdo primos entre si, se € somente se, existem x, y € Z tais que
ax + by =1.

Demonstracao: (=) Como a e b sdo primos entre si, entdo mdc(a, b) = 1, logo pelo Proposicdo
existem, x, y € Z, tais que
ax +by =1.

(<) Reciprocamente, se existem x, y € Z tais que ax + by = 1 e se o mdc(a,b) = d, logod|ae
d|b. Portanto, d | (ax +by) e d |1, o que implica d = £1 ou mdc(a, b) = 1, ou seja, a e b sdo primos
entre si. u

Proposicao 4.3. Dados a, b, c € Z, entdo vale as seguintes propriedades:

(1) Sejam a, b € Z, ndo simultaneamente nulos, entio mdc (ﬁm,b)' #(ab)) =1.
(i1) Sea|bemde(b,c) =1, entdo mdc(a,c) = 1.

(i1i) Sea|c,eb|cesemde(a,b) =1, entao ab]|c.

(tv) Se mdc(a,b) = 1 = mdc(a, ¢), entdo o mdc(a, be) = 1.

(v) Se o mdc(a, bc) =1, entdo mdc(a, b) = 1 = mdc(a, ¢).

(vi) Se a|bce semde(a,b) =1, entdo ac.

(vii) Se blae c|a, se e somente se, #(Cb,c) |a.

Demonstracao:
(1) Seja d = mdc(a, b), temos que d |a e d | b, assim existem m, n € Z, tal que

a=dm e b=dn
E também existem x, y € Z, tal que
ax +by=d
Logo,

dmx +dny =d 4.1)

Dividindo a equagio por d, teremos

mx+ny=1,
ou seja,

Ex+2 =1

Tl
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Portanto pelo Teorema , temos que mdc (ﬁ(ab)’ ﬁ(ab)) =1.

(i1) Se a | b, entdo, existe m € Z;b = am
Se mdc(b, c) = 1, entdo pelo Teorema [4.3], existem x, y € Z, tal que

Assim,

Portanto mdc(a, ¢) = 1.

bx+cy=1

—
Il

(am)x + cy

a(mx) + cy

an +cy; (n =mx).

(i17) Se a|c e bc, entdo, existem m,n € Z.; c = am e ¢ = bn.
Se mdc(a, b) = 1, entdo, pelo Teorema existem x, y € Z, tal que

ax +by =1

Portanto, ab|c.

c c
E.’X + Ey =1

c(nx + my) = mn
abc(nx + my) = abmn

abc(nx + my) = ¢

I

ab(nx + my) = c.

(iv) Se mdc(a, b) = 1, entéo, pelo Teorema [4.3, existem x, y € Z;

ax +by =1

E se mdc(a, ¢) = 1, entdo, pelo Teorema [4.3], existem p,q € Z;

ap+cqg=1

Multiplicando a equagio pela teremos:

1

Portanto, mdc(a, bc) = 1

(ax + by)(ap + cq)
a(axp + xcq + byp) + be(yq)
az + bcw; (z = axp + xcq + byp e w = yq).
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(v) Se mdc(a, be) = 1, entdo, pelo Teorema existem x, y € Z;

1 = ax+bcy

= ax + b(cy) = ax + c(by).
Portanto, mdc(a, b) = 1 = mdc(a, ¢). [ |

(vi) Se a| bc, entdo existe m € Z; bc = am.
Se mdc(a, b) = 1, entdo, pelo Teorema existem x, y € Z;

ax+by=1 = acx+bcy=c
= acx+amy=c
= a(lex+my)=c

= an=c; (n =cx+my).
Portanto, a | c. [ |

(vii) = Se b|a e c|a, temos que existem m, n € Z, tal que a = mb = nc. Logo

m b —n—
mdc(b,c)  mdc(b,c)’

|
Poderemos também estender a defini¢do de méximo divisor comum de dois inteiros para o caso

de varios ndimeros inteiros como mostraremos a seguir.

Definicao: Sejam ay,---a, € Z nido todos nulos. Dizemos que d € Z é um mdximo divisor

comumde ay,--- ,a,, se satisfaz as seguintes condi¢des.
(1) d > 0;

(i1) d | a;, paratodoi=1,---,n;

(iti) sec | Z fortalquec|a;(i=1,---,n),entdoc | d.

O méaximo divisor comum, quando existe, € decerto tinico e denotaremos por:

mdc(ay, - -+ ,ay).

A propriedade a seguir nada mais € do que um processo indutivo para o cdlculo do mdc de n
nimeros inteiros, no qual se reduz a aplicagdao do Algoritmo de Euclides a n — 1 pares de inteiros.
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Proposicao 4.4. Sejam a4, - - - , a, inteiros ndo todos nulos, existe o mdc e

mdc(ay, -+ ,a,) = mdc(ay, - -+ ,mde(a,_1,a,)).

Diremos que os inteiros 44, - - - ,4, sdo primos entre si, ou coprimos, se mdc(ay, -+ ,a,) =1

Exemplo 4.6. Suponha que mdc(a,4) = 2 = mdc(b, 4). Entdo temos que mdc(a + b, 4) = 4.

Solucao: Como mdc(a,4) = 2 e mdc(b,4) = 2 temos que a e b sdo pares e mais ainda ndo sido

multiplos de 4, pois caso contrdrio, 2 ndo seria o mdc entre eles.
Assim sendo o resto da divisao de a e b por 4 é 2.

Desse modo existem 1y, 11, € Z. tais que

a=4n +2

b:47’12+2.

Somando membro a membro as equagdes e teremos:

a+b 4(ny +ny+ 1)

dm; (m =nq +ny +1).

Portanto, 4|a + b, logo mdc(a + b, 4) = 4, o que prova nossa afirmacéo

Exemplo 4.7. Vamos encontrar os inteiros positivos a e b de modo que:

a+b=63 e mdc(a,b) =9

Solucao: Como mdc(a, b) =9, temos que 9|a e 9|b. Assim existem inteiros 717 e 11, tal que:

a=9m e b =9n,.
De modo que 17 e 11, sdo primos entre si.

9, +9n, = 63

Il
N

n + np
Logo os possiveis valores para 717 € 11, sd0 0s seguintes:

7’1121 € 7’12:6,
1’11:2 e 1’12:5,

nm=3 e n,=4.

4.4)

4.5)

Portanto, obtemos os seguintes valores para os inteiros a e b, que satisfazem o enunciado:
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a=09, b =54, a =18, b =45, a=27 e b =236

Exemplo 4.8. Vamos encontrar os inteiros positivos a e b de modo que:
ab = 756 e mdc(a, b) = 6.
Solugio: Como mdc(a, b) = 6, temos que 6 |a e 6| b; assim existem inteiros 1, e 1y, tal que:
a=6m e b = 6n,.
De modo que 711 e 1, sdo primos entre si.

6711 6712 = 756

nin, = 21
Logo os possiveis valores para 111 € 11, sd0 0s seguintes:

nm=1e n, =21,

m=3 e ny="7.
Portanto, obtemos os seguintes valores para os inteiros a e b, que satisfazem o enunciado:

a==6, b =126, a=18 e b =42.

4.3 Numeros Primos

Definicdo: Um nimero inteiro positivo p > 1 que possui apenas dois divisores positivos p e 1 é
dito um niimero primo ou apenas primo. Caso contrario, dizemos que p € composto.

Assim, por exemplo os inteiros positivos 2, 3, 5, 7 e 11 s@o todos primos, enquanto 0s inteiros
positivos 4,6,8,10 e 12 s@o todos compostos.

Ja o inteiro positivo 1 ndo € primo e nem composto, assim sendo, se a4 € um inteiro positivo
qualquer, entdo a é primo, ou a é composto ou a = 1.

Notamos que o nimero 2 € o tinico inteiro positivo par que é primo.
Teorema 4.4. Sejaa € Z e p primo, se p 1 a, entdo a e p sdo primos entre si.

Demonstracao: Sejad = mdc(a,p). Entdod [aed | p. Ded | p temos que d =1 oud = p, como
p € primo, desse modo a segunda igualdade € impossivel, visto que p 1 a, segue que d = 1, ou seja,
mdc(a, p) = 1.

Portanto, a e p sdo primos entre si. [ ]

Corolario 1. Se p é primo tal que p | ab, entdop [aoup | b.
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Demonstraciao: Suponha que

pfa = mdc@,p) =1
dm,ne”Z
= am+np=1

2L abm + nbp = b
Por hipétese p | ab, entdo existe k € Z;ab = kp, logo

= kpm+nbp =1

= pkm+nb)=0b

= pt=b teZ t=km+nb
——

plb.

Portanto, p | b [ |

Corolario 2. Se p é primo tal que p | a1a; - - - an, entdo existe um indice s, com 1 < s < n, tal que
plas.

Demonstracao: Utilizando a inducdo matemadtica sobre 7, teremos que a proposicao é verdadeira
paran = 1, e para n = 2 pelo coroldrio . Suponhamos por hipétese que 1 > 2 e que, se p divide
um produto com menos de n fatores, entdo p divide pelo menos um dos fatores.

Pelo corolario , se p | may - - - an, entdo
pla, ou  plamaz---a,4

Se p | a,, a proposicdo estard demonstrada, porém se p | a1a; - - - 4,1, teremos pela hipétese de
indugdo que p | a5, com 1 <'s < n —1. assim em qualquer dos dois casos, p divide um dos inteiros
aidy - - - ay. |

Corolario 3. Se os inteiros p,ay,az,- -+ ,a, sdo todos primos e se p | 414, - - - a,, entdo existe um
indice s, com 1 <'s < n, tal que p = a,.

Demonstracdo: Pelo coroldrio 2| existe um indice s, com 1 < s < n, tal que p | a5, € como os
tnicos divisores positivos de 4, sdo 1 e as, visto que a; € primo, logo p = 1 ou p = a,. No entanto,

p > 1, ja que p é primo. Portanto, p = as. [ ]

Teorema 4.5 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro maior que 1 pode ser

representado de maneira unica (a menos de ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracao: Se n é um niimero primo nio ha nada a ser demonstrado. Suponhamos entao que
n seja composto. Consideremos p; (p1 > 1), o menor dos divisores positivos de n. O nimero p;
deve ser primo, pois caso contrdrio, existiria p, 1 < p < p; com p|n, o que € uma contradi¢do a

escolha de p;. Logo, n = pyn;.
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Se n; for primo, entdo a demonstragdo estd completa. Caso contrario, podemos tomar p, como

o menor fator de ;. Analogamente, ao argumento anterior, p, deve ser primo € podemos escrever

n= Plpzi’lz.

Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos 1, 1y, ...

Como todos eles sao maiores do que 1, este processo deve terminar. Como os primos na sequéncia

P1, P2, - .-, Px N@0 sdo necessariamente distintos, 7 terd, em geral, a seguinte forma:

n=p"p". . p*

Para prova a unicidade, usaremos indu¢do sobre n. Para n = 2, a afirmacdo é verdadeira.
Suponhamos entdo, que a afirmacdo se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e menores
do que n. Vamos provar que ela € verdadeira para n.

De fato, se n € primo, ndo ha nada para demonstrar. Suponhamos, portanto, que 7 seja com-

posto e que tenha duas formas distintas de fatoragdo, isto €,

n=pip2...ps=q1492 .. -4

Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum g;. Como p; divide o produto 414> ... 4,
ele divide pelo menos um dos fatores q;. Sem perda de generalidade podemos supor que p1 | 4.
Logo,
n/pr=paps...Ps =q2q3 -Gy

Como 1 < n/p; < n, a hipétese de indugdo nos diz que as duas fatoragdes sdo idénticas, isto &,

s = r e, amenos da ordem, as fatoragdes p1p> ... ps € 414> . . . 4r SA0 iguais. u

Corolario 4. Seja n um inteiro positivo, tal que n > 1 sua decomposicdo como produto de fatores

primos € unica, a menos da ordem de fatores.

Corolario 5. Todo inteiro positivo 7 admite uma tinica decomposicao da seguinte forma:

— . 511952 ... S
n=pip2 Pq”

onde, parai =1,2,---,¢, cada g; ¢ um inteiro positivo e cada p; € um primo, com p; < pp < -+ <

pg» denominada decomposi¢@o candnica do inteiro positivo 7 > 1
Exemplo 4.9. Vamos encontrar a decomposi¢do candnica do inteiro positivo 1 = 5040.
Solucdo: Temos que 5040 = 24-3%.5-7
O teorema a seguir tem uma aplicag¢do pratica de muita importancia, pois nos diz que para

sabermos se um determinado nimero a € primo, basta testarmos a divisibilidade apenas pelos
primos < +/a.

Teorema 4.6. Se a ndo é primo, entdo a possui, necessariamente, um fator primo menor do que ou
igual a a.

35



Demonstracao: Sendo a composto entdoa =a; -a, onde 1 <a; <a, el <a, <a. Sem perda de
generalidade vamos supor que a; < a,. Assim a; tem que ser < 4/a, pois caso contrario, terfamos
a=ay-a; > \a- \a=ano qual teriamos um contradi¢do. Assim, pelo Teorema a; possui
algum fator primo p, no qual deve ser < . Como p € um fator primo de a; € também um fator
de n, assim a demonstrac¢ao estd completa. [ |

4.4 Conjunto dos multiplos de um inteiro

Dado um inteiro qualquer a # 0, o conjunto de todos os multiplos de a é indicado por M(a), ou
seja:
M@)={xeZ;a|x}={a-m, meZ).

Assim, por exemplo:

M(-1)
M(2)

MQ1)=2Z
2m; me 7} =1{0,+2,+4,+6,---}.

E temos ainda que para todo inteiro a # 0, M(a) = M(—a).

4.5 Miiltiplo comum de dois inteiros

Definicao: Sejam a e b dois inteiros diferentes de zero, chama - se muiltiplo comum de a e b todo
inteiro x talque a | xe b | x.

Dados os inteiros a e b, denominamos M(a, b) o conjunto de todos os miltiplos comuns de a e
b. Simbolicamente, temos:

M(a,b)={x€Z;a|xeb]|x},

ou seja:

M(a,b) ={x € Z; x € M(a) e x € M(b)},
logo:
M(a, b) = M(a) N M(D).

Temos que a intersec¢@o é uma operagdo comutativa, ou seja, M(a, b) = M(b, a).
Notamos que 0 é um multiplo comum de a e b, no qual temos que 0 € M(a, b).

E os produtos ab e —(ab) também sdo muiltiplos de a e b.
Exemplo 4.10. Sejam os inteiros a = 6 ¢ b = —8, quais os multiplos comuns de a e b?

Solucao:

M(6) = {6m;neZ}=1{0,+6,+12,+18,+24,+30, +£36, +42,+48, - - -}
M(-8) = {-8m;neZ}=1{0,£8, +16,+24,+32,+40, +48, £56, - - - }.
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Portanto:
M(6,-8) = M(6) N M(—8) = {0, +24, +48,---}.

4.6 Minimo Multiplo Comum

Definicao: Sejam a e b inteiros ndo - nulos. Diremos que um inteiro positivo m (m > 0) é o
minimo miiltiplo comum (mmc) de a e b se satisfaz as seguintes condi¢des

() almeb|m

(i1) sea|ceb|c,comc > 0,entdom < c.

Notemos que pela condi¢@o (i), m € um miltiplo comum de a e b, e pela condic@o (i), m é o
menor dentre todos os multiplos comuns positivos de a e b.
Indicaremos mmc(a, b) como minimo multiplo comum de a e b.

As proposi¢oes 4.5 ,4.6] e abaixo pode ser encontrado, por exemplo, em [3]].
Proposicao 4.5. Sejam a e b inteiros ndo nulos. Entdo
(1) mmc(a,b) > max{|al, |bl};
(i1) mmc(a, b) é tnico,
(i11) mmc(a, b) = mmc(b,a),
(tv) mmc(a, b) = mmc(|al, |b]).

Temos uma outra caracterizacdo do minimo multiplo comum, no qual € utilizado em outros

textos como definicdo, como enunciaremos abaixo.

Proposicao 4.6. Sejam a e b inteiros ndo nulos. O inteiro m é o minimo mdltiplo comum de a e b

se, e somente se, satisfaz:

(1) m>0;

(i1) a|meb | m;

(iii) sec e Z fortalquea|ceb | c, entdom | c.

Aprendemos no ensino basico que o minimo multiplo comum de dois nimeros inteiros positi-
vos a e b é o nimero que obtemos ao se tomar o produto de todos os fatores primos comuns de a e
b, onde cada um desses fatores sendo tomado com o maior dos expoentes que aparece nas decom-
posicdes de a e b. Sendo assim faremos a demonstragio desse resultado, para isso simplificaremos
a notagdo utilizada, no qual escreveremos as decomposi¢des de a e b com exatamente 0s mesmos
fatores primos, admitindo assim a existéncia de expoentes nulos.

Assim por exemplo,

2.30.50.7
20.3.5%.7

14
21
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Proposicao 4.7. Sejam a e b inteiros positivos, com decomposi¢des em fatores primos, ou seja,
— r T s
a = p11p22 .. .pkk
_ 51,5 S,
b - pllpzz .. .pkk’
em que cada fator p; ¢ um nimero primo distinto, r; > 0es; > 0 (parai =1,2,--- k). Entdo
t .t t
mmc(a, b) = pllp22 - pkk’

em que t; = max{r;,s;}.

4.7 Relacao entre MDC e MMC

Teorema 4.7. Sejam a e b dois inteiros ndao-nulos, entdo mdc(a, b) - mmc(a, b) = ab.

Demonstracao: Seja d = mdc(a, b) e m = mmc(a, b). Como a | a(b/d) e b | b(a/d), assim ab/d é

um muiltiplo comum de a e b. Logo, existe um inteiro positivo k tal que
ab/d = m;k € N

o que implica

a/d = (m/b)k e b/d = (m/a)k

isto €, k € um divisor comum dos inteiros a/d e b/d. Porém, a/d e b/d sdo primos entre si, de modo
que k = 1. Assim sendo, temos

ab/d =m ou ab = dm

ou seja
ab = mdc(a, b)-mmc(a, b) [ |
Notamos que a notacdo acima € importante devido permitir determinar o mmc de dois inteiros

quando se conhece o seu mdc, e vice-versa.

Exemplo 4.11. Sejam a e b dois inteiros positivos, tais que mdc(a, b) = 5 e mmc(a, b) = 105. Qual

é o valorde b se a = 35?

Soluc¢io: Como ab = mdc(a, b) - mmc(a, b), entdo

35-b 5-105
b = 15

Portanto, temos que b = 15.

Exemplo 4.12. Sejam a e b dois inteiros positivos, tais que mmc(a, b) + mdc(a, b) = a + b entdo

prove que um dos nimeros a e b é miltiplo do outro.
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Solucio: Seja d = mdc(a, b), isto €,
a =dk, e b =dky; ki e ky inteiros primos entre si.

Porém, temos que:

mmc(a, b) - mdc(a, b) ab
mmc(a,b)-d = d’kik,

mmc(a, b) = dkik,.
Assim,
mmc(a, b) + mdc(a,b) = a+b
dklkz +d = dkl + dkz

kiko+1 = ki+k
kiko —ki—k,+1 = 0
(ki —=Dkr-1) = 0
Desse modo, temos duas opg¢oes:
(i) i =1=—a=d=b=ak, = a|b;
(i) h=1—=b=d=—a=bky = b|a
Corolario 6. Para todo par de inteiros positivos a e b, o mmc(a,b) =ab se e somente se 0o mdc(a,b)=1.

Demonstracio: (=) Se o mmc(a, b) = ab, entao:

mdc(a, b) - mmc(a,b) = ab
mdc(a, b) - (ab) = ab
mdc(a,b) = 1.

(&) Reciprocamente, se o mdc(a, b) = 1, entdo:

mdc(a, b) - mmc(a,b) = ab
1-mmc(a,b) = ab
mmc(a,b) = ab.
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Capitulo 5

Equacoes Diofantinas Lineares e

Congruéncias

5.1 Equacoes Diofantinas Lineares

Uma equagdo com mais de uma variavel para a qual deseja se solugdes inteiras sdo chamadas
de equacdes diofantinas, isso em homenagem ao famoso matemético grego Diofantos de Alexan-
dria, que investigou tais equagdes.

Definicdo: Uma equacio da forma ax + by = ¢, onde a, b e ¢ sdo inteiros é chamada equacao
diofantina linear.
Todo par de inteiros xo, yo em que axy + byy = ¢, chama - se uma solugdo inteira ou apenas

solucdo da equagdo ax + by = c.

Teorema 5.1. A equacio diofantina linear ax + by = ¢ tem solug@o se, e somente se, d = mdc(a, b)

¢ um divisor de c.
Demonstracao: (=) Se (x, o) ¢ uma solucdo, entdo vale a igualdade
axy + byy = c.
Como d|aed|b, entdo d|c, existem inteiros m e n tais que a = dm e b = dn, desse modo:
¢ = axp + by = dmxy + dnyy = d(mxo + ny,)

E como mx, + nyp € um inteiro, temos que d divide c.

(<) Como d = mdc(a, b), entdo devido ao Teorema 4.2 podemos determinar 1, 1y € Z tais
que any + bmy = d. Mas, por hipétese, d | c e, portanto, ¢ = dq para algum g € Z. Consequente-
mente,

c =dg = (ang + bmy)q = a(noq) + b(moeq),

o que implica que o par (1q, mq) € solu¢do da equacdo considerada. [ ]
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Exemplo 5.1. A equagido diofantina 2x + 3y = 10 tem solucdo, pois mdc(2,3) = 1 divide 10. Ja a

equagdo diofantina 4x + 8y = 14 ndo possui solugdo, pois 0 mdc(4, 8) = 4 nao divide 14.

Teorema 5.2. Se a equagdo diofantina ax + by = c tem uma solugdo (xo, vo), entdo tem infinitas

solucdes e o conjuntos destas é
b a
S=<lxo+=t yo—=t|; teZzZy;,

Demonstracao: Mostraremos inicialmente que todo par (xo + (b/d)t, yo — (a/d)t) € solucdo da

onde d = mdc(a, b).

equagdo considerada. De fato,

ab — ba

ax+ét+b( —Et)—ax + byy + t=axg+by,=c
0 F Yo i'= 0 Yo F = aXo Yo =¢,

pois, por hipétese, (xo, o) € solu¢do da equagdo diofantina.
De outra parte, seja (x’, ¥’) uma solugdo genérica da equagdo diofantina dada. Entdo:
ax" + by’ =c=axy+ by = a(x’ —xo) = b(yo — v').

Mas, como d é divisor de a e b, entdo existem 7, s € Z, com mdc(r,s) = 1, taisque a = dr e
b = ds. Assim,

dr(x’ — xo) = ds(yo — y') = r(x’" —x0) = s(yo — v').

Da tltima igualdade, segue que 7 divide s(yp — y’). E, como r e s sdo primos entre si, entdo r
divide yo — i/, pela Proposicao (vi). Logo,

Yyo—y =rt,
para algum t € Z. Como r = a/d, entdo
/ _ Et
y - yO d

Observando-se agora que, em consequéncia,
/ /
Hx' = x0) = s(yo — y') = srt,

segue que

X' =x0+ =t
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Corolario 7. Se a equacdo diofantina ax + by = ¢ tem uma solugéo (x, o), onde mdc(a,b) = 1,

entdo tem infinitas solucdes e o conjuntos destas é
S={(xo+0bt, yo—at); teZ}.
Exemplo 5.2. Determinar todas as solu¢des da equagdo diofantina linear
90x + 28y = 22.

Soluc¢do: Determinaremos, inicialmente, o mdc(45, 14) pelo algoritmo de Euclides.

90 = 28-3+6
28 = 6-4+4

= 4-1+2
4 = 2.2

Portanto, o mdc(90,28) = 2 e como 2 | 22, a equacdo dada tem solug@o.

6—-4-1
4 = 28-6-4
6 = 90-28-3

No qual segue:

2 = 6-4-1=6-1-(28-4-6)=6-28+4-6=
—28+5-6=-28+5-(90—-28-3) = —28+5-90 —15-28 =

90 - 5 + 28 - (—16).

isto €:
2=90-5+28-(-16)

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 22/2 = 11, obtemos:
22 =90-55 + 28 - (-176)

Logo o par de inteiros xg = 55 e ¥y = —176 € uma solugdo particular da equag@o proposta,

assim todas as outras solugdes sao dadas pelas férmulas :

55 + (28/2)t = 55 + 14t
~176 — (90/2)t = =176 — 45t; t€ Z.

=
Il

<
Il

42



5.2 Congruéncias

Definicao: Sejam a e b dois inteiros, dizemos que a é congruente a b médulo m (m > 0) se

m | (a — b). Simbolicamente temos que
a=b modme m|(a-0),

ou seja,
a=b modme ke Z,a—-b=km.

Porém, se m { (a —b) dizemos que a é incongruente a b médulo m e escreveremos, nesse caso,
a#b mod m.

Exemplo 5.3.

25 17 mod 8, pois 8 | (25 -17)
=21 12 mod 3, pois 3 | (=21 - 12)
28 # 15 mod 5, pois 5 1 (28 —15).

Percebe-se que dois inteiros quaisquer sdo congruentes modulo 1, enquanto que dois inteiros
ambos pares ou ambos impares sd@o congruentes modulo 2.

Em particular, 2 = 0 mod m se e somente se 0 mddulo m divide a (m | a).
Teorema 5.3. Se a, b, c e m sao inteiros, m > 0, valem as seguintes propriedades:

l.a=a mod m

2. Sea=b modm, entiob=a mod m

3.Sea=b modm e b=c mod m,entdoa =c mod m.

Demonstracao: (1) Como m | 0, entdo m | (a —a), o que implicaque a =a mod m.

(2) Sea=b mod m, entdom|(a— b), logo existe k € Z tal que (a — b) = km, e dai, segue

que (b — a) = —km. Portanto, m | (b — a) e, consequentemente, b =a mod m.

(3) Comoa =b mod m, entdo existe k| € Z tal que
(@a—="b)=km, 5.1
ecomo b =c mod m, entdo existe k, € Z tal que
(b-rc)=km (5.2)

Somando-se membro a membro as equagdes e , obtemos a — ¢ = (k; + k)m, o que
acarretaa = ¢ mod m. |
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Teorema 5.4. Se a, b, c e m sado inteiros tais que a = b mod m, entdo
l.a+c=b+c mod m
2.a—c=b-c modm
3. ac = bc mod m

Demonstracao: (1) Como a = b mod m, temos que a —b = km e, portanto, como a — b =
(@+c)—(b+c)temosa+c=b+c mod m.

(2) Como (a—c)—(b—c) =a—"be, por hipétese, a —b = km temos que a —c = b—c mod m.

(3) Como a — b = km, entdo ac — bc = ckm, de onde obtemos que m | (ac — bc) e, portanto,
ac = bc mod m. [ ]
Teorema 5.5. Se a, b, ¢, d e m sdo inteiros taisque a=b modm e c¢=d mod m, entdo

l.a+c=b+d mod m

2.a-c=b-d mod m

3. ac=bd mod m

Demonstracao: (1) Comoa =b mod m, entdo existe r € Z tal que

a—b=rm. (5.3)

E como ¢ =d mod m, entdo existe s € Z. tal que

c—d =sm. (5.4)
Somando-se membro a membro as equacdes (5.3) e (5.4) obtemos
(@+c)—b+d)=(r+s)m,

e isto acarreta que
a+c=b+d mod m.

(2) De modo andlogo, utilizando a hipétese do teorema, e subtraindo-se as equagdes (5.3)) e

(5.4) obtemos
@=b)—(c-d)y=@-c)-b-d) =(—-sm,

o que implicaquea —c=b—d mod m.
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(3) Multiplicando ambos os membros de a—b = rm por c e ambos os membros de c—d = sm por
b, obtemos ac — bc = crm e bc — bd = bsm. Somando membro a membro estas tltimas igualdades
obtemos
ac —bc+bc—bd =ac—bd = (cr + bs)m

o que implica que ac = bd mod m. ]
Corolario 8. Se a,b,n e m sdo inteiroscomn > 0ea =b mod m, entdo a” = b" mod m.
Demonstracao: Paran =1 a proposicao € verdadeira, visto que,
a'=b' mod m.
Suponhamos verdadeiro para nn = k, isto &,
a* =t mod m (5.5)
e mostraremos que vale para n = k + 1, ou seja,
A =11 mod m. (5.6)
Temos pelo Teorema (@) que
ac =bd mod m,
assim multiplicando na equagdo 5.5 pela hipétese

a=b mod m,

teremos:

a“-a Vb mod m

k+1 bk+1

mod m

isto €, a proposi¢ao é verdadeira para inteiro positivo k + 1. Logo, a proposi¢do é verdadeira para
todo inteiro positivo 7. [ |

Exemplo 5.4. Qual o resto da divisdo de 513! + 7131 + 9131 4 15131 por 122

Solucdo: Temos que:

7 = =5 mod 12
78 = (=53 mod 12 (5.7)
5831 = 5831 mod 12. (5.8)
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De[5.7|e5.8 e da Proposi¢io segue que

551+ 7% =0 mod 12. (5.9)
De modo anélogo temos
15 = -9 mod 12
1581 = (=9)®! mod 12 (5.10)
931 = 9B mod 12. (5.11)

De e e da Proposi¢do segue que

1581+ 98 =0 mod 12. (5.12)

Somando as congruéncias[5.9 e [5.12] obtemos: 5'3! + 7131 + 9131 4+ 15131 = 0 mod 12, desse
modo temos que o resto da divisdo de 531 + 7131 + 9131 4 15131 por 12 € igual a zero. |

Teorema 5.6. Se ac = bc mod m e se o mdc(c,m) = d, entdoa = b mod m/d.

Demonstracao: Se ac = bc mod m, entdo ac — bc = (a — b)c = km; k € Z.
E se mdc(c, m) = d, existem inteiros q e r tais que ¢ = dg e m = rd, onde g e r sdo primos entre
si. Logo:
(a—=b)dg=krd ou (a—b)g=kr

o que implica r | (a — b)q, como mdc(g, r) = 1, teremos pela proposi¢do (viyquer|(@—Db)e
a=b mod r,porémr =m/d,logoa=b mod m/d. [ |

Corolario 9. Se ac = bc mod m e se o mdc(c,m) = 1, entdoa = b mod m.

Demonstracao: Se ac = bc mod m, entdo m | (a — b)c. Como mdc(m,c) = 1. temos que
m|(a—">),istoé,a=b mod m [ |

Corolario 10. Se ac = bc mod p, com p primo, e se p 1 ¢c,entdoa =b mod p.

Demonstracao: Das hipéteses p 1 ¢ e p € primo, implicam que o mdc(c,p) = 1, portanto a = b
mod p |

Exemplo 5.5. Resolva a congruéncia 4x = 12 mod 14, isto €, encontre todos os inteiros x tais
que 4x =12 mod 14.

Demonstracao: Observe que

4x=12 mod14 & 2x=6 mod?7 (peloTeorema [5.6])

& x=3 mod?7 (pelocoroldrio [9]).

Assim,4x =12 mod 14 © x =3 mod 7. [ |
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Exemplo 5.6. Resolva a congruéncia 6x = 15 mod 21.

Demonstracao: Desta vez temos

6x=15 mod 21 & 2x=5 mod7 (peloTeorema [5.6])
& 2x=12 mod 7
(usando 5=12 mod 7 para obter um niimero par)

& x=6 mod?7 (pelocoroldrio [9)).

Assim,6x =15 mod 21 © x=6 mod 7.

Teorema 5.7. Sejam a e b inteiros quaisquer, e sejam m, 1, d e k inteiros positivos.

(1) Sea=b mod med|m,entdoa =b mod d,

(i) sea=b modnea=b mod k,entaoa =b mod mmc(n, k);

= — _m .
(iii) se na = nb mod m, entdoa =b mod mde(r1,m) °

(iv) sena =nb mod nm, entdioa =b mod m.
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Capitulo 6

Congrueéncias Lineares e Sistemas de

Congruéncias Lineares

6.1 Congruéncias Lineares

Definicdo: Chamamos de congruéncia linear em uma varidvel a uma congruéncia da forma
ax =b mod m, onde x é uma incognita.

Em uma congruéncia linear verificaremos que a mesma poderd ter uma solucgdo, vdrias solucdes
ou até mesmo nao ter solu¢do. Para isso analisaremos 0s casos a seguir, € mais ainda a condicao

para existéncia de solu¢do, como segue abaixo:

Teorema 6.1. A congruéncia linear ax = b mod m tem solucéo se, e somente se, d divide b, onde

d = mdc(a, m).

Demonstracao: (=) Suponhamos que a congruéncia linear ax = b mod m tem como solugdo

o inteiro Xy, ou seja, que axp = b mod m. Entdo, existe um inteiro 1y, de modo que
axo—b=my, ou axyo—my,=">b

e como d = mdc(a, m), logod | a e d | m, desse modo d | (axo — myy) e, portanto, d | b.
(&) Reciprocamente, suponhamos que d | b, ou seja, existe k € Z, tal que b = dk.
E como d = mdc(a, m), existem inteiros X, Yo, tais que

axog +myy =d, 6.1)
multiplicando ambos 0os membros da equagao (6. 1| por k, teremos:

a(kxg) + m(kyo) =dk="b
a(kxg) — b=m(=kyo)

0 que acarreta
a(kxp) =b mod m.
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Portanto, o inteiro kxy € uma solu¢do da congruéncia linear
ax =b mod m. [ |

Teorema 6.2. Scja d = mdc(a, m) e suponha que d | b. Entao a congruéncia linear

ax=b mod m

tem precisamente d solugdes mutuamente incongruentes médulo 1.

Demonstracao: Temos que a congruéncia linear ax = b mod m € equivalente a equagao diofan-
tina ax —my = b, onde a mesma tem solugdo se e somente se d | b, onde d = mdc(a, m). E como ja
foi visto no Teorema sed | b e se o par de inteiros (xo, o) € uma solugdo particular da equagao

ax —my = b, entdo todas as outras solu¢des desta equagdo sdo dadas pelo conjunto solugdo:

m a
S:{(.XQ'FEt, y0+gt), tGZ},

Dentre o ndmero infinito de inteiros dados pela primeira dessas férmulas consideremos apenas

aquelas que resultam de atribuir a f os valores 0,1,2,3,--- ,d — 1, ou seja, os d inteiros:

m m m
Xo, XO+E, x0+2(g), cee, x0+(d—1)(g).

Desse modo mostraremos que estes d inteiros sdo mutuamente incongruentes modulo m e que
todos os demais inteiros dados pela férmula x + (%) t sdo congruentes modulo m a algum desses

d inteiros. Com efeito, se fosse

m m
Xg + (E)tl =Xo+ (E)tz mod m

onde 0 < t; < t, <d —1, assim, terfamos :

(7)1 =(7) med
F 1= F 2  Mod m.

Como o mdc (%, m) = 4, podemos cancelar o fator comum ‘7, o que dd a congruéncia:
th=t mod m
o que significad | (t, — t1), 0 que é um absurdo, jaque 0 < t, — t; < d.

E mais ainda, qualquer outro inteiro xy + (%) t é congruente médulo m a algum dos d inteiros

enumerados anteriormente. Com efeito, pelo algoritmo da divisdo, temos:

t=dg+r, onde 0<r<d-1

€, portanto:
m

o ()= () g+ =504 mg 4 (2]
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ou seja;
X +(m)t—x +(m)r mod m
*\a) T4
onde x( + (%) r € um dos d inteiros que foram selecionados. [ |

Corolario 11. Seja o mdc(a, m) = 1. Entdo a congruéncia linear ax = b mod m tem uma unica
solu¢do médulo m.

Definicdo: Dizemos que uma solugdo xo de ax = b mod m € tnica médulo m quando qualquer

outra solucao x; for congruente a xo médulo m.

Exemplo 6.1. Resolva a congruéncia linear 3x = 6 mod 18.

Solucao: Temos que o mdc(3,18) = 3, e como 3 | 6, logo pelo teorema a congruéncia dada
tem exatamente 3 solu¢des mutuamente incongruentes modulo 18.

Como3-x=3-2 mod 3:-6 = x =2 mod 6, assim a soluc¢do da congruéncia dada
x=2+6t; t=0,1,2.

Portanto, x = 2, 8, 14.
Exemplo 6.2. Vamos resolver a seguinte congruéncia linear 2x =1 mod 17.

Soluc¢io: Temos que o mdc(2,17) = 1, assim pelo corolario 11|, a congruéncia linear tem uma
Unica solu¢do médulo 17.

Como2-9=1 mod 17, logo xo = 9, e por conseguinte a solugio é dada por
17
x=9+(T)t=9+17t’

ou seja,
x=9 mod 17.

Exemplo 6.3. Resolva a congruéncia linear 36x = 8 mod 102.

Solucdo: O mdc(36,102) = 6, e como 6 ¢ 8, logo pelo teorema [6.1]a congruéncia linear ndo tem
solucdo.

Definicdo: Seja a um inteiro. Chama - se inverso de a médulo m um inteiro a tal que
aa =1 mod m.

Teorema 6.3. Seja o mdc(a, m) = 1. Entdo a tem um unico inverso médulo .

Demonstracao: Se o mdc(a, m) = 1, entdo a congruéncia linear

ax=1 mod m
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tem uma tdnica solucdo xo mod m, ou seja,
axo =1 mod m

de modo que o inteiro a tem um unico inverso modulo m:

EZXO. |

Proposicao 6.1. Se p € primo, entdo o inteiro positivo a € o seu préprio inverso modulo p se, e

somente se,# =1 mod poua =-1 mod p.

Demonstracao: (—) Se a € seu proprio inverso, entao

a-a = 1 modp

AN
N
Il

1 mod p,
logop | (4> —1), ouseja,p | (@—1)-(a+1),como p é primo, p | (a—1) oup | (a+ 1), desse modo,
a=1 modpoua=-1 mod p.

(&) Reciprocamente, sea =1 mod poua = -1 mod p,entdop | (a—1)oup| (a+1).
Portanto, p | (@ — 1)(a + 1) o que acarretaa®> =1 mod p. [ |

6.1.1 Resolucao de Equacao Diofantina por Congruéncia
Foi visto anteriormente no Teoremal|5.1], que a equagdo diofantina linear
ax +by=c (6.2)

tem solugdo se, e somente se, d | ¢, onde d = mdc(a, b). Desse modo, se o par de inteiros xo, i é

uma solugao particular qualquer desta equagao, entao:
axo + by =c e axy — ¢ = =byy,
o que implica
axo =c¢ mod b. (6.3)

Portanto, para obter uma solugdo particular da equagdo diofantina linear [6.2], basta determinar

uma solu¢do qualquer x = Xy da congruéncia linear
ax =c¢ mod b. (6.4)
e substituir o valor xq de x na equagdo[6.2] para que possamos encontrar o valor correspondente Yo

de y, ou seja,
axy + byy = c.
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Porém, também podemos obter uma solugdo particular da equacdo diofantina linear [6.2] deter-

minando uma solucdo qualquer vy = v, da congruéncia linear:
by =c mod a.
Exemplo 6.4. Vamos resolver por congruéncia a equacao diofantina linear:
4x +51y =9

Soluc¢io: Como o mdc(4,51) = 1, aequagdo dada tem solug@o e , portanto, para obter uma solugdo

particular desta equagcdo cumpre determinar uma solucdo qualquer da congruéncia linear.

4x = 9 mod 51, que por tentativa teremos como resultado
4-15 = 9 mod 51.
Portanto, xp = 15 e substituindo na equacgdo diofantina teremos vy = —1. Desse modo, o par

de inteiros (15, —1) € uma solugdo particular da equagdo diofantina linear 4x + 51y = 9 sdo dadas
pelas férmulas:
x =15+ 51t e y=-1-4t.

Exemplo 6.5. Resolva por congruéncia a equacdo diofantina linear:
7x+6y=9

Solucao: Como o mdc(7,6) = 1, a equacdo dada tem solugao e , portanto, para obter uma solugdo

particular desta equacdo cumpre determinar uma solucdo qualquer da congruéncia linear.

6y = 9 mod7, como mdc(6,7)=1, logo
2y = 3 mod7.
E desse modo uma solucdo particular da congruéncia linear € 1o = —2, e substituindo na

equacgao diofantina teremos xy = 3. Desse modo, o par de inteiros (3, —2) é uma solucdo particular

da equacdo diofantina linear 7x + 6y = 9, e todas as outras solugdes sdo dadas pelas férmulas:
x=3+6t e y=-2-7t

Definicao: Se t e k sdo dois inteiros com f = k' mod m, dizemos que k é um residuo de t médulo
m.

Definicao: O conjunto dos inteiros {rq, 7,73, -+ , s} € um sistema completo de residuos médulo
m se

(i) ri #rj mod mparai# j,

(1) para todo inteiro 1 existe um 7; tal que n = r; mod m.
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Exemplo 6.6. O conjunto {0,1,2,3,---,m — 1} é um sistema completo de residuos médulo m.

Teorema 6.4 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p ¢ um primo e se p ndo divide o inteiroa (p 1 a),
entao:

#'=1 mod p.

Demonstracao: Temos que o conjunto {0,1,2,3,---,p — 1} € um sistema completo de residuos
modulo p. Ou seja, qualquer conjunto contendo no méaximo p elementos incongruentes médulo p
pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com um subconjunto de {0,1,2,3,--- ,p — 1}.
Consideraremos os nimeros a,2a,3a,--- ,(p — 1)a, tal que mdc(a, p) = 1, nenhum destes nimeros
ia, 1<1i<p-1E¢&divisivel por p, ou seja, nenhum é congruente a0 mod p.

Quaisquer dois sao incongruentes médulo p, visto que at = ak mod p implicat =k mod p,
pois mdc(a, p) = 1, e isto s6 € possivel se t = k, uma vez que ambos t e k sdo positivos e menores
que p. Temos, portanto, um conjunto de (p — 1) elementos incongruentes médulo p e ndo divisiveis
por p. Portanto, cada um deles € congruente a exatamente um dentre os elementos 1,2,3,---p —1.

Assim se multiplicarmos estas congruéncias, membro a membro, teremos:
a-(2a)-Ba)---(p—-1)a=1-2-3---(p—-1) mod p,

ou seja,
@ (p-1)!=@p-1) modp

e como p € primo e p néo divide (p — 1)!, podemos cancelar o fator comum (p — 1)!, o que nos dé
a congruéncia:

@#'=1 mod p,
o que conclui a demonstragao. [ |
Corolario 12. Se p é um primo, entdo 4’ =a mod p, qualquer que seja o inteiro 4.
Demonstracao: Temos dois casos a analisar, sdo eles:

(i) Sep | a, entdo:
a=0 modp e 4/=0 modyp,

o que implica:
a=a mod p.

(ii) Sep 1 a, entdo pelo teoremal6.4]

@7 = 1 modp, eportanto:
a-a' = a-1 modp
a = a modp.
Assim, em ambos os casos, a4/ =a mod p. [ ]
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Exemplo 6.7 (PROFMAT-MA14-2011). Ache o resto da divis@o por 17 do nimero
S=11©42%43164... 485
Solucio: Como 17 € primo, assim pelo Pequeno Teorema de Fermat, teremos:

al® 1, se 17 ndo divide g,

a'® 0, se 17 divide a.

E como 85 = 17 -5, temos que de 1 a 85 existem 5 multiplos de 17, desse modo retirando esses

multiplos, obteremos 85-5 = 80 que nao sdo multiplos de 17 (ou seja, primos com 17), logo:
§=80-1 mod17 =12 mod 17.

Portanto, o resto da divisdo de S por 17 é 12.
Exemplo 6.8 (PROFMAT-MA14-2012). Ache o resto da divisdo de 1° + 2° + - - - + 183° por 5.
Solugdo: Seja S = 1° +2° + - - - + 183, assim pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que
a° =

°P+2°+---+183°=(1+2+---+183) mod 5.

a mod p; p=>5éprimo, logo

Porém, 14+2+3+---4+183 é uma soma dos 183 primeiros termos de uma progressao aritmética,

onde o primeiro € igual a 1 e o tltimo termo 183, desse modo

1+2+3+---+183=—184;83=92~183
e
92 = 2 mod>5
183 = 3 mod 5,
logo
1°+2°+---+183° = 92-183 mod 5
= 2-3 modb5
= 6 modb5
= 1 mod?5.

Portanto, o resto da divisdo de S por 5 é 1.
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Exemplo 6.9. Encontre o resto da divisao de por 29.

Solucao: Como 29 é primo, utilizando o Pequeno Teorema de Fermat, temos:

8% = 1 mod 29
(8%)2 = 12 mod 29
8% = 1 mod 29. (6.5)
E temos que:
82=6 mod 29

(8%)* = (6)> mod 29
8 =36 mod 29
8 =7 mod 29. (6.6)

Da congruéncia[6.5|e[6.6]e utilizando o Teorema ([3) temos que

8§8%.8* = 1.7 mod 29
80 = 7 mod 29.

Portanto, o resto da divisdo de 8% por 29 é 7.

6.2 Sistemas de Congruéncias Lineares

Na solucdo de sistemas de congruéncias lineares surgem algumas dificuldades. Uma delas é
que um sistema de duas ou mais congruéncias lineares pode ndo ter solu¢do, embora cada uma
das congruéncias do sistema isoladamente tenha soluciao. Assim, por exemplo, ndo existe nenhum

inteiro x que verifique simultaneamente as congruéncias lineares:
x=2 mod3 e x=0 mod 6,

mesmo que cada uma delas, isoladamente, tenha solugdo.
Outro caso que pode surgir € aquele em que uma das congruéncias nao tenha solucdo e, quando

isso acontecer, o sistema de congruéncias também ndo terd solucdo.
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6.3 Teorema Chinés dos Restos

Na antiguidade, os generais chineses costumavam contar suas tropas perdidas apds a guerra da
seguinte forma: ordenavam que as tropas formassem varias colunas com um determinado tamanho
e depois contavam quantas sobravam, e faziam isto para varios tamanhos diferentes.

Por exemplo, um general chinés possuia 2000 soldados para uma batalha. Apds o confronto
ele precisou verificar suas baixas. Assim alinhou os soldados de 7 em 7 e sobraram 5. Quando
alinhou de 9 em 9 sobraram 4. E quando alinhou de 10 em 10 sobrou apenas 1. Quantos soldados
haviam na formatura, sabendo que ha mais de 1500 individuos na formatura?

Para resolver este problema, é necessdrio saber lidar com congruéncias. Além disso, vamos
utilizar uma poderosa arma em Teoria dos Numeros, chamada de Teorema Chinés dos Restos. De
fato, o problema apresentado acima € uma aplicagdo direta deste teorema.

Para isso, temos que saber interpretar o problema, pois quando o general alinha seus soldados,
formando colunas de tamanho n, ele estd realizando uma divisdo do nimero de soldados por n, e
depois verificando seu resto.

Observe que, na prética, contar o resto € muito mais facil que contar o nimero total, ou o
quociente. Alids, quem conhece um pouco de Teoria dos Numeros, sabe que raramente estamos

interessados no quociente, o resto € o que importa.

Teorema 6.5 (Teorema Chinés dos Restos). Sejam 1y, my, m3, - -+, m, inteiros positivos primos
entre si dois a dois (i.e. tais que mdc(m;, m;) =1 V¥ i # j). Entdo o sistema de congruéncia

lineares
x= A; mod my

X A, mod m,

X

As; mod mj;

x= A, modm,
tem solugdo tnica, mod (mymyms---m,), onde Ay, Ay, As, -+, A, s@o inteiros dados.
A seguir apresentaremos um algoritmo e sua generaliza¢do que serd utilizada na demonstragcdo

do Teorema[6.5 acima.

Iremos montar uma tabela e, para isso, consideraremos o preenchimento da seguinte maneira:
(1) Na 1° coluna, escreveremos as equagdes dada no problema;

(i1) Na 2% coluna, na qual identificaremos por A colocaremos os valores dos restos de cada equa-

¢do, ou seja, nimero que vem logo apds o sinal de congruéncia;

(117) Na 3" coluna, identificaremos por M, o produto de todos os m; com excecdo do médulo no

M.

qual a linha esta associada. Assim, para cada linha, teremos M; = _=;
1

(iv) Na 4" coluna, identificamos por M e escreveremos a classe de equivaléncia que o M; esta

associado com my; ;
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(v) Na 5% coluna, identificaremos por (M) a classe inversa de cada elemento da coluna M,
sempre respeitando o médulo referente a cada linha, ou seja, é o elemento que multiplicado

com M; deixaresto1 mod my;;

(vi) Na 6% coluna, identificamos por A - M - (M)~! colocamos o produto dos elementos de cada
linha, com exce¢do do M que o mesmo esta na tabela para poder facilitar encontrar o valor
do (M),

Assim teremos a tabela como segue:

A | M M| A-M-M)!?
X = A1 mod nq A1 M1 M, A1 . M1 : (E)_l
x=A; modm; | Ay | My (M)t | Ay My - (M) ™

x=A; modms | As | M3 | M; | (M3)™ | As - Ms - (M3)™

NEN
=

r (M)_l Ar : Mr ' (E)_l

x=A, modm, | A, | M,

Desse modo, temos que uma solucdo do sistema de congruéncia é dado pelo algoritmo da

seguinte maneira:
x=A1 M- (M) '+ A My (M) + Ay - My - (Ma) ™+ + A - M, - (M)

Onde:

Ml = moms---m,
M, = mms---m,
M; = mmy---m,
Mr = Mmymy---Mmp_q.

Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que existe solu¢cdo e que a mesma € da forma:
x=A; M- (M) '+ Ay My (M) + Az - Mz - (M) + -+ A, - M, - (M)
Agora reescreveremos a suposta solucdo em modulo 711, ou seja:
x= (A My (My) '+ Ay My - (Mp) '+ Ay Ms - (M3) ™+ + A - M, - (M,)™)  mod my.

Porém, temos que M, = my - m3 -+ - m,, ou seja, m; | (A, - My - (M>)™1), com isso concluimos

que:

Az . M2 . (Mz)_l =0 mod msq.
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De maneira anéloga:

mi | (As-Ms-(Mz)™) = A;-Ms- (M) =0 mod my

mq | (Ar 'Mr 'M)_l) = Ar 'Mr 'M)_l =0 mod ms.

Portanto, temos que:
X = Al . M] . (Ml)_l mod mq

E como estamos trabalhando com congruéncias, vamos tomar a liberdade em trocar M; pela

sua classe de equivaléncia mod 14, assim:
X = A1 : M1 . (Ml)_l mod my = A1 . E . (E)_l mod my = Al mod msq.

Mostramos que o modelo dado resolve a primeira equacdo do sistema de congruéncias.

De forma anéloga, utilizando a ideia anterior teremos:

Ay M, - (Mz)_1 mod 1, = Ar - M, - (Mz)_1 mod my, = A, mod m;,
A3 . M3 . (m)_l mod ms = A3 . E . (m)_l mod ms = A3 mod ms

=
Il

=
M

x = A-M,-(M)" modm, =A,-M,-(M)"' modm =A, modm,
Como vimos o sistema de congruéncia tem solucao da forma:
x=A; M- (M) '+ Ay My (M) + Az - Mz - (M) + -+ A, - M, - (M)

Agora mostraremos que a solucdo é unica mod (mymyms - - - m,).
Suponhamos que exista uma outra solu¢do X tal que x # x. Pelo fato de x ser solucdo do

sistema, em particular € solucdo da primeira equacao, desse modo:

x=A; mod m (6.7)
x=A; mod m (6.8)
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Analogamente;

my | (x—x)

m | (X - X).
Como por hipétese my, my, ms, -+ - ,m, sdo primos entre si dois a dois, pode - se afirmar que:

(my-my-mz---m)|x—x = x—-x=0 mod (mmoms---m,)

= x=x mod (mymoms---m,). [ ]

6.3.1 Aplicaciao do Teorema Chinés dos Restos

Agora estamos aptos a resolver o problema proposto no inicio deste capitulo, pois 0 mesmo
satisfaz a hipétese do Teorema Chinés dos Restos.

Exemplo 6.10. Um general chinés possuia 2000 soldados para uma batalha. Apds o confronto ele
precisou verificar suas baixas. Assim alinhou os soldados de 7 em 7 e sobraram 5. Quando alinhou
de 9 em 9 sobraram 4. E quando alinhou de 10 em 10 sobrou apenas 1. Quantos soldados haviam

na formatura, sabendo que ha mais de 1500 individuos na formatura?

Solucao: Seja x a quantidade de soldados que haviam na formatura, tal que 1500 < x < 2000, e

montando o sistema temos:
5 mod?7

4 mod9
x= 1 mod 10.

X

X

Como mdc(7,9) = mdc(7,10) = mdc(9,10) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para

resolvé -lo:

AIMI M| M| A-M-M)™!
x=5 mod7 [ 5]90| 6 6 2700
x=4 mod9 |4 70| 7 4 1120
x=1 mod10| 1 |63| 3 7 441
x = (2700 + 1120 + 441) mod (7-9-10)
x = 4261 mod 630.
Porém,
4261 = 481 mod 630.
Logo:

x=481 mod 630 — x=0630t+481;, teZ.
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Como 1500 < x < 2000, teremos somente a solucao inteira quando t = 2, resultando

630 - 2 + 481
x = 1741.

=
Il

Portanto, haviam na formatura 1741 soldados.

Exemplo 6.11. Em um cesto, hd uma quantidade N de ovos. Se os ovos forem agrupados de 3 em
3, sobram 2. Se os ovos forem agrupados de 4 em 4, sobra 1. Quantos ovos no minimo pode haver
no cesto?

Solucao: Seja N a quantidade de ovos que ha na cesta, assim

N= 2 mod3
N= 1 mod4

Como mdc(3,4) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para resolvé -lo:

N=2 mod3|2 | 4 32
N=1 mod4 |1 | 3 3 9

AM|M|M™|A-MM)!
1
3

N = (32+4+9) mod (3-4)
N = 41 mod 12.
Porém,
41 =5 mod 12.
Logo:

N=5 modl12 = N-=5t+12;, teZ.

Como queremos o menor valor para N, teremos a solu¢do do problema quando ¢t = 0, resul-
tando

N = 12-0+5

Portanto, existem na cesta 5 ovos.

Exemplo 6.12 (PROFMAT-MA14-2011). Dispomos de uma quantidade de x reais menor do que
3000. Se distribuirmos essa quantidade entre 11 pessoas, sobra um real, se distribuirmos entre 12
pessoas, sobram dois reais, e se distribuirmos entre 13 pessoas, sobram trés reais. De quantos reais
dispomos?

Solucao: Seja x a quantidade em dinheiro que dispomos, tal que x < 3000, logo:
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x= 1 mod 11
x= 2 mod 12
x= 3 mod 13.

Como mdc(11,12) = mdc(11,13) = mdc(12,13) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos

para resolvé -lo:

M| M| M?* A-M-M)?
2

A
x=1 mod11 | 1 | 156 6 936
x=2 mod 12| 2 | 143 | 11 11 3146
x=3 mod13 |3 |132 | 2 7 2772
x = (936 +3146 + 2772) mod (11-12-13)
x = 6854 mod 1716.
Porém,
6854 = 1706 mod 1716
Logo:

x=1706 mod 1716 = «x=1716t+1706; t¢c Z.

Como x < 3000, teremos somente a solucdo inteira quando f = 0, resultando

x = 1716-0+ 1706
x = 1706

Portanto, a quantia que dispomos € 1706 reais.

Exemplo 6.13 (PROFMAT-MA14-2011). Quando um macaco sobe uma escada de dois em dois
degraus, sobra um degrau, quando sobe de trés em trés degraus, sobram dois degraus e quando
sobe de cinco em cinco degraus, sobram trés degraus. Quantos degraus possui a escada, sabendo

que o numero de degraus esta entre 150 e 200?

Solucao: Seja x a quantidade de degraus, tal que 150 < x < 200, assim

1 mod 2
2 mod3
3 mod 5.

R OR R
1l

Como mdc(2,3) = mdc(2,5) = mdce(3,5) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para

resolvé -lo:
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AlMI M| M| A-M-@M)™
x=1 mod2|1/|15]| 1 3 45
x=2 mod3 |2 10| 1 4 80
x=3 mod5|(3 | 6 |1 6 108
x = (45+80+108) mod (2-3-5)

x = 233 mod 30.

Porém,
233 =23 mod 30

Logo:
x=23 mod30 = «x=30t+23, teZ.

Como 150 < x < 200, teremos somente a solucdo inteira quando t = 5, resultando

x = 30-5+23
x = 173

Portanto, a quantidade de degraus é 173.

Exemplo 6.14 (PROFMAT-MA14-2014). Ao formar grupos de trabalho numa turma o profes-
sor verificou que, tomando grupos com 3 componentes sobrariam 2 alunos, com 4 componentes
sobraria 1 aluno e que conseguia formar grupos com 5 componentes, sem sobras, desde que ele
proprio participasse de um dos grupos. Sabendo que a turma tem menos de 50 alunos, quais sdo

as possiveis quantidades de alunos nessa turma?

Solucdo: Seja x a quantidade de alunos da turma em questao, tal que x < 50. E como o professor
conseguia formar grupos com 5 alunos sem sobra de componentes, desde que 0 mesmo estivesse
no grupo, desse modo, retiraremos o professor da tultima equacdo de congruéncia, sendo assim

montaremos o sistema como segue.

x= 2 mod3
x= 1 mod4
x= 4 modb.

Como mdc(3,4) = mdc(3,5) = mdc(4,5) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para

resolvé -lo:

AM|M|M™|A MM
x=2 mod3 |2 (20 2 2 80
x=1 mod4|1|15]| 3 3 45
x=4 mod5| 4|12 | 2 3 144
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=
Il

(80+45+144) mod (3-4-5)
x = 269 mod 60.

Porém,
269 =29 mod 60

Logo:
x=29 mod60 — x=60t+29;, teZ.

Como x < 50, teremos somente a solucdo inteira quando ¢ = 0, resultando

x = 60-0+29
x = 29

Portanto, a quantidade de alunos na turma € 29.

Exemplo 6.15 (PROFMAT-MA14-2014). Dispomos de uma quantia em reais maior que 1000 e
menor que 2000. Se distribuirmos essa quantia entre 11 pessoas, sobra 1 real; se distribuirmos
entre 10 pessoas, sobram 2 reais e se distribuirmos entre 9 pessoas sobram 4 reais. De quantos

reais dispomos?

Solucao: Seja x a quantia de dinheiro que dispomos, tal que 1000 < x < 2000. Assim

x= 1 mod 11
x= 2 mod 10
x= 4 mod?9.

Como mdc(11,10) = mdc(11,9) = mdc(10,11) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos

para resolvé -lo:

AlM |[M| M| A-M-@M)™
x=1 mod11 | 1| 90 | 2 6 540
x=2 mod10|[ 2| 99 | 9 9 1782
x=4 mod9 |4 110 2 5 2200
x = (540+ 1782 +2200) mod (11-10-9)
x = 4522 mod 990.
Porém,
4522 =562 mod 990
Logo:

x=562 mod90 — x=990t+562; teZ.

Como 1000 < x < 2000, teremos somente a solucao inteira quando t = 1, resultando
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990 -1 + 562
x = 1552

=
Il

Portanto, a quantia que dispomos é de 1552 reais.

Exemplo 6.16 (ENQ-2014.2). Em uma cesta contendo ovos, na contagem de dois em dois, de trés
em trés, de quatro em quatro e de cinco em cinco, sobram 1,2,3 e 4 ovos, respectivamente. Qual é

a menor quantidade de ovos que a cesta pode ter?

Solucao: Seja x a quantidade de ovos existente na cesta, logo:

1 mod 2
2 mod 3
3 mod 4
4 mod 5.

X
X
X
X

Como mdc(2,4) = 2, assim nao teremos como usar o Teorema Chinés dos Restos envolvendo

as quatro congruéncias, porém o mdc(3,4) = mdc(3,5) = mdc(4,5) = 1. Assim,
x=1 mod2 — x=2a+1, aeZ

E substituindo o valor de x na congruéncia

x = 3 mod 4
2a+1 = 3 mod4
20 = 2 mod4

a = 1 mod?2

a = 2b+1, beZ

Substituindo o valor de a em

x = 2a+1, obteremos
x = 22b+1)+1

x = 4b+3

x = 3 mod4

Portanto todas as solucdes de

=
Il

3 mod 4, também € solug¢dao da congruéncia

x = 1 mod?2
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Logo, resolveremos o seguinte sistema de congruéncia pelo Teorema Chinés dos Restos

x= 2 mod3
x= 3 mod4
x= 4 mod 5.
AIM| M|M™1|A-M-@M)™
x=2 mod3 |2 (20| 2 2 80
x=3 mod4|3|15]| 3 3 135
x=4 mod5 |4 |12 | 2 3 144
x = (80+135+144) mod (3:4-5)

x = 359 mod 60.

Porém,
359 =59 mod 60

Logo:
x=59 mod60 — x=60t+59, teZ.

Como estamos interessado no menor valor de x, assim teremos somente a solug¢do inteira

quando ¢ = 0, resultando

x = 60-0+59
x = 59

Portanto, a menor quantidade de ovos que a cesta pode ter € 59.

Exemplo 6.17. Ache todos os nimeros inteiros que deixam restos 2, 3 e 4 quando divididos por

3,4 e 5, respectivamente.

Solucdo: Seja x o nimero que satisfaz a hipétese do problema, desse modo,

x= 2 mod3
x= 3 mod4
x= 4 modb.

Como mdc(3,4) = mdc(3,5) = mdc(4,5) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para

resolvé -lo:

AlM| M| M'1|A-M-M)!
x=2 mod3|2|20| 2| 2 80
x=3 mod4|3|15|3| 3 135
x=4 mod5|4|12|2| 3 144
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=
1l

(80+ 135+ 144) mod (3-4-5)
x = 359 mod 60.

Porém,
359 =59 mod 60

Logo:
x=59 mod60 — x=60t+59, teZ.

Portanto, temos que x = 60t +59 V teZ.

Exemplo 6.18. Ache o menor nimero natural que deixa restos 1, 3 e 5 quando divididos por 5, 7

e 9, respectivamente.

Solucio: Seja x o menor nimero natural que satisfaga o enunciado da questdo, assim:

x= 1 mod5
x= 3 mod7
x= 5 mod?9.

Como mdc(5,7) = mde(5,9) = mde(7,9) = 1, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para

resolvé -lo:

AM|M|M™1| A-M@M)!
x=1 mod5|1|63]| 3 2 126
x=3 mod7 |3 |45]| 3 5 675
x=5 mod9|5|35]| 8 8 1400
x = (126+675+1400) mod (5-7-9)
x = 2201 mod 315.
Porém,
2201 =311 mod 315
Logo:

x=311 mod 315 = «x=315t+311;, teZ.

Como queremos o menor nimero natural, logo para t = 0, teremos

315-0+ 311
x = 311

=
Il

Portanto, o menor nimero natural que satisfaz o problema é 311.
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Observacao: Para os interessados verificarem o seu grau de entendimento do assunto, podem

consultar o seguinte site:

http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=72&tipo=5

Nele poderao ser encontrados exemplos de diferentes instancias do problema chinés dos restos.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Ao longo desse Trabalho de Conclusdo de Curso foi feito um estudo do Problema Chinés dos
Restos. Para este fim, foi feita uma pesquisa bibliografica dos assuntos que sao necessarios para a
demonstracao do Teorema relativo ao tema em questdo. Além disso, apds a demonstragdo formal
desse resultado, apresentamos uma série de exemplos que servem de ilustracdo de sua aplicacao.

A prova do Teorema Chinés dos Restos e suas aplicacdes foram apresentadas no capitulo 6,
sendo ideais para alunos que estdo no Ensino Bésico e professores que t€m interesse no aprofun-
damento do estudo de problemas que envolvam esse tipo de situacdo. Para atingir tal objetivo
houve necessidade de ressaltar certos contetidos da Teoria Elementar dos Numeros, tais como Nu-
meros Inteiros, Divisdo nos Inteiros, MDC, MMC, Nimeros Primos, Equa¢des Diofantinas, Con-
gruéncias e Sistemas de Congruéncias Lineares, os quais foram essenciais para o entendimento e

compreensao do resultado principal desse trabalho.
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