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RESUMO

“A Matematica fornece uma variedade de conceitos abstratos que servem de mo-
delos para situagdes concretas, permitindo assim analisar, prever e tirar conclusdes
de forma eficaz em circunstancias nas quais a abordagem empirica muitas vezes
conduz a nada [15].” Um desses conceitos certamente é o de fungdo. Neste trabalho,
apresentaremos as principais no¢des envolvendo-o. Em seguida, faremos um estudo,
sob o ponto de vista elementar e com o intuito de que sirvam para um curso intro-
dutério, das fungdes afins e quadraticas, que sdo duas das principais fungdes reais de
uma varidvel real que mais aparecem na prética e no desenvolvimento do estudo da
Matematica e exibiremos algumas de suas aplicagdes.

Palavras-chave: conjuntos, fung¢des, funcdes afins, fun¢des quadraticas.
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ABSTRACT

“Mathematics provides a variety of abstract concepts that serve as models for
concrete situations, allowing us to analyze, predict and draw conclusions effectively
in circumstances in which the empirical approach often leads to nothing [15].” One
of these concepts is certainly that of function. In this text, we will present the main
notions involving it. We will make a study, from the elementary point of view and
with the purpose of serving an introductory course, of linear and quadratic functions,
which are two of the main real-valued functions of a real variable that appear most in
practice and development of the study of Mathematics and we will show some of its
applications.

Keywords: sets, functions, linear functions, quadratic functions.
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INTRODUCAO

“(...) é inquestiondvel que quanto antes se familiarize um estu-
ante com o conceito de fungdo, tanto melhor para sua formagao

dant. tod tanto melh

matemdtica.”

Howard Eves

O conceito de fungdo estd presente em quase todas as dreas da Matemética. Sua
abrangéncia, generalidade e qualidade bastante abstrata lhe conferem um poder
unificador e basilar para muitos assuntos matemaéticos. Esses atributos todos podem
ser as razdes pelas quais o leitor leve algum tempo para se acostumar ao conceito
e as suas propriedades. Posto isso, a conclusdo imediata é a de que, parafraseando
Howard Eves, quanto antes se familiarize um estudante com o conceito de funcéo,
tanto melhor para sua formagdo matematica.

O leitor possui em maos um livro-texto introdutério sobre fungdes. Para a sua
leitura, o minimo recomendado é a formagdo equivalente a do primeiro ano do Ensino
Médio, além, é claro, de um pouco de paciéncia e de forca de vontade.

O intuito do autor é de que este texto seja utilizado tanto por alunos do Ensino
Médio quanto por alunos de cursos de nivelamento do Ensino Superior.

O texto foi escrito de tal modo que se assemelha a uma conversa minimamente
formal com esse publico-alvo. Por meio dessa conversa, procurou-se transmitir os
principais conceitos e resultados sobre fung¢des a0 mesmo tempo em que buscou-se
questionar e instigar o leitor.

Tentou-se fazé-lo com um minimo de rigor matemadtico (que acredita-se ser compa-
tivel com a maturidade desses alunos) na expectativa de que isso possa ajudd-los ndo
apenas na transi¢do de um nivel escolar para o outro, no caso dos alunos do Ensino
Médio, mas também a se prepararem para os cursos subsequentes, nos casos dos
alunos de nivelamento.

Na primeira parte do texto, abordam-se as principais nogdes envolvendo o conceito
de fungdo: defini¢des, proposi¢des, notagdes e representagdo grafica.

Na segunda parte, estuda-se, sob um ponto de vista elementar e aplicando-se
os conceitos desenvolvidos na primeira parte, as fungdes afins e quadraticas como
modelos para situagdes reais.

O autor espera que este texto cumpra seu objetivo de auxiliar os estudantes e que
valha a pena a sua releitura!
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FUNCOES

“A histéria do termo fungdo proporciona outro exemplo interes-
sante da tendéncia dos matemdticos de generalizar e ampliar os
conceitos.”

Howard Eves

O corpo principal da matematica moderna gira em torno de um conceito de
destacada importancia: o conceito de fungio. Esse conceito pode ser reconhecido aqui
e ali ao longo da histéria da matemadtica, mas é somente na matematica moderna
que sua esséncia e significado sdo completamente trazidos a tona. Neste capitulo,
tentaremos explicar esse conceito da maneira mais simples e clara possivel.

Iniciaremos com alguns exemplos que ilustram sua utilidade e ao mesmo tempo
motivam seu uso. A seguir, apresentaremos sua defini¢do, notagdes, diagramas,
graficos (quando admitirem essa representagdo), estudaremos algumas de suas pro-
priedades gerais, e veremos como as fun¢des podem ser utilizadas como modelos
para aplicacdo em situagdes concretas.

Antes de prosseguir, é bastante instrutivo saber, ainda que brevemente, como
evoluiu o conceito de funcao.

1.1 BREVISSIMA HISTORIA SOBRE FUNQGES

Nos mapas de locais publicos, a primeira coisa que vocé procura é aquele ponto em
que estd escrito “Vocé estd aqui”. A Ginica maneira de vocé se localizar num mapa é
inicialmente saber onde vocé estd. Depois vocé procura o local de destino e o melhor
caminho para chegar la.

De forma semelhante, porém guardadas as devidas limitagdes da analogia, o
objetivo desta segdo é esbocar um pequeno mapa histérico sobre a evolugdo do
conceito de fung¢do destacando os principais eventos (as principais sinteses, os grandes
nomes por trds delas e as épocas) para que vocé possa se localizar e ter uma ideia
para onde vai e por qual caminho. E um tanto curioso, mas esse processo evolutivo
coincide com os vdrios refinamentos do conceito que acompanham os progressos
escolares dos estudantes de Matematica. A histéria tende a rima ndo ao plagio, mas
ainda sim nos indica a direcdo correta.

Nosso pequeno mapa resume-se a cerca de trés séculos de histéria recente e seis
grandes sinteses. Mais do que uma pega de erudicéo, ele nos servira para mostrar
de que ponto ou estdgio o conhecimento sobre esse assunto partiu e em que ponto
ou situacao ele se encontra atualmente. Como trata-se de um resumo, o estudante



1.2 ALGUNS EXEMPLOS

que desejar se aprofundar, pode recorrer a [8], que foi nossa principal fonte para esta
secao.

O encadeamento dos eventos proporcionard um exemplo interessante da tendéncia
dos matematicos de generalizar e ampliar os conceitos.

Resumimos a evolucdo do conceito de fun¢do assim:

e 1694 - Leibniz [8]: parece ter introduzido a palavra fungio, na sua forma
latina equivalente, para expressar qualquer quantidade associada a uma curva.
(Exemplo: as coordenadas de um ponto, a inclinagdo ou o raio de curvatura de
uma curva.)

e 1718 - Johann Bernoulli [8]: chegou a considerar uma fun¢do como uma expres-
sdo qualquer formada de uma varidvel e algumas constantes.

e 1748 - Euler [8]: considerou uma fungdo como uma equagado ou férmula qualquer
envolvendo varidveis e constantes. (Ideia semelhante que a maioria dos alunos
dos cursos elementares de Matemaética tém.)

e 1822 - Fourier [8]: foi levado a considerar as séries trigonométricas em suas
pesquisas sobre a propagacdo do calor.

e 1852 - Riemann [8]: chama atengdo para o fato de que é indiferente se uma
fungdo é definida por uma férmula ou néo.

e Lejeune Dirichlet (1805-1859) [8]: tenta generalizar a defini¢do o suficiente para
englobar, entre outras coisas, as séries trigonométricas.

e 1932 - O grupo Bourbaki [8]: propde a mais rigorosa e abstrata definigao.

E muito provével que hoje para vocé, estudante, o conceito de fungdo tenha o
mesmo significado que tinha para Euler em 1748. E verdade que algumas funcdes
possuem como lei de correspondéncia uma ou mais férmulas, mas, como veremos,
ha funcdes que ndo podem ser assim definidas. Nas préximas se¢des, refinaremos
essa ideia e, no lugar dela, vocé dispord de um conceito mais sélido, geral e abstrato.

1.2 ALGUNS EXEMPLOS
1.2.1  Desempenho dos computadores

Em abril de 1965, Gordon E. Moore* publicou um artigo [21] no qual observou que
o poder de processamento P de um computador, medido pelo niimero de transistores
num chip, dobraria a cada ano. Essa observagdo, que daria origem ao termo Lei de
Moore* por volta da década de 1970, e cuja taxa de crescimento seria modificada para

Gordon Earle Moore (1929-), fisico e quimico cofundador da Intel Corporation em 1968 juntamente com
o fisico Robert Norton Noyce (1927-1990).

Apesar do termo, trata-se mais de uma observagdo do que propriamente de uma lei, que curiosamente
acabou se tornando um objetivo para as industrias de semicondutores, fazendo-as dispenderem muitos



1.2 ALGUNS EXEMPLOS

um fator de dois a cada dois anos, pode ser expressa matematicamente da seguinte
maneira:
p=C-24/2, (1.2.1)

em que C é o poder de processamento do computador no ano de referéncia A = 0.

Essa féormula por si s6 ndo diz nada sobre as quantidades A e P, mas possui
o seguinte significado: se A possui um valor definido, escolhido arbitrariamente
num certo conjunto (esse conjunto sendo determinado empiricamente e ndo ma-
tematicamente), entdo P pode ser determinado. Dizemos que P é uma fungio de
A.

Essa regra, que tem funcionado muito bem até hoje, nos diz algo sobre a possi-
bilidade de se produzir computadores milhdes de vezes mais potentes do que na
época do seu surgimento. Por exemplo, tome como referéncia o ano de 1970, para o
qual A =0, e experimente calcular P para o ano 2014, para o qual A = 44. Vocé deve
encontrar um ntimero da ordem de quatro milhdes, o que significa que em 2014 as
industrias de semicondutores conseguiam produzir processadores cerca de quatro
milhdes de vezes mais potentes do que em 1970 (ver Figura 1). Uma consequéncia
imediata desse fato foi a reduc¢do do tamanho, do custo e do gasto energético dos
processadores (apenas para se ter uma ideia, imagine que se ndo fosse assim, seu
smartphone precisaria ser do tamanho de uma geladeira, custaria milhdes de délares e
utilizaria milhares de vezes mais energia para funcionar razoavelmente!).

t Ntmero de transistores (em bilhoes)
Xbox One Main SoC

4 ~+
~ 10~6.24/2
34 8-Core Itanium Poulson e
Core i7 (Quad) .
o1 Core 2 Duo Conroe

AMD K5

Pentium

1 4+ Intel 4004
Anos a partir de 1970

ARM 2
/ Intel 8088

* t - t o9 ¥ t t t t >

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 1: Ntimero de transistores de 1970 a 2014 e curva prevista pela Lei de Moore.

recursos para poder alcancar as previsdes de Moore. Isso torna a Lei de Moore realmente importante,
pois sem ela talvez ndo houvesse um desenvolvimento tdo acelerado de hardware com custos cada vez
mais acessiveis.



1.2 ALGUNS EXEMPLOS

1.2.2 Forgas interatomicas

Atualmente, sabemos reduzir todos os tipos de forgas conhecidas a apenas quatro
tipos de interagdes fundamentais: gravitacional, eletromagnética, forte e fraca. Todas
as demais forcas que aparecem na natureza podem, em principio, ser reduzidas a
uma dessas quatro interagdes.

Dessas, as interagdes forte e fraca s6 desempenham um papel relevante na escala
nuclear devido a seu curto alcance. Assim, do ponto de vista macroscépico, preva-
lecem as interagdes eletromagnética e gravitacional. A estrutura dos dtomos e as
forcas interatomicas dependem predominantemente da interacdo eletromagnética
combinada com os principios da mecéanica quantica.

Consideremos a intera¢do entre dois dtomos que podem formar uma molécula
diatomica, admitindo que seus centros possam se deslocar apenas ao longo de uma
reta, a fim de tornar o problema unidimensional. Em 1931, Lennard-Jones 3 propos
[14] que essa forca fosse da forma:

F(R) = Arep. R713 — Aatr, R77/

em que )\rep. e Auy. sdo constantes positivas que representam respectivamente a
repulsdo e a atragdo que surge na interacdo e R é a distancia interatomica. Dizemos
que F é uma fungdo de R.

Um grafico da for¢a em funcdo da distancia entre eles tem o aspecto da Figura 2.

A

F

~ )\re‘p‘ R-13

«———— Repulsiva

Atrativa

Figura 2: Forca entre dois atomos em fun¢ado da distancia interatomica.

3 John Edward Lennard-Jones (1894-1954), matematico britanico, foi professor de fisica teérica na Univer-
sidade de Bristol e depois de quimica teérica na Universidade de Cambridge. Considerado o criador da
quimica computacional moderna.
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1.2.3 Crescimento populacional

Considere uma populacdo de tamanho descrito pela varidvel N; (ntiimero de indivi-
duos no tempo ¢, onde t assume valores inteiros: t =1, 2, 3, ...). Vamos supor que a
populacdo se reproduza a intervalos iguais (semanas, meses, estagdes, geragdes ou
qualquer outra unidade). A taxa de crescimento R; referente ao tempo ¢ serd definida

por
_ N1 — Nt

N
ou seja, a variagdo do nimero de individuos de uma populagdo (N1 — N;) em relagdo
ao seu numero inicial (Ny).
Por exemplo, se no ano t = 2013 a populacdo é de Nyp13 = 1000 individuos e no ano

posterior é de Nygi4 = 1100 individuos, entdo sua taxa de crescimento com relagdo ao
ano t = 2013 é de

R; (1.2.2)

Naois — Nagiz 1100 — 1000 100

- = 0,10 ou 10%.
Noots 1000 1000 o

Roo13 =

Considere agora o caso mais simples possivel, 0 modelo com taxa de crescimento
constante, isto é,
Rt = r (constante). (1.2.3)

Qual a consequéncia disso para uma descri¢do da forma como o tamanho da
populagdo varia com o tempo? Substituindo (1.2.3) em (1.2.2) e isolando Ni,; en-
contraremos uma regra* que nos dard a populagdo N1 do ano t +1 em fungdo da
populacdo do ano anterior N; (verifique!):

Niy1 = (1 +7)N¢.

Para simplificar a notacdo, podemos introduzir uma nova constante ¢ = 1+r.
Assim, a equagdo acima fica:
Nii1 = ¢Ny. (1.2.4)

Note que para ¢ > 1 (r > 0), a populagdo aumenta a cada intervalo de tempo; para
¢ <1 (r <0), diminui; e para ¢ = 1 (r = 0), ndo varia.

Em outras palavras, a hipotese de taxa de crescimento constante nos permitiu
deduzir que o tamanho da populagdo num instante t + 1 é dada pelo produto da
populacdo no instante anterior ¢ e um parametro constante ¢.

Por exemplo, se N; representa o nimero de besouros (em alguma unidade) na
geracdo t (lembre-se que t representa uma unidade de tempo arbitréria, portanto
podemos escolher “geracdo” como tal) e ¢ representa o ntiimero médio de larvas
produzido por besouro, entdo

N; = Ny &1,

De fato, a geracdo t descende da (t — 1)-ésima geragdo. Como os besouros da
(t — 1)-ésima geragdo produzem ¢ larvas cada, N; = ¢ N;_;. Aplicando o mesmo
raciocinio a (t — 1)-ésima geragdo, obtemos N;_; = ¢ N;_». Logo, podemos escrever

4 A seguir veremos precisamente o que isso significa.
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N; = ¢2 N;_,. Continuando esse raciocinio, obtemos N; = Nj &1, provando nossa
afirmagdo sobre o crescimento da populagiao de besouros.

Note que, dados Nj e ¢, para cada t natural menor do que um certo T € IN (T
sendo determinado empiricamente e ndo matematicamente), N; pode ser determinado.
Dizemos, entdo, que N; é uma fungio de t. Da mesma forma, como para todo ¢ natural
num certo intervalo (determinado empiricamente) R; pode ser determinado em (1.2.3),
—na verdade, nesse caso R; sempre vale r — dizemos também que R; é uma fungdo de
t.

Neste ponto, hd varios motivos para que o estudante fique frustrado. Vérias queixas
podem ser e serdo escutadas:

1. Como sabemos que é assim?

2. Posso mencionar varios contraexemplos®.
3. Certamente ¢ nao é constante.

4. Como devo ler ¢?

Comecemos pelo mais facil. Os matematicos usam letras para representar grandezas
numéricas e outras coisas também (teremos oportunidade de constatar isso mais
adiante). Ocorre porém que letras diferentes as vezes acabam antes de terminarmos
de descrever as grandezas que desejamos. O que se faz, entdo, é emprestar letras
de outros alfabetos. A letra { emprestamos do alfabeto grego. Em portugués ela
é pronunciada “csi”. No Apéndice A vocé pode encontrar uma lista com as letras
maitsculas e mintsculas do alfeto grego e seus respectivos nomes.

As outras queixas sdo mais sérias. O que se faz ao construir um modelo matematico
é tentar ver as consequéncias das hipoéteses feitas e se hd algum comportamento
interessante. Se ndo hd, jogamos fora o modelo. Caso contrario, algumas mudancas
podem conduzir a um modelo melhor. Algumas vezes somos guiados por evidéncias
experimentais, outras por motivos tedricos.

Por exemplo, no caso particular em que supusemos que a taxa de crescimento
populacional ndo variava com o tempo (equagédo (1.2.3)), a conclusdo a que chegamos
é de que teremos um crescimento ou decrescimento exponencial (equagao (1.2.3)).

No entanto, ainda que esse tipo de comportamento seja observado em diversas
situagdes, é 6bvio que ele ndo pode se manter por muito tempo no caso de populagdes
de organismos. Mesmo na auséncia de predadores ou catastrofes naturais, uma
populagdo ndo pode crescer indefinidamente num ambiente com recursos finitos.

Talvez o modelo mais simples que inclui essa caracteristica é aquele que considera
que a taxa de crescimento depende do tamanho da popula¢do da seguinte maneira:

Rt =r—5sNy, (1.2.5)

onde s > 0 é uma constante que descreve como o tamanho da populagdo afeta a taxa
de crescimento (quanto maior s, mais rapidamente R; decresce).

Para provar que uma afirmacdao é falsa, basta exibir uma excecéo. Tal exce¢do é chamada um contrae-
xemplo.

10
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Note que existe um valor de N;, digamos N, para o qual a taxa de crescimento é
zero. Nesse caso,

r
Ngq = g.
Assim, podemos reescrever a equagdo (1.2.5):
N;
Ri=r—r— =r(1—x),
t=r—r Neg r(1 —x¢)

onde x; = N;/N,; é o tamanho da populago relativamente a populagéo de equilibrio.
Agora, dividindo o numerador e o denominador do segundo membro da equa-
¢do (1.2.2) por N, e substituindo R;, obtemos a seguinte dinamica populacional
(verifique!):
X1 = +r)x — rxf.

Essa equagéo é conhecida como mapa logistico ou processo de Verhulst® para t discreto?.
O parémetro r, caracteristico do tipo de organismo modelado, é a taxa de crescimento
quando a populagdo é pequena em relagdo a populagado de equilibrio e é denominado
taxa de crescimento natural, ou seja, é aquela na auséncia de efeitos de competigdo por
recursos naturais devido ao crescimento populacional.

Dado o parametro r e a condigdo incial xi, podemos determinar x; para todo ¢
natural menor do que um certo T € IN (T sendo determinado empiricamente e ndo
matematicamente). Dizemos, entdo, que x; é uma fungio de t. Tal fungdo modela o
crescimento populacional sob a hipdtese que fizemos em (1.2.5), que representa a
taxa de crescimento como funcao de t (note que para cada t € IN corresponderd um
tnico valor de N; — e nesse sentido N; também é func¢do de ¢ — e consequentemente
um Unico valor de R;).

Agora o estudante pode questiornar-se: o que a evolu¢do do desempenho dos
computadores, as forgas interatomicas e a dindmica de populagdes tém em comum?
Como ja deve ter suspeitado, do ponto de vista da Matematica, todos esses fenome-
nos podem ser modelados e estudados utilizando-se um conceito de importancia
fundamental para as ciéncias e para a prépria Matematica: o conceito de fungio.

1.3 O CONCEITO DE FUNCAO

A Matematica “fornece uma variedade de conceitos abstratos que servem de
modelos para situa¢des concretas, permitindo assim analisar, prever e tirar conclusdes
de forma eficaz em circunstancias nas quais a abordagem empirica muitas vezes ndo
conduz a nada (ver [15]).”

A escolha do modelo depende da comparacao das caracteristicas do problema a ser
estudado com as propriedades do préprio modelo. Esse processo requer que se co-
nhecam os teoremas de caracterizacdo do modelo. Nos préximos capitulos, falaremos

Em homenagem a Pierre Frangois Verhulst (1804-1849). O modelo proposto por Verhulst complementa a
teoria do crescimento exponencial ao considerar fatores de inibi¢do. Seu modelo atualmente chama a
atencdo como exemplo importante da teoria do caos.

7 Para t continuo o modelo seria dado por uma equagio diferencial conhecida como equagio logistica.

11
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sobre as fungdes afins e quadraticas como exemplos de modelos mateméticos para
representar situagdes especificas e apresentaremos seus teoremas de caracterizagao.
Convém, portanto, (re)apresentar ao leitor uma das no¢des matemdticas mais
bésicas que lhe acompanhara pelos préximos capitulos e além, o conceito de fungao.
Esse é o conceito subjacente aos exemplos acima.
Nos cursos mais basicos de matematica elementar, geralmente somos apresentados
a seguinte defini¢do:

Defini¢do 1. Sejam X e Y conjuntos. Uma funcdo de Xem Y, f : X — Y, é uma regra que
diz como associar a cada elemento x € X um inico elemento y = f(x) € Y. O

Além disso,

1. os conjuntos X e Y chamam-se o dominio (ou o campo de existéncia ou o campo de
definigio) e o contradominio (ou o codominio) da fungdo f, respectivamente;

2. para cada elemento x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x por f, ou
o valor que f assume (ou toma) no argumento x € X; equivalentemente, diz-se que f
manda ou aplica ou transforma ou leva x em f(x) e escreve-se x — f(x);

3. o conjunto de todo y € Y tal que y = f(x) para algum x € X chama-se a imagem
(ou o conjunto de valores, ou, ainda, o campo de valores) de f, e denota-se: Im(f) :=

fX)={yeY;IeX y=[f(x)}

Observagao 2. Note que, na definicdo acima, X e Y sdo conjuntos quaisquer, inclusive
vazios. Embora as situa¢des em que o dominio ou o contradominio ocorram como
o conjunto vazio sejam raras e pouco interessantes, elas sdo permitidas pela teoria
e manté-las evita que precisemos provar que X ou Y ndo sdo vazios cada vez que
considerarmos fungdes arbitrarias de X em Y. Apods estudar a Se¢do 1.4.5, vocé serd
capaz de provar o seguinte: no caso em que X = @, para qualquer Y (vazio ou ndo),
f = ©; no caso em que Y = @, para qualquer X # @, ndo existe f. Naquela segdo,
retomaremos esta observacao. o

Uma forma de ilustrar a ideia geral de uma fungéo é aquela do diagrama da Figura 3.
Trata-se de uma imagem evocativa para ajudar a pensar no conceito de fungdo, que a
cada elemento x do dominio X associa um s6 valor f(x) no contradominio Y. Nessa
figura, assim como na notagdo f : X — Y, a seta representa a “regra” que “associa”
xeXaf(x)eY.

Se considerarmos o simbolo x variando a vontade no conjunto X e y = f(x), x
recebe o nome de varidvel independente e y recebe o nome de varidvel dependente.

E importante ressaltar que f(x) é a imagem do elemento x € X pela fungdo f, ou o
valor da fungdo f em x € X. O leitor encontrara muitos textos nos quais os autores
dizem “a fungdo f(x)” ou, em alguma situagdo especifica, algo como “a funcao x> +1”,
quando deveriam dizer respectivamente “a fun¢do f” ou “a funcdo p : R — R tal que
p(x) = x2+17, especificando, portanto, nesse ltimo caso, o dominio, o contradominio
e a regra de associacdo x — y. Essa linguagem inexata agiliza a comunicagdo, mas é
indispenséavel sempre ter a nogao precisa do que se esta fazendo.

12
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Figura 3: Diagrama de f : X — Y.

Exemplo 3. Sdo exemplos particularmente simples e bem conhecidos de fungdes:
(@) a fungdo inclusdoi: X CY — Y, definida por i(x) = x paratodox € X C Y;

(b) a fungdo identidade idx : X — X, definida por idx(x) = x para todo x € X (note
que a fungdo identidade nada mais é do que a fungao inclusdo de X sobre X);

(c) as fungdes constantes f : X — Y, definidas por f(x) = ¢, para todo x € X e algum
cCeEY;

(d) as projecdes de um produto cartesiano A x B nos fatores Ae B: 11 : A x B — A,
mt1(a, b) = a, chamada primeira projecio, e 1o : A x B — B, m2(a, b) = b, chamada
segunda projegdo;

(e) a fungdo indicadora (ou fungdo caracteristica) de um conjunto A C X, xa : X —
{0, 1}, definida por:
1 sexe A

XA(x)z{ 0 sexeX\A

A letra grega x é lida “qui”. A fungdo indicadora também pode ser representada
mais compactamente se for utilizada a notagéo dos colchetes de Iverson®: x 4(x) =
[x € Al O

Exemplo 4. Algumas fung¢des bastante utilizadas em programagao:

(@) a fungdo sinal, sgn: R — {—1, 0, 1}, que retorna o sinal de um ntimero real, ou

seja:
-1 sex <0
sgnx=¢ 0 sex=0 ,
1 sex>0

e se relaciona com a fungdo indicadora por meio da equagao:

sgN X = Xx<0(X) — Xx>0(X)

Kenneth Eugene Iverson (1920-2004), matemaético canadense, vencedor do prémio Turing em 1979 por
seu esfor¢o pioneiro nas linguagens de programacao e na notacdo matematica. Os colchetes de Iverson
sdo definidos da seguinte maneira: seja P uma proposicao; [P] = 1 ou 0 conforme P seja verdadeira ou
falsa.
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e com a fun¢do médulo (que veremos no Exemplo 6) por meio da equagéo (veja
o grafico dessa funcdo na Figura 4):

X =|x|sgnx ou |x|=xsgnux;

Figura 4: Fungao sinal.

(b) a fungdo chio (ou piso ou ainda floor em inglés), que associa um nimero real x ao
maior nimero inteiro menor ou iguala x, [-| =R — Z,

|x] =max{n € Z; n < x},

por exemplo, |1,3| =1, [17,999] =17, | —5,5] = —6 (veja o grafico dessa funcdo
na Figura 5a);

(c) a fungdo teto (ou ceil em inglés), que associa um niimero real x a0 menor nimero
inteiro maior ou iguala x, [-] =R — Z,

[x] =min{n € Z; n > x},
por exemplo, [6,67-10711] =1, [17,2] =18, [-5,5] = —5 (veja o grafico dessa
fun¢ao na Figura 5b). o
Exemplo 5. A partir das fung¢des dos itens (b) e (c) do Exemplo 4, podem ser definidas
outras, como:

(@) a fungdo parte inteira (ou valor inteiro) de um ntmero real, int: R — Z,

_ |x] sex>0
mntx =
[x] sex <O

7

(alguns autores definem simplesmente intx = | x| para todo x real, mas isso é
uma questdo de gosto; adotaremos a defini¢do acima); e

14
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(a) Funcéo piso. (b) Funcéo teto.

Figura 5: Fung¢des piso e teto.

(b) a fungio parte fraciondria (ou valor fraciondrio) de um namero real, {-} : R — Z,
{x} =x —intx.
(alguns autores, também por questdes de gosto, preferem adotar a defini¢ao

{x} = x — |x] para todo x real; adotaremos a defini¢do acima.) <o

Exemplo 6. Uma fungdo especialmente ttil é a funcdo médulo de um ntmero real:
|'|: X C R = R, definida da seguinte maneira:

X sex >0
|x|=
—x sex <O,

que também pode ser definida como:
|x|= max {x, —x},

ou seja, o maior dos nimeros x e —x (claro que se x =0, entdo x = —x = |x|=0), ou,
em termos da fungdo sinal, conforme ja dissemos no item (a) do Exemplo 4:

|x|= xsgn x.
Ha4, ainda, outra caracterizagao:
xl= v,

ou seja, |x| é o ndmero ndo negativo cujo quadrado é x>. Em algumas raras situagdes
envolvendo expressdes em que o médulo aparece como algum termo, essa tltima ca-
racterizagdo evita que precisemos considerar caso a caso os subconjuntos do dominio
de |-| nos quais o seu argumento muda de sinal.

15
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O X

Figura 6: Fungdo moédulo.
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Figura 7: Interpretacdo geométrica do médulo.

O valor da fun¢do médulo em x, i.e., f(x) = |x| é chamado o mddulo ou o valor
absoluto do ntimero real x. (Veja o gréfico dessa fun¢do na Figura 6.)

Geometricamente, o médulo é interpretado como a distancia entre dois pontos
na reta da seguinte maneira: se x e y sdo as coordenadas dos pontos P e Q, respec-
tivamente, entdo a distancia entre esses pontos é d(P, Q) = |x — y| (ver Figura 7 e
para mais detalhes sobre distancias na reta, veja a Se¢do B.1). A vantagem dessa
interpretagdo é permitir enxergar intuitivamente o significado e a resposta de algumas
questdes envolvendo médulos.

Por exemplo, a igualdade |x — 17|= 1 significa que o nimero x (ou o ponto cor-
respondende no eixo) estd a uma distancia 1 do nimero 17, devendo ser x = 16 (se
estiver a esquerda de 17) ou x = 18 (se estiver a direita). A desigualdade |x —a|< 4,
com 6 > 0, significa que a distancia de x até a é menor do que J e portanto que x deve
estar entre 4 — d e a+ 6, ou seja, o conjunto {x € R; |x —a|< ¢} é igual ao intervalo
(a — 4, a+ 6) (falaremos sobre intervalos na Secdo 1.3.2). <o

Exemplo 7. Um valioso exemplo de fungdo, ou melhor, de uma classe de fungdes,
consiste nas sequéncias (ou sucessoes), fun¢des cujo dominio é o conjunto dos ntimeros
naturais.

Em poucos simbolos e palavras, uma funcdo f : N — Y cujo dominio é o conjunto
dos ntimeros naturais chama-se uma sequéncia ou sucessio de elementos de Y.

A notagdo usada para representar uma tal sequéncia é (y1, y2, ..., Yu, ...), OU
(Vn)neN (0 porqué dessa notacado ficard mais claro quando falarmos sobre familias na
Segdo 1.11), ou simplesmente (y,,), em que o valor da fun¢do f no nimero n, f(n), é
indicado pelo simbolo y,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Se Y é um conjunto de ntimeros reais, dizemos que (y,) é uma sequéncia de
numeros reais. A Secdo 1.2.3 contém alguns exemplos. Algumas sequéncias famosas
e particularmete interessantes de nliimeros reais sao:

16
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(a) a progressdo aritmética, em que cada termo, a partir do segundo, é a soma y,1 =
Yn + 1 do termo anterior com uma constante r, chamada a razdo da progressao (os
anos de passagem do cometa Halley? pela Terra formam uma sequéncia desse

tipo);

(b) a progressio geométrica, em que cada termo, a partir do segundo, é o produto
Yn+1 = Yu - do termo anterior por uma constante r, também chamada a razdo da
progressdo (os nimeros de transistores num chip previstos pela lei de Moore,
equacdo (1.2.1), ou o tamanho de uma populacdo ao longo das gera¢cdes num am-
biente com recursos abundantes e livre de predadores, pragas ou competidores,
equacao (1.2.4), formam progressdes desse tipo);

(c) a sequéncia de Fibonacci'®, em que cada termo, a partir do terceiro, é a soma
Yn+2 = Yn+1 + Yn dos dois termos anteriores, com y; = y, = 1. Essa sequéncia
aparece em diversas configuragdes biolégicas (como na concha do Nautilus, na
denti¢do humana, no arranjo do cone da alcachofra, no desenrolar da samambaia,
na reprodugdo de abelhas' etc.) e tem aplicagdes na andlise de mercados
financeiros, na ciéncia da computagdo e na teoria de jogos apenas para mencionar
algumas.

As sequéncias (leia-se também: fung¢des) acima tém uma caracteristica em comum que
servira para ilustrar uma licdo importante. Como vimos até aqui, para se definir uma
fungao f : X — Y exige-se, em geral, que seja dada uma regra bem determinada, que
mostre como se deve associar a cada elemento x € X um tnico elemento y = f(x) € Y.
No entanto, no caso particular em que X = IN, ndo é necessdrio dizer, de uma s6 vez,
qual é a receita que da o valor f(n) para todo n € IN. Para um dado k € IN, basta
sabermos:

1. os valores y1 = f(1), y2 = f(2), ..., yx = f(k); e

2. aregra que permite calcular, para todo n € IN, y,,.x = f(n + k) quando se conhece
Yn =f(1’l), Yn+1 :f(n+1), <o Ynak—2 :f(n+k_2)/ Ynik—1 =f(7’l+k—1).

Esses dados permitem que se conheca y, = f(n) para todo n € IN e se diz que
a funcédo f foi definida por recorréncia. Por sua vez, a sequéncia correspondente,
(yn), € chamada de sequéncia recorrente de ordem k (assim, progressdes aritméticas e
geométricas sdo exemplos de sequéncias recorrentes de primeira ordem, enquanto a
sequéncia de Fibonacci é um exemplo de sequéncia recorrente de segunda ordem).
Essa maneira de se definir fun¢des (recursivamente) se apoia num fato fundamental

Em honra a Edmond Halley (1656—1742), astronomo e matematico britanico que calculou a 6rbita do
cometa que hoje leva o seu nome e defensor de Newton.

Leonardo de Pisa (1170-1250) ou Fibonacci (contragdo do italiano filius Bonacci, que significa filho de
Bonacci, de onde provém o apelido) desempenhou um papel importante na revitalizacdo da Matematica
antiga e fez contribuicdes significativas de sua autoria. Seu livro, Liber Abaci, foi responsavel pela
introducdo do sistema de numeragdo indo-arabico na Europa e pelo posterior desenvolvimento da
dlgebra e da aritmética no ocidente.

Uma recente andlise histérica-matematica [20] sugere que foram as linhagens de abelhas que realmente
inspiraram os ntimeros de Fibonacci, em vez do famigerado modelo de reproducao de coelhos tal qual
aparece no livro Liber Abaci.
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sobre a estrutura dos ntimeros naturais, mais especificamente, no chamado axioma da
indugdo, um dos axiomas de Peano'* sobre os ntimeros naturais. Para a demonstracdo
do fato acima e mais detalhes sobre esse assunto, recomendamos muito fortemente
ao estudante a leitura de [17], um artigo elegante, de leitura fécil, rapida e agradavel,
destinado a jovens que se preparam para a Olimpiada Brasileira de Matematica; esse
texto também é uma 6tima oportunidade para o estudande reforcar os conceitos
aqui estudados sobre fun¢des. Uma versdo (bem) resumida, mas que ndo dispensa a
leitura de [17], pode ser encontrada no Apéndice E. <o

1.3.1 Nomenclatura

Sobre a nomenclatura, hd grande quantidade de palavras usadas para fungdio:
aplicagdo, correspondéncia, forma, funcional, mapa, mapeamento, operagdo, operador, produto,
transformagio, e talvez ainda outras.

O que difere seu uso é por vezes a tradi¢do de certas dreas e os tipos de dominio
ou imagem. Por exemplo: funcio é comumente utilizada quando se trata de fungdes
numéricas como as de R em R ou as de C em C; aplicagido, mapa e mapeamento
sdo frequentemente empregadas para designar fungdes em areas como Geometria
Diferencial, Topologia ou Sistemas Dinamicos; forma designa por vezes certas fun¢des
bilineares de V x V em R ou C, em que V é um espaco vetorial; funcional*> geralmente
refere-se a fungdes que levam vetores ou fungdes numéricas em nimeros, como a
funcdo que leva fungdes reais continuas f nas suas integrais no intervalo [0, 1]:
f— fol f(x) dx; operages e produtos frequentemente designam fungdes de X x X em
X, para um conjunto X ndo vazio qualquer; operador tipicamente designa fungdes
lineares entre espagos vetoriais, como as matrizes, que sdo fungdes lineares entre
espagos vetoriais de dimensao finita; transformacoes sdo utilizadas com frequéncia na
teoria de semigrupos para designar fungdes f : X — X que mapeiam um conjunto
nele mesmo, sendo alguns exemplos as transformagoes lineares e afins, translagdes,
rotacoOes e reflexdes.

H4 ainda certos termos para designar certas fungdes com propriedades especiais.
Por exemplo, um homeomorfismo é uma funcado bijetora entre dois espagos topologicos
que seja continua e cuja inversa seja também continua. Um difeomorfismo é um home-
omorfismo entre duas variedades diferencidveis que seja infinitamente diferenciavel.
H4 ainda outros “morfismos”.

Essa abundancia de palavras causa frequentemente confusdo e mesmo perplexidade
em estudantes recém-iniciados, mas, em esséncia, todos esses objetos sdo fungdes
como definimos acima. E conveniente dispormos por vezes de certa quantidade
de palavras sindnimas para evitarmos o uso monétono e descolorido da palavra

Giuseppe Peano (1858-1932), matemdtico italiano, considerado o fundador da l6gica simbdlica; seus
interesses estavam centrados nos fundamentos da Matematica e no desenvolvimento de uma linguagem
l6gica formal.

Essa palavra foi empregada pela primeira vez na Matematica por Jacques Salomon Hadamard (1865-

1963).
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1.3 O CONCEITO DE FUNGAO

fungdo. Com uma suave ironia, lembremos da definigdo circular de Edward Teller'+:
“An intellectual is someone who thinks the same things and uses the same words as other
intellectuals”.

1.3.2 Ingredientes de uma fungio: dominio, contradominio e lei de correspondéncia

INTERVALOS No caso de fungdes reais de uma varidvel real, hd certos subconjuntos

de R muito comuns utilizados como dominio (ou contradominio): os intervalos.

Ja os utilizamos acima, mas uma pausa para uma palavrinha sobre eles antes de
prosseguirmos serd util. Trata-se da seguinte definicao:

Definicao 8. Sejam a, b € R com a < b. Chamam-se intervalos os sequintes subconjuntos
de R:

[a, )] ={x € R;a < x < b}, 6. (a, +00) ={x € R; a < x};
2. (a,b)={x € R;a < x <b};
[a,0) ={x € R;a < x <b};
4. (a,b]={xeR;a < x<b};

7. (=00, bl ={x € R; x < b},
8 (—oo, b)={x eR; x <b};
5. [a, +0) ={x € R; a < x}; 9. (—00, +00) = R. O

Além disso, chamamos de:

1. limitados os quatro primeiros intervalos; desses, chamamos de:
(a) fechado o intervalo [a, b];
(b) aberto o intervalo (a, b);
(c) fechado a esquerda (ou aberto a direita) o intervalo [a, b);
(d) fechado a direita (ou aberto a esquerda) o intervalo (a, b];
a e b sdo ditos os extremos desses intervalos;

2. ilimitados os demais; dizemos que [a, +o0) é a semirreta direita, fechada, de origem
a; analogamente para os outros intervalos ilimitados.

3. intervalo degenerado o intervalo fechado [a, b] quando a = b, ou seja, quando esse
intervalo se reduz ao conjunto unitario {a = b}; note que os demais intervalos
limitados se tornam o conjunto vazio quando a = b.

Observacgao 9. Muitos textos brasileiros de Matemadtica elementar utilizam a notac¢do
la, b[ ao invés de (a, b), [a, b[ ao invés de [a, b), e assim por diante. o)

Observacgao 10. Os simbolos £00 ndo sdo niimeros! Sdo apenas parte da notagdo dos
intervalos ilimitados. o

14 Edward Teller (1908-2003), fisico nuclear norte-americano de origem htingara, conhecido como “o pai

da Bomba H”.
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1.3 O CONCEITO DE FUNGAO

Como existe uma correspondéncia biunivoca entre a reta e R (veja Apéndice B),
costuma-se representar assim os intervalos nao degenerados:

[a, b] Z—;} (a, b) Z—z [a, b) Z—O
(a, b] o———0 [a, +00) &—— (a, +00) 00—
a b a a

(—OO, b] o (—OO, b) <—<l; (—OO, +OO) -

Quando se quer representar um intervalo numa reta, costuma-se destaca-lo de
alguma maneira, geralmente com uma cor mais forte, para evitar ambiguidade; por
exemplo, o intervalo [a, b) seria indicado assim:

Por vezes, ao invés das bolas abertas e fechadas, sdo utilizados os colchetes e os
parénteses da notagdo dos intervalos nessa representacdo gréfica, por exemplo, o
intervalo [a, b) poderia ser representado assim:

hY
4

|Sm

Um fato particularmente importante sobre os intervalos ndo degenerados e que
utilizaremos para demonstrar o Teorema Fundamental da Proporcionalidade no
capitulo sobre funcdes afins é que eles sempre contém ntimeros racionais e irracionais,
ou seja, racionais e irracionais estado por toda parte em IR. Vejamos.

Proposicao 11. Todo intervalo ndo degenerado contém niimeros racionais e irracionais. [0

Demonstragio 1.

Seja I um intervalo ndo degenerado e (a4, b) C I com a < b um intervalo aberto
qualquer em I. Vamos mostrar que existem um racional e um irracional em (a, b).

Ha trés casos a considerar: a > 0; b < 0; e a < 0 < b. Sem perda de generalidade,
podemos considerar apenas o primeiro deles, pois se b < 0, nossos argumentos
se aplicardo a (—b, —a) e consequentemente a (4, b), e se a < 0 < b, poderemos
simplesmente nos restringir a (0, b) C (a, b).

(a, b) cONTEM UM RACIONAL. Considere as representagdes decimais de a =
ap,maz... e b = by, b1by ..., descartadas as que terminam por uma sequéncia in-
finita de noves (veja o porqué no Exemplo 21). Como a < b, existe um menor inteiro
m tal que a; = b; parai =0,1,...m—1e ay < by e, apbs o digito a,, do ntimero
a, existe, no maximo, um ndmero finito de noves, ou seja, existe um menor inteiro
n > m tal que a, < 9. Agora considere o ndmero ¢ = cy,c1€2...Cp ...Cy €M qUE C; = 4;
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parai=0,1,...n—1ec, =a,+1. Note que c é racional (pois equivale a soma dos
racionaisci/loi,izo, ..,nmea<c<b(a<cporquea;=c;parai=0,...,n—1e
ay, < cy;c <bporquec;=a;=b;jparai=0,1,...m—1ecy, =a, < by). Construimos
assim um racional que pertence a (a, b).

(a, b) CONTEM UM IRRACIONAL. Agora, escolha o ntimero irracional de sua pre-
feréncia e considere apenas os seus digitos (ou seja, desconsidere a parte inteira).
Para fixar ideias, tome o nimero 7t = 3,141592 ... e descarte a parte inteira, ficando
apenas com os digitos dy =1,dy =4,d3=1,ds=5,d5=9,ds =2, ... . Defina, entdo,
¢ =co,c1...cpd1dy ... . Pelos mesmos argumentos do paragrafo anterior, a < ¢’ < b;
além disso, ¢’ é um irracional, pois consiste na soma do racional ¢ com o irracional
{7t} /10" (se necessario, veja a defini¢do da funcédo parte fraciondria de um namero
real, {-} : R — Z, no Exemplo 5; e como exercicio, prove que a soma de um racional
com um irracional é um irracional’®). Construimos assim um irracional que pertence

a(a, b).

Por nossas consideragdes iniciais, podemos afirmar que todo intervalo aberto (a, b), e
portanto qualquer intervalo ndo degenerado I, contém um racional e um irracional, o
que completa a demonstracéo. [

Demonstracio 2.

Seja I um intervalo ndo degenerado e (1, b)) C I com a < b um intervalo aberto
qualquer em I. Vamos mostrar que existem um racional e um irracional em (a, b).

(a, b)) CONTEM UM RACIONAL. Sejan € N tal que 1/n < b—a e seja I, =
[m/n, m+1)/n], m € Z. Como R = Uyezly, existe m € Z tal que a € I, e
aé Ly Sea=m/n, como1/n < b—a, entdo a < (m+1)/n < b; caso contrério,
m/n <a < (m+1)/n,ecomol/n < b—a, segue-se novamente que a < (m+1)/n < b.
Em todo caso, o racional (m + 1) /n pertence a (a, b) e portanto a I.

(a, b)) CONTEM UM IRRACIONAL. Sejan € N tal que v/2/n < b —a e considere
agora [, = [mﬁ /n, (m+ 1)\@/ n], m € Z. Utilizando os mesmos argumentos do
paragrafo anterior (complete os detalhes!), concluimos que o irracional (m + 1)\/2/n
pertence a (a, b) e portanto a I.

Isso completa a prova de que todo intervalo ndo degenerado I contém um racional e
um irracional. [

Observagao 12. Na segunda demonstragdo da Proposigdo 11, fizemos uso implicito
da propriedade arquimediana do corpo dos ntimeros reais, i.e., a propriedade de que,
dado qualquer x > 0 em R, existe n € N tal que 0 < 1/n < x. o

Dica: caracterize os racionais como um quociente p/q de inteiros p e g # 0, e note que a soma de dois
racionais p/q+p'/q' = (pq’ + p'9)/9q' é um racional; em seguida, demonstre por absurdo.
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Dominio

Sejam f : X — Y uma fungdo e X’ um superconjunto de X (diz-se equivalentemente
que X é um subconjunto de X’ e denota-se esse fato por X C X’ ou X’ D X).

Se X estiver contido propriamente em X’ (o que significa que todo elemento de X
pertence a X', mas ha elementos em X’ que ndo pertencem a X — denota-se X C X’
ou X’ D X), a fungdo f ndo precisa (e talvez ndo possa) estar definida para todos os
valores de x em X'.

Por exemplo, se f : (0, 1) = R, x — /x, por algum motivo essa fun¢io nao foi
definida para todo x € R* (2 (0, 1)) e na verdade nado pode ser definida para todo
x € R (2 (0, 1)) — qual seria, por exemplo, o niimero real igual a f(—1)?

Assim, o dominio X de f nos diz em quais valores x € X' a fungdo pode ser
aplicada, deixando de lado aqueles elementos x’ € X’ para os quais eventualmente
f(x') ndo existe. Isso nos previne o constrangimento de responder questdes como a
que esta acima. Mais ainda, evita que cometamos erros elementares ao manipular
cegamente férmulas (ou, falando mais geralmente, leis de correspondéncia) que ndo
definem um objeto matemaético, como y = /—x/y/x ou y = log(log (sen(x))), se
estivermos trabalhando com y € IR. Note que ambas sdo uma fraude e que as fung¢des
correspondentes ndo existem (por qué?*®).

Muitos textos apresentam perguntas do tipo “Qual o dominio da fungdo f(x) =
V/x?”. Estritamente falando, perguntas desse tipo ndo fazem sentido; em primeiro
lugar, porque ndo basta apenas fornecer a lei de correspondéncia, é preciso também
dizer qual o dominio e o contradominio, caso contrario f ainda ndo é uma fungao;
em segundo lugar, porque f(x) é o valor que f assume em x, e ndo a fungdo f em si;
em terceiro lugar, porque mesmo o dominio e o contradominio podem ser livremente
escolhidos, contanto que a lei de correspondéncia possa ser definida. Neste exemplo,
qualquer subconjunto de R poderia ser dominio de f. O correto seria perguntar
“Qual o maior subconjunto X C R tal que a féormula f(x) = \/x define uma fungéo
f X — R?”. A perguta incorreta é mais simples de formular e é dificil resistir a
tentagdo de utiliza-la, mas se for feita assim, é preciso conhecer seu significado.

Fazendo a pergunta da maneira correta, podemos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 13. Qual o maior subconjunto X C R tal que a férmula

define uma fungéo f : X — R? o

Solugdo. Por um lado, como o argumento do logaritmo precisa ser positivo, uma
condicdo é que x ¢ [—1, 1]; por outro lado, como o denominador ndo pode ser
igual a zero, a outra condigdo é que ndo seja x = 2 nem x = 3. Portanto, X =
R\([—1, 11U {2, 3}). .

16 Dica para a primeira férmula: considere x < 0, x = 0 e x > 0 separadamente. Resposta para a segunda:

para qualquer x € R, senx < 1, assim log(sen(x)) < 0; como o logaritmo de ntimeros reais nao
positivos ndo pode ser definido (pelo menos no contexto de fungdes reais), ndo existe log (log ( sen (x))).
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Dependendo do dominio, dizemos, por exemplo, que a nossa fungdo f : X — Y
é uma fungdo de uma variavel inteira se X C Z, ou real se X C R, ou complexa
se X C C, ou, mais exoticamente, quaternaria'” se X C IH, ou p—e’ldica18 (p sendo
um ntmero primo) se X C Qy, e assim por diante. Embora essa nomenclatura seja

comum, trata-se dos casos especificos em que o dominio é um conjunto numérico.

Mas note que, na defini¢do de fungdo, nada foi dito sobre ser assim. Basta que X seja
um conjunto. Por exemplo, X pode ser um subconjunto de pontos do plano, ou o
conjunto de todas as circunferéncias, ou o conjunto de todas as fung¢des reais, e assim
por diante.

Contradominio

Como vimos no item 3 da Defini¢do 1, além do dominio, ha outro conjunto
associado a uma funcao: a sua imagem, que consiste de todos os valores possiveis que
a fun¢do pode tomar quando aplicada nos elementos do dominio. Por exemplo, a
imagem da fungdo “log” consiste de todos os ntimeros reais; da fungdo “sen”, de
todos os ntiimeros reais entre —1 e 1; da fung¢do “raiz quadrada de”, de todos os
numeros reais nao negativos.

Ocorre, porém, que mesmo fungdes simples podem ter imagens muito complicadas.
Por exemplo, a fungdo cujo dominio é o conjunto dos inteiros ndo negativos e cuja
lei de correspondéncia é f(x) = v/x! (raiz quadrada positiva) tem como imagem o
conjunto de todas as raizes quadradas de fatoriais. E dificil dar uma caracterizacio
melhor do que esta!

Por esse motivo, ndo nos interessa precisamente qual a imagem de uma fungdo
para que possamos defini-la. Basta apresentar um conjunto em que todos os valores
do dominio sao levados (e essa é a pratica comum e mais ttil). Qualquer conjunto
Y que contenha os valores f(x), para todo x € X, serve para desempenhar esse
papel. Tal conjunto é o contradominio e quando desejamos caracterizar uma funcéo f,
devemos dizer algo como: f é uma fun¢do do dominio X no contradominio Y (mais
abreviadamente, que f é uma func¢do de X em Y).

Analogamente ao que ocorre com a denominagdo das varidveis dependendo do
dominio, em relagdo ao contradominio, dizemos, por exemplo, que a nossa funcao
f X = Y é uma fungdo inteira se Y C Z, ou real se Y C R, ou complexa se
Y C C, ou, mais exoticamente, quaternaria se Y C H, ou p-ddica se Y C Q,, e
assim por diante. E assim como observado acima, para o dominio, embora essa
nomenclatura seja comum, trata-se dos casos especificos em que o contradominio é
um conjunto numérico. Na defini¢do de func¢do, nenhuma restrigdo foi feita sobre o
tipo de conjunto que o contradominio deve ser. Basta que Y seja um conjunto. Por
exemplo, Y pode ser o conjunto de todos os conjuntos de ntiimeros primos, ou o
conjunto de todos os pontos do plano, ou o conjunto de todos os conjuntos, etc.

O conjunto dos nimeros quatérnios, comumente denotado por H, foi descrito pela primeira vez, em
1843, pelo matematico irlandes William Rowan Hamilton (1805-1865) e utilizado por ele na mecanica.
Os chamados ntmeros p-adicos foram introduzidos por Kurt Wilhelm Sebastian Hensel (1861-1941)
entre 1897 e 1899.
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Lei de correspondéncia

Assim como néo se faz um bolo com apenas um ingrediente, ndo se define uma
funcdo somente com a lei de correspondéncia. Nao basta, por exemplo, dizer algumas
palavras mégicas como “seja a funcdo f(x) = x>”. De fato, a lei de correspondéncia,
por si s6, ndo define uma fungado. Se escolhemos como dominio Z ou IR, ainda que
o contradominio seja 0 mesmo (por exemplo, R) , obteremos fung¢des distintas: a
primeira levard todos os inteiros em seus quadrados, enquanto a segunda levard
todos os nimeros reais nos seus quadrados (veja a Figura 8).

Para algumas fungdes é facil e natural utilizar a terminologia correta, por exemplo,
costuma-se escrever sen : R — R e log : R* — R para as fungdes e senx e logx
para denotar os respectivos ntimeros reais que sdo os valores dessas fungdes num
dado ponto x. Para outras, como as fung¢des polinomias, é mais simples e comodo
dizer algo como “a fungéo x> — 6x +9” em vez da forma mais correta e pedante “a
funcdo p : R — R tal que p(x) = x> — 6x +9 para todo x € R”. Uma outra forma de
expressar uma func¢do de forma breve e comoda (e também incompleta) quando estdo
subentendidos o domino e o contradominio é “a fun¢do x — y” em vez da frase “a
fungdo que associa a cada x de X o elemento y de Y”. Seja como for, quando vocé se
deparar com ou for utilizar frases semelhantes a essas, tenha sempre em mente que
trata-se apenas de uma forma mais curta de transmitir a ideia de qual a fun¢do em
questdo, mas que devem estar subentendidos o dominio e o contradominio a fim de
que o objeto em consideracdo (a fungdo) esteja completo.

Y Y

@ fi:Z =R, x> 22 ®) fo: R =R, x — x2.

Figura 8: Contradominio e lei de correspondéncia iguais, e dominios diferentes.

Quanto a lei de correspondéncia em si, esta deve apenas cumprir um requisito de
extrema importancia: associar a cada elemento x € X um iinico elemento y = f(x) € Y.
Esse requisito é o cerne da questdo. E importante que f(x) seja definido de modo
tinico, sem que haja ambiguidade. Por exemplo, extrair a raiz quadrada nao define
uma fung¢do a menos que especifiquemos se desejamos a raiz quadrada positiva ou
negativa. Também é importante que a fungdo esteja definida para todo x no dominio,
sem excegdo, a fim de que o fato de conhecermos o dominio possa nos dizer quando é
seguro aplicar f.
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Misturando todos os ingredientes

Como ja dissemos, um bolo ndo se faz com apenas um ingrediente; da mesma
forma, uma funcdo nao se define com apenas um dos objetos acima. E importante
destacar que uma fungdo consiste de trés ingredientes: dominio, contradominio e lei
de correspondéncia x — f(x). Sendo assim, mesmo quando dizemos simplesmente
“a fungdo f” em vez de “a funcdo f : X — Y, definida por x — f(x)”, a rigor, estamos
utilizando uma terminologia incompleta. Antes mesmo de ser fornecida a lei de
correspondéncia, devem ficar subentendidos o dominio X e o contradominio Y de f.
Sem que qualquer um dos trés ingredientes seja especificado, a fun¢do ndo existe.

Todas as consideragdes feitas até aqui motivam a seguinte defini¢do de igualdade
de fungoes.

Defini¢do 14. Sejam f1: X — Y e fo: X' — Y’ fungbes. Dizemos que fi é igual a f, se
X=X,Y=Y"e fi(x) = fo(x) para todo x € X. O

Em outras palavras, duas fung¢des sdo iguais quando tém o mesmo dominio, o
mesmo contradominio e a mesma regra de correspondéncia. Consequentemente,
fitfase X#X ouY #Y ou fi(x) # fo(x) para algum x € X N X’. Note que quando
temos f1 = f» para fun¢des com mesmo dominio e mesmo contradominio, a igualdade
fi1(x) = f2(x) deve ser satisfeita ponto a ponto, i.e., para todo x € X, ao passo que
para termos f; # f, ainda que seus dominios e contradominios sejam os mesmos, é
suficiente que f1(x) # f2(x) para somente um x € X.

Exemplo 15. Que fungédo é y = x*? Como acabamos de discutir, essa pergunta, por si
s0, ndo faz sentido sem que o dominio e o contradominio sejam fornecidos. Além
disso, dependendo do dominio e do contradominio dados teremos diferentes fungdes
(tantas quantas forem as combinag¢des dos diferentes conjuntos escolhidos para os
papéis de dominio e contradominio para os quais a defini¢do de fungdo faga sentido),
ou sequer teremos uma funcdo. Considere, por exemplo, as seguintes tentativas de se
definir uma fun¢do com essa férmula:

fi:Z—NR f:R—=R fz:R—=R™ fa:R—=R
x — x? x — x? x — x2 x — +x?

As duas primeiras, f1 e f», sdo fungdes, porém, apesar de possuirem a mesma férmula
e contradominio, sdo totalmente diferentes: f; estd definida apenas para os nimeros
inteiros, equanto f; estd definida para todos os ntimeros reais (veja os gréficos delas
nas Figuras 8a e 8b, respectivamente). Ja as duas tltimas, f3 e f4, ndo sdo fungdes,
pois violam, cada uma, alguma condigado essencial da defini¢do de fungdo: f3 nado
estd definida em todo elemento do dominio (em particular, ndo o estd para elemento
algum) e f4 faz corresponder a cada elemento do dominio mais de um elemento do
contradominio. O

Nos exemplos dados até aqui, o dominio e o contradominio foram considerados
conjuntos numéricos. Mas, note que a Defini¢do 1 ndo faz nenhuma restrigdo nesse
sentido. Basta que X e Y sejam conjuntos. Na verdade, é muito comum e natural
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surgirem regras, no sentido geral da Definigdo 1, em situa¢des nas quais X e Y ndo
sdo conjuntos numéricos. O estudante econtrard muitos exemplos ao longo de sua
jornada. A seguir exibimos alguns.

Exemplo 16. Sejam X o conjunto de todas as figuras fechadas do plano e Y o conjunto
de ntiimeros reais R. Se a cada ¢ € X fizermos corresponder o nimero real A(p) =
drea da figura ¢, obteremos uma fungdo A : X — R. <o

Exemplo 17. Seja X =Y = M(IR) o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 reais. Se a
cada M € M(R) fizermos corresponder a matriz T(M) = transposta da matriz M,
obteremos uma func¢do T : M(R) — M3(R). <o

Exemplo 18. Sejam X um subconjunto do plano, Y o plano I1 e, para cada x € X,
seja f(x) = o ponto 1 cm a direita de x. Obteremos assim uma fungdo f : X — II
(conhecida como translagio de X). <o

Exemplo 19. Sejam X o conjunto de todas as fung¢des reais de uma varidvel real, Y o
conjunto de todos os subconjuntos de R (ou seja, o conjunto das partes de R, P(IR))
e, para cada funcdo x, seja f(x) = o dominio de x. Essa é uma fungdo f : X — P(R).¢

1.3.3 Natureza da “regra” que define uma fungio

Neste ponto, por ocasido do que acabamos de discutir no Exemplo 15 a respeito
de f3 e f4, ¢é interessante chamarmos a atencédo para a natureza da regra a qual
nos referimos na Defini¢do 1. Nessa defini¢do, ndo foi feita restricdo alguma a essa
regra (que pode ser totalmente arbitraria e tdo complicada quanto quisermos, sendo
essa generalidade uma vantagem em investigacoes tedricas). Ela deve estar sujeita a
apenas duas condi¢des, uma de existéncia e outra de unicidade, ou seja, ela deve:

1. estar definida em todo elemento do dominio (existéncia);

2. fazer corresponder a cada elemento do dominio apenas um elemento do contrado-
minio (unicidade).

Dito de outra maneira, mais simples e informal:

7

1’. ndo deve haver excegdo: a regra deve fornecer o valor da fungdo para fodo elemento
do dominio;

2’. ndo deve haver ambiguidade: a regra deve fazer corresponder um #nico valor no
contradominio para cada elemento do dominio.

Exemplo 20. Considere a tentativa de definir uma funcdo Inv : My(R) — Mj(R),
estipulando que, para toda M € M>(R), Inv(M) = M1 é ainversa de M. Ora, mas
nem toda matriz é invertivel, logo a regra dada ndo define uma fungdo com dominio
M5 (R), pois ha excegdes. Entretanto, se considerarmos X o conjunto das matrizes
de M>(IR) equivalentes a matriz identidade I, (ou, se preferir, cujo determinante é
diferente de zero), entdo a mesma regra define uma fungdo Inv : X — M(IR). o
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Exemplo 21. Sejam Y = {ag,maz...a,...; ap € NU{0} ea, € {0,1,...,9}, n €
IN} o conjunto de todas as expressdes decimais. Para cada x € R vamos associar
f(x) = expressdo decimal de x. Essa regra ndo define uma funcédo f : R — Y porque é
ambigua: hd ntiimeros reais com duas representacdes decimais; de fato, se 0 < a, < 8§,
entdo as expressdes decimais

ap,ai...a,999... e ag,ay...(a,+1)000...

definem o mesmo namero real. Por exemplo, 2,718999...=2,719000...€0,999... =
1,000... (por qué?*). Se descartarmos as expressdes decimais que terminam por
uma sequéncia de noves, isto é, se considerarmos Z =Y \ {expressdes decimais que
terminam por uma sequéncia de noves}, entdo f : R — Z serd uma fungdo. <o

Uma consequéncia imediata de 2 (ou 2’) é que néo existem fungdes “plurivocas”. De
fato, por essa condicdo, se f : X — Y é uma fun¢do e x = x’ em X, entdo f(x) = f(x')
em Y.

1.4 REVISITANDO O CONCEITO DE FUN(;AO

Agora, devemos revisitar a Definigdo 1, pois ela é problematica. O problema esta
no uso das palavras “regra” e “associar”, que ndo possuem definicio matemaética.
Por exemplo, seja X = Y = IN e considere

1 se existe vida como a conhecemos fora da Terra
0 se ndo exisite vida como a conhecemos fora da Terra.

ﬂm={

Trata-se de uma funcdo? O contetido do membro direito pode ser considerado uma
regra? Serd preciso esperar até encontrarmos vida extraterrestre ou provar que ela
nao existe para podermos considerar f como uma fungdo?

Além disso, pensar sobre fun¢des como “regras” é muito restritivo. As fungdes
f,¢:R — R definidas por f(x) =3x*+2x — 1 e g(x) = sen x sdo sem duvida alguma
dadas por “regras”. Mas observe o grafico da Figura 9. Ele certamente é o grafico de
uma fung¢do, mas qual a “regra” que define essa fungdo?

Ainda mais restritivo seria pensar em fung¢des como férmulas. As fungdes f e g
do paragrafo anterior certamente sdo dadas por férmulas e muitas das quais nos
deparamos no ensino fundamental e médio. Porém, hd muitos exemplos de func¢oes
que nao sdo dadas por férmulas. A fungdo da Figura 9 é um deles. Vejamos mais
alguns exemplos.

Exemplo 22. Sejam X o conjunto das representa¢des decimais dos nimeros natu-
rais, i.e.,, X = {1, 2, 3, ...}, Y o conjunto das representagdes romanas dos ntimeros
naturais, i.e., Y = {I, II, III, IV, ...}, e vamos convencionar o seguinte para evitar
ambiguidade na representacdo romana de um niimero: ndo repetiremos mais de trés

Dica: para provar que ag, 4y ...a,999... =ag,a;y...(a, +1)000.. ., reescreva essas expressdes na forma
Yoo ;10 e calcule a soma dos termos de uma progressao geométrica.

Fonte: Tesouro Direto: Balango e Estatisticas. Disponivel em: <http://www.tesouro.fazenda.gov.br/
tesouro-direto-balanco-e-estatisticas>. Acesso em: 12 mar. 2015.
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Figura 9: Taxa do titulo publico Tesouro IPCA+ 2019 ao longo do tempo°.

vezes consecutivas 0 mesmo algarismo romano, por exemplo, escreveremos IV ao
invés de II1I. Agora, para cada x € X vamos associar f(x) = numeral romano que
representa 0 mesmo nimero que x (por exemplo, 1 — I, 2 +— 11,3+ 11,4 — 1V,

.). Como todo nimero tem (pelo menos em tese) uma representagdo romana e
essa representacdo € tnica (respeitada a nossa convengdo de ndo repetir mais de trés
vezes consecutivas o mesmo algarismo romano), f é uma func¢do f : X — Y. Qual a
férmula dessa fungao? o

A propésito desse ultimo exemplo, note que todo numeral romano esta associado
a um numeral decimal e, além disso, ndo hd dois numerais romanos associados ao
mesmo numeral decimal. A funcdo f é o que chamamos uma bijecio (estudaremos
bijecdes em detalhes mais adiante). Ainda que tivéssemos escolhido Y como o con-
junto das representagdes bindrias ou o conjunto dos numerais cardinais, f continuaria
sendo uma bije¢do. Isso suscita uma discussdo sobre a “representacdo” do niimero e
sua “esséncia”. Veja as diferentes representacdes do ntimero “dezessete” na Figura 10.

— Dezessete >

Figura 10: Ideia do ntimero “dezessete”.

Nenhuma dessas representagdes em si é o préprio ntimero, mas todas sdo ideias
do ntimero que chamamos “dezessete”. Um ntimero, assim como outros conceitos
matematicos, existe independentemente de sua representacio. E uma entidade
abstrata!
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Exemplo 23. Sejam X o conjunto de todas as drvores genealdgicas e f : X — IN,
f(x) = ntimero de pessoas que nao tém filhos. Qual a férmula que descreve tal
funcdo? Observe que se trocarmos X por um conjunto de arvores, f é a fungdo que
da o namero de folhas de uma arvore. o

Exemplo 24. Seja P,(IR) o conjunto de todos os polindmios reais de uma varidvel
real de grau menor do que ou igual a n e mais o polindmio identicamente nulo.
Vamos definir ¢ : P,(R) — {0, 1} da seguinte maneira: ¢(p) = 1 se, e somente se,
o polindmio p tem solugdo inteira, e ¢(p) = 0 caso contrario. O leitor tem alguma
sugestdo de descricdo algébrica para este exemplo? <o

Exemplo 25. Todo nimero natural maior do que 1 que ndo é primo é divisivel
por mais de dois nimeros naturais, enquanto os nimeros primos sdo divisiveis
por exatamente dois nimeros naturais: eles préprios e 1. Certamente, podemos
considerar a fun¢do T : IN — IN que a cada n faz corresponder o ntimero T(n) de
seus divisores. Para os primeiros nameros naturais, essa fun¢ao é dada pela seguinte
tabela:

1 2
1 2

Q| >~

3 5 6 7 8 9
T(n) | 2 2 4 2 4 3 4 2 6
Note que nado ha uma férmula aqui. E preciso algum algoritmo para calcular T(1).©

Por tudo o que foi dito até aqui, vimos que € preciso uma maneira alternativa para
pensar sobre fun¢des que evite palavras subjetivas como “regra” e “associar”. Essa é
a nossa motivagdo para redefinir esse conceito na se¢do a seguir.

1.4.1 Bourbaki: simplicidade e rigor

A definicdo alternativa que estamos prestes a enunciar é devida ao grupo de
matematicos Bourbaki?*', que lutou por mais rigor e simplicidade na Matematica,
criando uma nova terminologia e novos conceitos ao longo do tempo.

Antes, no entanto, convém enunciarmos alguns conceitos preliminares, a saber, de
pares ordenados, produto cartesiano e relagdes.

1.4.2 Pares ordenados

O conceito de par ordenado (x, y) formado por dois elementos genéricos x, y € X
é intuitivo. Intuitivamente, trata-se de uma lista de dois elementos na qual um deles
ocupa a “primeira” posi¢do da lista (no caso, x) e o outro a “segunda” posi¢do (no

Nicolas Bourbaki é um pseudénimo de um grupo de matematicos formado em 1935 com o objetivo de
fundamentar toda a Matematica na teoria dos conjuntos. Em 1952 foi criada a Associagio dos colaboradores
de Nicolas Bourbaki, fundada por grandes nomes como Henri Cartan (1904—2008), Claude Chevalley
(1909-1984), Jean Coulomb (1904-1999), Jean Delsarte (1903—-1968), Jean Dieudonné (1906-1992), Charles
Ehresmann (1905-1979), René de Possel (1905-1974), Szolem Mandelbrojt (1899-1983) e André Weil
(1906-1998). Essa associagéo possui ainda hoje um gabinete na Ecole Normale Supérieure, em Paris.
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caso, ). Formalmente, hd vérias defini¢des. Uma, em particular, que merece destaque
pela simplicidade, rigor e precisdo, é a de Kuratowski**:

Defini¢do 26. O par ordenado (x, y) é o conjunto {{x}, {x, y}}. O

Note que é possivel recobrar a ordem pretendida no par (x, y) examinando-se
os elementos de {{x}, {x, y}}: aquele contido em ambos, no caso {x}, é o que
desempenha o papel de primeiro elemento. Mas o fato de o par ordenado ser um
conjunto € irrelevante. H4 outras maneiras de se abordar essa ideia*3, inclusive ela
poderia ter sido introduzida como um conceito primitivo com as propriedades certas.
E uma questdo de escolha. O que realmente nos importa é provar, a partir dessa
definigdo, a propriedade intrinseca que o par ordenado deve possuir e que faz ele
merecer o0 nome que possui. Trata-se da seguinte proposicao.

Proposicdo 27. Se (x, y) e (u, v) sdo pares ordenados e (x, y) = (u, v), entdo x = u e

y=o.

Demonstragio. Se x =y, entdo (x, y) = {{x}}; como (u, v) = (x, y), segue que {u, v} €
{{x}}, logo u = v = x e, portanto, x = u e y = v. Por outro lado, se x # y, entdo
(x, y) e (1, v) contém exatamente um conjunto unitdrio, a saber, {x} e {u}, logo x = u;
como (x, ¥) e (1, v) também contém exatamente um par ndo ordenado, a saber, {x, v}
e {u, v}, segue que esses conjuntos sdo iguais e, em particular, y € {u, v}; e como
y # u (pois, do contrério, terfamos x = u e y = u, logo x = y, contradi¢do), segue-se
que y = v, completando a demonstragao. [

Note que {x, y} = {y, x} sempre, mas (x, y) = (y, x) se, e somente se, x = y.

Apesar de existir a definigdo formal acima (ou, ainda, outras como mencionamos
en passant), recomenda-se ao estudante fiar-se inicialmente na intuigdo por trds do
conceito e na propriedade intrinseca (Proposi¢do 27). Na verdade, apds definirmos
pares ordenados e demonstrarmos sua propriedade fundamental, estas defini¢des
(que de algum modo parecem artificiais) podem e, em certo sentido, devem ser
esquecidas.

1.4.3 Produto cartesiano

Dados o0s conjuntos X e Y, surge uma questdo natural: existe um conjunto que
contém todos os pares ordenados (x, y) com x € X ey € Y? A resposta é positiva e
ela é dada muito elegantemente em [11]. Isso é o que motiva nossa préxima definigao.

Kazimierz Kuratowski (1896-1980), matemdtico polonés.

Apenas para mencionar duas: a defini¢io de Norbert Wiener (1894-1964), matematico estadunidense,
segundo a qual (x, y) = {{x, @}, {y}} (historicamente, essa defini¢do antecede a de Kuratowski); e
outra, baseada no Axioma da Escolha, que consiste em afirmar que cada par ordenado (x, ) é uma
fungdo f: {1,2} - XUY tal que x = f(1) € X ey = f(2) € Y, ou seja, em que o primeiro membro do
par é a imagem de 1 (por ser o primeiro) e o segundo a imagem de 2 (por ser o segundo); esta tiltima
definigdo, assim como a de Kuratowski, tem a vantagem de se generalizar facilmente.
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Definicdo 28. Sejam os conjuntos X e Y. Definimos o produto cartesiano* de X e Y,
denotado por X x Y, como sendo o conjunto de todos os pares ordenados (x, y), sendo x € X
ey €Y. Simbolicamente,

XxY:={(x,y;,xeX, yeY} 0

Observe que, em geral, X x Y #Y x X. (Por qué?) O exemplo abaixo nos fornece
uma resposta.

Notagao 29. E usual representarmos o produto cartesiano de um conjunto X com ele
mesmo, ou seja, X X X, como X>. o

Exemplo 30. Seja X = {A, O, 0} eY = {£, $}. Entdo,
XxY={(4,£),(4,9), (0 5O 9%) @5, @9}
YxX={(£ 1), 48) & O) 6 O) £ D) )}

X xY #Y x X porque Y x X contém, dentre outros, o elemento (£, AA), que ndo
pertence a X x Y. <o

Quando os conjuntos X e Y sdo ambos finitos (adiante, definiremos esse conceito,
mas, por ora, vamos supor que sabemos do que se trata, fiando-se na nossa intuigao),
digamos, com m e com n elementos, respectivamente, entdo o conjunto X x Y possui
exatamente mn elementos (também provaremos isso na ocasido apropriada). Uma
forma de enxergar isso é representar o produto cartesiano X X Y dos conjuntos X e Y
finitos como um quadro. No caso do Exemplo 30 ficaria assim:

(A O o) X

£ (A5 (O£ (34

$) (A% (O, 9 @9

Y XxY

Exemplo 31. Sejam AB e CD segmentos de reta. O produto cartesiano AB x CD pode
ser interpretado como um retangulo da seguinte maneira: tome ambos segmentos
perpendiculares e considere cada (x, y) € A X B sendo representado pelo ponto
P, obtido pela intersecdo das perpendiculares aos segmentos tiradas pelos pontos
x € ABey € CD. O que estamos dizendo tem o aspecto da Figura 11. <o

Exemplo 32. Analogamente ao exemplo anterior, se considerarmos agora uma cir-
cunferéncia 7y e um segmento de reta AB, o produto cartesiano pode ser interpretado
como um cilindro da seguinte maneira: considere AB perpendicular ao plano que
contém 7 e cada (x, y) € v X AB representado pelo ponto P obtido pela intersegao
da perpendicular a y por x com o plano perpendicular a AB por y (Figura 12). ¢

24 Assim denominado em honra a René Descartes (1596-1650). O adjetivo cartesiano provém da latinizagdo

de seu nome como Cartesius.
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Figura 12: Produto cartesiano da circunferéncia v e do segmento AB.

1.4.4 Relagoes

Definigao 33. Sejam os conjuntos X e Y e o produto cartesiano X x Y. Uma relagdo bindria,
ou simplesmente relacdo, entre X e Y é um subconjunto R de X x Y. O

Além disso,

1. se x estd relacionado com y segundo R, expressa-se o fato (x, y) € R escrevendo-se

xRy;

2. define-se como dominio de R o conjunto

Dom(R) := {x € X; (x, y) € R paraalgum y € Y};

3. define-se como imagem de R o conjunto

ImR) :={y € Y; (x, y) € R para algum x € X}.

Note que Dom(R) C X e que Im(R) C Y.
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Exemplo 34. Sejam X o conjunto de homens vivos e Y o conjunto de mulheres vivas
e seja R C X x Y o conjunto R := {(x, y); x é casado com y}. Assim, R representa
uma relagdo (de casamento) entre homens e mulheres. O dominio dessa relagdo
é o conjunto de todos os homens casados e sua imagem é o conjunto de todas as
mulheres casadas. <&

Outros exemplos bem conhecidos sdo os seguintes.

Exemplo 35. Defina < := {(x, y) € R X R; y — x é positivo}. Essa é a relacdo entre
R e R que nos permite escrever x < y, ou seja, trata-se da relacdo “menor do que”.¢

Exemplo 36. Seja ‘R o conjunto de todas as retas e P o conjunto de todos os planos
do espacgo. Defina ||:= {(r, II) € R x P; r é paralela a Il}. Essa é a relagdo entre R e
P que nos permite escrever r || I, ou seja, trata-se da relagdo de “paralelismo entre
retas e planos”. <o

Ha um tipo de relacdo muito notédvel e til, que ocorre em um sem-ntimero de
construgdes matematicas importantes como vocé constatard em vérios exemplos neste
e em outros textos. Trata-se de uma nogdo muito antiga na Matematica, encontrada
até mesmo (ndo sob o nome atual) nos Elementos de Euclides®>. Estamos nos referindo
a defini¢do que se segue.

Defini¢ao 37. Uma relagio E C X x X é chamada uma relagdo de equivaléncia num
conjunto X se os sequintes quesitos forem satisfeitos:

1. Reflexividade: (x, x) € E, para todo x € X;
2. Simetria: (x, y) € E implica (y, x) € E;
3. Transitividade: (x, y) € E e (y, z) € E implica (x, z) € E. O

Se o par (x, y) pertence a uma relacdo de equivaléncia E, entdo x e y sdo ditos
equivalentes segundo E.

< < . E )
Notacao 38. A notagdo mesofixa x ~ y, ou x ~ y, é frequentemente empregada para
indicar que dois elementos sdo equivalentes segundo uma rela¢do de equivaléncia E
dada. Quando essa relagdo estd subentendida, escreve-se simplesmente x ~ y. o

Com a ultima dessas notagdes, as propriedades definidoras de uma relacdo de
equivaléncia ficam da seguinte forma:

1. Reflexividade: x ~ x, para todo x € X;
2. Simetria: x ~ y implica y ~ x;

3. Transitividade: x ~ y e y ~ z implica x ~ z.

Euclides de Alexandria (c. 325 a.C. — c¢. 265 a.C.), matemadtico grego, famoso por seu tratado em
Geometria, Os Elementos, que influenciou o desenvolvimento da matematica ocidental por mais de 2000
anos.
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Exercicio 39. Considere a seguinte relacdo no conjunto R dos niimeros reais:
E={(x,y) eRxR;x—yecZ},

em que Z é o conjunto dos ntimeros inteiros. Prove que E é uma rela¢do de equiva-
léncia. <o

Exercicio g40. Fixado um inteiro positivo 1, os possiveis restos da divisao euclidiana
de ntimeros inteiros sdo 0, 1, ..., n — 1. Dizemos que os ntmeros inteiros x e y sdo
congruentes médulo n (e escrevemos x = y (mod 1) ou simplesmente x = y se n ja
estiver subentendido) se eles tém o mesmo resto da divisdo euclidiana por 1, i.e., se
y — x é um multiplo de n. Mostre que a congruéncia é uma relagdo de equivaléncia.¢

Toda relacdo de equivaléncia definida num conjunto ndo vazio X permite definir
uma familia de subconjuntos especiais de X (chamados classes de equivaléncia), que,
como veremos adiante (quando falarmos especificamente sobre familias) particiona o
conjunto X, i.e., todo elemento de X pertence a uma e somente uma dessas classes.

Definicado 41. Seja E uma relagdo de equivaléncia em X. Para todo x € X podemos definir o
conjunto:
E(x) :={x' € X; (x, x) € E},

chamado de classe de equivaléncia de x (pela relagio de equivaléncia E). O

Notagdo 42. Além da notagdo E(x) para a classe de equivaléncia de x, também
encontra-se frequentemente na literatura [x]g ou [x] (quando E estd subentendido).o

Exemplo 43. Na Geometria Analitica, aprendemos que dois segmentos orientados sdo
equipolentes se ambos sdo nulos ou se possuem igual dire¢do, sentido e comprimento.
A equipoléncia é na verdade uma relacdo de equivaléncia no conjunto de todos
0s segmentos orientados do espaco. (Prova?) Por sua vez, o conjunto de todos os
segmentos orientados equipolentes a um segmento orientado (A, B) dado é uma
classe de equivaléncia, especialmente denominada classe de equipoléncia de (A, B). Essa
classe, geralmente representada por zﬁ, é o que se denomina um vetor, sendo (A, B)
um de seus representantes. Também se representa essa classe de equipoléncia (vetor)
por letras latinas mintsculas, por exemplo @, para nao se fazer referéncia a algum de
seus representantes, dentre os quais (A, B) é um deles. O

Proposicdo 44. Seja E uma relagdo de equivaléncia em X # @. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(a) x~y;
(b) [x]=1[yl;
(c) [x]INyl # 2. 0
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Demonstragio. ((a) = (b)) Se z € [x], entdo x ~ z. Como x ~ y e E é simétrica, entdo
y ~ x. Como também E é transitiva, y ~ z. Assim, z € [y]. Logo, [x] C [y]. Trocando
os papeis de x e y, chega-se a [y] C [x]. Portanto, [x] = [y].

((b) = (c)) Suponha que [x] = [y]. Como x € [x], entdo x € [y], logo x € [x] N [y] e
portanto [x] N [y] # @.

((c) = (a)) Se [x] N [y] # @, entdo existe z tal que z € [x] e z € [y], ou seja, x ~ z e
y ~ z. Por simetria, z ~ y. Por transitividade, como x ~ z e z ~ y, segue-se que
X~ . [ |

Corolario 45. Seja E uma relagio de equivaléncia em X # @. Uma condigdo necessdria e
suficiente para que [x] # [y] é [x] N [y] = @. O

Adiante, quando tratarmos de familias de fungdes, esses conceitos serdo importan-
tes na demonstragdo de que parti¢des induzem relagdes de equivaléncia e classes de
equivaléncia particionam um conjunto.

1.4.5 Fungoes

De posse do conceito de relacdo, estamos aptos a enunciar a defini¢ao alternativa
de funcdo que prometemos.

Definigao 46. Sejam X e Y conjuntos e f uma relagio entre X e Y. Entdo, a relagio f é dita
ser uma funcéo de X em Y se:

1. Dom(f)=Xe
2. se(x,y) € fe(x,y) € f so for possivel casoy =y’ O

Em outras palavras, a primeira condigdo impode que cada elemento de X esteja
associado a algum elemento de Y (ou seja, ndo deve haver exce¢do — condicdo de
existéncia) e a segunda condi¢do, de uma maneira formal, impde que a cada elemento
x de X a fungdo associe um e apenas um elemento y de Y que faz o papel de
segundo elemento do par ordenado (x,y) (ou seja, ndo deve haver ambiguidade —
condigdo de unicidade). Esse segundo elemento associado a x pela func¢do f é mais
convenientemente denotado por f(x), ao invés de (x,y) € f ou da notacdo mesofixa
(ou infixa) x f y. Assim, por essa perpectiva (Bourbaki), uma funcdo f nada mais é do
que um conjunto qualquer de pares ordenados sujeitos apenas a condicao:

x,yef, &, yyef,x=x=y=v,

ou seja, f é o conjunto {(x, y) € X xY; y = f(x)} = {(x, f(x)); x € X}. Note que a
Definicdo 46 esta livre dos conceitos subjetivos de “associar” e “regra”.

Como dissemos na Observagdo 2, tanto o dominio quanto o contradominio de uma
fungdo pode ser o conjunto vazio. Note que a Defini¢do 46 ndo faz nenhuma restrigao
nesse sentido, o que, como ja comentamos naquela observagdo, é uma vantagem do
ponto de vista tedrico, pois podemos tratar de funcdes arbitrarias sem nos preocupar
em provar que X e Y ndo sdo vazios. Resta apenas provar que:
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1. se X =@ (sendo Y vazio ou ndo), entdo existe uma fungdo f : X = Ye f=Q; e
2. para X # @, se Y = @, entdo ndo existe uma fungdo f : X — Y.

Certamente, existe uma (tinica) relacdo f entre X = @ e Y, que é o proprio conjunto
vazio (Gnico subconjunto de @ x Y = @) e o dominio dessa relagdo (vazia), por
conseguinte, também é o conjunto vazio, o que significa que Dom(f) = X. Para que f
seja uma fungdo de X em Y, basta que ela cumpra a condigdo 2 da Definigdo 46, ou
seja, que (x, y), (v, ¥') € f implique y = y’; mas isso segue por vacuidade, afinal, para
que fosse falso, seria necessario existir um x € Dom(f) para o qual (x, y), (x, y') € f
com y #y/, impossivel, uma vez que Dom(f) = @. Portanto f é uma fungio de X em
Y. Isso completa a prova da afirmacdo 1 acima.

Analogamente, no caso da afirmagdo 2, existe apenas uma relagdo f entre X # @
e Y = @: a relagdo vazia, cujo dominio é, por conseguinte, o conjunto vazio. No
entanto, como, por hipétese, X # @, segue-se que Dom(f) # X (descumprindo assim
a condi¢do 1 da Defini¢do 46) e, portanto, f ndo é uma funcdo de X em Y. Como f é a
tinica relacdo entre esses conjuntos, ndo existe uma funcdo de X em Y. Isso completa
a prova.

Denotanto o conjunto de todas as fun¢des de X em Y por Y, acabamos de mostrar
que Y? = {@}, sendo Y vazio ou ndo, e que se X nio é vazio, entdo @* = @.

Exemplo 47. Sejam X ={1,2,3,4,5}eY ={a, b, ¢, d, e}. Fagamos
f = {(1/ b)/ (2/ a)/ (3r C)/ 4, b), (5/ IZ)}

Trata-se de uma fungao, pois tal f cumpre as condi¢des da Definigao 46. Vocé pode
achar mais conveniente olhar para essa funcao da seguinte forma: f(1) = b, f(2) = 4,
f(3) =c, f(4) =b, f(5) = a. Note que cada elemento do dominio estd “associado” a
um, e apenas um, elemento do contradominio. No entanto, a defini¢do de funcao
nos permite associar dois elementos distintos do dominio a um mesmo elemento do
contradominio (veja, por exemplo, que f(1) = f(4) = b), bem como nos permite nao
utilizar todos os elementos do contradominio: observe que Im(f) = {a, b, ¢} ao passo
que o contradominio é Y = {a, b, ¢, d, e}. o

Exemplo 48. Sejam X e Y conjuntos. Considere uma fungdo f : X x Y — X es-
crevendo f(x, y) = x. Esse é um exemplo do que chamamos de uma fungdo de
duas varidveis; note que, a rigor, ela é como as demais fun¢des que vimos até o
presente, pois, na verdade, (x, y) é um elemento do conjunto X x Y, e portanto,
quando varia nesse conjunto, nada mais é do que uma sé varidvel; note, portanto,
que a rigor deveriamos escrever f((x, y)) ao invés de f(x, y), mas ninguém faz assim.
Voltando ao nosso exemplo, f é chamada de projegio de X x Y sobre X. Analogamente,
g:XxY =Y, g(x,y) =y éa projecdo de X x Y sobre Y. <o

Exemplos de fung¢des no sentido preciso da Defini¢do 46 sdo abundantes, tanto
na matemadtica quanto nas ciéncias ou na vida comum. Tudo o que é preciso fazer
é buscar informac¢ado, ndo necessariamente numeérica, mas na forma tabulada. Um
exemplo é uma agenda de aniversarios; os argumentos da func¢do neste caso sdo os
aniversariantes e os valores sdao as datas de aniversario deles.
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O fato de uma fungdo ser um conjunto possui uma vantagem. Se conhecemos a
fungdo, conhecemos o conjunto e, melhor ainda, se conhecemos o conjunto, conhe-
cemos a fungdo. Assim, por exemplo, se nos for apresentado o conjunto de pares
ordenados que correspondem aos aniversarios das pessoas, mesmo que tenhamos
esquecido o que significa aniversario, serfamos capazes de dizer se uma pessoa x faz
ou ndo faz aniversdrio numa determinada data y: bastaria verificar se o par ordenado
(x, y) pertence ou ndo ao conjunto. Essa observacdo serve para relagcdes em geral.

Outra implicagdo de uma fungdo ser um conjunto é que ela ndo FAZ algo, como
podem sugerir os verbos listados no item 2 logo ap6s a Definigdo 1, mas ela apenas E.
Por esse motivo, tal defini¢do deixa alguns estudiosos insatisfeitos e essa insatisfagdo
se reflete nos diferentes usos dos seguintes vocdbulos: fungio fica reservada para o
objeto indefinido que é de algum modo ativo e o conjunto de pares ordenados que
chamamos de funcado passa a ser denominado o grdfico da fungao.

1.5 GRAFICOS DE FUNGOES

O grifico de uma fungdo f : X — Y é o subconjunto I'(f) do produto cartesiano
X x 'Y formado por todos os pares ordenados (x, v) tais que x é um ponto qualquer
de X e y = f(x). Mais formalmente:

Defini¢do 49. Seja f : X — Y uma fungio. Definimos o grdfico de f, denotado por I'(f),
como sendo o seguinte subconjunto de X x Y:

L(f):=={(x, y) € Xx Y,y = f(0)} = {(x, f(x)); x € X}. O

Note que, de acordo com essa definigdo, um subconjunto I' C X x Y é o grafico de
uma funcdo se, e somente se, para todo x € X existe um, e apenas um, y € Y tal que
(x,y) el

H& quem prefira relegar essa formal e estética definicdo apenas para o gréfico de
uma fungdo e pensar em fung¢do como um objeto dindmico, que transforma, associa,
dé a ideia de dependéncia ou o do resultado de um movimento. O 6nus dessa
escolha foi discutido na Sec¢do 1.4. Nao hd problema em se fazer assim. Essa é a
prética comum dos matematicos e dos usudrios da Matematica. O estudante apenas
precisa ter em mente que é possivel (e até mesmo desejavel quando se trata de fazer
Matemadtica mais avangada) possuir meios de se evitar termos subjetivos como os
da Defini¢do 1, mas, no dia-a-dia, ele pode fiar-se na usual, humana e intuitiva
compreensao desse conceito. Afinal, exceto os légicos, cuja intencdo seja mostrar
que todas as no¢des matemdticas se reduzem, em tultima andlise, a ideia de conjunto,
quem mais pensaria numa translagdo ou numa rotagdo como um conjunto de pares
ordenados?

Observacao 50 (importante). Ao estudarmos fungdes, é muito comum utilizarmos
desenhos sempre que possivel, como veremos a seguir. No entanto, os desenhos
devem ser considerados apenas como um instrumento de auxilio a intui¢do e a
linguagem, nunca como dados para demonstragdes. ©
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1.5.1 Diagrama de setas

Observe que a Definigdo 49 é geral o suficiente para admitir que utilizemos quais-
quer conjuntos no lugar de X e Y, ndo necessariamente conjuntos numéricos. Ela
admite, por exemplo, que X e Y sejam conjuntos de figuras do plano, ou conjuntos de
matrizes, ou conjuntos de fungdes, ou o que desejarmos. Neste caso, ndo é possivel
desenhar o grafico como fizemos, por exemplo, nas Figuras 1 ou 2.

Por razdes evolutivas, nosso cérebro sé é capaz de produzir e desenvolver imagens
em uma, duas ou trés dimensdes. Assim, se I'(f) ¢ R? nem I'(f) ¢ R3, ndo é
possivel desenharmos o grafico da fungdo, sendo necessario pensarmos em maneiras
alternativas de representarmos alguns conceitos.

Uma maneira alternativa e ttil de pensar sobre conceitos envolvendo o préprio
conceito de funcao é utilizar um diagrama de setas. (Ver Figura 13.)

Figura 13: Diagrama de uma fungdo f : X — Y.

Embora ndo seja parte da teoria, essa imagem evocativa ajuda a clarear as ideais
acerca de muitos conceitos envolvendo fungdes, além da prépria defini¢do de funcéo:
sobrejetividade, injetividade, bijetividade, composi¢do e inversas de fung¢des sdao
alguns deles (que adiante veremos com detalhes).

No diagrama da Figura 13, note que todo elemento de X estd associado a um, e
somente um, elemento de Y, logo f é uma fungdo. As setas nessa figura representam
a “regra” que nos diz, para cada x € X, qual o valor de f(x).

1.5.2 Representacdo geométrica

Plano numérico R>

Quando se introduz no plano IT um par de eixos ortogonais OX e OY, que se
intersectam no ponto O, chamado a origem do sistema de coordenadas, os pontos P
desse plano passam a ser representados por suas coordenadas x, y, que sdo nimeros
reais. Tem-se x > 0 (resp. x < 0) se P esta a direita (resp. esquerda) do eixo OY;
analogamente, y > 0 (resp. y < 0) se P estd acima (resp. abaixo) do eixo OX.

As coordenadas x e y sdo chamadas, respectivamente, de abcissa (ou abscissa) e
ordenada de P e escreve-se P = (x, y) ou P(x, y). A primeira é a coordenada do
pé da perpendicular baixada de P sobre o eixo OX; a segunda é a coordenada do
pé da perpendicular baixada de P sobre o eixo OY. Diz-se, entdo, que (x, y) é o
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Y,
P=(x,y)
L '
1 |
0 ] X X

Figura 14: Coordenadas retangulares.

par de coordenadas do ponto P relativamente ao sistema de eixos ortogonais OXY. A
correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de niimeros reais se chama
sistema de coordenadas retangular ou sistema de coordenadas cartesiano®® e, por conseguinte,
as coordenadas x, y sdo chamadas de coordenadas retangulares ou coordenadas cartesianas.
Cada uma das quatro regides em que o plano fica dividido pelos eixos OX e OY
chama-se um quadrante e é caracterizado pelos sinais das coordenadas de seus pontos:
primeiro quadrante (x > 0 e y > 0); segundo quadrante (x < 0 e y > 0); terceiro
quadrante (x < 0 e y < 0); e quarto quadrante (x > 0 e y < 0).

O que torna legitima essa correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados
de ntimeros reais, ou seja, elementos de R? =R x R, é a existéncia de uma bijecdo
entre I e IR?, isto é, existe uma funcio fiIl— R?, P — (x, Y), que é bijetiva (para
a definicdo de fungdo bijetiva, veja a Se¢do 1.6.3; para uma demonstragdo dessa
afirmagdo, veja Apéndice B).

Y,

I'(f)

f(®)

X

O

Figura 15: Gréfico de uma funcdo f : X C R — R.

Devido a existéncia dessa bijegdo, costuma-se dizer que IR? ¢ o modelo aritmético-
algébrico do plano enquanto IT é o modelo geométrico de R2. Assim, dada, por
exemplo, uma curva definida por alguma propriedade geométrica, pode-se procu-
rar uma maneira de representar essa curva analiticamente exprimindo-se uma das
coordenadas em funcdo da outra, por exemplo, y em funcdo de x: vy = f(x) (neste
caso, estamos olhando para IR? como modelo para IT). Reciprocamente, se ao invés

Devido a René Descartes (1596-1650), que, em 1637, desenvolveu as ideias para esse sistema na sua
obra Discours de la méthode.
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de partirmos de uma curva definida geometricamente, considerarmos uma fungao
f: X CR =R, comy = f(x), podemos representar graficamente a dependéncia de
y em relagdo a x no sistema de coordenadas OXY (Figura 15): para cada abcissa x,
basta determinarmos a ordenada correspondente a y = f(x); o gréfico de f, I'(f), é o
conjunto de pontos (x, f(x)) assim obtidos (neste caso, estamos olhando para IT como
modelo para R?).

A ideia é tirar vantagem desse caminho de mao dupla que existe entre a Aritmética
ea Algebra de um lado e a Geometria de outro, a fim de obtermos um melhor
entendimento das fungdes reais que iremos estudar. Desse ponto de vista, olharemos
para R? como um plano, chamaremos seus elementos (x, i) de pontos, e usaremos
essa linguagem e os resultados da Geometria para nos ajudar nessa tarefa.

Nesse sentido, a primeira questdo que se coloca é: se P; = (x1, y1) e P> = (x2, y2),
como a distancia entre P; e P, d(P;, P»), pode ser expressa em termos das coordenadas
desses pontos?

Y 4

Figura 16: Distancia entre dois pontos no plano.

A resposta é dada pelo Teorema de Pitdgoras. Seja P3 = (x2, 1) um ponto auxiliar
(Figura 16). Como P; e P; tém mesma ordenada, o segmento P; P; é paralelo ao eixo
OX; analogamente, P, P; é paralelo a OY. Logo, P; P,P; é um triangulo retangulo cujos
catetos sdo P; P3 e P,P; e medem respectivamente |x; — x2| e |y1 — y2| (veja Segdo C.1).
Portanto:

d(P1, Po)* = (x1 — x2)* + (1 — v2)?, (1.5.1)

ou seja,

d(Py, P,) = \/(x1 —x2)% + (y1 — )% (1.5.2)

Exemplo 51. Sejam Q = (u, v) um ponto dado do plano e r > 0 um ntamero real
positivo. Uma circunferéncia C de centro Q e raio r (Figura 17) é, por definigdo, o
conjunto de pontos P = (x, y) tais que d(P, Q) = r, ou seja, pela equacdo (1.5.2),

C={(x,y) € R* (x —uy*+(y —v)* =1*},

(x—ul+@y—ovP=r (1.5.3)

é chamada a equagdo da circunferéncia C.
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Um disco®” D de centro Q e raio r (Figura 17), por sua vez, é o conjunto de pontos
P = (x, y) tais que d(P, Q) < r, ou seja,

D={(x,y) €R%; (x—uf +(y —0)* <r’}. o
Y,
P=(x,y)
0 S,
O u "y

Figura 17: Circunferéncia e disco correspondente.

Nos cursos mais elementares, a construgdo do grafico de fungdes f : X C R — R no
plano munido do sistema de coordenadas OXY é feita por meio da marcagdo de uma
rede suficientemente densa de pontos P; = (x;, y;),em que y; = f(x;) i=0,1, 2, ...),
e pela unido desses pontos por uma linha cuja aspecto deve considerar a posi¢ao
dos pontos intermedidrios. Na verdade, esse é o procedimento utilizado pelos
computadores, porém com a capacidade de obter uma rede com milhares de pontos
numa fragdo do tempo que um ser humano costuma levar para obter apenas um.
O estudande com senso critico mais agugado notard que este método é precario e
incompleto, afinal, por maior que seja o valor de i acima, ele ainda seré finito, e
portanto o serd o niimero de pontos P;. Que garantias teremos de que, ao ligé-los,
a linha que os conecta ndo deveria se comportar de maneira diferente da qual a
tracamos? As técnicas de que dispomos ndo sdo suficientes para responder essa
pergunta. E necessario recorrer ao Célculo Diferencial para se aprender técnicas mais
sofisticadas e eficientes para esbogar o graficos de certas fungdes.

Representagdo paramétrica

Como ja discutimos anteriormente (logo apds a Definicdo 49), paraque I' C X x Y
seja o grafico de uma fungdo f : X — Y, é necessdrio e suficiente que, para cada
x € X, exista um tnico ponto (x, y) € I. No caso em que X,Y C R e podemos
representar a fun¢gdo num plano munido de um sistema de coordenadas OXY, isso
significa que toda paralela ao eixo OY tracada por um ponto de X deve cortar I' num
tnico ponto (veja Figura 18).

Dada uma curva definida por alguma propriedade geométrica, pode ocorrer, como
no caso da Figura 18b, que esta curva ndo represente o grafico de uma fungdo, pelo

Como bem observa o autor de [15], a palavra circulo é ambigua, pois ora significa a circunferéncia, ora o
disco que tem essa circunferéncia como fronteira. O mesmo ocorre com as palavras poligono, elipse,
triangulo, quadrado, e assim por diante. Sempre que utilizadas, deve-se explicar o seu sentido, a fim de
se evitar mal-entendidos.



1.5 GRAFICOS DE FUNGOES

Y, Y,
Y2p-mmmmmms
f(x)
Yit--- ;
o X 0 X X
(a) Gréfico de uma funcao. (b) Néo é o grafico de uma funcdo.

Figura 18: A esquerda, exemplo do gréfico de uma fungio f : X C R — R. A direita,
uma curva que ndo pode ser o grafico de uma fungédo, pois uma paralela
ao eixo OY a intersecta mais de uma vez.

menos ndo de uma coordenada em relagdo a outra, digamos y em relagdo a x. O
exemplo mais simples e comum é o da circunferéncia de raio r centrada na origem
do sistema de coordenadas (Figura 19).

Y

Olrsent

Figura 19: Circunferéncia de centro na origem e raio r.

Sua equagdo (dada pela equagédo (1.5.3) quando Q = (1, v) = (0, 0) = O),
2ayt=r?
apds uma pequena manipulagdo nos fornece y:

YoV e ye— A2

Se considerarmos y1 : [—7, 1] = R, y1(x) = vVr2—x2, e ya : [-1, 1] = R, ya(x) =
—V/1? — x?, a circunferéncia toda sera descrita analiticamente por duas fungoes.
Portanto, essa curva ndo nos fornece uma fungao de forma tnica.

Existem, no entanto, outros métodos analiticos de representagdo para lidar com esse
tipo de problema. O mais geral e ttil deles (sobretudo no caso de curvas fechadas)
é o da representagio paramétrica. Nessa representagdo, ao invés de considerar uma
coordenada como fungdo da outra, o que se faz é pensar em ambas x e y como funcao
de uma terceira variavel independente t chamada parimetro. Isso motiva a proxima
definicao.
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Definicio 52. Seja T uma curva plana. Dizemos que uma aplicagio v : T C R — R?,
y(t) = (x(t), y(t)) é uma parametrizacdo de I se a sua imagem Im(y) = y(T) coincide com

T,ie., se
I = Im(y) = {(x(t), y(t)) € R* t € T}. O

A imagem Im(7y) = y(T) chama-se trago de y. O dominio T C R de <y geralmente é
um intervalo ou uma reunido finita de intervalos.

Em muitos casos, o pardmetro t recebe uma interpretacado fisica imediata: a de
tempo. Com isso, as coordenadas x e y se tornam fungdes do tempo e, portanto,
o movimento de qualquer ponto no plano pode ser expresso matematicamente:
y(t) = (x(t), y(t)) é a posicdo do ponto no instante t e y(T) é o seu caminho ou
trajetoria.

Exemplo 53 (Parametrizacao da circunferéncia de centro na origem). Voltanto a cir-
cunferéncia da Figura 19, como ficaria sua parametrizacdo? Como sugerido na figura,
se t é a medida, em radianos, do angulo entre o eixo OX e o segmento OP, em que
P = (x(t), y(t)), tomada no sentido anti-horéario, entdo:

x(t) =rcost e y(t)=rsent,

sendo t € T = [0, 27t[, é uma parametrizacdo da circunferéncia. Na nossa interpre-
tacdo fisica: o ponto de coordenadas x, y descreve completamente a circunferéncia
conforme o tempo t varia de 0 a 271 (em qualquer unidade de tempo); note que nao
haveria problema algum em f ser maior do que 27t (a rigor, a funcdo seria outra,
pois o dominio seria diferente, mas ainda assim a curva seria a mesma e poderiamos
interpretar que o ponto P continua sua trajetéria circular). Assim, a parametrizacao
nos permitiu descrever, de uma tnica vez (i.e., com uma tnica funcéo 7 : T — R?), a
curva (nesse caso particular, a circunferéncia) que antes era descrita por duas fun¢des
quando pensdvamos numa coordenada como fung¢do da outra. <o

Exemplo 54 (Parametrizaciao da elipse de centro na origem). Outro caso particular-
mente bem conhecido de parametrizagdo é o da elipse centrada na origem do
sistema de coordenadas. Da Geometria Analitica, sabemos que sua equagdo é
x2/a* +y?/b* = 1; uma possivel representagdo paramétrica é da forma:

x(t)=acost e y(t)=Dbsent,

t € [0, 27t[. (Por qué?) Geometricamente, o pardmetro f é interpretado como a medida
(tomada no sentido anti-horério) do angulo formado pelo eixo OX e o segmento OF’,
em que P é ponto logo acima ou abaixo de P na circunferéncia circunscrita a elipse;
nesse caso, t recebe o nome de angulo excéntrico (Figura 20). o

Uma das grandes vantagens da parametrizagdo é permitir representarmos grafica-
mente e estudarmos por meio da linguagem das fungdes curvas mais sofisticadas (e
razoavelmente complicadas), como, por exemplo, a dada pelas seguintes equagdes:

x(t) =t+2sen2t, y(t)=t+2cosbt,
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Figura 20: Interpretacdo geométrica da parametrizacdo da elipse.

Y

x(t) =t +2sen?2t
y(t) =t +2cosb5t

N\

\/o\/'x

\

Figura 21: Parametrizagdo de uma curva um pouco mais sofisticada.

cujo tragado tem o aspecto ilustrado na Figura 21. Note que cada uma das coordena-
das, x = x(t) e y = y(t), ¢ uma fung¢do do parametro t, mas a curva y(t) = (x(t), y(t))
nao é o gréafico de uma funcgao.

Para o que segue, considere T, X, Y C R.

Em geral, para representar uma curva parametricamente, procura-se por fungdes
do parametrot,¢: T — X e ¢ : T — Y, uma para cada coordenada®®:

x=¢(t) =x(t), y=p) =y

Ambas devem ser determinadas de tal modo que a totalidade de pares (x(t), y(t))
obtidos quando t varia em T esteja na curva e nenhum deles esteja fora.

Se uma curva é dada por uma funcdo f : X — Y, y = f(x), podemos obter a sua
representagdo paramétrica escolhendo qualquer funcado estritamente monétona® e
sobrejetiva® ¢ : T — X, x = ¢(t); dessa forma, ¢ : T — Y, y = P(t) = f(P(t)), ie., p éa
composta3® de f com ¢. Note, portanto, que hé bastante liberdade na representacdo

28 As letras gregas ¢ e 1 leem-se “fi” e “psi”, respectivamente.
29 Veja conceito na Segdo 1.14.
30 Veja conceito na Segao 1.7.
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paramétrica, devido a liberdade de escolha da fun¢do ¢. Podemos escolher, por
exemplo, ¢ = idx, a func¢ao identidade: basta fazer x = t; assim podemos pensar
na representacdo inicial y = f(x) como sendo uma representagdo paramétrica com
parametro t = x. Uma vantagem dessa liberdade de escolha de ¢ é seu uso para
propositos de simplificagdo, como ilustra o proximo exemplo.

Exemplo 55. Seja f : R — R, f(x) = Vx2. Podemos escolher ¢ : R — R, ¢(t) = 3,
assim ¢ : R — R, ¢(t) = f(¢(t)) = t* e, portanto, x = £, y = t* descrevem toda a curva

(parabola de Neile3' — Figura 22) conforme t varia de —oo a co. <&
Y,
_ Y2 x=t
y= X y tz
0 X

Figura 22: Parabola de Neile (pardbola semictbica).

Reciprocamente, dada uma curva representada parametricamente por ¢ : T — X,
x=¢t),eyp: T =Y,y =1(t), se desejamos obter sua representacdo na forma
ndo paramétrica, por meio da funcdo f : X — Y, y = f(x), basta eliminarmos t das
equagdes x = ¢(t), y = P(t). Nos casos particulares da circunferéncia e da elipse
(Exemplos 53 e 54), isso pode ser feito de uma sé vez elevando ao quadrado e
utilizando a relagdo sen?¢ +cos’¢ = 1. Mas, em geral, devemos encontrar uma
expressdo para t a partir da equagao x = ¢(t) por meio da fungio inversa7 t = ¢~ !(x)
e substituir em y = 1(t) a fim de obtermos a representagdo y = P(¢1(x)) = f(x). Neste
processo, devemos nos restringir a por¢do da curva que € intersectada apenas uma
vez pela paralela ao eixo OY, pois, com essa restricdo, ¢ é sobrejetiva e injetiva, logo
é bijetiva e, portanto, invertivel (veja Teorema 85).

Coordenadas polares

Naturalmente, o uso de um par de eixos ortogonais ndo é a tinica maneira de
se estabelecer uma correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de
nameros reais. Poderiamos utilizar qualquer par de eixos concorrentes (como o da
Figura 23) e um processo similar ao descrito no inicio da Secdo 1.5.2 para obter uma
correspondéncia f : IT — RR? (veja no Apéndice D como, curiosamente, um mesmo
ponto pode ter duas representacdes num sistema de eixos nao ortogonais dependendo
da escolha de f).

Em honra a William Neile (1637-1670), cujo sobrenome aparece por vezes como Neil, matematico inglés,
um dos doze cofundadores da Royal Society, que aos dezenove anos obteve a retificacéo (i.e., calculou o
comprimento de um arco qualquer) dessa curva, também chamada parabola semictbica.
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O

Figura 23: Sistema de eixos nao ortogonais.

Outra alternativa seria dispensar um dos eixos. No sistema de coordenadas polares,
utiliza-se apenas OX. A correspondéncia f : R? — I se faz da seguinte maneira:
dado um par ordenado de nimeros reais (p, 6)3*, obtém-se o ponto correspondente
P do plano a partir da interse¢do da circunferéncia de centro O e raio |p| com a
semirreta de origem O que faz, com o semieixo positivo (resp. negativo) OX, se p > 0
(resp. p < 0), um angulo de 0 radianos medido a partir do semieixo positivo (resp.
negativo) no sentido anti-horario, se 8 > 0; no sentido horério, se § < 0. Se p =0,
entdo P = O, qualquer que seja 6 € R. O ponto O chama-se polo ou origem.

Y,

Figura 24: Coordenadas polares.

As coordenadas polares p, 6 estdo conectadas com as coordenadas cartesianas x, y de
um ponto P por meio das equagdes:

x=pcosh, y=psenf, p>=x’>+y>, tgh=y/x, (1.5.4)

cuja interpretagdo geométrica fica clara na Figura 24.

A transformacgdo do sistema de coordenadas polares para o sistema de coordenadas
cartesianas ¢ um exemplo de uma funcio f : R? — RR?, f(p, 0) = (x, y), cuja lei de
correspondéncia é dada pelas duas primeiras das equacgdes (1.5.4). Cada uma das
coordenadas x, y, por sua vez, é uma fungdo de R2 em R:

x=x(p, 0) =pcost, y=y(p, 0)=psend.

N

32 Essas letras gregas leem-se “rd” e “teta”, respectivamente.
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A vantagem de se utilizar o sistema de coordenadas polares é obter uma descri¢ao
mais simples de certas curvas. Considere, por exemplo, a lemniscata®3. Geometrica-
mente, essa curva é o lugar geométrico dos pontos P para os quais o produto das
distancia r; e r, em relagdo aos pontos F; = (4, 0) e F, = (—a, 0), respectivamente, é
igual a constante a2 (Figura 25).

Figura 25: Lemniscata.
Como, pela equacgdo (1.5.1),
=@ —a+y?, 3= (x+a)?+1?
um simples calculo nos fornece a equagdo da lemniscata em coordenadas cartesianas:
(x* + yz)2 —2a%(x* — yz) =0.
Introduzindo coordenadas polares (duas primeiras das equagdes (1.5.4)), obtemos:
p* — 2a%0%*(cos? 6 — sen?0) = 0;

agora, dividindo por p? e utilizando a férmula trigonométrica cos? 0 — sen 260 = cos 20,
a equacao acima fica:
pz = 2a% cos 26,

que é mais simples do que em coordenadas cartesianas. Note que sdo fungdes
P+, p—: [—m/4, /4] = R:

p+(0) =av2cos20, p_(0)=—av2cos20,

que correspondem respectivamente ao lado direito e ao lado esquerdo da lemniscata.

Uma desvantagem do uso desse sistema reside no fato de que a correspondéncia
entre as coordenadas polares e os pontos do plano nado é biunivoca (veja esse conceito
na Sec¢do 1.6.3), jd que todos os pares da forma (p, 6 + 2km), k € Z, sdo associados ao
mesmo ponto do plano; em particular, todos os pares (0, 6), 6 € R, estdo associados
ao polo.

33 Em 1694, Jacob (Jacques) Bernoulli (1654—1705) publicou um artigo em Acta Eruditorum (uma revista
cientifica mensal alema publicada entre 1682 e 1782) no qual descrevera uma curva com a forma de um
“8”, ou um né, ou o arco de uma fita, que ele chamou pela palavra latina lemniscus (“fita pingente”).
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E importante o estudante ter em mente que os sistemas de coordenadas acima
ndo esgotam todas as possibilidades. Eles sdo apenas os mais comuns. Outros
podem ser construidos e utilizados conforme a conveniéncia. Basta encontrar fung¢des
f: X C R? — II sobrejetivas (para esse conceito, veja a Segdo 1.6.2), ou seja, basta
econtrar uma maneira de mapear pares ordenados de ntmeros reais em pontos do
plano.

Consideragdes gerais sobre o espago numérico R

Embora o foco deste texto esteja sobre as fungdes (elementares) reais de uma variavel
real e sua representagdo no plano numérico R?, uma palavra sobre fungdes reais
de vdrias varidveis reais, em particular, de duas varidveis reais e sua representacao
no espaco numérico R3, vale a pena visando estudos um pouco mais avancados
futuramente.

Em quase todas as relagdes que aparecem na natureza, de fato, as fungdes em
questdo ndo dependem de uma tnica varidvel independente; ao contrdrio, a varidvel

dependente geralmente é determinada por duas, trés, ou mais varidveis independentes.

Por exemplo, a lei da gravitagdo universal, de Newton34, afirma que dois corpos, um
de massa m e o outro de massa m’, situados a uma distancia 4 um do outro, se atraem
segundo uma forca cuja intensidade F é proporcional a essas massas e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre eles, i.e.:

mm’

az’

em que ¢ é uma constante que depende do sistema de unidades utilizado. Ou seja, F
¢ uma fungao de trés variaveis independentes: F : R? — R.

Tanto do ponto de vista da matemadtica pura quanto aplicada, o estudo das fung¢des
de varias varidveis independentes é sem duvida indispensavel. Uma boa noticia é
que podemos tirar vantagem do que ja aprendemos e vamos aprender sobre fungdes
de apenas uma varidvel independente, de modo que em muitos casos basta uma
simples extensdo dos argumentos. Ademais, geralmente basta considerar apenas
duas varidveis independentes x e y, uma vez que sua extensdo para trés ou mais
varidveis essencialmente ndo requer novidades. Assim, podemos nos deter a apenas
duas varidvies independentes a fim de simplificar a notagdo e as afirmacdes.

Considere equagoes da forma

F=Fm,m', d)=c

Z=X+Y, z=2XxY, z:log(l—xz—yz), comyx, y, z € R.

As duas primeiras associam um dnico valor z € R a pares (x, y) € R?; a tltima
associa um tnico z € R a pares (x, y) € R? tais que x? +y?> < 1. Sdo, portanto,
exemplos de leis de formagao de funcies f : R — R, R C R?, f(x, y) = z.

Nesses casos, dizemos que x e y sdo as varidveis independentes e que z é a varidvel
dependente. Representamos o par de valores (x, y) por um ponto no plano numérico

Isaac Newton (1643-1727) foi o maior matemaético inglés de sua geracdo. Ele langou as bases para o
célculo diferencial e integral. Seu trabalho em 6ptica e gravitagdo fazem dele um dos maiores cientistas
que o mundo ja conheceu.
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R? e chamamos esse par de argumento da fungdo. O conjunto R é o dominio ou campo
de definicdo da fungao.

Como ja discutido anteriormente, a relagdo funcional entre as varidveis pode
ser estabelecida por meio de uma equagdo como as acima, uma descrigdo verbal,
como “z é a drea de um retangulo cujos lados medem x e y”, um algoritmo ou por
observagoes fisicas, como no caso da declinacdo magnética, que depende da latitude
e da longitude (fixado o tempo). O essencial é que exista uma correspondéncia, como
a da Defini¢do 1 ou, mais precisamente, da Defini¢do 46, em que x nessas defini¢oes
pode ser interpretado como o ponto (x, ¥) no contexto desta secdo. A extensdo para
mais varidveis é natural: f : R — Z é uma funcado de trés varidveis independentes
se para todo terno (x, y, z) € R C R existe apenas um u € Z tal que f(x, y, z) = u;
analogamente para n varidveis independentes x1, x2, ..., X.

Além do préprio R?, alguns dos exemplos mais simples e comuns de dominios de
fungdes de duas variaveis reais sdo:

1. a regido retangular (Figura 26a), definida por desigualdades da forma:
a<x<b c<y<d,

na qual cada varidvel independente esta restrita a um intervalo e o argumento
(x, y) varia num retangulo;

2. e a regido circular (Figura 26b), definida por uma desigualdade do tipo:
(x =)’ +(y =B <7,

na qual o argumento (x, y) varia no disco de centro («x, ) e raio r.

Y, Y,
db--—-
R Bl
€ | ‘
o] a b X o w X
(a) Uma regido retangular. (b) Uma regido circular.
Figura 26

Analogamente, no caso de trés varidveis independentes x, y e z, terfamos regides
retangulares
a<x<b c<y<d e<z<f

e regides esféricas
2 2 2 .2
(x—a)"+(y =By +(z—7)° <1
Quando lidamos com mais de trés variaveis independentes, a intuicdo geométrica
falha, mas é conveniente utilizar a mesma terminologia. Assim, para fun¢des de n
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varidveis independentes x1, x2, ..., x,, chamamos de regides retangular e esférica
respectivamente as regioes

ap <x1<b;, m<xp<h ..., 4, <x,<by

(x1 — @)? + (X2 — a2)? + -+ (xy — a)? < 7

Alguns exemplos simples de fungdes reais de duas varidveis reais ¢ : R> — R sdo
os polindmios. O polindmio geral do primeiro grau tem a forma

o(x, y) =ax+by+c,
em que 4, b e ¢ sdo constantes. O polindmio geral do segundo grau tem o aspecto
P(x, y) = ax® + bxy +cy* +dx +ey + f,

em que 4, b, c,d, e e f sdo constantes. Em Geometria Analitica, vocé verd que
essas sdo, respectivamente, a equagdo geral de um plano no espago e a equagdo de
uma classe de superficies que recebem a denominagao de quddricas. Em geral, um
polindmio de grau qualquer consiste na soma de termos da forma a,,,x™y", em que
0S A, Sa0 constantes.

Outros exemplos sdo as fungdes racionais, que consistem no quociente de polindmios;
a esta classe pertencem as fungoes racionais lineares, ¢ : R — R, que tém a forma:

_ax+by+c
PO = G exr

emqued, b, c d e fe€Recujodominio R consiste no conjunto de pontos de R2
que ndo anulam o denominador dessa expressao.

Por meio da extragdo de raizes podemos passar das fungdes racionais para as
fungoes algébricas3>, por exemplo,

ax+by+c
dx+ex+f’

P(x, y) =

E recorrendo as bem conhecidas fun¢des de uma varidvel, podemos construir
fun¢des mais complicadas de varias varidveis, por exemplo:

9(x, ) = log (sen (xy) + 1).

Apenas por curiosidade, uma fungdo f : R" = R, y = f(x1, x2, ..., x,) é dita uma fungio algébrica
das varidveis independentes x1, x, ..., X, se y pode ser definida implicitamente por uma equagao
F(xq, x2, ..., xn, y) =0, em que F é um polindmio em x1, X2, ..., Xy, Y, i.e,, se y satisfaz uma “equagdo
algébrica”. Fungdes que ndo safisfazem uma equacdo algébrica sdo chamadas transcendentes. A palavra
“transcendente” ndo significa nada particularmente profundo ou misterioso; significa apenas que um
objeto matematico (um ntmero, uma funcao etc.) ndo pode ser obtido por meio de operagdes algébricas
elementares, “quod algebrae vires transcendit” (“o que transcende o poder da élgebra”), como colocado
por Leibniz.
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Assim como podemos representar as fungdes reais de uma varidvel real por meio
de pontos no plano, que podem ou ndo formar curvas, também podemos representar
as fungoes reais de duas varidveis reais por pontos no espago, que por sua vez podem
ou ndo formar superficies ou curvas. Para a construgao tridimensional, consideramos
um sistema de coordenadas retangular no espago, com coordenadas x, y, z (chamadas,
respectivamente, de abscissa, ordenada e cota) e, para cada ponto (x, y) do dominio R
da fun¢do marcamos o ponto P = (x, y, z) cuja terceira coordenada é z = f(x, y). Para
detalhes sobre a construgdo da correspondéncia (biunivoca) entre pontos do espago e
ternos ordenados de ntimeros reais, veja o Apéndice B.

Para certas fungdes reais de duas varidveis reais, quando (x, y) “se move” em
R, o ponto P descreve uma superficie no espago; reciprocamente, na Geometria
Analitica, as superficies sdo descritas por fun¢des desse tipo. Ha assim uma relagdo
de reciprocidade entre certas superficies no espago e essas fungdes.

Por exemplo, a funcdo ¢ : {(x, y) € R% x>+ <1} - R,

Plx, y) =/1—x2 =12

corresponde a um hemisfério sobre o plano OXY de raio unitario e centro na origem;
a fungdo linear f : R? — R, f(x, y) = ax + by + ¢, tem por grafico um plano que
intersecta o eixo OZ no ponto de coordenada c; a fungdo g : R*> — R, g(x, y) = x> + 12,
corresponde ao chamado paraboléide de revolugio, que pode ser obtido por meio da
rotacdo da parébola z = x> em torno do eixo z (Figura 27a); a fungdo h : R? — R,
h(x, y) = x> — y?, corresponde ao chamado paraboldide hiperbélico, também conhecido
como sela de cavalo devido ao seu aspecto (Figura 27b).

() z = glx, y) = ¥* +y* (b) z = h(x, y) = x* — y*.

Figura 27: Paraboléide de revolugdo (esquerda) e hiperbdlico (direita).

No entanto, esse tipo de representagdo aplica-se a fun¢des de no méximo duas
varidveis, pois mais varidveis implicaria representar objetos em quatro ou mais
dimensdes e, por razdes evolutivas, o cérebro humano nao consegue fazé-lo. Além
disso, fazer esbogos e construgdes geométricas no plano é mais simples do que no
espaco. Desse ponto de vista, é preferivel adotar uma representagdo geométrica
alternativa das fung¢des de duas varidveis, que consiste nas linhas de nivel3®.

36 A palavra “nivel” provém dos mapas de relevo, nos quais a fun¢dao em estudo mede a altitude em

relagdo ao nivel do mar, que é considerado o nivel zero.
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Uma linha de nivel ¢ de uma fungédo f consiste do conjunto de todos os pontos do
plano numérico R? tais que f(x, y) = ¢, em que ¢ é uma constante. Podemos dizer
isso um pouco mais formalmente como na seguinte definigdo.

Definigao 56. Seja uma funcio f : D C R* — R. Dizemos que o conjunto

FHO) ={(xy) €D flx,y)=c}

é a linha de nivel ¢ da funcio f, em que c € R. O

Do ponto de vista geométrico, a linha de nivel ¢ de uma funcdo real de duas
varidveis reais também pode ser obtida a partir da intersec¢do do gréfico dessa funcado
com o plano z = ¢, paralelo ao plano-XY, seguida da projecdo ortogonal dessa curva
no plano-XY.

A representacdo grafica das fungdes reais de duas varidveis reais por esse método
se obtém tracando sucessivas linhas de nivel no plano numérico R? para diferen-
tes constantes ¢, ¢y, ..., que representam diferentes alturas do gréfico da fungdo.
Geralmente, adota-se uma progressdo aritmética para esses valores: c; = ik, onde
i=1,2,...ekéuma constante. Cada linha de nivel representa os pontos do grafico
da fungdo que estdo a mesma “altura”; por esse motivo, o espacamento entre as linhas
sucessivas nos conta algo sobre a declividade da superficie: linhas préximas indicam
uma superficie ingreme; linhas mais afastadas sugerem maior suavidade.

Alguns exemplos devem tornar as coisas mais claras. A fungio linear f : R? — R,
f(x, y) = ax + by + ¢, é representada no plano numérico R? por uma familia de retas
ax+by+c=k k € R;afuncio g: R*> = R, g(x, y) = x> +y? (paraboldide de revolugdo
— Figura 27a), por uma familia de circulos concéntricos, de centro na origem e raio r:
x?+y* =%, r € R (Figura 28a); a funcdo h : R> = R, h(x, y) = x* — y? (paraboléide
de hiperbélico — Figura 27b), que possui um ponto de sela na origem, por uma familia

de hipérboles x> — y? = k?, k € R (Figura 28b).
Y,
N_ y
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(a) Linhas de nivel de z = x% + yz. (b) Linhas de nivel de z = x2 — yz.

Figura 28: Exemplos de linhas de nivel.

Esse tipo de representagdo tem ainda a vantagem de poder ser extendido para
fungoes reais de trés varidveis reais f : R} - R, f(x, y, z) = u; seguindo a mesma
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terminologia, ao invés de linhas, passamos a ter superficies de nivel c: f(x, y, z) = c, em
que ¢ é uma constante. Por exemplo, as superficies de nivel da fungéo f : R® — R,
f(x,y, z) = x* +y? + 2%, sdo superficies esféricas concéntricas, de centro na origem e
raio r: x2 +y? + 2% =12,

1.6 FUNCOES INJETIVAS, SOBREJETIVAS E BIJETIVAS

Ha algumas palavras ligadas ao conceito de fungdo cuja familiaridade é indispensa-
vel para o prosseguimento dos nossos estudos. Vamos apresenta-las nas trés préximas
definicoes.

1.6.1 Fungdes injetivas

Defini¢do 57. Dizemos que uma fungio f : X — Y é injetiva (ou biunivoca, ou uma
correspondéncia um-a-um, ou simplesmente um-a-um) quando elementos diferentes em X
sdo transformados em elementos diferentes em Y, ou seja,

x1, X2 € X, x1 #x2 = f(x1) # f(x2) 0

Para ilustrar o conceito dessa defini¢do, considere o modelo do diagrama de setas
descrito na Segdo 1.5.1. Por exemplo, as fung¢des esquematizadas nas Figuras 13 e 29b
ndo sdo injetivas, pois em ambos os casos hd elementos no contradominio Y para os
quais mais de uma flecha aponta, indicando que h4, em cada um dos dois casos, mais
de um elemento no dominio X cuja imagem é o mesmo elemento de Y. Ja a Figura 29a
ilustra uma funcao injetiva, pois para cada elemento do contradominio estd apontada
no maximo uma flecha, indicando que elementos diferentes do dominio possuem
diferentes imagens. Nessa figura, fica claro o porqué da nomenclatura um-a-um.

(a) Diagrama de uma fungdo injetiva. (b) Diagrama de uma fungéo néao injetiva.

Figura 29: Fungdes injetiva e ndo injetiva num diagrama de setas.

Exemplo 58. Exemplos simples de fungdes injetivas sdo as fungdes inclusao e identi-
dade: respectivamente itens (a) e (b) do Exemplo 3. <o

No caso de fungdes reais de uma varidvel real, se vocé dispusesse apenas do grafico
delas no plano numérico, como vocé poderia dizer se se trata de uma fungao injetiva
ou ndo? A resposta é simples: a fungdo nédo serd injetiva se existir uma reta paralela ao
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eixo OX que intersecte o grafico em mais de um ponto. Como exercicio, aponte todas
as figuras vistas até aqui que representam os graficos de fungdes reais de uma variavel
real ndo injetivas?’. Pense sobre o analogo para fungdes reais de duas variadveis reais
e note que os graficos da Figura 27 representam fun¢des nao injetivas. Apenas tome
cuidado para ndo confundir essa maneira intuitiva de visualizar fun¢des injetivas
com uma demonstragado! Para demonstrar se uma fugao é injetiva ou mostrar que ela
ndo é, é preciso raciocinar logicamente. Veja adiante.

Ha outras formas equivalentes de se enunciar a Defini¢do 57; por exemplo, dizemos
que uma funcdo f : X — Y é injetiva quando,

1. para todo y € f(X), existe um tnico x € X tal que f(x) =y; ou

2. para dois elementos quaisquer x; e x, do dominio de f, f(x1) = f(x2) implica
X1 = Xa.

Este dltimo enunciado é a forma contrapositiva’® do enunciado da Definicio 57.

Dependendo da situagdo, um desses enunciados pode ser mais conveniente do que o
outro.

Quando se deseja mostrar que uma fungdo nao é injetiva, e para tanto basta exibir
um exemplo, é preferivel utilizar a forma do enunciado da Defini¢do 57. Para ilustrar
0 que acaba de ser dito, considere a fun¢do do Exemplo 16. A fim de mostrar que
ela ndo é injetiva, basta exibirmos duas figuras planas distintas ¢; e ¢, tais que
A(p1) = A(g2); por exemplo, considere ¢; um quadrado de lado unitario e ¢, um
retangulo de lados meio e dois; dessa forma A(¢1) = A(¢2) = 1 e portanto A néo é
injetiva.

Por outro lado, quando desejamos demonstrar que certa fungdo é injetiva, convém
utilizar a forma contrapositiva, pois, do ponto de vista operacional, ela nos permite
manipular uma equagdo, enquanto o enunciado original (da Defini¢do 57) ndo. Para
exemplificar isso, considere agora a fun¢do do Exemplo 17. Se M; e M, sdo duas
matrizes arbitrdrias de M,(RR), precisamos apenas mostrar que T(M;) = T(My)
implica M; = My, o que é muito simples, pois basta recordar a definicao de igualdade
de matrizes: duas matrizes sdo iguais quando seus elementos correspondentes sdo
iguais; supor que as transpostas sdo iguais (T(M;) = T(M3)) implica justamente na
igualdade dos elementos correspondentes das duas matrizes e, portanto, na iguadade
delas.

1.6.2 Fungoes sobrejetivas

Defini¢ao 59. Dizemos que uma fungio f : X — Y é sobrejetiva (ou sobre Y) quando
f(X) =Y, ou seja, quando, para todo y € Y, existe (pelo menos) um x € X tal que y = f(x).0

Em outras palavras, f é sobrejetiva quando todo elemento do contradominio é
imagem de (pelo menos) um elemento do dominio.

Resposta: Figuras 2, 6, 8, 9, 15, 18a, 22.

Dada uma implicagdo p = ¢, chama-se sua contrapositiva a implicagdo g4’ = p’, em que p’ e ¢’ sdo as
negagdes de p e g respectivamente. Ambas, p = g e q' = p’, sdo logicamente equivalentes, ou seja, sdo
duas maneiras diferentes de se dizer a mesma coisa.
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Vamos utilizar novamente um diagrama de setas para ilustrar esse conceito e
comparar uma fungdo sobrejetiva com uma fungdo nao sobrejetiva (Figura 30).

(a) Diagrama de uma fungéo sobrejetiva.  (b) Diagrama de uma fungdo néo sobrejetiva.

Figura 30: Fungdes sobrejetiva e ndo sobrejetiva num diagrama de setas.

Dada uma funcgédo f : X — Y, para saber se um certo elemento b € Y pertence ou
ndo a imagem f(X), escrevemos a “equagdo” f(x) = b e procuramos encontrar algum
x € X que a satisfaca; desse modo, para mostrar que f é sobrejetiva, deve-se provar
que a equagdo f(x) = y possui solugdo para todoy € Y.

Exemplo 60. Exemplos simples de fung¢des sobrejetivas sdo as projegdes de um pro-
duto cartesiano num dos fatores, item (d) do Exemplo 3. As fungdes dos Exemplos 17
e 19 também sdo sobrejetivas, enquanto as dos Exemplos 16 e 18 ndo. (Verifique!) ¢

No caso particular das fungdes reais de uma varidvel real, se dispuséssemos
novamente apenas do grafico delas no plano numérico, como identificar uma fungdo
sobrejetiva (ou nao sobrejetiva)? Basta que toda reta paralela ao eixo OX por um ponto
do contradominio intersecte (pelo menos) um ponto do gréfico da fungdo. Como
exercicio, observe todos os graficos desse tipo de funcdo vistos até aqui e, sempre
que possivel, diga se se trata de uma fungao sobrejetiva ou ndo. Como um desenho
é sempre limitado, ndo é possivel saber o que ocorre em pontos do contadominio
que ndo estdo representados na imagem. Essa é apenas uma maneira de o estudante
munir-se de alguns exemplos e contraexemplos e alimentar sua intuigdo (sempre
sujeita a faldcias) antes de realmente escrever uma demonstracdo (seu antidoto as
faldcias). Jamais considere essa ou qualquer outra maneira intuitiva como a palavra
final!

1.6.3 Fungoes bijetivas

Defini¢ao 61. Uma fungio f : X — Y chama-se bijetiva (ou uma bije¢do ou uma corres-
pondéncia biunivoca entre X e Y) quando é ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva, ou seja,
quando, para todo y € Y, existe um tinico x € X tal que f(x) =y. O

Nenhum dos diagramas das Figuras 29 e 30 representam fungdes bijetivas: na
Figura 29a, a fungdo é injetiva mas ndo é sobrejetiva; nas Figuras 29b e 30b, as fung¢des
ndo sdo injetivas nem sobrejetivas; e na Figura 30a a fungdo é sobrejetiva mas ndo é
injetiva. Um exemplo de diagrama de uma funcao bijetiva seria como o da Figura 31.
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Figura 31: Fungdo bijetiva num diagrama de setas.

Exemplo 62. Talvez o exemplo mais simples de bijecdo seja a funcdo identidade,
item (b) do Exemplo 3. <O

Exemplo 63. Dados 2, b em R, com a # 0, a fungdo f : R — R, definida por
f(x) = ax + b, é uma bijegdo. De fato, se f(x) = f(y), ou seja, ax + b = ay + b, somando-
se —b a ambos 0os membros e, em seguida, multiplicando-se ambos por 1/a, obtemos
x = y. Assim, f é injetiva. Além disso, dado y € R qualquer, o ntimero real
x=(y—"b)/aétalqueax+b=y,ie, paratodoy € R, existe x € R tal que f(x) =y.
Logo, f é sobrejetiva. o

Naturalmente, sempre é possivel se obter uma fungdo bijetiva a partir de uma
fungdo injetiva dada. Esse é o contetido da préxima proposic¢do, cuja demonstragdo é
deixada como exercicio.

Proposicdo 64. Se f : X — Y é uma fungdo injetiva, entdo a fungdo g : X — f(X), definida
por g(x) = f(x) para todo x € X, é bijetiva. O

Observe que f e g sdo fungdes diferentes: embora tenham o mesmo dominio e a
mesma lei de correspondéncia, seus contradominios sdo diferentes; além disso, g é
bijetiva, enquanto f ndo precisa ser.

Exemplo 65. Seja f : N — IN, x — 2x. Essa fungdo é injetiva mas ndo é sobrejetiva.
(Verifique!) Se chamarmos de P o conjunto f(IN) = {ntimeros naturais pares}, entdo
g :IN — P, definida por x — 2x, é bijetiva. Essa correspondéncia biunivoca de IN em
P foi descoberta pelo cientista Galileu Galilei??; ela é particularmente curiosa porque
P é um subconjunto préprio de IN. o

Observagao 66 (Nomenclatura). Muitos autores utilizam as palavras “sobrejetora”,

“injetora” e “bijetora”. Embora sindbnimas de “sobrejetiva”, “injetiva” e “bijetiva”,

respectivamente, preferimos estas tiltimas por associagdo aos substantivos correspon-
A

dentes “sobrejetividade”, “injetividade” e “bijetividade”. Por se tratar meramente de
uma questdo de gosto, sinta-se a vontade para escolher o seu préprio vocabuldrio. ©

Galileu Galilei (1564-1642) foi um cientista italiano que formulou a lei basica da queda dos corpos, que
ele verificou por medidas cuidadosas. Ele construiu um telescépio com o qual estudou crateras lunares
e descobriu quatro luas orbitando Jupiter, abracado a causa de Copérnico.

56



1.7 COMBINANDO FUNGCOES: COMPOSICAO E OPERAGOES

1.7 COMBINANDO FUNCOES: COMPOSICAO E OPERACOES
1.7.1  Fungdes compostas

Suponha que dispomos de duas fung¢des, digamos f : X =+ Yeg:U — V, e que
desejamos definir uma nova fungdo calculando g(f(x)) para todo x que seja relevante,
ou seja, aplicando primeiro f e depois g.

Para que isso faga sentido, algumas condicdes precisam ser satisfeitas. Em primeiro
lugar, o valor f(x) precisa estar definido, ou seja,

(@) x deve pertencer ao dominio de f;
em segundo lugar, para podermos calcular g(f(x)),
(b) f(x) deve pertencer ao dominio de g.

Devido a (a) e como o dominio de f é X, o maximo que podemos esperar é que
nossa nova func¢do também tenha dominio X. E para que possamos defini-la em todo
X, (b) deve valer para todo x € X, ou seja, a imagem de f deve estar contida no
dominio de g: f(X) C U. Se essa condicdo for satisfeita, nossa fungdo ficard bem
definida pela férmula g(f(x)) para todo x € X. Essa heuristica motiva a seguinte
definicdo.

Defini¢ao 67. Sejam f : X — Y e g: U — V fungoes, com f(X) C U. A funcdo
composta de g com f é a fungdo denotada por go f : X — V, que a cada elemento x € X
associa o elemento v = (g o f)(x) = g(f(x)) € V, ou seja,

gof: X = f(X)cU — Vv
x o= f) = g(f(W) O

Note que foi definida uma nova fungédo, g o f, em termos das fun¢des componentes
f e g. Diga-se de passagem, cada uma dessas fungdes componentes é uma cole¢do de
pares ordenados, f C X x Y e g C U x V, sujeitos as condi¢gdes da Defini¢ao 46 de
fungdes. Na linguagem dos pares ordenados, g o f nada mais é do que o conjunto:

gof={(x,v) € XxV;JuecUtal que(x, u) € fe(u, v) € g},

que é consistente com a defini¢do de fungdo composta dada acima: dado um x € X
qualquer, para algum u € U, (x, u) € f significa o mesmo que u = f(x) e, para algum
v €V, (u,v) € g significa 0o mesmo que v = g(u); ou seja, para todo x € X, existe
algum v € V tal que v = g(f(x)).

Incidentalmente, ao longo desta se¢do, vocé percebera o valor que possui uma boa
notagdo matemadtica, i.e., a notagdo g o f sera utilizada para denotar a composta de g
com f, enquanto a notagdo g - f ou simplesmente gf serd utilizada para denotar a
multiplicacdo de g por f, que definiremos adiante.

Vamos evocar novamente nosso diagrama de setas para ilustrar a ideia de composi-
¢do de fungdes (Figura 32).
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Figura 33: Composigdo de fung¢des “numa tnica etapa”.

Em certo sentido, “numa tinica etapa”, a composi¢do acima ficaria mais ou menos
como ilustrado na Figura 33.

Note que, nessa defini¢do, g(f(x)) s6 faz sentido devido a relacdo entre a imagem
de f e o dominio de g. Em particular, Y C U = f(X) C U, portanto, numa situagdo
em que o contradominio de f esteja contido no dominio de g (hip6tese mais comum
apresentada nos livros-textos), a composigdo g o f fard sentido. Observe que, em
geral, provar que o contradominio de f estd contido no dominio de g é uma tarefa
menos dificil do que provar que a imagem de f é um subconjunto do dominio de g
pelo simples fato de que mesmo a imagem de uma simples fun¢do como f : IN — R,
f(x) = V/x!, pode ser muito complicada de se determinar.

Exemplo 68. Considere o conjunto X de todas as pessoas (vivas ou que ja viveram) e
f: X = X, x — y, afuncdo que significa “pai”, i.e., a funcdo que associa a cada pessoa
x € X oseu paiy € X. O que significa a fungdo composta de f com f, fo f: X — X?
Essa fungdo associa cada pessoa x € X ao pai do seu pai z = f(f(x)) € X, ou seja, ao
seu avo. <o

O estudante atento deve ter observado que a ordem dos eventos é importante na
composicdo de fungdes. A fim de que g o f esteja definida, a imagem de f deve estar
contida no dominio de g, o que pode ocorrer sem que necessariamente o mesmo
aconte¢a quando se trocam os papeis de f e g.

Exemplo 69. Seja f : [0, +00) — R definida por f(x) = vx — 1 e seja g : R — R dada
por ¢(x) = senx. A funcdo g o f faz sentido, pois a imagem de f esta contida no
dominio de g e (g0 f)(x) = sen (x — 1)/4, mas ndo podemos considerar f o g porque
a imagem de g (a saber, [—1, 1]) ndo estd contida no dominio de f. <o

58



1.7 COMBINANDO FUNGCOES: COMPOSICAO E OPERAGOES 59

Ainda que ambas g o f e f o g estejam definidas ao mesmo tempo, se f mapeia X
em Y e g mapeia Y em X, as fungdes g o f e f o g ndo precisam ser iguais; em outras
palavras, a composigdo de fungdes ndo é necessariamente comutativa.

Exemplo 70. Seja f : R — [0, +o0) dada por f(x) = x> +2x+1 e seja g : [0, +o0) — R
dada por g(x) = /x — 4. Note que f e g satisfazem o paradigma especificado na
defini¢do de composigdo de fungdes. Entdo, go f : R — IR é dada por:

(g0 )(x) = g(f(x) =g(x®+2x +1) = Va2 +2x + 1 — 4 = |x + 1| —4.
Note que f o g : [0, +00) — [0, +00) também faz sentido e é dada por:
(fo@)) = f(g(0) = f(Vx —4) = (vx =4 +2(Vx —4) +1 = (Vx = 3)%.

Este exemplo ilustra bem isto: f o g e g o f, quando ambas fizerem sentido, serdo, em
geral, diferentes. O

Por outro lado, a composi¢do de fungdes sempre é associativa. Esse é o contetido
da préxima proposigéo.

Proposicdo 71. Sejam f : X — Y, g: U — Veh: W — Z fungées, com f(X) C Ue
g(U) ¢ W. Entdo as fungdes compostas ho(go f), (hog)o f : X — Z estio definidas e
vale a lei associativa: ho(go f)=(hog)o f. O

Demonstragio. As hipéteses f(X) C U e g(U) C W garantem que as fungdes em
questdo estdo bem definidas. Agora, para todo x € X,

(ho(go /) =h((g o fHx) = h(g(f(x))) = (o g)(f(x)) = ((hog)o fH),
ouseja, ho(gof)=(hog)o f para todo x € X. [

Para ilustrar essa ideia, considere o diagrama da Figura 34.

8(f(X))

f(X) h(g(f (X))

Figura 34: Associatividade da composigdo de fungdes.

Exemplo 72. Dissemos acima que podemos combinar f, ¢ e h contanto que suas
imagens e dominios se “encaixem” apropriadamente. E facil ver o que isso significa:
a imagem de f deve estar contida no dominio de g e a imagem de g, por sua vez,
deve estar contida no dominio de /. Considere novamente a férmula

log (log ('sen (x))).
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Ela é obtida a partir da combinacdo das fungdes sen, log e log novamente. Se
fizermos f = sen: R — R e ¢ = h =log: R* — R, teremos log (log(sen(x))) =
(hogo f)(x). Isso faz algum sentido? As condi¢des que nos permitem fazer a
composicdo dessa fungdes sdo violadas em vdrias ocasides: a imagem de f é [—1, 1],
que ndo estd contida no dominio de g; a imagem de g, por sua vez, é IR, que ndo esta
contido no dominio de h. Portanto a férmula acima é uma fraude. Vocé deve sempre
se assegurar de que o paradigma da defini¢do de composicdo de fungdes é vélido,
sob pena de estar trabalhando com uma func¢do que nao existe! Alids, essa licdo vale
para qualquer objeto matematico! <o

Outros fatos sobre a composi¢do de fungdes estdo contidos nas proposicdes a seguir.

Proposicdo 73. Sejam f : X — Y eg:U — V fungdes, com f(X) CU,egof: X —=Va
composta de g com f.

(c) se f e g sdo injetivas, entdo g o f € injetiva;
(d) se f e g sdo sobrejetivas, entdo g o f é sobrejetiva. O
A demonstracdo dessa proposigdo é imediata.

Corolario 74. Sejam f : X — Y e g : U — V fungdes, com f(X) C U. Se f e g sio
bijetivas, entdo g o f é bijetiva. O

Proposicao 75. Toda fungido f : X — Y pode ser escrita como composta de uma fungio
injetiva com uma fungdo sobrejetiva. O

Demonstragdo. Basta considerar as fungdes g : X — f(X), definida por g(x) = f(x)
para todo x € X, eainclusdoi: f(X) = Y. Assim, f =iog. [

Proposicdo 76. Toda fungido f : X — Y pode ser escrita como composta de uma fungio
sobrejetiva com uma fungdo injetiva. O

Demonstragio. Basta considerar as fungdes ¢ : X — X x Y, definida por ¢(x) =
(x, f(x)) paratodox € X, e : X XY — Y, com ma(x, y) =y paratodo (x, y) € X XY
(segunda projecdo). Agora considere f = 715 o ¢. n

Proposicdo 77. Dadas as fungoes f : X — Yeg:U — V,com f(X) CUe A C X,
tem-se (g o f)(A) = g(f(A)). O

Demonstragdo. Isso é facil de ver. Basta considerar a defini¢do de imagem de um
conjunto por uma fungao:

(go f)(A):={v e V;v= (g0 f)(a) = g(f(a)), para alguma € A}
= {v € V; v = g(f(a)), para algum f(a) € f(A)} := g(f(A)). |
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Note que, na Definigdo 67, ndo hd restri¢do quanto ao conjuntos que sdo os dominios
e contradominios das fun¢des, nem quanto a natureza delas. Particularmente, isso
significa que a composi¢do de fungdes também vale para fung¢des de varias varidveis.

Sejam as fungdes ¢, ¥, ... : X = Y, ¢ =¢(x, y,...), 1 =9P(x,y,...), ...definidas
numa certa regido X das varidveis independentes x, y, .... Suponha que, conforme
o argumento (x, y, ...) varia em X, o ponto de coordenadas (¢, 7, ...) varia numa
regido Z C U na qual a funcdo f : U — V esta definida. Entdo a fungdo composta de
fcom¢, 9, ..., que chamaremos F: X — V,

u=flpx, vy, ...), px, vy, ...),..)0=Fx,y ...),

estd definida em X.

1.7.2  Operagoes com fungodes

No caso particular em que f : U — V é uma fungdo bindria (uma fungdo de duas
variaveis), se ¢, P : X — Y sdo fungdes tais que $(X) C U e p(X) C U, podemos
definir:

f(@, P)() = f(@(x), P(x)),

ou, na notagdo mesofixa (ou infixa):

(@fP)(x) := () fp(x)-
Isso é o que chamamos de operagido com as fungdes componentes ¢ e 1.

Exemplo 78. Sejam ¢, ¢ : X — Y e +, —, -, /: U — V fungoes que satisfazem o
paradigma da definicdo de composicdo de fungdes. Utilizando a notagdo mesofixa,
definimos:

@) (¢ +)(x) = Pp(x) + P(x);

(b) (¢ —P)(x) := Pp(x) — P(x);

© (@ )x) = ¢(x) - P(x);

(d) (¢/9)(x) := ¢(x)/9(x), contanto que (x) # 0 em X; o

Note que em cada um dos itens acima foi definida uma nova funcéo (¢ + ¢, ¢ — ¢,
¢ - e /) em termos das fungdes componentes ¢ e . Cada uma dessas fungoes
componentes é uma cole¢do de pares ordenados de X x Y sujeitos as condi¢des do
paradigma da defini¢do de fung¢des. Na linguagem dos pares ordenados, ¢ + 1 nada
mais é do que o conjunto:

P+ ={(x y+y)x v € (x, )€ p}.

Assim, de uma maneira (bastante) informal, podemos dizer que a operagado é
feita “ponto a ponto”: para cada x no dominio de ¢ e ¢, aplica-se f nas imagens
correspondentes.

As outras operagdes se expressam de maneira similar nesses termos e representa-las
assim fica como exercicio.
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Exemplo 79. Sejam +, —, -,  RXR - Re ¢, : R — R tais que ¢(x) =x—1e
P(x) = sen x2. Vamos definir ¢+, ¢ — ¢, ¢ - e ¢/

@ ¢+9P:R—R, (p+9)(x):=(x+1)+ senx?;

b) ¢—9¢:R - R, (¢—)(x):=(x+1) — senx?;

© ¢ ¢:R—=R, (¢p-9)(x):=(x+1)- senx?;

(d) ¢/p:R/{x e R x#+tVkm, k=0,1,...} R, (¢/P)(x) := (x+1)/senx’ O

1.8 FUNCAO INVERSA

Considere as fungdes
u:R — [0, +00) e v:[0, +00) = R
X — x? x — Vx.

Vocé ja deve ter ouvido expressdes do tipo “+/x é a fungdo inversa de x>”. Mas
também ja deve ter sido apresentado ao teorema segundo o qual “uma fungdo possui
inversa se, e somente se, é bijetiva”. Como u ndo é injetiva, ndo é bijetiva, logo
ndo pode ser a inversa de v. Ha alguma incoeréncia, entdo? Precisamos recorrer a
defini¢do de fungdo inversa para responder essa questdo.

Defini¢ao 8o0. Dizemos que uma fungdo f : X — Y é invertivel quando existe uma fungio
g:Y — X tal que

(a) fog=idy:y €Y —yecY,ouseja, quando f(g(y)) =y paratodoy €Y;

(b) gof=idx:x e X~ x € X, ouseja, quando g(f(x)) = x para todo x € X. O

Também dizemos que:

1. g é uma inversa a direita de f ou f é uma inversa a esquerda de ¢ quando se cumpre
a condicdo (a) acima;

2. g é uma inversa a esquerda de f ou f é uma inversa a direita de g quando se cumpre
a condicao (b) acima;

3. g é a%® inversa de f ou f é a*® inversa de ¢ quando se cumprem ambas as condi-
¢oes (a) e (b) acima.

Agora, vamos retomar o exemplo inicial desta se¢do. De acordo com a Definigdo 8o,
para verificar se u e v sdo inversas uma da outra, devemos determinar as compostas

uovevou:
uov: [0, +0) — R — [0, +o0)

X = VX = (VX)) =x,

vou: R — [0, +o0) — R
X = x> = VaZ=|x|,

"

O uso do artigo definido “a” aqui se justifica porque a inversa de uma fungao, quando existe, é tinica,
como provaremos adiante.
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ou seja, u 0 v = id|, +.0) Mas v o u # idg, portanto u e v ndo sdo inversas uma da outra
e, de modo mais geral, concluimos que u e v ndo sdo invertiveis.

Provar que uma fungdo ndo é invertivel a partir da Definicdo 8o, por via de
regra, ndo é uma tarefa facil, pois devemos mostrar que ndo existe fungdo alguma
satisfazendo as duas condi¢des daquela defini¢do. Por isso, é importante entender que
injetividade e sobrejetividade sdo condic¢des suficientes (e necessarias) para garantir a
existéncia da fungdo inversa, como provaremos mais adiante.

Antes, note que u é sobrejetiva, mas ndo € injetiva; e que v é injetiva, mas nao
é sobrejetiva. H4 uma intima relagdo entre injetividade (resp. sobrejetividade) e a
existéncia de inversas a esquerda (resp. a direita).

Apenas para ilustrar as ideias, pense por um momento no diagrama de setas de
uma fungdo f : X — Y. Inverter o sentido de todas as setas que representam f
pode ou ndo resultar numa nova funcdo. Se f ndo for sobrejetiva, haverd algum
elemento de Y do qual seta alguma partira, portanto, haverd excegao; por outro lado,
se f ndo for injetiva, haverd algum elemento de Y do qual mais de uma seta partir4,
portanto, havera ambiguidade; em qualquer caso, ndo obteremos uma fungdo. Assim,
intuitivamente, vemos a necessidade que f tem de ser bijetiva para admitir inversa.
Agora, vamos tornar essa ideia de inverter o sentido das setas algo matematicamente
respeitavel.

Para que uma fungdo admita uma inversa a esquerda, é necessdrio e suficiente que
ela seja injetiva. Esse é o contetido da proposigdo adiante.

Proposicdo 81. Uma fungdo f : X — Y possui inversa a esquerda se, e somente se, é
injetiva. O

Demonstragio. (=) Se existe g: Y — X com go f = idx, considerando-se x1, x2 € X

tais que f(x1) = f(x2), entdo f(x1) = f(x2) = (g0 f)(x1) = (g0 f)(x2) = idx(x1) =
idx(x2) = x1 = x2. Logo, f é injetiva.

(<) Considere y € Y qualquer. Ouy € f(X) ouy ¢ f(X). Se f é injetiva, no primeiro
caso, existe apenas um x € X tal que y = f(x), de modo que podemos definir g(y) = x
se y € f(X); no segundo caso, podemos fixar qualquer xy € X e definir g(y) = xo
se y € Y\ f(X). Assim, construimos uma fungdo g : Y — X com a propriedade
go f =idx. Logo, f possui uma inversa a esquerda. [

A inversa a esquerda, quando existe, ndo é tinica, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 82 (Inversa a esquerda). Considere a fungdo p : [0, +o0) — R, definida por
p(x) = ¥, e a fungdo g : R — [0, +00), definida por g(y) = Vxsey = 0 e q(y) = 0
se y < 0. Certamente, g(p(x)) = g(x?) = Va2 = x, para todo x € [0, +00). Assim,
g o p =1id[p, ), logo q é uma inversa a esquerda de p. Note-se que qualquer fungao
r: R — [0, +o0), tal que r(y) = \/y para y > 0, € uma inversa a esqueda de p, pois a
definigdo de r para y < 0 nédo afeta a igualdade r o p = id|, ,.). Note que p € injetiva,
mas ndo € sobrejetiva. <o

Para que uma fung¢do admita uma inversa a direita, é necessario e suficiente que
ela seja sobrejetiva. Mostramos isso na proposi¢do a seguir.
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Proposicao 83. Uma fungio f : X — Y possui inversa a direita se, e somente se, é sobreje-
tiva. O

Demonstragio. (=) Se existe g : Y — X com f o g = idy, entdo, para caday € Y,
pondo x = g(y), temos f(x) = f(g(y)) = (f 0 §)(v) = idy(y) =y. Logo, f é sobrejetiva.

(<) Se f é sobrejetiva, entdo, dado y € Y qualquer, existe x € X tal que f(x) = y. Para
cada y € Y, escolha (apenas) um x € X tal que f(x) =y e faga g(y) = x. Isso define
uma fungao g: Y — X tal que f o g =idy. Logo ¢ é uma inversa a direitade f. =

Assim como a inversa a esquerda, a inversa a direita, quando existir, ndo sera tnica,
como ilusta o exemplo abaixo.

Exemplo 84 (Inversa a direita, [16]). Seja p : N — IN definida por p(1) = 1 e, se
x > 1, p(x) = miimero de fatores primos distintos que entram na composicio de x. Seja
g : IN — IN definida por q(y) = menor niimero natural que é o produto de y fatores primos
distintos. Entdo, para todo n € IN, p(q(y)) =y, ou seja, p o q = id e, portanto, 4 é uma
inversa a direita para p. Mas poderiamos ter definido outra fungdo r : N — IN com a
propriedade p o r = idN. Por exemplo, fazendo r(y) = menor niimero natural divisivel
por 17 que é o produto de y fatores primos distintos. Note que p é sobrejetiva, mas nao é
injetiva. <&

Assim, o proximo teorema segue das duas proposi¢des anteriores.

Teorema 85. Uma fungio é invertivel se, e somente se, € bijetiva. O

Ao contrario das inversas a esquerda e a direita, a inversa de uma funcao, se existir,
serd unica.

Proposicao 86. Se uma fungio f : X — Y possui uma inversa, ela é iinica. O

Demonstragdo. De fato, vamos supor que g: Y — X e h: Y — X sdo ambas inversas
de f. Entdo, usando a Proposicdo 71 (na terceira igualdade a seguir), h = hoidy =
ho(fog)=(hof)og=idxog=g. u

Como vocé deve ter notado, ficou provado um pouco mais do que o enunciado na
proposigdo, a saber: se f possui uma inversa a esquerda, /1, e uma inversa a direita, g,
entdo h = g e f possui uma inversa.

Exemplo 87. Seja a bije¢do f : R — R, x +— ax+b, com a # 0. Entdo a fungdo
¢:R =R, x+— (x—0b)/a, éainversa de f. o

Exemplo 88 ([16]). Dada uma funcédo arbitrdria f : X — Y, seja I'(f) o gréfico de
f. Definimos F : X — I'(f) pondo F(x) = (x, f(x)). Seja 7t : I'(f) — X definida por
7(x, f(x)) = x. Entdo F o 7t = idp(s) e 7t o F = idx. Portanto, 7 é a inversa de F. O

Notacdo 89. Se ¢ : Y — X é a inversa de uma bijegdo f : X — Y, devido a essa
unicidade da inversa e as igualdades f o g = idy e g o f = idx, adota-se a notagdo do
tipo exponencial f~! para a funcdo g, i.e., escrevemos f~! : Y — X para indicar a
inversa da bijegdo f : X — Y. o
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Ha uma conexdo entre compostas e inversas como mostra a proposi¢ao a seguir.
Proposicdo 90. Se f : X — Y e g: Y — Z sdo bijegoes, entdo (go f)"' = flog™l. O
Demonstragdo. Basta utilizar a propriedade associativa da composicdo (Proposigdo 71):

(floghogoN=f"ollg  og)ofl=f"olidyof)=f"of=idy;
(gofo(ftogh=gol(fof ogI=golidyog ) =gog ' =idz.

Portanto, f 1o ¢~! é a inversa de g o f. |

1.9 IMAGENS E IMAGENS INVERSAS

Se f é uma fungdo de X em Y e A é um subconjunto de X, podemos estar
interessados no conjunto de todos aqueles elementos y de Y para os quais existe
algum x em A tal que y = f(x). Isso motiva nossa préxima definigao.

Definicdo 91. Sejam f : X — Y uma fungio e A C X. Chamamos de imagem de A
pela fungio f ao conjunto f(A) formado pelos valores f(x) que f assume nos pontos x € A.
Assim:

f(A) = {f(x); x € A} = {y € V; y = f(x), x € A}. 0

A notagdo f(A) para a imagem de A por f é ruim mas ndo totalmente desastrosa. O
problema esta no fato de o simbolo f(A) ser ambiguo, pois A pode ocorrer tanto como
um elemento quanto um subconjunto de X (algo improvavel, porém ndo impossivel).
Seguindo os usos e costumes matematicos, utilizaremos a notagdo ruim, ficando a
desambiguagdo por conta do contexto ou de estipulagdes verbais quando necessério
para evitar confusao.

Evidentemente, f(A) C Y e a condigdo necessdria e suficiente para que f seja
sobrejetiva é que f(X) =Y (em geral ocorre apenas f(X) C Y). Como ja vimos, f(X) é
chamado a imagem ou o conjunto de valores ou ainda o campo de valores de f.

Exemplo 92. Seja f : R — R, f(x) = x%. Entdo f(R) = [0, +o0) (assumindo que
todo ntmero real positivo possui uma raiz quadrada). Também, por exemplo,

f(R") = f(R™) =R*, f({0}) = {0} e £([0, 1]) = [0, 1]. o

A imagem de um conjunto por uma funcdo possui algumas propriedades de facil
demonstragdo como veremos a seguir.

Proposigdo 93. Dada uma fungio f : X — Y e sendo A, B C X, temos:
(@) f(AUB)=f(A)U f(B);

(b) f(ANB) C f(A)N f(B),

(c) f éinjetiva= f(ANB) = f(A)N f(B);

(d) f(A)\f(B) C f(A\B);
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(e) féinjetiva = f(A)\ f(B) = f(A\ B);

(h AcCB= f(A)C f(B)

(g) f(@)=0;

(h) f éinjetiva = F(AC) C (F(A)E;

(i) f é sobrejetiva = (f(AC)C c F(AD);

em que Ab = X\ Ae (f(A)' =Y\ f(A). =
Demonstragio.

(@) Sey € f(AUB), entdo existe x € AUB tal que y = f(x). Se x € A, entdo

y € f(A); se x € B, entdo y € f(B). Em qualquer caso, y € f(A)U f(B). Logo,

f(AUB) C f(A)U f(B). Reciprocamente, seja ¢ € f(A) U f(B). Entdo c € f(A), logo
existe a € A tal que c = f(a), ou c € f(B), logo existe b € B tal que ¢ = f(b). Em
qualquer hipotese, existe d € AU B tal que c = f(d) € f(AUB), ouseja, f(A)U f(B) C
f(A U B). Portanto, f(A U B) = f(A) U f(B).

(b) Sey € f(AN B), entdo existe x € AN B tal que y = f(x). Consequentemente, x €
A e portanto y € f(A), assim como x € Bey € f(B). Logo, f(ANB) C f(A)N f(B).

(c) Sece f(A)N f(B), entdo c € f(A), logo existe a € A tal que c = f(a), e também
c € f(B), logo existe b € B tal que ¢ = f(b). Como f é injetiva, f(a) = c = f(b) implica

a =10, logo existe d(=a =b) € AN B tal que ¢ = f(d), ou seja, f(A) N f(B) C f(ANB).

Como a reciproca é sempre verdadeira, como mostramos em (b), segue-se que

f(ANB) = f(A)N f(B).

(d) Sey e f(A)\ f(B), entdo y € f(A) ey ¢ f(B), logo existe x € A tal que y = f(x)
e x ¢ B,ouseja, x € A\ B tal que y = f(x). Portanto, f(A) \ f(B) C f(A\ B).

(e) Seye f(A\B), existex € A\ B,ouseja, x € Aex ¢ Btal que y = f(x). Como f

é injetiva, y € f(A)masy ¢ f(B), logoy € f(A)\ f(B). Assim, f(A\ B) C f(A)\ f(B).

Como a reciproca é sempre verdadeira, como mostramos em (d), segue-se que

f(A)\ f(B) = f(A\ B).

(f) Sey € f(A), existe x € A C B, ou seja, x € B tal que y = f(x), portanto y € f(B).

Logo, f(A) C f(B).

(g) Suponha, por absurdo, que f(?) # @. Entdo, para algum y € f(Q), existe x € @
tal que y = f(x), absurdo. Portanto, f(?) = @.

(h) Temos f(AC) = f(X'\ A). Como f é injetiva, segue de (e) que f(AB) C f(X)\ f(A).

Como f(X) C Y, segue-se que f(AL) C Y\ f(A) = (F(A)E, ou seja, F(AL) C (F(A)E.

(i) Temos (f(A))C =Y\ f(A). Como f é sobrejetiva, Y = f(X), logo, (f(A))C
f(X%\f(A). Segue-se de (d) que f(X) \ f(A) C f(X\A) = f(AB). Portanto, (f(A))E
f(AP).

m N
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Corolario 94. Se f : X — Y é uma fungio bijetiva e A C X, entdo f(AE) = (f(A))C. O

Na verdade, dada uma funcdo qualquer f de X em Y, sempre existe associada a
ela outra fungdo, frequentemente também chamada f, de Z(X) em Z(Y) (em que
P (X) e Z(Y) sdo os conjuntos de todos os subconjuntos de X e Y respectivamente),
que mapeia todo A C X em f(A). No entanto, como vocé deve ter notado na
Proposicdo 93, o comportamento algébrico dessa correspondéncia deixa algo a desejar.
Por exemplo, vimos que se A, B C X, entdo f(A U B) = f(A) U f(B), mas nem sempre
a equacdo correspondente vale para a intersecgdo, a ndo ser sob a condi¢do de que f
seja injetiva.

Ocorre, porém, que mesmo assim f sempre induz uma correspondéncia bem
comportada entre #(X) e Z(Y), ndo diretamente, pela formagdo de imagens, mas no
sentido oposto, pela formagdo de imagens inversas.

Defini¢do 95. Seja uma fungio f : X — Y e B C Y. Chamamos de imagem inversa
ou pré-imagem de B ao conjunto f~1(B) formado pelos valores x € X tais que f(x) € B.
Assim:

fY(B):= {x € X; f(x) € B}. 0

Ou seja, f~1(B) consiste exatamente dos elementos de X que f mapeia em B.

Novamente, o uso do simbolo f~! para designar a imagem inversa f~1(B) de um
conjunto B é uma escolha muito infeliz, ainda que universalmente aceita, pois pode
causar confusdo com a nocao de funcado inversa de f, que nem mesmo pode estar
definida. Mais uma vez, vamos agir de acordo com os usos e costumes, ficando a
distingdo de um conceito do outro por conta do contexto ou de estipulag¢des verbais.
O estudante deve estar atento.

Exemplo 96 ([16]). Os subconjuntos do plano definidos por meio de equagdes e

desigualdades sdo imagens inversas de conjuntos. Por exemplo, a reta cuja equagdo

é ax+by = ¢ é o conjunto X = {(x, y) € R% ax+by = c}; considerando a fungdo

f : R> - R, definida por f(x, y) = ax+by, a reta X é a imagem inversa de {c}

por f, ou seja, X = f~1({c}). O disco de centro na origem e raio 1 é o conjunto

D = {(x, y) € R?% x?> +y? < 1}; considerando a funcio ¢ : R? — R, definida por

¢(x, y) = x* +y?, o disco D é a imagem inversa do intervalo I = [0, 1] pela funcdo g:

D =g (I). <O
Vejamos as principais propriedades da imagem inversa na proposi¢do a seguir.

Proposicdo 97. Dada uma fungio f : X — Y e sendo B, C C Y, temos:

(@) fHBUC)=fYB)USC)

®) fBNC) = fHB)NfHC);

(c0 BCcC= fYB)c f1(C)

@ =X

(e) fHD)=0;
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(Hh fUB\C)=f1B)\fHC)
(g) fBY =B
em que BC = Y\ Be (F1(B))F = X\ FL(B). 0

Demonstragio.

(@ x€ fYBUC)& f(x) e BUC & f(x) € Bouf(x) eCe x€ f{(B)ouxe
Q) s xef{BUSO).

b) x € fFIBNC) & f(x) e BNC & f(x) e Be f(x) e Cex€ f 1B exe
O xef1BNfFYO.

© xefB)& fx)eBCCs f(x)eCexe fHO).
(d) Por definicdo, f1(Y)={x € X; f(x) € Y} = X.

(e) Suponha, por absurdo, que f~1(?) # @. Entdo, para algum x € f~1(®), existe
y = f(x) € @, absurdo. Logo, f~1(?) = @.

) xe fIB\C)& f(x) e B\C& f(x) eBef(x) ¢ Cexc f (B ex¢
O xef 1B\ fO.

g f'BY=fFUY\B) =M\ fB) =X\ f(B)=(f1(B)F, em que utiliza-

mos (f) e (d) na segunda e terceira igualdade respectivamente. [ |

Além destas, vale mencionar mais outras duas propriedades da imagem inversa
que a conectam aos conceitos de fungdes sobrejetivas e injetivas.

Proposicdo 98. Seja f : X — Y uma fungdo. Uma condigdo necessdria e suficiente para que
f seja sobrejetiva é que a imagem inversa por f de cada subconjunto ndo vazio de Y seja um
subconjunto nio vazio de X. O

Demonstragio. (=) Suponha, por absurdo, que existe B C Y nao vazio tal que f~(B) =
@. Isso significa que existe y € B, e portanto y € Y, que ndo é imagem de x algum
em X, absurdo, pois f é sobrejetiva.

(«=) Considere, em particular, cada subconjunto unitario de Y. Como todos eles
possuem imagens inversas ndo vazias, isso significa que todo elemento y € Y é a
imagem por f de (a0 menos) um x € X. Portanto, f é sobrejetiva. [

Proposicdo 99. Seja f : X — Y uma fungio. Uma condigdo necessdria e suficiente para que
f seja injetiva é que a imagem inversa por f de cada conjunto unitdrio na sua imagem seja
um conjunto unitdrio no seu dominio. O

Demonstragio. (=) Suponha, por absurdo, que existe um conjunto unitdrio B C f(X)
tal que f~!(B) = A ndo seja um conjunto unitrio (note que A ndo pode ser vazio,
uma vez que B estd na imagem de f). Entdo, existe x1, x, € A, com x; # xp, tal que
f(x1) = f(x2), absurdo, pois f é injetiva.

(<) Suponha, por absurdo, que f nédo seja injetiva. Entdo existe um conjunto unitério
na sua imagem cuja imagem inversa por f ndo é unitdria, absurdo. |
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Sob as condigdes da dltima proposicdo, o simbolo f~! assume aquela interpretacao
segundo a qual ela é a fungdo inversa, cujo dominio é a imagem de f e que associa
a cada y na imagem de f o tnico x € X tal que y = f(x). Em outras palavras, para
fungdes injetivas, podemos escrever f1(y) = x (ao invés de f~1({y}) = {x}) sempre
que f(x) =y. Como ja dissemos acima, essa notacdo é ligeiramente inconsistente, mas
nao é suscetivel de conduzir a qualquer confuséo.

Vale a pena um momento a mais de consideragdo sobre a conexdo entre imagens e
imagens inversas.

Proposicdo 100. Para uma fungio f : X — Y qualquer, valem:

fFABYCB e AcCflUf(A),
paratodo A C X, BCY. O

Demonstragio.
(@) Se y € f(f"1(B)), entdo y = f(x) para algum x € f 1(B), ou seja, y = f(x) e
f(x) € B, logo y € B. Portanto, f(f~!(B)) C B.

(b) Se x € A, entdo f(x) € f(A), ou seja, x € f1(f(A)). Portanto, A C f~1(f(A). m

Proposicio 101. Se f : X — Y é uma fungdo sobrejetiva, entio f(f~1(B)) = B, para todo
BCyY. 0

Demonstragio. Se y € B, entdo y = f(x) para algum x € f~!(B), pois f é sobrejetiva.
Ou seja, y € f(f~1(B)). Assim, B C f(f 1(B)). Como a reciproca é sempre verdadeira,
conforme mostramos na Proposicdo 100, segue-se que f(f~!(B)) = B. [

Proposigdo 102. Se f : X — Y é uma fungdo injetiva, entdo A = f~1(f(A)), para todo
ACX. O

Demonstragio. Se x € f~1(f(A)), entdo f(x) € f(A), logo f(x) = f(a) para algum
a € A. Como f é injetiva, segue-se que x = a e portanto x € A. Assim, f~1(f(A)) C A.
Como a reciproca é sempre verdadeira, conforme mostramos na Proposi¢do 100,

segue-se que A = f~1(f(A)). [

Coroldario 103. Se f : X — Y é uma fungdo bijetiva, entio f(f(B)) = Be A = f~1(f(A)),
paratodo A C X,BCY. O

Vamos provar uma tltima proposigdo relacionando imagens inversas e compostas.

Proposicdo 104. Sejam f : X — Y e g: U — V fungdes, comY C U. Se Z C V, entido

o U2)=fg'(2). O
Demonstragio. x € (g0 f) 1 (Z) & (go f)x) € Z & g(f(x)) € Z & f(x) € g H2Z) &
x € f Y g 1(2)). [ ]

Tendo em vista o comentdrio logo apds a Proposigdo 99, note que a Proposicdo 9o é
um caso particular da Proposigdo 104.
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1.10 RESTRICOES E EXTENSOES DE FUNCOES
1.10.1 Restricoes de funcoes

Considere as fungdes inclusdo de X C Y em Y e identidade em Y, respectivamente
i: X CY =Y, definida por i(x) = x, e idy : Y — Y, dada por idy(x) = x. Vocé deve
ter notado que, nesse caso, a fun¢do inclusdo é o mesmo que a fung¢do identidade
quando restringimos o dominio desta tltima a X.

Essa conexdo entre ambas ilustra um procedimento geral de se obter fun¢des
menores a partir de fun¢des maiores. Dada uma fungdo f : Y — Z e X C Y, esse
procedimento consiste em se definir de maneira natural uma funcdo g : X — Z
fazendo-se g(x) = f(x) para cada x € X.

Defini¢do 105. Seja uma fungio f : Y — Z, X C Y. Uma funcgdo g : X — Z tal que
g(x) = f(x) para cada x € X chama-se a restri¢do de f a X. O

Notagdo 106. A fungdo g é comumente denotada por f|X. Alguns autores utilizam
também f | X, ou f|x ou ainda f [x. Adotaremos a primeira notagao. o

Assim, a restri¢do de uma fungdo f : Y — Z a um conjunto X C Y é expressa como
(f|X)(x) = f(x) para cada x € X. Note também que (f|X) = f(X), ou seja, a imagem
da restricdo de f a X é igual a imagem de X por f.

A ideia da restri¢do de uma fungdo f a um subconjunto X do seu dominio pode
ser ilustrada como na Figura 35, em que as setas de trago s6lido representam f|X.

Figura 35: Ideia da restricao de fungdes.

Na linguagem dos pares ordenados, f|X := {(x, f(x)) €e Y X Z;x € X C Y} C
X xZ.

Existe uma conexdo entre a funcdo inclusao i : X C Y — Y e a restricdo de
f:Y = ZaX CY, expresso na seguinte proposi¢do, cuja demonstracdo é imediata.

Proposicdo 107. Sejam f : Y — Z uma fungio qualquer ei : X C Y — Y a fungio
inclusio. Entio, f|X = foi: X — Z. O

Exemplo 108. Seja a fungdo nao injetiva f : R — R, x — x2. A restricdo de f a

[0, +00) é a fungao injetiva f|[0, +0) : [0, +0) — R, x — x2. O

Exemplo 109. Seja f : X — Y uma fungdo arbitraria e I'(f) o seu gréafico. A funcdo
m:T(f) — X, definida por 7t(x, f(x)) = x, é a restri¢do 77 = 711 |['(f) a I'(f) da primeira
projecdo 711 : A X B — A. <o
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Exemplo 110. A fungdo fatorial é a restricdo da fun¢do gama#*' ao conjunto dos
ndameros naturais. <o

1.10.2  Extensdes de funcoes

Considere novamente as fungdes inclusdo e identidade como no inicio da subsecdo
anterior. Vimos que ambas coincidem na parte comum de seus dominios, i.e., no
conjunto X C Y. Naquela ocasido, estivamos interessados no processo de obter uma
funcdo “menor” a partir de uma fungdo “maior”4*, o que nos motivou olhar para a
definicdo de restricdo de uma funcdo. Agora, estamos interessados em abordar esse
processo a partir de outra perspectiva, que nos permita ir no sentido oposto e obter
fungdes “maiores” a partir de fungdes “menores”+>.

Esse é justamente o contetido da préxima definicdo.

Definicado 111. Seja f : X — Z uma fungio com X C Y. Uma fungdo g : Y — Z é dita
ser uma extensdo de f se f e g coincidirem na parte comum de seus dominios, que vem a
ser o conjunto X, i.e., se f(x) = g(x) para todo x € X. Nesse caso, dizemos também que f é
estendida por g. 0

Vocé deve ter notado que estender uma fungédo f : X — Z a um conjunto Y obtendo
uma funcdo g : Y — Z equivale a dizer que f é a restricdo de g a X, ou seja, que
f=glX

Evidentemente existem, em geral, varias extensdes da mesma fungado, o que justifica
o uso do artigo indefinido “uma” quando nos referimos a extensdes, em oposi¢do ao
uso do artigo definido “a” quando restringimos uma fun¢do a um conjunto dado.

Em termos de conjuntos, lembrando que uma fungéo f : X — Z é um subconjunto
de X x Z, que uma funcdo g : Y — Z é um subconjunto de Y x Z e notando que
X C Y implica X x Z C Y x Z, poderiamos definir extensdo alternativamente da
seguinte maneira: dizemos que uma fungdo ¢ é uma extensdo de uma fungio f
quando f C g, ambas entendidas como subconjuntos de Y x Z. Pode ser mostrado
que essa defini¢do é equivalente a Defini¢do 111.

O conceito de extensao é frequentemente usado em matematica, como na teoria
das equagdes diferenciais parciais, na teoria das fungdes de varidveis complexas, e
na teoria dos operadores lineares em espagdes de Hilbert*> para mencionar apenas
algumas. O emprego desse conceito é feito para que as extensoes satisfagam a certas

A funcdo gama é importante em muitas aplicagdes, nas ciéncias e engenharias. Ela é definida para todos
0s nimeros complexos, exceto para os inteiros ndo positivos. Para niimeros complexos z cuja parte real
é positiva ela é dada pela integral improépria I'(z) = f0+°° e~ *x*~! dx e entdo é extendida analiticamente
para todos os complexos, exceto os inteiros ndo positivos, em que a fungdo tem polos simples. Vocé terd
a oportunidade de estudar a fungdo gama e esses conceitos subjacentes em cursos mais avangados.
Apenas uma observagado sobre esses termos informais: se f é uma fungdo e X um subconjunto do seu
dominio, estamos dizendo informalmente que f|X é a fungédo “menor” obtida a partir da fungdo “maior”
f; na linguagem dos conjuntos, o uso desses termos é motivado pelo fato de que f|X C f.

David Hilbert (1862-1943), matematico alemao, considerado um dos mais notéveis de todos os tempos.
Foi membro estrangeiro da Royal Society. Seu trabalho em Geometria é considerado o de maior influéncia
depois de Euclides. Fez contribui¢des em muitas dreas da Matematica e da Fisica.
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condi¢des adicionais como continuidade, analiticidade etc. A fungdo que se deseja
estender é chamada a “condicdo de contorno”.

Exemplo 112. A fungdo identidade idy : Y — Y é um exemplo de uma extensdo da
fungdo inclusdo i: X C Y — Y ao conjunto Y, como mencionado no inicio. O

Exemplo 113. A extensdo da fungdo injetiva f : [0, +o0) — R, x — x2, ao conjunto R
é a funcdo nao injetiva ¢ : R — R, x — x2. <o

Esse exemplo ilustra o fato de que estender uma fungdo injetiva, em geral, ndo
preserva essa propriedade. Mas se a fungdo for sobrejetiva sim, pois nesse processo o
contradominio ndo muda.

Exemplo 114. A func¢do gama é uma extensdo da funcao fatorial, definida sobre o
conjunto dos niimeors naturais, ao conjunto dos nimeros complexos exceto os inteiros
ndo positivos. o

Exemplo 115. Uma func¢do muito encontrada em Calculo € a fungdo f : R* — R,
f(x) = (senx)/x. Embora ela ndo esteja definida em x = 0, podemos estendé-la de
forma natural a todo R tomando f(0) = 1. Com isso, essa fung¢do passa a ser continua
em toda a reta (veja esbogo na Figura 36).

Y,

\V V4 X

Figura 36: Exemplo de uma extensao.

Como dissemos acima, as extensdes sao empregadas de tal modo que as fungdes
obtidas satisfacam a certas condigdes adicionais. Um exemplo disso sdo as extensdes
periddicas, em particular as extensdes pares e impares, de grande utilidade quando
se trabalham com séries de Fourier#*. Veja os préximos exemplos.

Exemplo 116 (Extensdes periddicas). Se qualquer fungdo arbitréria f é definida num
intervalo arbitrario, digamos [a, b], sempre podemos estendé-la a R como uma
funcgdo peridédica de periodo p = b — a: basta que se defina f fora desse intervalo
por meio da equagdo f(x +np) = f(x) para todo x € [a4, b] e todo n € Z. Apenas um
cuidado deve ser tomado a fim de que a nossa extensdo seja de fato uma fungéo,
uma vez que, por exemplo, para todo n € Z, definimos f(a + np) como f(a) e

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matematico francés, estudou a teoria matematica da condugéo
de calor. Ele estabeleceu a equacao diferencial parcial que rege a difusdo de calor e a resolveu usando
séries de fungdes trigonométricas.

72



1.10 RESTRICOES E EXTENSOES DE FUNGOES

Figura 37: Exemplo de uma extensao periddica.

também f(a+np) = f(a+n+1)p) = f((a+p)+np) = f(b+np) = f(b), o que nos da
fla+np) = f(a) e f(a+np) = f(b) para todo n € Z, e, como em geral f(a) # f(b),
haveria uma ambiguidade em todos os pontos da forma a + np. Esse cuidado adicional
consiste em primeiro restringirmos f a (a, b] ou a [a, b) e em seguida procedermos a
extensdo periddica. <o

Exemplo 117 (Extensoes periédicas pares e impares). Muitas extensdes periédicas
sdo possiveis, a maioria sendo inatil. Porém, ha dois tipos particularmente tteis como
mencionamos acima: as extensdes periddicas pares (Figura 38) e impares (Figura 39).
Dada uma fungdo qualquer f definida sobre um intervalo I de extremos 0 e [ > 0,
definimos sua extensdo periédica par a R%, f,, por meio das condigdes:

(@) fp(x) = f(x), para todo x € I;

(b) fp(—x) = f(x), para todo x € [;
() fp(x+2nl)= fy(x), paratodox € —IUlen € Z.

AN IVA)
VAR BV

Figura 38: Exemplo de uma extensdo periddica par.

E, contanto que I ndo pertenca a I, definimos a extensdo periédica impar de f ao conjunto
R#5, f;, por meio das condigdes:

(@) fi(x) = f(x), paratodo x € I;
(b) fi(—x) = —f(x), para todo x € I;
() fi(x+2nl) = fi(x), paratodox € —[Ulen € Z.

<

45 Exceto talvez aos pontos (2n +1)I, n € Z, conforme [ pertenca ou nédo a I; idem para os pontos 2nl,

n € Z, conforme 0 pertenca ou ndo a I
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Vol N R
Figura 39: Exemplo de uma extensao periddica impar.

1.11 FAMILIAS

Em certas ocasides, a imagem da funcdo é tida como sendo mais importante do
que a propria funcdo. Nesses casos, tanto a terminologia quanto a notagao sofrem
alteragao.

Definicao 118. Seja x : I — X uma fungdo. Os elementos de I sido chamados de indices,
I é chamado de o conjunto de indices, o conjunto imagem de x é chamado um conjunto
indexado, a fungio é chamada uma familia e o valor da fungio num indice i é chamado um
termo da familia. O

z

Chamamos a atencdo para o fato de que “familia” é a fungdo (ou seja, dominio,
contradominio e lei de formacao). Ocorre porém, como de costume, que a maioria
dos textos (e este ndo é diferente nesse sentido) se refere a “uma familia {x;} em
X” ou a “uma familia {x;} de elementos quaisquer de X” e, quando necessario, o
conjunto de indices I é indicado por alguma expressdao como: i € I; essas e outras
frases semelhantes sdo uma maneira de comunicar a notagado e indicar a énfase a que
nos referimos no inicio desta se¢do. O verdadeiro significado delas, que vocé deve
subentender, é: “existe uma fung¢do x de algum conjunto de indices I em X”.

Da mesma forma, a frase “uma familia {A;} de subconjuntos de X”, por exemplo,
deve ser entendida como se referindo a uma fun¢do A de algum conjunto de indices
I (que ndo foi necessario mencionar) em Z(X).

Notagao 119. Utilizamos a notagdo x; (ao invés da usual x(i)) para os termos da
familia e, seguindo a pratica geralmente aceita, {x;}ic; para a famila em si ou
simplesmente {x;} quando ndo houver davida sobre o conjunto de indices ou néo for
necessario deixé-lo explicito. o

A notagdo (x;) em vez de {x;} também é utilizada por alguns autores para se referir
a uma familia, possivelmente porque, quando o conjunto de indices é um subconjunto
dos naturais#®, a familia coincide com uma n-upla ordenada ou com uma sequéncia
como veremos mais adiante na Segdo 1.11.2.

Frente a esse conceito (Defini¢do 118), note que é equivalente falar em cole¢des
arbitrdrias ou em familias de conjuntos. Isso porque, dada uma colecdo nédo vazia
C de conjuntos, sempre é possivel indexda-la: basta considerar a prépria colegdo C
como o conjunto de indices e adotar a funcado identidade em C como familia. O que
acabamos de provar pode ser enunciado na seguinte proposicao.

46 Mais geralmente, bastaria que o conjunto de indices I fosse enumeravel, ou seja, que existisse uma
bijecdo entre I e um subconjunto (préprio ou nao) de IN.
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Proposicdo 120. A indexagdo de uma colegio nio vazia de conjuntos sempre existe. O

Se {A;} é uma familia de subconjuntos de X, diz-se simplesmente que a reunido
da imagem da familia é a reunido da familia {A;} ou a reunido dos conjuntos A; e
utiliza-se a seguinte notagéo:

UAi ou UA,‘,
i

i€l
conforme precisemos ou ndo explicitar o conjunto de indices I. Claro que:

|JAi == {x € X; x € A;para algumi € I}. (1.11.1)
i

Em particular, se I = {1, 2}, a imagem da familia {A;} é o par ndo ordenado
{Al, Az} elU;Ai= A1 UA,.

Uma reunido de uma cole¢do de conjuntos vazia faz sentido e é vazia, no entanto,
a interseccdo s6 faz sentido se a colecdo ndo for vazia. Exceto por este fato trivial, a
intersecgdo é andloga a reunido (terminologia e notagdo). Se, por exemplo, {A;} é
uma familia de conjuntos ndo vazios, a intersec¢do da imagem da familia é chamada
de a intersecgdo da familia {A;} ou a intersec¢gdo dos conjuntos A; e utiliza-se a

seguinte notacao:

ﬂ Ai ou m A,‘,

i€l i
conforme seja importante ou ndo explicitar o conjunto de indices I. Claro que se
I # @, nossa definicdo fica assim:

(Ai:={x € X; x € A;para todoi € I}. (1.11.2)

1

Analogamente as reunides, se [ = {1, 2}, N; A; = A1 N Aj.
As defini¢bes acima, equagdes (1.11.1) e (1.11.2), implicam as propriedades abaixo.

Proposicdo 121. Sejam {I;} uma familia de conjuntos com dominio | e { Ay} uma familia
de conjuntos com dominio K = \J; I;. Entdo:

Ua-U(Ua)

keK JEJ Ni€l

Demonstragido. Suponha que x pertence ao lado esquerdo. Entdo existe k € K tal que
x € Ag. Como K =J; I;, k € K significa que k € I; para algum j € ]. Assim, x € A
para algum k € Ij, ou seja, necessariamente x € U;ej; A;, para algum j € J, e, portanto,
x € Ujej(Uier; Ai)- Suponha agora que x pertence ao lado direito. Entdo existe algum
j €] tal que x € Uiy, Ai. Isso significa que x € A; para algum i € I;. Como K = {J; I;,
segue-se que i € K, logo x € Ay para algum k € K e, portanto, x € Uycg Ak [
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Com maior pretensdo e menor clareza: a ordem em que os indices j e, conse-
quentemente, os conjuntos I; sdo escolhidos ndo tem importancia. Essa € a versdo
generalizada da propriedade associativa da reunido de conjuntos, independente-
mente dos conjuntos de indices serem finitos ou ndo, enumeraveis ou ndo. A versao
generalizada da propriedade comutativa pode ser enunciada como se segue.

Proposigao 122. Sejam {A;} uma familia com dominio I = {i;} indexado por ]. Entio:

Jai=U a4

il jej] ]

Demonstragio. Se x pertence ao lado esquerdo, entdo x € A; para algum i € I.
Como i € a imagem de algum j, x € A;; para algum j € ] e, portanto, x € Ujes Ai-
Reciprocamente, se x pertence ao lado direito, entdo x € A;; para algum j € J. Mas
como ij € I, x € A; para algum i € I e, portanto, x € U;c; A, [

Como a indexagdo de I é arbitraria, essa tltima proposi¢do nos diz que ndo importa
a ordem em que a reunido é feita, o resultado é sempre o mesmo.
Para as intersec¢oes valem propriedades andlogas. Considerando-se familias ndo

vazias (entenda-se por familia ndo vazia aquelas cujo dominio I nado ¢é vazio) e
utilizando-se as mesmas notag¢des das Proposi¢des 121 e 122, obtém-se respectiva-

mente:
ﬂmzﬂ<ﬂ&>e Nai=4;,
keK JEJ Ni€l i€l j€]

A premissa de que os conjuntos da familia ndo sdo vazios, como ja comentamos,
serve para assegurar que as intersec¢des existam.

As demonstragdes desses fatos sdo faceis e podem ser obtidas utilizando-se direta-
mente a defini¢do de intersec¢do ou por meio da aplicagdo das leis de De Morgan+”
as equagdes andlogas para reunides (Proposi¢des 121 e 122).

Os fatos mais interessantes sobre reunides e intersec¢des de familias sdo os enunci-
adas a seguir, envolvendo ambos os conceitos.

Proposigdo 123. Sejam B C X # @ e { A;} uma familia de subconjuntos de X indexada por
I. Entdo:

(1.1) B\ U;Ai=Ni(B\ Aj); (1.b) B\ (;Ai =Ui(B\ Aj);
(2.a) (U; A\ B=U;(A; \ B); (2.b) (N; A\ B=Ni(A; \ B);

Augustus De Morgan (1806—-1871) foi o primeiro professor de Matemaética da University College London e
deu importantes contribui¢des a Matematica inglesa. Famoso por suas leis (teoremas) que podemos
dizer, com certa liberdade, permitem converter os operadores légicos “e” e “ou” entre si ou, em termos
da linguagem de conjuntos, se A e B sdo subconjuntos de X, (AUB)Y = A'NB e (ANB) = A’UB’, em

que A’ e B’ sdo os complementares de A e B em relagdo a X.
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(3.a) BNU; Ai = Ui(BNAy); (3.b) BUN; A;=N;(BUA;));

(4.0) BN Ai=Ni(BNA); (4.b) BUU; Ai = Ui(BU Ay);

(5.0) (Ui A) =N A} (5.0) (N A) =U; A} U
Demonstragdo.

(1a) x€ B\UjAiexeBex¢|jAiexeBex¢ Ajparatodoi € [ & x €
B\ A;paratodoi € [ < x € N;(B\ A).

(1b) xe B\N;Ai&xc€Bex¢ ([ Aiox€EBex¢ Ajparaalgumic [ & x €
B\ A paraalgumi € [ < x € [J;(B\ A)).

(2a) xe€(U;A)\BexeclU;Aiex¢ B xe Ajparaalgumiclex ¢ B& x €
A;\ Bparaalgumi € I < x € J;(A; \ B).

(2b) xe(N;A)\BexeNAiex¢ Bexe Ajparatodoi € lex ¢ B& x €
Aj\ Bparatodoi€ I < x € N;(A; \ B).

(3a) xeBNU;AiexeBexcjAioxe€Bex e Ajparaalgumic ]l & x €
BNA;paraalgumi € I & x € J;(BNA)).

3b) xe BUMN;Ai&xeBouxe()jAiex€Boux € A;jparatodoi € [ & x €
BUA; paratodoic I & x € (;(BUA;).

(4a) x€eBNMNjAiexceBexc()jAiexcBexc Ajparatodoi €I & x €
BNA;paratodoic I & x € ;(BNA;)).

(4b) xe BUUJ;Aiex€Bouxec ;A& x€Boux € A;jparaalgumic | &
x € BUA; paraalgumic I & x € |J;(BUA)).

(5.a) Segue imediatamente de (1.a): basta fazer B = X.

(5.b) Segue imediatamente de (1.b): basta fazer B = X. [ |

Adotando o simbolo |J; j como uma abreviagdo para U, j)erxj, podemos enunciar
o0 seguinte:

Proposicao 124. Se {A;} e {B;} sdo familias ndo vazias de conjuntos, entdo:

(LiJAi) N (UB]-> =JAinB) e (OAz) u (ﬂB]-> = (A; UB)).

ij i,j O

Demonstragio.
x e UADNWU;B) < xe (UiA)ex e (U;jB)) & x € Aj paraalgumi € [ e x €
Bj para algum j € | < x € A; N Bj para algum (i, j) € [ X | < U; ; (Ai N B)).

X € (ﬂl-Ai)U(ﬂij) S x e (NjA)oux e (ﬂij)<:>x € A;paratodoi € I oux €
Bjparatodoj € | < x € A;UB; para todo (i, j) € I x | < ; ; (A; U By). [
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1.11.1  Partigdes de conjuntos

Uma nogdo que vocé encontrard repetidas vezes ao longo de sua jornada é a de
partigdo de um conjunto. Em poucas palavras, uma parti¢do de um conjunto X é uma
colegdo disjunta de subconjuntos ndo vazios de X cuja reunido é ele préprio. Como
vimos na Proposi¢do 120, uma indexac¢do de uma colegdo nao vazia de subconjuntos
de X sempre existe. Assim, podemos expressar a no¢do de parti¢do em termos do
conceito de familia.

Defini¢do 125. Sejam X um conjunto e P = {P;} uma familia de subconjuntos de X
indexadas por um conjunto de indices 1. Dizemos que P é uma particdo de X quando:

(a) Pi#Q,paratodoi € I;
(b) PN\ Py =@ semprequei #i'e
(©) U P = X.

Evidentemente, dizer que P é uma parti¢do de X equivale a dizer que cada x € X
pertence a um e somente um P;.

Se P é uma particdo de X, diz-se um tanto pictoricamente que P particiona X e
cada elemento P; é uma componente ou um bloco ou, ainda, uma célula da parti¢io P
de X. Quando P é uma partigdo com exatamente dois elementos, a chamamos uma
bipartigdo.

Nunca chame um bloco de uma particdo de “parti¢do”. Isso seria como confundir
um membro de uma casal com o préprio casal. Por exemplo, se Jodo e Maria formam
um casal, nos referimos ao par (hdo ordenado) como “o casal Jodo e Maria” e a um
elemento desse par como “o conjuge masculino” ou “o cdnjuge Jodo” e ndo “o casal
masculino” ou “o casal Jodo”. Da mesma forma que isso ndo faz sentido, também
ndo faz sentido dizer que {A, O} é uma das parti¢des de X = {A, O, O} caso
{{4, O}, {O}} seja uma partigdo de X.

Exemplo 126. Os fatos mais simples sobre parti¢des sdo os seguintes:
(a) todo conjunto unitdrio {x} tem exatamente uma parti¢do, a saber, {{x}};
(b) o conjunto vazio possui uma tnica parti¢do: o conjunto vazio;

(c) para todo conjunto ndo vazio X, P = {X} é uma parti¢do de X, chamada parti¢do
trivial;

(d) se A #© é um subconjunto proprio de X, A juntamente com seu complemento
A'=X\ A, ie,oconjunto P = {A, A}, forma uma particdo de X. O

Exemplo 127. Sejam X = {A, O, 0,0, £ 0} e P = {{A, O, 0}, {¢}, {£ 9} ).
O conjunto P; é uma particdo de X, pois cumpre todas as condi¢des da Defi-
nicdo 125 (Figura 40). Ja os conjuntos P, = {Q, {A, O}, {O, ¢, £,9}}, P3 =
{4, O, 0,01 {0, £ 0} e Ps = {{A, O}, {<, £, 9}} ndo sdo partigdes de X
porque ndo cumprem, respectivamente, as condigdes (a), (b) e (c) da Defini¢do 125.¢
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Figura 40: Exemplo de parti¢do de um conjunto.

Definicado 128. Dadas as partigoes P e Q de um conjunto X, dizemos que P é um refina-
mento de Q se todo elemento de P é subconjunto de algum elemento de Q. O

Exemplo 129. A parti¢do {{1, 3}, {2, 4}, {5}, {6}} de {1, 2, 3, 4, 5, 6} é um refina-
mento da parti¢do {{1, 3, 2, 4}, {5, 6} }. o

Exemplo 130. Seja I = [4, b] um intervalo ndo degenerado. Considere uma fa-
milia P = {[xj, xj+1]} de subconjuntos ndo degenerados de I indexada por | =
{1,2,...,m—1}, com x; = a e x,, = b. Certamente P é uma parti¢do de I como
vocé pode constatar. Considere agora outra familia Q = {[uy, ux41]} de subconjuntos
ndo degenerados de I indexada por K={1,2, ..., n—1},comu; =ae u, =b, que
também é uma partigao de I. Suponha que {x;} é subconjunto proprio de {uy}.
Entdo, para todo k € K existe algum j € | tal que [u, ug1] C [xj, xj41]. (Prova?)
Portanto, O é um refinamento de P. &

Esse tltimo exemplo tem aplicagdo no célculo da soma de Riemann*® na definicéo
da integral definida de uma fung¢do continua num intervalo [a, b]. Vocé estudara isso
num curso de Calculo e de Andlise. Do ponto de vista numérico, os refinamentos
de um intervalo podem ser vistos como um processo para a obten¢do de aproxima-
¢Oes mais acuradas da integral definida quando se utiliza uma das técnicas mais
diretas para tanto, que se enquadra numa familia de técnicas de integracdo numérica
conhecida como férmulas de Newton-Cotes*.

Proposicdo 131. Se {P;} e {Q;} sdo particoes de um conjunto X, entdo C = {P; N Qj} \ @
também é uma partigdo de X. O

Demonstragio. Por defini¢do, C ndo contém o conjunto vazio. Usando a associativi-
dade e a comutatividade da intersecgdo, obtemos (P; N Q;) N (Py N Qy) = (P, N Pyr) N
(Q;N Qy); logo, se (i, j) # (7', j'), entdo ou (P;N Py) = @ ou (Q; N Q) = @ (ou am-
bos), de modo que (P;N Py) N (Q; N Qy) = @ sempre que (i, j) # (i, j). Por fim,
utilizando a Proposi¢do 124, obtemos U; j(P; N Qj) = (U; P1) N (U; Qj); como {P;} e
{Q]'} sdo parti¢oes de X, |J; P; = UiQj = X, logo (U; P;)) N (U]- Qj) = X e, portanto,
U, (PN Q) = X. u
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Suas ideias em matéria de geometria do espago tiveram
um efeito profundo sobre o desenvolvimento da fisica te6rica moderna. Ele esclareceu a nogdo de
integral ao definir o que hoje chamamos de integral de Riemann.

Em honra a Isaac Newton (1642-1727) e a Roger Cotes (1682-1716). Cotes foi um matematico inglés,

membro da Royal Society; trabalhou com Newton, revisando a segunda edigdo do Principia e fez avangos
na teoria dos logaritmos, no célculo integral e em métodos numéricos, especialmente em interpolagao.
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Defini¢do 132. A nova partigio, obtida na Proposi¢do 131, é chamada parti¢do cruzada das
duas partigdes originais. O

Partigdes cruzadas sdo comumente utilizadas em problemas de classificagao.

Exemplo 133. A partir do conjunto X de todas as formas de vida, podemos formar
a particdo {P, A} em que P é o conjunto de todas as plantas e A o conjunto de
todos os animais. Também podemos formar a parti¢do {E, F} em que E é o conjunto
de todas as formas de vida extintas e F é o conjunto de todas as formas de vida
ainda existentes. A parti¢do cruzada {PNE, PNF, ANE, ANF} nos fornece uma
classificacdo completa de acordo com as duas classifica¢des independentes iniciais.<¢

Um fato importante que vocé deve saber sobre parti¢des é sua relacdo com as classes
de equivaléncia. Toda parti¢do induz uma relacdo de equivaléncia e, reciprocamente,
toda relagdo de equivaléncia induz uma parti¢do. Esses sdo os contetidos das duas
proximas proposicoes.

Proposigdo 134. Seja P = {P,;}ic; uma particio de um conjunto X. Defina uma relagio R
em X como:
R:={(x,y) € Xx X; x, y € Pypara algumi € I}.

Entdo, R é uma relagio de equivaléncia em X (determinada por P). O

Demonstragio. Se x € X, entdo x estd no mesmo bloco que ele mesmo, logo x Rx e,
portanto, R é reflexiva. Se x Ry, entdo x e y pertencem ao mesmo bloco, logo y R x e,
portanto, R é simétrica. Se x Ry e y Rz, entdo x, y e z estdo no mesmo bloco , logo
x Rz e, portanto, R é transitiva. [ |

Exemplo 135. Sejam X = {<O, £, 0} e a parti¢do P = {{<, £}, {0}}. Encontrar a
relacdo de equivaléncia determinada por P. <o

Solugdo. Os blocos de P sdo {<, £} e {9}. Cada elemento de um bloco deve estar
relacionado com todos os outros elementos do mesmo bloco e com nenhum outro
elemento além destes. Portanto, basta definir R assim:

R :={(C, ©), (©, £), (£, ©), (£, £), (9, 9)}. .

Proposig¢do 136. Sejam E uma relagio de equivaléncia em X # @ e P = {[x]} a colegdo de
todas as classes de equivaléncia dos elementos x de X pela relagdo de equivaléncia E. Entdo P
é uma partigdo de X. O

Demonstragio. Primeiramente, como X # @, [x] # @ para todo x € X. Em segundo
lugar, de acordo com o Coroldrio 45, [x] N [y] = @ sempre que [x] # [y]. Por fim,
como, por um lado, todo x € X pertence a sua classe de equivaléncia [x], entdo
X C Uyexlx]; por outro lado, se y € U,cx[x], entdo y € [x] para algum x € X, ou
seja, x ~ y para algum x € X e, portanto y € X, de modo que U,cx[x] C X; assim
UyexIx] = X. Portanto, como as condi¢des da Defini¢do 125 estdo satisfeitas, segue-se
que P = {[x]} é uma particdo de X. ]
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1.11 FAMILIAS

Exemplo 137. Sejam X = {<C, £, 9} e a relagdo de equivaléncia em X:
R = {(<>’ <>)/ (<>/ £)I (£’/ <>)/ (£/ £)/ (a/ a)}

Encontrar todas as classes de equivaléncia de R e constatar que a colecdo de todas
elas forma uma parti¢do de X. o

Solugdo. Temos [C] = {O, £}; [£] = {<O, £}; e [0] = {0}. A colegdo de todas essas
classes é o conjunto P = {{<, £}, {9} }, que é, de fato, uma particdo de X. .

1.11.2 Produtos cartesianos gerais

A notagdo de familias também pode ser utilizada (e geralmente o é) com vistas a
uma generaliza¢do do conceito de produto cartesiano. Nossa motivagdo inicial é a
existéncia de uma bijecdo entre o produto cartesiano de dois conjuntos e um certo
conjunto de familias. Em virtude disso, definimos o produto cartesiano para uma
familia arbitrdria de conjuntos.

Vamos a existéncia da bije¢do, cuja demostragdo é imediata.

Proposigdo 138. Sejam os conjuntos X, Y e {a, b}, com a #b. Seja Z o conjunto de todas
as familias z indexadas por {a, b} tal que z, € X e z, € Y. Entio existe uma bijegio entre
XxYeZ. O

Demonstragdo. Basta definir uma fungdo f : Z — X X Y por f(z) = (za, 2p)- [ |

A ideia intuitiva de par ordenado que discutimos na Secado 1.4.2 continua valida,
pois a presente ideia consiste em dizer que cada par ordenado (x, y) com x € X e
y € Y é uma fungdo em que o primeiro membro do par é a imagem de a (por ser o
primeiro) e o segundo é a imagem de b (por ser o segundo). Se preferir, troque a por
1 e b por 2 e a ideia intuitiva de “primeiro” e “segundo” por detrds do conceito ficard
mais clara.

Como existe a bijegdo acima, note que a diferenca entre Z e X x Y é apenas uma
matéria de notagdo. Seguindo essa linha de raciocinio, a generalizagdo é imediata.

Defini¢do 139. Seja {X;}ic; uma familia de conjuntos. Chamamos de produto cartesiano
dessa familia o conjunto de todas as familias {x;} com x; € X; para cada i € I. O

Notagao 140. Ha varios simbolos para o produto cartesiano, sendo os mais comuns:

X Xjou X X; e HXiou HXl-.

i€l i i€l i o
Neste texto, utilizaremos X iep Xi ou X ; Xi. Assim, em simbolos, a Defini¢ao 139
fica:
X X;:= {x:l—) UXi} x; € X; paratodoi € I}.
iel iel
Se todos os conjuntos X; forem iguais a X, entdo denota-se X ; X; por ) que é o
conjunto de todas as fungdes de I em X. Se I é o conjunto unitario {a}, X . X; = Xs;
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quando I é o par ndo ordenado {a, b} coma #b, X ; X; = X; X Xp, ou seja, obtemos
o produto cartesiano de dois conjuntos como de praxe; analogamente, definimos
triplas ordenadas, quddruplas ordenadas, ..., n-uplas ordenadas, ...a partir de triplas,
quadruplas, ..., n-uplas, ...ndo ordenadas.

E como cada n-upla é uma familia, isso pode justificar a notagdo (x;) ao invés de
{x;} adotada por alguns autores. Isso porque a fungdo x : I — [J;c; X; tem, por assim
dizer, o papel de ordenar os elementos de |J;c; X; tomando-se sucessivamente um
elemento de cada X; por vez, o que é totalmente coerente com a ideia intuitiva por
detrds do conceito de n-upla ordenada.

Exemplo 141. R x R e R{*?} (a # b) ou R{"2} s30 notacdes distintas para o mesmo
objeto, também denotado por IR?> como se sabe, que representa todos os pares
ordenados de nameros reais ou todas as fungdes de {1, 2} em R. <o

Quando I ={1, 2, ..., n}, a notagao para o produto cartesiano e para um de seus
elementos x, ou seja, uma n-upla ordenada, fica assim:

X Xi=Xy xXgx - x Xy e x=X(x)=(x1, X2, .., Xn),
i€l i€l
e o elemento x; é chamado a i-ésima coordenada da n-upla x.
Essa discussdo motiva uma defini¢do muito ttil, j4 apresentada no Exemplo 7,
porém com outros termos:

Defini¢io 142. Uma familia com indices no conjunto N = {1, 2, ...} dos niimeros natu-
rais’® chama-se uma sequéncia ou sucessao. O

Assim, uma sequéncia x = (x;)ien = (X1, X2, ..., X5, ...) de elementos de um
conjunto X nada mais é do que uma funcdo x : N — X, cujo valor x(n) é indicado
por x, e é chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

Como vocé deve ter notado, o conjunto de indices I na definicdo de produtos
cartesianos gerais é totalmente arbitrdrio, nem sequer necessariamente finito ou
enumeravel. No entanto, ainda que ele ndo seja vazio, tampouco o sejam os conjuntos
Xi indexados por ele, surge uma questdo um tanto sutil: X . X; pode ser vazio?
Como garantir que sim ou nao?

Toda a Matemadtica se assenta sobre uma série de postulados sobre a nocdo de
conjuntos, os axiomas, afirmagdes aceitas como verdadeiras a partir das quais outras
podem ser deduzidas. Ha diversos de tais axiomas. Por simplicidade, evitamos
lista-los e discuti-los neste texto. No entanto, para poder respoder a questdo acima,
somos obrigados a abrir uma excegdo, pois a resposta esta contida no chamado
Axioma da Escolha, originalmente formulado por Zermelo>' em 1904 como parte de

De um modo mais geral, o conjunto de indices ndo precisa ser necessariamente IN, mas qualquer
conjunto contavel totalmente ordenado; ocorre, porém, que esse tipo de conjunto equivale a N no
sentido de que existe uma bijecdo entre ele e IN, por isso ndo é necessario mencionar outro conjunto que
nao o dos naturais.

Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953), matematico e fil6sofo alemao, cujo trabalho teve
influéncia direta nos fundamentos da Matematica. Famoso por seu papel no desenvolvimento dos
axiomas de Zermelo-Fraenkel e na prova do Teorema do Bom Ordenamento.

82



1.11 FAMILIAS

sua demonstragdo do chamado Principio do Bom Ordenamento. Trata-se do enunciado
a seguir.

Seja {X;} uma familia de conjuntos ndo vazios indexada por um conjunto arbi-
trdrio ndo vazio de indices. Entdo, é possivel construir um conjunto X tomando
(“escolhendo”) um elemento x; de cada conjunto X;.

Em termos mais técnicos, esse axioma nos diz que:

existem funcoes x : I — U X tais que x; € X; para todo i € L.

1

Em outras palavras, como o produto cartesiano é o conjunto de todas as fungdes
x : I = UJ; Xi, o Axioma da Escolha afirma o seguinte:

O produto cartesiano de uma familia nido vazia de conjuntos nio vazios nio é
vazia.

Essa é a resposta e a garantia para as duas questdes acima.
Um ultimo fato interessante sobre familias esta contido na préxima proposigao.

Proposicdo 143. Seja {X;}ic; uma familia de conjuntos, X seu produto cartesiano e | C 1.
Entio existe uma correspondéncia entre X e o produto cartesiano parcial X, | Xi. O

Demonstragio. Cada x € X é uma familia {x;}, que em tltima andlise é uma fungéo x :
I = X; o elemento correspondente y € X, / X; é obtido simplesmente restringindo-
se x a ], ou seja, basta definirmos y := x|]. [

A fungdo x — y definida na demonstracdo acima é chamada a projecio de X em
X i I X; e a denotaremos por 7. Essa funcdo, como vocé pode facilmente constatar,
é sobrejetiva. (Certifique-se!) Se, em particular, | for um conjunto unitario | = {j},
escreveremos 77; em vez de 7t;,. Ha outros usos da palavra “projegao”:

1. se x € X, entdo o valor de 7; em x, i.e.,, xj, também é chamado de a projegdo
de x em X; ou, alternativamente, a j-coordenadada de x (se, em particular, I C N,
também costuma-se dizer j-ésima coordenada de x);

2. se f: A — X, X; é uma fungdo de um conjunto qualquer A no produto cartesiano
dos conjuntos X;, podemos definir, para cada i € I, uma fungdo f; : A — X;
por f; := 7t; o f, assim, f(a) = X ,(fi(a)); para cada a € A; reciprocamente, se for
dada uma fungdo f; : A — X; para cada i € I, entdo existe uma tinica fungao
f:A— X, Xitalque f; = m; o f para cada i € I: basta definir f(a) := X .(fi(a));
para cada a € A; a fungdo f; é chamada de a projecdo de f em X; ou a j-coordenada
de f (ou j-ésima coordenada de f se I C IN).

Uma funcéo cujo dominio é um produto cartesiano é chamada de uma funcéo de
vdrias varidveis; em particular, uma fung¢do cujo dominio é o produto cartesiano X x Y
de dois conjuntos é chamada de uma fungdo de duas variéveis.
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Exercicio 144 ([11]). Prove que (U; X;) X (U; Y)) = U; ;(Xi X Yj) e que (N; Xi) X (N; Y)) =
N, ]-(Xi X Y}) (contanto que, neste tltimo caso, os conjuntos de indices ndo sejam va-
zios). Adicionalmente, prove que (; X; C X; C |J; X; para todo j, contanto que o
conjunto de indices da familia {X;} ndo seja vazio. Além disso, prove que a inter-
sec¢do e a reunido podem, de fato, ser caracterizadas como as solugdes extremas
dessas inclusdes, i.e., se X; C Y para todo j, entdo (J; X; C Y e essa reunido € o tnico
conjunto que satisfaz essa condigdo minimal; analogamente para a intersec¢do. <

1.12 FUNQ()ES E CONJUNTOS: PROPRIEDADES ELEMENTARES

Agora que vocé foi apresentado ao conceito de familia na se¢do precedente, vamos
lhe apresentar mais alguns fatos importantes envolvendo conjuntos e fungdes nas
duas seguintes proposicoes.

Proposicdo 145. Sejam f : X — Y uma fungdo e I um conjunto de indices.

(a) Se A; C X para todo i € I, entio:

f<LiJAi> =Jf(4), (1.12.1)

mas

f<ﬂAi) - Of(Ai)~ (1.12.2)

1 ( U Bi) = LiJf*(Bz-) (1.12.3)

f ( N Bi> = Offl(Bi)- (1.12.4)

Demonstragio.

(1.12.1) y € f(U;Ai)) & existe x € (J;A; talque y = f(x) & paraalgum i €
I, existe x € A;jtal que y = f(x) & paraalgumi € I, y € f(A;) &y € U; f(A).

(1.12.2) y € f(N;Ai)) = existe x € ;A; talque y = f(x) = paratodo i €
I, existe x € A;jtal quey = f(x) = paratodoi € I, y € f(A;) = y € f(A).

(1.12.3) x € fY(U;B;) & existe y € U;B; talque y = f(x) < paraalgum i €
I, existey € B; tal que y = f(x) & paraalgumi € I, x € f1(B;) & x € U; f1(B).

(1.124) x € f1(N;B;) & existe y € ;B; talque y = f(x) < paratodo i €
I, existey € B;talquey = f(x) & paratodoie€ I, x € f {(B) < xeNf B). =
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Nao vale a igualdade em (1.12.2) porque, se y pertence ao lado direito, entdo y
pertence a f(A;) para todo i € I, portanto existe um x; em cada A; tal que y =
f(x;). Ocorre, porém, que pode ndo haver x algum em (; A; tal que y = f(x). Um
contraexemplo deixard tudo mais claro. Considere f : [-1, 1] — RR, definida por
f(x) = x%, e sejam A; = [-1,0] e A, = [0, 1]. Entdo f(A1) = f(A2) = [0, 1], logo
f(A1) N f(Az) = [0, 1], mas f(A1 N AQ) = f({O}) = {0}

Porém, se adicionarmos a hipétese de que a f é injetiva, entdo é possivel obtermos
a igualdade, como nos mostra a proxima proposigéao.

Proposicdo 146. Seja f : X — Y injetiva. Entdo, se A; C X para todo i € I, vale:

f(Oz‘h) = Of(Ai)-

Demonstragdo. Se y pertence ao lado direito, entdo y pertence a f(A;) para todoi € I,
portanto existe um x; em cada A; tal que y = f(x;). Como f é injetiva, todos os x; sdo
iguais a, digamos, x. Logo, x € N; A;. Como y = f(x), segue-se que y pertence ao
lado esquerdo. A outra incluséo ja foi provada na proposi¢do anterior. [

1.13 FUNCOES IMPLICITAS: UMA NOCAO

O intuito desta se¢do é apresentar apenas uma nogdo sobre as fungdes implicitas.
O aprofundamento deste assunto estd fora do nosso escopo e requer ferrramentas
mais avangadas, mas haverd ocasido para vocé estudé-las adiante em outros cursos,
como um curso mais avang¢ado de Célculo ou de Anélise. Nesses cursos, vocé sera
apresentado ao teorema da fungdo inversa, do qual o teorema da fungdo implicita é
uma consequéncia, e verd as aplica¢des deste dltimo, como, por exemplo, assegurar a
existéncia das solugdes de certas equagdes diferenciais. Por ora, gostariamos apenas
de lhe apresentar o conceito de uma fungdo dada implicitamente.

Até aqui, vimos ou falamos sobre funcdes definidas explicitamente, i.e., fun¢des para
as quais a lei de correspondéncia, consistindo de um conjunto finito de instrucdes
(um algoritmo), ndo necessariamente, mas geralmente, uma férmula, permitia obter
diretamente a varidvel independente y dada a varidvel dependente x ou vice-versa se
a funcao fosse invertivel, e costumédvamos denotar assim:

y=fx) ou x=¢(y).

Por outro lado, podemos olhar para a fungdo inversa de y = f(x) como a solugdo da
equagdo iy — f(x) = 0 para x. Ou, mais geralmente, podemos falar em equagdes do tipo
F(x, y) = 0 e tentar resolvé-la para x ou y. Isso é frequentemente feito na Geometria
Analitica. Por exemplo, ao invés de se representar curvas por meio das equagdes
y = f(x) ou x = ¢(y), o que se faz é representé-las por meio de qualquer equacdo em
x e y da forma F(x, y) = 0. Alguns exemplos cldssicos sdo os das equagdes:

(a) do circulo de centro na origem e raio 1: x> +y> —1=0;
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(b) da elipse de centro na origem e semieixos a e b: x*/a* +y?/b*> — 1 = 0;
(c) da lemniscata: (x* +y?)* — 2a(x* — y?) = 0.

Em todos esses casos, a fim de obtermos y como fun¢do de x, ou x como fungao
de y, precisamos resolver a equagdo para y ou para x. Dizemos, nesses casos, que a
fungdo y = f(x) ou x = ¢(y) é definida implicitamente por meio da equagdo F(x, y) =0
e que a solugdo dessa equagdo nos fornece a fungao explicitamente. Claro que essa
ideia pode ser estendida para mais varidveis e poderiamos falar de funcdes G(x, y, z),
H(x, y, z, u, v) e assim por diante, mas é suficiente restringir essa breve discussdo a
apenas x e J.

Em alguns casos, como os de acima, as equagdes podem ser resolvidas e podemos
exibir a solugdo explicitamente em termos de fung¢des elementares. Em outros casos,
a solugdo s6 pode ser obtida lancando-se médo de ferramentas mais sofisticadas que
nos permitam obter a solugdo em termos de uma série infinita ou por meio de outros
processos envolvendo limites, i.e., processos que nos permitam obter solugdes tao
préoximas quando desejarmos de y = f(x) ou x = ¢(y). Para muitos propdsitos,
entretanto, ndo convém resolver a equacdo F(x, y) = 0, seja a sua solugdo exata ou
aproximada, mas apenas basear a discussdo na defini¢do implicita.

Por fim, é importante ressaltar que nem toda fungdo F(x, y) nos fornece uma fungao
y = f(x) ou x = ¢(y) por meio da resolugdo da equagdo F(x, y) = 0. De fato, é facil
encontrar exemplos de fung¢des F(x, y) que, quando igualadas a zero, ndo nos fornece
fungdes de uma varidvel como solugéo. Por exemplo, x> + y* = 0 s6 é possivel quando
ambos x e y sdo iguais a zero e x% +y? + 1 = 0 ndo possui solucéo real. Por esse motivo,
antes de tudo, se faz necessario estudar se a equagdo F(x, y) = 0 pode ser resolvida
e quais propriedades sua solugdo possui, mas isso ndo pode ser feito aqui porque,
como dissemos no inicio, demanda ferramentas mais sofisticadas. Esse estudo sera
deixado para cursos posteriores.

1.14 MAIS ALGUNS CONCEITOS

Nesta se¢do, vamos falar predominantemente das fungdes reais de uma variavel
real, i.e., aquelas cujo dominio e contradominio sdo subconjuntos de IR.

Algumas dessas fun¢des possuem propriedades especiais a0 mesmo tempo simples
e uteis. Os primeiros conceitos que estudaremos a seguir sao particularmente tteis,
por exemplo, no esboco do grafico de certas fungdes e no calculo dos coeficientes das
séries de Fourier, utilizadas na resolugdo de equagdes diferenciais parciais, como a
equacdo da onda, do calor e problemas envolvendo a Equagao de Laplace>.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827), matematico, fisico e astronomo francés. Dentre seus grandes feitos,
colocou a Teoria da Probabilidade numa base sélida, comprovou a estabilidade do sistema solar e, na
Andlise, introduziu a fungio potencial e os coeficientes que hoje levam seu nome.
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1.14.1  Fungdes pares, impares, simétricas e antissimétricas

Antes de prosseguir, vamos convencionar o seguinte: diremos que um conjunto
X C R é simétrico em relagdo a origem (independentemente de 0 pertencer ou ndo a
X) se ele possuir a propriedade: x € X = —x € X.

Definicdo 147. Sejam X, Y C R, X simétrico em relagdo a origem e uma fungio f : X — Y.
Dizemos que:

(a) féparse f(—x)= f(x) para todo x € X.
(b) f éimpar se f(—x) = —f(x) para todo x € X. O

A escolha de um dominio X e um contradominio Y que sejam subconjuntos de R na
Defini¢do 147 ndo é feita por acaso. Essa escolha se deve ao fato de que precisamos de
parte da estrutura algébrica de R, que consiste na capacidade de tomarmos opostos
(—x) e ordenarmos elementos. Por esse motivo, X e Y ndo poderiam ser conjuntos
arbitrérios.

Os aspectos gerais dos graficos de fungdes pares e impares sdo ilustrados na

Y

NA NCJA
VooV ViIoVE

(a) Exemplo de fungéo par. (b) Exemplo de fungédo impar.

Figura 41: Aspectos gerais dos graficos de uma funcédo par e outra impar.

Exemplo 148. Sejam X = {-3, -2, -1,1,2,3}, Y ={1,2,3,4,5} e f: X = Y
definida por:

f = {(_3/ 2)/ (_2/ 1)/ (_1/ 5)/ (1/ 5)/ (2/ 1)/ (3/ 2)}

Como vocé pode facilmente constatar, f é par, uma vez que f(—x) = f(x) para todo
x € X. Por outro lado, a fun¢do g : X — Y definida por:

§=1{(-3,2),(-21),(-1,3),(1,5),(2,1), 3 2}
ndo é par nem impar, uma vez que f(—1) ndo é igual a f(1) nem a —f(1). o
Exemplo 149. Talvez os exemplos mais simples de uma func¢do impar e outra par

sejam f, g : R — R definidas por f(x) = x e g(x) = x?, respectivamente, Figuras 42a
e 42b. o

Esse simples exemplo contém uma dica para vocé associar os nomes as proprieda-
des. Suponha X, Y C R, X simétrico em relagdo a origem e f : X — Y uma fungdo
definida por f(x) = x" (n € IN). Entdo, f sera impar quando n for impar, e paro o
caso contrdrio, f serd par.
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fl)=x g(x) = x?

(a) Fungdo fmpar. (b) Funcgéo par.
Figura 42: Paridade de algumas fung¢des simples.

Exemplo 150. Outros exemplos cldssicos sdo os das fung¢des sen, cos : R — R,
respectivamente, Figuras 43a e 43b. O

Y, Y,

Yy = senx Yy =cosx

/\ / , A
VARVIRVER IVALVERE

(a) Seno: fungdo impar. (b) Cosseno: fungdo par.

Figura 43: Paridade das func¢des seno e cosseno.

Exercicio 151. Verifique quais das fung¢des a seguir sdo pares e quais sdo impares:
(@) sinh : R — R, sinhx = (e* —e™¥)/2;

(b) cosh : R — R, coshx = (¢* +e7¥)/2;

© fR=R, f()=vVIi+x+x2—V1—x+x
(d) g:(-1,1) = R, g(x) =log[(1+x)/(1—x)];
() h:R — R, h(x) =log(x+V1+x2). &

Exercicio 152. Seja f : R — R definida por f(x) = 2x* — 3x3 — 5x2 + 6x — 10. Calcule:

P00 = S+ F0] e p(x) = SIF) — F-)
e estude as paridades dessas novas fungoes. &

Um fato notével sobre fun¢des pares e impares de facil demonstracdo é o seguinte.

Proposicao 153. Sejam X, Y C R, sendo X simétrico em relagio a origem. Qualquer fungio
f + X — Y pode ser escrita como a soma de uma fungio par e uma fungdo impar. O
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Demonstragio.

£ = F@)+ 3 (20— 3 F(-x) = JF@+ [0+ 510~ F(-0).

Definindo f,, f; : X — Y da seguinte maneira:

0 = S0+ f-D] e fi0) = S1F) — (-],

temos:

fol=2) = SR+ f1 = fp0) e fil—2) = 23 — F@] = ~fi),
ou seja, f, é par e f; € impar. Concluimos, entdo, que f = f, + f;. [

Além dessa, podemos mencionar mais as seguites propriedades, cuja demonstr¢ao
deixamos como exercicio.

(@) Uma fungdo impar definida na origem vale zero na origem.

(b) A tnica func¢do par e impar ao mesmo tempo € a fun¢ao nula.

(c) A soma de fun¢des de mesma paridade mantém essa paridade.

(d) O produto de duas fun¢des de mesma paridade é par e de paridades opostas é
impar.

(e) Se uma funcgédo f for par, a composta go f também o serd; se f for impar, a

paridade da composta g o f serd a mesma de g, caso g possua alguma.

Exercicio 154. Demonstre as afirmagdes de acima. Tente generalizar cada uma das
trés dltimas para o caso de n fungdes (1 > 2). O

Note que os gréficos das fun¢des (reais de uma varidvel real) pares e impares
possuem grande apelo visual: as primeiras sdo simétricas em relacdo ao eixo das
ordenadas OY (reflexdo especular); as tiltimas, em relagdo a origem (um ponto).

Mas é claro que nem todas as fun¢des de uma varidvel real podem ser classificadas
como pares ou impares. Pense, por exemplo, na fun¢do In : R* — R (Figura 44).

Y

y=Inx

o/l X

Figura 44: Exemplo de funcdo sem paridade.

Entretanto, repare que, como a paridade é um conceito sobre simetria, mesmo
dentre as fun¢des sem paridade, podemos encontrar aquelas que possuem simetria
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em relagdo a uma reta vertical (como no caso das fungdes pares) ou em relagdo a um
ponto (como no caso das fungdes impares). E frequentemente € isto o que ocorre:
encontramos ndo as fung¢des pares ou impares, mas o que chamamos de fungdes
simétricas e antissimétricas em relacdo a um ponto c.

Vamos dizer que um conjunto X C R é simétrico em relagdo ao ponto c se ele
possuir a seguinte propriedade: c+h € X = ¢ —h € X (c pode ou nao pertencer a X).
Assim, de modo andlogo a Defini¢do 155, temos a seguinte defini¢do:

Defini¢do 155. Sejam X, Y C IR, X simétrico em relagdo ao ponto ¢ e uma fungio f : X —
Y. Dizemos que:

(a) f ésimétrica em relacdo a cse f(c+h) = f(c —h) paratodoc+h € X;

(b) f é antissimétrica em relagdo a c se f(c+h) = —f(c — h) para todo c+h € X. O

Os aspectos gerais dos graficos de fungdes simétricas e antissimétricas sdo ilustrados
na Figura 45.
Y X=cC

TN N A
VAR ERE TARE

(a) Exemplo de fungdo simétrica. (b) Exemplo de fungdo antissimétrica.

'

Figura 45: Aspectos gerais dos graficos de uma funcao simétrica e outra antissimétrica.

Podemos pensar sobre as fun¢des simétricas ou antissimétricas como fungdes pares
ou impares transladadas horizontalmente. Compare o Exemplo 149 com o préximo
exemplo.

Exemplo 156. Sejam ¢, ¥ : R — R definidas por ¢(x) = x — 1 e {(x) = (x — 1). Essas
fungdes sdo, respectivamente, antissimétrica e simétrica em relagdo a x = 1. (Certifique-
se!) Observe seus graficos na Figura 46. Note que essas fung¢des correspondem

respectivamente as transla¢des horizontais de f e ¢ do Exemplo 149. <o
Y. x=1 Y x=1
o | X 0 | X
L P =x-1 )= (- 1)
(a) Fungdo antissimétrica. (b) Fungdo simétrica.

Figura 46: Simetria de algumas fung¢des simples.
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Uma funcdo simétrica notavel, uma das mais importantes da Estatistica Inferencial,
com aplicag¢des no estudo de diversos fendmenos das mais variadas areas, é a distri-
buigdo normal (também conhecida como distribui¢cao de Gauss ou Gaussiana>?) com
média y e variancia 02, f : R — RR, definida por:

_1\2
£ = ——sexp (U710,

2702

Seu gréfico tem o aspecto em forma de sino da Figura 47.

Y,

@) K X

Figura 47: Uma das mais notaveis fun¢des simétricas: distribui¢do normal.

Exercicio 157. Verifique que a distribui¢do normal é simétrica, i.e., mostre que f(c +
h) = f(c — h) para todo h € R. o

Uma observagdo final: note que, em tltima andlise, uma fungdo simétrica (resp.
antissimétrica) sempre pode ser reduzida a uma funcdo par (resp. impar). Basta,
para isso, efetuarmos uma mudanga de varidvel u = x — ¢, que nada mais é do que
uma bijecdo ¢ : X — U. Essa transformagdo pode ser interpretada geometricamente
como uma translacdo horizontal do grafico da fun¢do (ou do sistema de eixos,
dependendo do ponto de vista). Repare que, com essa mudanga de varidvel, a
propriedade f(c+h) = f(c — h) de fungdo simétrica (resp. f(c+h) = —f(c —h) de
funcdo antissimétrica) fica f(h) = f(—h) (resp. f(h) = —f(—h)). (Verifique!) Por
exemplo, no caso da distribui¢do normal, com a mudancga u = x — p, obteriamos:

B 1 u?

e seu grafico ficaria como na Figura 48.

53 Em honra a Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matemético alemao conhecido como princeps
mathematicorum (em latim: "o principe da matematica"ou "o mais notavel dos matematicos"). Gauss
trabalhou em muitos campos, tanto da Matemética quando da Fisica, incluindo Teoria dos Ntumeros,
Analise, Geometria Diferencial, Geodésia, Magnetismo, Astronomia e Optica. Seu trabalho teve uma
imensa influéncia em muitas dreas. No que concerne a introdugdo da distribui¢do normal, considera-se
que sua equacao foi publicada num artigo em 1733 por Abraham De Moivre (1667-1754), matematico
francés, pioneiro no desenvolvimento da Geometria Analitica e da Teoria da Probabilidade, eleito
membro da Royal Society em 1697 (12 anos apds migrar para a Inglaterra); foi amigo de Isaac Newton
e Edmond Halley. Além de Gauss e De Moivre, vale mencionar que outros matematicos notaveis se
debrugaram sobre esse assunto, como Laplace, Robert Adrain (1775-1843) e Lambert Adolphe Jacques
Quetelet (1796-1874).
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(@) u

Figura 48: Fungdo par obtida de uma fungdo simétrica.

1.14.2 Periodicidade

Em diversas ocasides, encontramos fungdes periddicas do espaco ou do tempo, i.e.,
fungdes cujos valores se repetem ap6s percorrida certa distancia ou ap6s decorrido
certo intervalo de tempo. Por exemplo, os pontos das frentes de onda produzidas por
fontes sonoras ou luminosas, a configuragdo de certos ladrilhos regulares revestindo
um piso ou a configuracdo dos reticulados cristalinos podem ser modelados por
fungdes periddicas do espago. Processos periddicos decorrentes do movimento de um
rotor (como a corrente alternada gerada por um dinamo), as estagdes do ano, ciclos
menstruais ou a quantidade de presas e predadores numa populagdo a qual possa
se aplicar o modelo de Lotka-Volterra>* sdao exemplos de fendmenos peridédicos do
tempo, bem como todos os fendmenos vibratérios ou oscilatérios.

Defini¢ado 158. Dizemos que uma fungio f : X C U — Y é periddica se existir algum
T € U ndo nulo tal que, para todo x € X, f(x+T) = f(x). O

Repare que o dominio da fun¢do ndo pode ser arbitrario. Sua estrutura algébrica
precisa ser tal que x € X = x+T € X (T ndo necessariamente um nimero e +
ndo necessariamente a soma usual). Ndo entraremos nos pormenores desse assunto,
apenas queremos ressaltar que esse conjunto ndo pode ser qualquer. Para quase todos
os propositos (principalmente para as aplica¢des), sera suficiente algum conjunto
numérico (como IN, R, C, etc.) ou um espago vetorial (vetores do espago, espago de
matrizes, espago de fungdes, etc.).

Exemplo 159. O exemplo mais simples de func¢do periddica talvez seja o da fungdo
constante f : R — R, f(x) = c. Note que f(x + T) = f(x) para qualquer T > 0. o

Exemplo 160. As fungdes trigonométricas cosseno e seno, cos : R —+ R e sen : R —
R, sdo talvez os exemplos mais famosos de fungdes periddicas. Veja seus graficos na
Figura 43. Note que para qualquer x real, cos (x + 277) = cos x e sen (x +27) = sen x.<¢

Exemplo 161. Por outro lado, as inversas das fungdes cos : [0, 7] — [—1,1] e
sen : [rt/2, /2] — [—1, 1], respectivamente, arccos : [—1, 1] — [0, 7r] e arcsen :
[—1, 1] — [7t/2, 71/2], ndo sdo periddicas (Figura 49). <o

54 Em honra a Alfred James Lotka (1880-1949) e a Vito Volterra (1860-1940).
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Y Y,

( 7T Y= arcsenx 7T f------ ‘

i -1 i

-1 0 1 X § o 1 X
y:arccosx s -7

(a) Funcao arco-cosseno.

(b) Funcéo arco-seno.

Figura 49: Exemplos de fun¢des que ndo sdo periddicas.

Exemplo 162. As fung¢des tgx = senx/cos x (tangente), cotgx = cosx/ senx (cotan-
gente), secx = 1/cos x (secante) e cossecx = 1/senx (cossecante), que derivam das
fungdes seno e cosseno, sdo periddicas. Observe seus graficos na Figura 50. Cumpre

(a) Tangente e cotangente.

(b) Secante e cossecante.

Figura 50: Periodicidade de algumas fungdes trigonométricas.

observar que os dominios de tais fungdes consistem dos ntimeros reais para os quais
os denominadores nao se anulam. Note que:

(@) tg(x+m) = tgx;
(b) cotg(x+ ) = cotgx;
(c) sec(x+2m)=secx;

(d) cossec(x+27m) = cossecx. <O

Exemplo 163. A funcdo dente de serra f : R — R, definida por f(x) = x — | x], é outro
exemplo de funcado periddica (veja a Figura 51). Um exercicio interessante é provar
que ela satisfaz: f(x +1) = f(x) para todo x € R. (Escreva x =k+¢,em quek € Z e
¢ € [0, 1) sdo respectivamente a parte inteira e a parte fracionaria de x.) <o

Exemplo 164. Por dltimo, uma palavra sobre uma fungdo periddica relevante na
defini¢do das fungdes trigonométricas: a fungdo de Euler E : R — C, que faz
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Figura 51: Fungdo dente de serra.

corresponder a cada ntimero real o ponto E(f) = (x, y) da circunferéncia unitdria>> C
da seguinte maneira:

1. E(0) = (1, 0);

2. se t > 0, E(t) serd a extremidade de um caminho de comprimento ¢ que parte de
(1, 0) e percorre C no sentido anti-horario;

3. se t < 0, E(t) serd a extremidade de um caminho de comprimento |¢| que parte de
(1, 0) e percorre C no sentido hordario.

\ Y,
N \
g E(t)
0+ .
0 1,0) x
C
R

Figura 52: Fungdo de Euler: exemplo de fungdo periddica.

Essa fungdo pode ser imaginada como o processo de enrolar a reta sobre a circunfe-
réncia (Figura 52). Cada vez que t percorre um intervalo de comprimento 27, E(t)
percorre na circunferéncia uma volta completa e, portanto, E(f +27t) = E(t). <O

1.14.3 Monotonias

Uma das possiveis acep¢des que o leitor encontrard para a palavra “monotonia”
ao abrir um diciondrio é: “falta de variagdo”. E naturalmente questionard: falta
de variagdo do qué, se o préprio conceito de fungdo nos induz a ideia de varia¢do?
Esclarecemos: monotonia é o conceito utilizado para dizer que uma fungdo preserva

55 Circunferéncia de centro na origem e raio unitario.
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ou inverte a relacdo de ordem (total>®) do seu dominio. A definigdo a seguir deixara
o conceito mais claro.

Defini¢do 165. Sejam X e Y conjuntos dotados de uma ordem total denotada por =< e
f+ X — Y uma fungio de X em Y. Sejam também x1 e xp elementos (arbitrdrios) de X.
Dizemos que f é:

(a) crescente quando x1 < x2 = f(x1) < f(x2);

(b) decrescente quando x1 < x2 = f(x1) > f(x2);

(c) ndo decrescente quando x; < x2 = f(x1) = f(x2);

(d) ndo crescente quando x1 < x2 = f(x1) = f(x2). O

Em todos os casos da Defini¢do 165, dizemos que f é mondtona. Nos dois primeiros,
que sdo casos particulares dos dois ultimos, dizemos ainda que f é estritamente
mondtona; note que em ambos f € injetiva.

Certamente, a tinica fun¢do simultaneamente moné6tona ndo decrescente e mo-
nétona ndo crescente é a funcdo constante. De fato, se uma fungdo f : X — Y é
monoétona ndo decrescente, entdo, para xi, x2 € X, x1 < x2 = f(x1) < f(x2); se
f é também mondtona ndo crescente, x; < x2 = f(x1) = f(x2). Isso significa que
x1 < x2 = f(x1) =2 f(x2) < f(x1). Assim, forcosamente, x; < x2 = f(x1) = f(x2),
donde segue o resultado.

Exemplo 166. A funcdo identidade em qualquer conjunto totalmente ordenado é
estritamente monétona (crescente). <o

Recomendamos evitar o uso isolado dos termos ndo decrescente ou ndo crescente
para se referir as fun¢des que sdo dos dois tltimos tipos, pois negar que uma fungao
seja decrescente (resp. crescente) ndo significa que ela seja monétona. (Pense numa
fungdo periddica qualquer para ilustrar esse ponto.)

Se vocé pensou numa fungdo peridédica qualquer, deve ter notado que a definicao
acima nao esgota todas as possibilidades, i.e., ha fun¢des ndo monétonas. Pense, por
exemplo, no comportamento trimestral do preco de uma commodity qualquer, algo
como ilustrado na Figura 53a, ou na func¢do f : R\ {0} — R, x — 1/x, cujo grafico é
a hipérbole equildtera (Figura 53b).

1.14.4 Limitagdes

Definicao 167. Seja Y um conjunto dotado de uma ordem total denotada por < e uma
fungdo f : X — Y. Diremos que f é limitada se existirem K, M € X tais que, para todo

Dizemos que um conjunto X é totalmente ordenado ou linearmente ordenado por uma relagdo =< se gozar
das seguintes propriedades: 1. reflexividade: Ya € X, a < a; 2. transitividade: a <beb <c=a = ¢; 3.
antissimetria: a <beb a=a=b;e4. VYa,b € X,a X boub < a. O leitor ndo deve pensar que as
ordens usuais < em IN, Z, Q ou R sdo as tnicas existentes! Por exemplo, podemos estabelecer uma
relagdo de ordem em R da seguinte maneira: sejam x, y € R; se x, y € Q, diremos que x Xy se x < y;
se x, y € R\ Q, diremos que x <y se x < y; por fim, se x € Q e y € R\ Q, diremos sempre que x =< y.
(Verifique que essa é uma relagdo de ordem total em IR.) Para mais detalhes, veja [1].
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4 Preco Y,

O Tempo

(a) Comportamento do prego de uma comrmo- (b) Hipérbole equilétera.
dity: um exemplo.

Figura 53: Gréficos de fun¢des que ndo sdo monotonas.

x € X, K= f(x) 2 M. Quando K = f(x) Vx € X também dizemos que f é limitada
inferiormente; analogamente, dizemos que f é limitada superiormente quando f(x) < M
Vx € X. O

No caso das fungdes reais de uma varidvel real, os exemplos mais imediatos sdo as
fungdes sen e cos.

1.14.5 Taxa de variagdo

Vocé deve estar acostumado a escutar ou a ler certas expressoes, tais como:

e quilometros por litro: obtidos dividindo-se o nimero de quildometros rodados
pela quantidade de litros de combustivel utilizada;

e custo por quilowatt-hora: calculado dividindo-se o custo da eletricidade pela
quantidade de quilowatt-hora utilizada;

e velocidade média: distancia percorrida dividida pelo tempo gasto no percurso.

O que todas essas expressdes possuem em comum é o fato de descreverem quanto,
em média, uma grandeza varia em relagdo a outra.
Mais geralmente, temos a seguinte defini¢do:

Definigao 168. Seja f : X C R — R uma fungdo real de uma varidvel real. Se x1, xo € X,
sendo x1 # xp, dizemos que o niimero

. fx2) — f(x1)

X2 — X1

é a taxa de variagao média da fungdo f entre xq e x». O
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Note que se chamarmos de & a diferenca x, — x1 da defini¢do acima, sendo x; # x,
ou seja, h # 0, podemos dizer equivalentemente que

L flreh) — £
SPLLALS {7}

Alguns autores chamam a taxa de variacdo média também de taxa de crescimento
média. Embora nossa preferéncia seja por aquele nome, ndo hd problema em se utilizar
este. Quando a func¢do descrescer, a taxa de crescimento serd negativa.

Claramente, v depende dos pontos x1 e x; ou, 0 que dd no mesmo, do ponto x e de

h.
A Figura 54 ilustra a ideia da taxa de variacdo média.
Y,
FHR) b
f) proeeieny ‘ §
— ;
O x X+h 3(

Figura 54: Taxa de variacdo média de uma fun¢do num intervalo.

Exemplo 169. Suponha que um objeto despenque de um edificio e que a distancia em
metros que ele percorre na queda ap6s t segundos seja dada pela funcéo d(t) = 5¢2.

(@) Qual seria a velocidade média desse objeto entre t =1s et =5s?

(b) Eentret=xet=x+h? <O

Solucio.

(a) Nesse caso,

,_dE) —d) 5.5 -512 1255

== ] =~ =30m/s.
(b) Agora,
dix+h)—d(x) 5(x+h)?—5x> 5(x>+2xh+h>—x%) 5h(2x+h)
0 = = = = P
h h h h
ou seja,
v = 10x + 5h.
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Nesta ideia de taxa de variacdo média esta a semente para algo um pouco mais
sofisticado, que vamos mencionar en passant, apenas por curiosidade. Para certas
classes de fungdes, ditas derivédveis, é possivel falar sobre a taxa de vari¢do num
ponto (ou instantanea, em alusdo ao fato de que em muitos problemas a varidvel
independente representa o tempo).

Observe na figura 55 o gréafico de uma fungéo f e a reta secante que passa pelos
pontos P = (xo, f(x0)) e Q = (xo +h, f(xo+h)). Na figura, foi ilustrada uma situagao
em que & > 0, mas o mesmo vale para h < 0.

AY

Secante

f(xo+h) — f(xo)
fxo+h)

O O

X0 h Xo+h 3(

Figura 55: Secante ao grafico de uma fungdo e taxa de variacdo média.

A taxa de variacdo média de f entre os pontos P e Q é dada pelo quociente:

f(xo+h) — f(xo)
h

Tomando & cada vez mais préximo de zero, obtemos retas secantes que cortam o
gréfico de f em dois pontos P e Q cada vez mais préximos. A medida em que xo + &
se aproxima de xo, f(xo +h) e f(xo) ficam mais proximos e a secante PQ se aproxima
cada vez mais da tangente ao gréfico de f em x(. No limite desse processo, obtém-se
a taxa de variacdo no ponto x:

f(xo+h) — f(xo)

!/ =1-
fileo) = i ==

que é chamada a derivada da fungdo f no ponto xo.

Note que esta é apenas uma introducdo informal deste conceito para instiga-lo.

Vocé deve estudé-lo com diligéncia num curso de Calculo.
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FUNCOES AFINS

“Um certo rei envia 30 homens a seu pomar para plantar drvores.
Se eles podem plantar 1000 drvores em 9 dias, em quantos dias 36
homens plantariam 4400 drvores?”

Fibonacci — Problema proposto no Liber Abaci (1202) para
ilustrar a regra de trés.

2.1 INTRODUCAO

No capitulo anterior, vimos os principais conceitos envolvendo a defini¢do de
funcdo. Continuamos nosso estudo sob o ponto de vista elementar, ou seja, sem o
uso do Calculo Diferencial, com foco nas fung¢des reais de uma varidvel real que mais
aparecem na prética e no desenvolvimento do estudo da Matematica, i.e., func¢des do
tipo f : X C R — R que tém como dominio um subconjunto X dos ntimeros reais e
cujos valores f(x), para todo x € X, sdo niimeros reais.

A mais simples delas é a fungdo afim, que é o modelo matemdtico para os problemas
cuja taxa de variagdo de uma grandeza (que serd substituida por sua medida, que
é um namero real) em relagdo a uma outra é constante. Por exemplo, o prego de
uma corrida de taxi em funcdo da distancia percorrida, a distancia percorrida em
funcdo do tempo num movimento uniforme ou como se transformam as medidas de
temperatura (ou seja, como uma medida se escreve em func¢do de outra) quando se
muda de escala termométrica.

O estudo da fungdo afim serd antecedido pelo da fungdo linear, que é o modelo
matematico para os problemas de proporcionalidade direta. A fun¢do linear nada
mais é do que um caso particular da func¢do afim, mas é conveniente comegarmos
pela fungdo linear para que possamos utilizar o seu teorema de caracteriza¢do na
demonstracdo do teorema de caracterizacdo da funcdo afim. Nao que esta seja a tinica
forma de se abordar este problema. Ela é apenas a forma que este autor acredita
ser conveniente para uma abordagem de um ponto de vista elementar. O leitor
fica convidado a experimentar outras abordagens, sobretudo préprias, de um ponto
de vista elementar ou ndo. Vocé verd mais adiante, num curso de Célculo, como
este problema ¢é facilmente atacado com as ferramentas 14 desenvolvidas, utilizando
apenas a hipétese de taxa de variagdo constante.

Iniciaremos com foco nos aspectos algébricos e em seguida estudaremos os aspectos
geométricos da funcdo afim. Sua interpretagdo geométrica é muito proficua, pois
permite visualizar o que estd sendo feito e aguca a intuicdo matematica.
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2.2 FUNQAO LINEAR E PROPORCIONALIDADE

Defini¢ao 170. Uma fungio f : R — IR chama-se linear quando existe uma constante
a € R tal que f(x) = ax para todo x no dominio de f. O

Como ja dissemos, a fungdo linear é o modelo matematico para os problemas
de proporcionalidade direta. Dizemos “direta” porque ha também o conceito de
proporcionalidade inversa. Ambos sdo casos particulares do conceito geral de propor-
cionalidade. Na linguagem de funcdes, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 171. Uma proporcionalidade direta é uma fungio f : R — R tal que f(cx) =
cf(x) para todo ¢, x € R. Uma proporcionalidade inversa é uma fungio g : R* — IR* tal
que g(cx) = g(x)/c para todo ¢, x € R* (R* = R\ {0}). Uma proporcionalidade é uma
fungdo de qualquer um dos tipos anteriores. O

E claro que se f(cx) = cf(x) para todo ¢, x € R, entdo, escrevendo-se a = f(1),
f(x) = f(x-1) = xf(1) = xa, ou seja, f(x) = ax para todo x € R. Portanto f é
linear, provando nossa assertiva acima de que ela é o modelo para os problemas de
proporcionalide direta.

Analogamente, se g(cx) = g(x)/c para todo ¢, x € R*, entdo, escrevendo-se a = g(1),
Q(x) =g(x-1) =g(1)/x =a/x, ou seja, g(x) = a/x para todo x € R*.

Note que a proporcionalidade inversa s6 tem sentido quando se trata de grandezas
ndo nulas, pois, por definigdo, g(cx) = g(x)/c para todo ¢, x € R*, logo, se invertermos
os papéis de x e ¢, deve valer g(cx) = g(c)/x. Por isso a escolha de R* como dominio
e contradominio de g.

O conceito de proporcionalidade é talvez um dos mais difundidos na cultura de
todos os povos e um dos mais antigos também. Apesar disso, é interessante observar
como muitas pessoas “cultas”, mas “incultas” matematicamente, usam a palavra
“proporcional” de modo equivocado para dizer que uma grandeza cresce ou decresce
em relagdo a outra. Essa é uma condi¢do necesséria, mas ndo suficiente: conforme seja
a>0oua <0, f (resp. g) é crescente ou decrescente (resp. decrescente ou crescente).
A funcdo exp : R = R, x — exp (x), por sua vez, é crescente, mas a relagdo entre
x e sua imagem ndo é de proporcionalidade. Duas grandezas s6 podem ser ditas
proporcionais se cumprem os termos da Defini¢do 171.

Doravante, vamos fixar nossa atengdo apenas na proporcionalidade direta, que
passaremos a chamar apenas de “proporcionalidade” para simplificar a comunicagao.

Em suma, a definicdo de proporcionalidade equivale a dizer que a grandeza y
é proporcional a grandeza x quando existe um ntimero a, chamado constante de
proporcionalidade, tal que y = ax para todo valor de x.

Na prética, ha situagdes em que a férmula y = ax é dada explicitamente (ou quase).
Por exemplo, se um grama de ouro custa a reais, entdo x gramas custam y = ax reais.

No entanto, hd muitas outras situa¢des em que a constante de proporcionalidade
ndo é dada ou sequer tem relevancia alguma para o problema. Por exemplo, nas
aplicagdes do Teorema de Tales.

Considere no plano um angulo AOB e uma reta r que ndo é paralela ao lado OA
nem ao lado OB (Figura 56). Dado qualquer segmento de reta de comprimento x
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contido em OA, as paralelas a r tracadas por suas extremidades determinam sobre
o lado OB um segmento de comprimento y. O teorema de Tales assegura que y é
proporcional a x. (A seguir, ap6s estudar o teorema de caracterizagdo da fungao linear,
também chamado de teorema fundamental da proporcionalidade, seremos capazes de
justificar por qué.) Mas qual a importancia da constante de proporcionalidade a = y/x
neste problema? Por acaso, 2 = sena/ sen , mas isso ndo tem muita importancia.

r

Figura 56: Teorema de Tales e proporcionalidade.

O que esse problema ilusta é o fato de que nos problemas de proporcionalidade o
que interessa é saber apenas que se y = f(x) e y' = f(x’) entdo y/x =y’ /x’ é constante.
Isso nos permite determinar uma das quatro grandezas se forem conhecidas as outras
trés. Nisso consiste a famigerada “regra de trés”.

Antes de utiliza-la, porém, precisamos garantir que a correspondéncia x — y é
uma proporcionalidade. Para tanto, de acordo com a Defini¢do 171, precisamos que a
condigdo f(cx) = cf(x) seja cumprida por todos os valores reais de ¢ e x, em particular
para todo c real. Isso é facil de verificar quando c é inteiro, mas o mesmo nado pode
ser dito para os demais casos, por exemplo, quando c for irracional. A boa noticia
é que f(nx) = nf(x) para todo x € R e todo n € Z, contanto que f seja estritamente
mondtona, é condicdo suficiente para garantir que f é uma fungao linear. Esse é o
contetido do préximo teorema.

Teorema 172 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f : R — R uma
fungio estritamente mondtona. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:

(1) f(nx)=nf(x), Vne€ Z,Vx € R;
(2) f(x)=ax, Vx € R, emquea= f(1);
(3) f(x+y)=f(x)+ f(y), Vx, y € R. O

Demonstragio. Basta demonstrarmos as implicagdes: (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).

(1) = (2) Sejar=p/q (p, q € Z, q #0) um ntimero racional. Como p = gr,

qf(rx) = f(grx) = f(px) = pf(x),
logo
frx) = Zf(x) = rf(x).
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Seja a = f(1). Como f(0) = f(0-0) = 0- f(0) = 0, a monotonicidade de f implica
que a = f(1) > f(0) = 0 caso f seja crescente ou a = f(1) < f(0) = 0 caso f seja
decrescente. Sem perda de generalidade, suponha f crescente. (Para f decrescente, a
demonstracdo seria andloga.) Assim, a > 0. Além disso,

fry=f(r-1)=r-f(1)=r-a=ar, Vr € Q.

Suponha agora, por absurdo, que f(x) # ax, para algum x real (necessariamente
irracional). Apenas para fixar ideias, vamos considerar f(x) < ax. (O caso f(x) > ax
é andlogo.) Segue-se que f(x)/a < x. De acordo com a Proposi¢do 11, existe um
racional r tal que f(x)/a < r < x, ou seja, f(x) < ar = f(r) < ax, absurdo, pois
como f é crescente e r < x, deveriamos ter f(r) < f(x). Portanto, devemos ter
f(x) =ax, Vx € R. Isto completa a prova de que (1) = (2).

(2) = (3) Trivial. Supondo (2) verdadeira e tomando x e y reais quaisquer:

fix+y)=alx+y)=ax+ay = f(x)+ f(y).
(3) = (1) Primeiro, note que, por (3), f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), logo:

£(0) =0.
Ainda, por (3), 0 = f(0) = f(x + (—x)) = f(x) + f(—x), ou seja,
f(=x) = —f(x).

(Isto é, f é uma funcdo impar.) O restante da demonstracdo se faz por inducdo
(veja o Apéndice E) sobre os naturais e, por essas duas tltimas igualdades, estende-
se o resultado para os demais inteiros. Vejamos. Em primeiro lugar, é ébvio que
f(-x) =1-f(x). Suponha agora que, para n € IN, f(nx) = nf(x); segue-se que
f(n+1)x) = f(nx+x) = f(nx)+ f(x) = nf(x)+ f(x) = (n+1)f(x), em que utilizamos (3)
na segunda igualdade e a hipotese de indugado na igualdade seguinte. Como f(1 - x) =
1-f(x)e f(nx) =nf(x) = f(n+1)x) = (n+1)f(x), Vn € N, segue-se, pelo Principio
da Indugdo, que f(nx) = nf(x), Vn € IN. Agora, suponha n um inteiro negativo.
Como f(—x) = —f(x), segue-se que f(nx) = —f(—nx) = —(—n)f(x) = nf(x), pois, na
pentltima igualdade, utilizamos o fato de que —n > 0. Como x é um real arbitrario,
isso completa a demonstragdo de que f(nx) =nf(x), Vn € Z, Vx € R. [

Observacgdo 173. No enunciado do Teorema 172, utilizamos a hip6tese de que f fosse
estritamente monoétona (poderiamos ter dito monétona injetiva, o que d4 no mesmo),
apenas para provar que se f(r) = ar para todo racional r, entdo f(x) = ax para todo x
real. Outra hipétese possivel, na verdade equivalente neste caso, seria a de que f fosse
continua, pois, como vocé estudard num curso de Calculo ou Anélise, todo nimero
real x é limite de uma sequéncia de ntimeros racionais r,, logo a continuidade nos da:

flx) = &ij{}of(rn) = nlgrgo ar, = ax.
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Deve-se esclarecer que uma dessas hip6teses — monotonicidade, continuidade ou
algo equivalente — deve estar presente no enunciado do Teorema Fundamental da
Proporcionalidade, pois existem fung¢des f : R — IR tais que f(nx) = nf(x) para todo
n € Z e todo x € R, mas f ndo é da forma f(x) = ax, como mostramos no exemplo a
seguir. o

Exemplo 174. Defina uma fungdo f : R — R da seguinte maneira:

f) = {

Note que f(nx) = nf(x) para todon € Z e todo x € IR, mas f ndo é linear. <o

X, se x é racional
—x, se x éirracional

Em grande parte das aplicacdes do Teorema 172, as grandezas envolvidas sdo
tais que suas medidas s6 podem ser expressas por niimeros reais positivos. Nesses
casos, temos uma fungdo crescente f : R* — R*, em que R* = {x € R; x > 0}, e as
afirmacgdes do Teorema 172 leem-se assim:

(1) f(nx) =nf(x), Vn € N, Vx € R*;
(2") f(x) =ax, Vx € R, em que a = f(1);
(3) flx+y)=f(x)+f(y), Vx, y € R".

Para demonstrar que o Teorema Fundamental da Proporcionalidade continua vélido
neste novo contexto, basta fazermos a seguinte extensdo impar de f:

f(x) sex >0
Fx)=< 0 sex=0
—f(—x) sex <0

Note que F : R — R estd bem definida e é de fato uma funcdo (ndo hd excessao
nem ambiguidade na sua definicdo). Além disso, F preserva a monotonicidade de f.
Considere x; < x; e um dos seguintes casos: 0 = x; < x2, x1 < x2 =0, x1 < x2 <0,
x1 <0< x0u0 < x; < xp. E fcil ver —f(x) < 0 < f(x) para todo x do dominio de
f, pois f assume valores em R*; sendo assim, no caso em que 0 = x; < X, temos
F(x1 =0) =0 < f(x2) = F(x2). Analogamente, x; < x; =0 = F(x1) < F(x2 = 0). No
caso em que x; < xp < 0, essa desigualdade equivale a 0 < —xp < —xq; como f é
crescente, f(—x2) < f(—x1), ou seja, F(x1) = —f(—x1) < —f(—x2) = F(x2). Os dois
altimos casos sdo andlogos.

Com F assim definida, cada uma das afirmacgdes (1'), (2") e (3) para f equivale a
uma das afirmacdes (1), (2) e (3) para F. Vocé pode mostrar isso uma a uma. Como
as afirmacdes de cada um desses trios se equivalem entre si, um jeito simples de
verificar essa afirmagdo é mostrando a equivaléncia de uma das afirmagdes de um
terno com uma das afirmagdes do outro, por exemplo, que (2) < (2').

De fato, (2) implica F(x) = ax, Vx € R*, com a = F(1); como F(x) = f(x) se x > 0,
segue-se que f(x) = ax, Vx € R*, em que a = F(1) = f(1). Reciprocamente, se vale (2’),
entdo

ax sex >0

F(x)=< a-0 sex=0 |,
—a(—x) sex <0
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ou seja, F(x) = ax, Vx € R, em que a = f(1) = F(1).

A importancia do Teorema 172 reside no fato de que, para saber se uma fungao
f R — R élinear ou g : R* — R* é uma restricdo de uma fungdo linear, basta
apenas verificar se a fun¢do dada é estritamente mondétona e se (2) no caso de f
ou (2) no caso de g é satisfeita. Poderiamos reformular isso no seguinte teorema,
equivalente ao Teorema 172:

Teorema 175 (Teorema de Caracteriza¢ao da Funcdo Linear). Seja f : R — R uma
fungdo estritamente mondtona. Entdo f(nx) = nf(x), Vx € R, Vn € Z, se, e somente se, f é
uma fungdo linear. O

Alternativamente, nos casos em que as grandezas envolvidas sdo medidas por
numeros reais positivos, podemos utilizar a seguinte variante do teorema anterior:

Teorema 176. Seja f : R* — R* uma fungdo crescente. Entdo f(nx) = nf(x), Vx €
R*, Vn € N, se, e somente se, f(x) = ax, em que a = f(1). O

O exemplo a seguir ilustra uma interessante aplicagdo do Teorema Fundamental da
Proporcionalidade na dedugdo da férmula de drea do retangulo.

Exemplo 177. Seja f(x) a drea do retangulo de altura a e base x. Certamente f :
R* — R* é uma fungdo, pois, fixada a altura 4, a cada niimero positivo x corresponde
uma Unica drea f(x). Além disso, f é crescente. Com efeito, se x; < x2, entdo
a area f(x2) do retangulo de base x, é igual a area f(x;) do retangulo de base x;
acrescida da drea de um retangulo de base x; — x1, i.e., f(x2) = f(x1) + f(x2 — x1), logo
X < Xp = f(xl) < f(XQ).

Chame agora u = x1 e v = xp — x;. Certamente u, v € R*. Temos entdo: f(u +v) =
f(u)+ f(v), Yu, v € R*. Logo, pelo item (3) do Teorema 172, f(x) = Ax, em que
A = f(1) é a area de um retangulo de altura a e base 1.

Outra forma de se chegar a mesma conclusdo é notar que um retangulo de base nx
pode ser decomposto em 71 retangulos de mesma altura a, cada um com base x, logo
f(nx) = nf(x), isso para qualquer x € R e todo n € IN. Assim, pelo Teorema 176,
f(x) = Ax, em que A = f(1). (Figura 57.)

=| f(x)=ax

X X X X X

Figura 57: Retangulo decomposto em n retangulos de mesma altura.

O mesmo raciocinio aplicado aos retangulos de altura a e base 1 nos faz concluir
que A = Ua, em que U é a area do retdngulo de base e altura iguais a 1; ora, mas este
é o quadrado de lado 1, o qual é, por defini¢do, a unidade de 4rea. Portanto, U =1 e
A=a.

Provamos, assim, que a drea de um retangulo de altura a e base x é igual a ax. <
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Exemplo 178. Se comprarmos um lote de agdes de uma determinada empresa listada
na bolsa de valores pagando x reais hoje, depois de um ano, supondo que a empresa
permanega listada, teremos f,(x) reais, sendo p o prego por acdo no momento
da compra. Evidentemente, f, é uma funcdo crescente de x, pois quanto mais
agdes ao prec¢o unitdrio p se adquire hoje, maior o valor que se tem ao final de
um ano, independentemente da trajetéria de precos e da cotagao final. Além disso,
fp(nx) = nfy(x) para todo n € N e todo x. De fato, para um dado preco unitario p,
essa igualdade significa que é indiferente comprar de uma vez n lotes pagando-se nx
ou adquirir n lotes separadamente, cada um pelos mesmos x reais. O Teorema 176
nos permite concluir que f,(x) é proporcional ao valor x pago pelas agdes e nos diz
mais: se cada 1 real aplicado se transforma(ria) em a reais depois de findo um ano,
entdo x se transforma(riam) em f,(x) = ax reais.

Supondo que investimos 8 mil reais e, apés um més, temos 11,5 mil reais, quanto
terfamos se tivéssemos investido 10 mil reais? Como ja vimos que trata-se de uma
proporcionalidade entre o valor inicial e o valor final, é facil concluir que 11,5/8 =
y/10 e, portanto, a resposta é y = 14,375 mil reais. Note que conhecer a constante a é
completamente desnecessario neste caso. <o

Exercicio 179. Mostre que se f : R* — R* é uma fungdo estritamente mondtona, as
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(1) f(nx) = f(x)/n, Vn € Z*, Vx € R*;
(2) f(x)=a/x, Vx € R*, em que a = f(1);
3) flx+y)=f()f(W)/(f(x)+ f(y), Vx, y € R*. ©

2.2.1  Grandeza proporcional a vdrias outras

Em muitas situa¢des, deparamo-nos com uma grandeza y de tal modo relacionada
com outras, digamos x1, x, ..., X, que, a cada escolha de valores para estas tltimas,
corresponde um valor bem determinado para a primeira, ou seja, temos uma fungdo
f:R" = R, tal quey = f(x1, x2, ..., Xpn).

Nestas ocasides, também podemos falar em proporcionalidade direta ou inversa.

Definic¢io 18o0.

1. Dizemos que f : R" — R é uma proporcionalidade (direta) em relagdo a x; quando:

(a) para quaisquer valores fixados de x1, ..., Xi_1, Xis1, ..., Xn, f € uma fungdo estritamente
mondtona de x;; e

(b) paratodon € Z e todo xq,..., x, €R,
flx1, oo, nxi, oo, xy) =nf(xy, ..., Xip o ony Xp).

2. Analogamente, dizemos que g : (R*)" — IR* é uma proporcionalidade inversa em
relagdo a x; quando:
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(a’) para guaisquer valores fixados de X1, 00, Xiz1, Xitls o oo s Xy é uma funcdo estritamente
1 1
mondétona de X, €

(b') para todon € Z* e todo x1, ..., x, € R¥,
1
glx1, ..., nxj, ..., xpy) = Eg(xl, ey Xiy oeey Xp)- 0

Segue-se do Teorema Fundamental da Proporcionalidade que as propriedades (b) e
(b”) acima valem respectivamente para c e d # 0 reais quaisquer no lugar de n.

Corolario 181. Seja a fungio f : R™ x (R*)"™™ — R, com
y:f(xll cecy xm/ xm+1/ cecy xﬂ)‘

Se y é (diretamente) proporcional a x1, ..., Xy, € inversamente proporcional a Xp1, ..., Xn,
entdo:
X1 X
f(xll e Xmy Xmals «- -y x?’l) =a-—,
Xyl ** X

emquea=f(1,1,...,1). O

Demonstragdo.
f(xll s Xmy Xmads ooy xn)=f(X1 '1/ ceer Xm '1/ Xm+1 '11 ceer Xn 1)

Aplicando-se sucessivas vezes a Definigdo 180 ao segundo membro, obtém-se:

xl.--xm

fa,1,...,1).

f(xl/“'/xm/ xm+1,..-,xn): Xm+l " " Xn .

Por fim, definindo-se 2 := f(1, 1, ..., 1), segue-se a tese:

X1 Xy
f(xll"'lxml xm+1r---/xn):a'

X+l Xn n

Para fixar ideias, considere, por exemplo, que y = f(x1, x2, x3, x4, x5) é (direta-
mente) proporcional a x; e x; e inversamente proporcional a x3, x4 e x5. Entdo,
tomando-se a = f(1, 1, 1, 1, 1), tem-se:

X1 X2

= f(X1, X2, X3, X4, X5) =0 - —.
]/ f( 1, A2, A3, A4, 5) X3 - X4 - X5

Exemplo 182 (Adaptado de [18]). A lei da gravitagdo universal, de Newton, afirma
que dois corpos, de massas m e m’ respectivamente, cujos centros de massa estdo
situados a uma distancia 4 um do outro, se atraem segundo uma forga cuja intensidade
F é proporcional a essas massas e inversamente proporcional a d2. Resulta do acima

exposto que:

mm'’

F:G'?,

em que a constante (gravitacional) G depende do sistema de unidades utilizado. <
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Exemplo 183 (Adaptado de [18]). A nocdo de grandeza proporcional a vérias outras
permite deduzir a férmula do volume de um bloco retangular. O volume de um
s6lido geométrico (), que se escreve vol(()), € um ntmero real com as seguintes

propriedades:

1. se o s6lido Q) estd contido propriamente no sélido Y, entéo:

vol(QQ) < vol(QY);

2. se o solido X é a reunido de dois s6lidos adjacentes Q) e (), entdo:

vol(Z) = vol(Q) + vol((Y).

Seja () um bloco retangular (Figura 58) cujas arestas medem x, y e z. Considere R o
conjunto de todos os blocos retangulares e seja a fung¢do vol : R — R™ que associa
cada bloco retangular () ao ntmero positivo w = vol((2). Das propriedades 1 e 2

st

7 O
Figura 58: Bloco retangular.
acima e da Defini¢do 180 resulta que w é proporcional a x, y e z. Portanto,
vol(Q)) = a - xyz,

em que a é o volume do bloco retangular cujas arestas medem 1. Como o volume de
tal bloco é, por defini¢do, igual a unidade, segue-se que a = 1 e portanto:

vol(Q)) = xyz. <O

Por ualtimo, vamos resolver o problema da epigrafe deste capitulo, retomando-o no
exemplo a seguir.

Exemplo 184. Um certo rei envia 30 homens a seu pomar para plantar arvores. Se
eles podem plantar 1000 drvores em g dias, em quantos dias 36 homens plantariam
4400 arvores? <O

Solugdo. O nuimero de dias D para plantar drvores é uma funcdo D = D(a, h) da

quantidade a de arvores a serem plantadas e do namero / de homens que trabalharao.

Em condi¢des normais, é razodvel admitir as seguintes hipéteses:
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1. D é uma funcdo crescente de a (quanto mais drvores a serem plantadas, mais
tempo levard);

2. D é uma fungdo decrescente de /i (quanto mais trabalhadores, menos dias sdo
necessarios);

3. fixado h, D(na, h) = nD(a, h) (se um lote de a arvores leva D(a, h) dias para ser
plantado, n lotes devem levar nD(a, h) dias); e

4. fixado a, D(a, nh) = D(a, h)/n (se um grupo de h homens precisa de D(a, h) dias
para cumprir a tarefa, n grupos podem dividir igualmente entre si a tarefa e devem
levar D(a, h)/n dias para cumpri-la).

Satisfeitas essas hipéteses e tendo em vista a Definicdo 180, é plausivel admitir que D
seja proporcional a a e inversamente proporcional a 4, isto é:

a
D(a, h) =k - —.
(al ) h
Sabemos que
1000 100k
9 = D(1000, 30)_k'ﬁ ==
e queremos saber
4400 1100k
x = D(4400, 36) = k - 6 - 9

dividindo x por 9, obtemos:

x  1100k/9 1100k-3 11
9~ 100k/3 ~ 100k-9 ~ 3’

ou seja, x =9-11/3 = 33 dias é o tempo que 36 homens plantariam 4400 drvores. @

Observacao 185. Note que ndo foi necessario calcular a constante k para resolver o
problema acima. Poderiamos té-lo feito, mas é desnecessario, como o é em geral nos
problemas de proporcionalidade. (Relembre a discussao sobre o teorema de Tales
acima. A ideia é andloga.) o

Observacgdo 186. Neste ponto, o estudante poderia se queixar levantando as seguintes
questoes:

1. Como podemos saber se os homens manterdo o mesmo ritmo com o passar dos
dias (ou mesmo durante um dia)?

2. Como garantir que algum fator externo, como uma chuva, ndo ird atrasar a tarefa?
3. Alguns homens nao poderiam ficar doentes e faltar?

Poderiamos tentar argumentar respectivamente que, na média, os homens mantém o
mesmo ritmo (a velocidade dos menos motivados seria compensada pela agilidade
dos mais motivados), que eles poderiam trabalhar somente em dias favoraveis e que
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haveria mao de obra reserva. Porém, o mais justo é reconhecer (e esta € a ligdo impor-
tante para as quais estas justas queixas chamam a atengdo) que a proporcionalidade
pode ocorrer dentro de um certo intervalo mas ndo valer fora dele. Quanto mais nos
afastamos do dominio e validade do modelo, mais perdemos em precisao.

Um exemplo tipico é o da Lei de Hooke, segundo a qual o comprimento de uma
mola é proporcional a intensidade da forga que se aplica sobre ela. Se a for¢a for muito
pequena, ndo conseguird mover a mola e, caso seja muito grande, cada acréscimo de
sua intensidade provocard acréscimos cada vez menores no comprimento da mola,
terminando por rompé-la. o

2.3 FUNGAO AFIM

Definicao 187. Uma fungio f : R — R chama-se afim quando existem constantes a, b € R
tais que f(x) = ax + b para todo x no dominio de f. O

Os ntimeros (reais abitrarios) a e b sdo chamados de coeficientes.

Frequentemente, o leitor encontrard a nomenclatura “fun¢do do primeiro grau”
para a fungdo afim em textos didaticos ou em exames. Essa terminologia ndo é boa
e, a rigor, estd equivocada, afinal, o que é o “grau” de uma fungdo? Qual seria,
por exemplo, o grau da fungdo seno ou da fungdo exponencial? Fung¢des ndo tém
grau. Grau é um atributo dos polindmios. Por existir uma correspondéncia biunivoca
entre polindmios e fung¢des polinomiais, como estudaremos adiante, podemos tomar
a liberdade de atribuir grau as fun¢des dessa classe, mas somente a elas. O mais
provéavel é que o uso (equivocado) da expressdo “funcdo do primeiro grau” para se
referir as fungdes afins se deva ao fato de alguns autores terem em mente as func¢oes
polinomias de grau 1. Ocorre, porém, que isso obrigaria o coeficiente a a ser diferente
de zero na Defini¢do 187, o que excluiria daquela defini¢do as fung¢des constantes. Por
essas razdes, recomendamos evitar a expressdo “funcdo do primeiro grau” para se
referir as fungdes afins.

7

Exemplo 188. Os exemplos mais simples possiveis de fun¢des afins sdo os seguintes
casos particulares:

(@) as fungdes constantes f : R — R, f(x) = b;

(b) as fungdes lineares L : R — R, L(x) = ax;

(c) astranslacoes T: R — R, T(x)=x+Db; e

(d) a fungdo identidade idg : R — R, idr(x) = x. o

Usualmente, encontramos nédo as fung¢des afins na letra estrita da definigdo, em que
o dominio é o conjunto dos nimeros reais, mas sim uma restri¢do da funcdo afim a
um subconjunto de R. Veja o préximo exemplo.

Exemplo 189. Sendo b o preco da bandeirada e a o prego do quilometro rodado,
o custo total de uma corrida de taxi que percorre x quilometros é uma funcdo
¢ :R* — R, dada por g(x) = ax +b. Note: sendo f : R — R, x — ax+b, ¢ = f|R", ou
seja, g é a restricdo de f ao conjunto R*. <o
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Por serem comuns situagdes como a do exemplo acima, em que encontramos uma
funcao afim restrita a um subconjunto de IR, e por tornar a comunica¢do mais rdpida,
fica dificil resistir a tentagdo de usar a linguagem inexata e chamar as restri¢des
também de funcdes afins. Seguindo o bom-senso, faremos uso dessa linguagem
(inexata) daqui em diante, evitando a forma mais longa e pedante (e correta) do tipo
“a fungdo g : X — R é a restricdo da fungdo afim f : R — R ao conjunto X C R”
ou “a fungdo afim f : R — R é a extensdo da fungdo ¢ : X =+ R, X C R”. Mas é
importante, como sempre, a cada momento, ter em mente a nogao precisa do que se
estd dizendo.

Como vimos no capitulo anterior, para conhecermos uma fungdo f é preciso
que sejam dados seu dominio, seu contradominio e sua lei de correspondéncia
(explicita ou implicitamente). Dados os dois primeiros ingredientes, quando a lei de
correspondéncia é fornecida de modo que possamos obter a varidvel independente
conhecida a(s) varidvel(is) dependente(s), seja por uma férmula ou um algoritmo,
dizemos que a funcdo foi dada na forma explicita. No caso das fungdes afins, isso
significa fornecer os coeficientes a e b.

No entanto, é possivel, mediante critérios que estudaremos logo a seguir, saber
se uma fungdo f : R — R é afim sem que esses coeficientes (e portanto a lei de
correspondéncia) sejam fornecidos explicitamente. Isso é de grande importancia, pois,
diferentemente do problema da corrida do téxi, o mais comum é nos depararmos
com situacdes em que ndo sdo feitas mengdes explicitas aos coeficientes a nem b e, por
isso, ndo sabemos a priori se a fungdo afim é o modelo adequado a se utilizar naquelas
situagOes. Precisamos, portanto, dispor de critérios que nos permitam comparar
as caracteristicas do problema em estudo com as propriedades tipicas da fungdo
que temos em mente. E esse processo que nos permite aplicar satisfatoriamente os
conceitos e métodos aprendidos.

Uma vez constatada que a fungdo a ser empregada em determinada situacdo é a
afim e, portanto, que a lei de correspondéncia em questao é do tipo f(x) = ax+b,
obtém-se b como o valor que a fung¢do f assume quando x =0, i.e., b = f(0). Por essa
razdo, o coeficiente b é por vezes chamado de valor inicial da funcéo f.

O valor do coeficiente a, por sua vez, pode ser obtido desde que se conhecam
os valores f(x1) e f(xz) que a fungdo f assume em dois pontos distintos (porém
arbitrarios) x; e x. De fato, uma vez que:

f(x1)=ax1+b e f(x2)=axy+0,

segue-se que:
f(x2) = f(x1) = a(x2 — x1),

e portanto:
= f(2) — fla)
X2 — X1
que é a taxa de variagdo média de f no intervalo de extremos x e x».
Naturalmente, uma fungdo afim é crescente quando a > 0, decrescente quando
a < 0 e constante quando a = 0. Veja: no caso em que a = (f(x2) — f(x1))/(x2 — x1) > 0,
se x1 < xp, entdo f(xz) — f(x1) > 0 e, portanto, f(x1) < f(x2), com x; e x; arbitrérios.
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2.3 FUNGAO AFIM

Analogamente no caso em que a < 0 e trivialmente f(x1) = f(xz) para x; e x2
arbitrdrios quando a = 0, justificando nossa assertiva.

2.3.1  Caracterizagdo da fungio afim

Como saber se, numa determinada situagdo, o modelo matemadtico a ser adotado é
uma funcdo afim? Precisamos do seguite teorema.

Teorema 190 (Teorema de Caracterizacdo da Funcdo Afim). Seja f : R — R uma fun-
¢do estritamente mondtona. Se o acréscimo f(x +h) — f(x) = @(h) depender apenas de h*,
mas ndo de x, entdo f é uma funcdo afim. O

Demonstragido. Sem perda de generalidade, suponha que f seja crescente. Entdo
¢ : R — R também o é, com ¢(0) = 0. Além disso, para quaisquer i, k € R,

ph+k)=f(x+h+k)— f(x)
= f((x+k)+h) — f(x+k)+ f(x +k) — f(x)
= ¢(h) + ¢(k).

Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se a = ¢(1), tem-se
@(h) = ah, Vh € R. Assim, f(x +h) — f(x) = ah; pondo-se b = f(0), segue-se que
f(h) =ah+Db, ou seja, f(x) =ax+b para todo x € R. [

A reciproca desse teorema é 6bvia: se f(x) = ax +b, entdo f(x+h) — f(x) = a(x +
h) + b — (ax + b) = ah ndo depende de x.

O teorema acima nos permite comparar as caracteristicas de um determinado
problema com as propriedades tipicas da funcdo afim e por meio dessa comparacao
nos permite decidir se ela é o modelo apropriado para o nosso problema.

Exemplo 191 ([18]). As escalas termométricas mais familiares baseiam-se na altura
de uma coluna de merctirio, a qual aumenta ou diminui conforme a temperatura sobe
ou desce. Na escala Celsius, o valor 0 corresponde a temperatura de fusdo do gelo e
o valor 100 corresponde a temperatura de ebuli¢do da dgua (ambas & pressdo do nivel
do mar). Na escala Fahrenheit, esses valores sdo 32 e 212 respectivamente. Os demais
valores na escala Celsius sdo marcados dividindo-se o intervalo entre aquelas duas
temperaturas em 100 partes de igual comprimento e, na escala Fahrenheit, em 180
partes também de comprimentos iguais. Usando-se esses comprimentos em cada caso,
as escalas sdo estendidas para assinalarem valores de temperaturas superiores a da
ebulicdo da dgua e inferiores a da fusdo do gelo. Pergunta-se: (a) em que temperatura
as duas escalas assinalam o mesmo valor e (b) qual a temperatura Celsius igual a
metade do valor correspondente em Fahrenheit? o

A hipétese de que f(x +h) — f(x) ndo depende de x as vezes se exprime dizendo que “a acréscimos
iguais de x correspondem acréscimos iguais de f(x)” ou que “os acréscimos sofridos por f(x) sdo
proporcionais aos acréscimos dados a x”.
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Solugdo. Em tultima andlise, os graus Celsius (C) e Fahreinheit (F) sdo diferentes
unidades de comprimento com as quais se mede a temperatura de uma coluna de
merctrio. Assim, a mudanga de escala, de C para F, é uma fungdo f : R — R que
associa a medida x, segundo C, a medida f(x), segundo F, da mesma coluna de
mercurio. Evidentemente, f é crescente. Além disso, a diferenga f(x+h) — f(x) é a
medida, segundo F, do segmento de reta de extremos f(x) e f(x + h), o qual, segundo
C, tem extremos x e x + 1, logo seu C-comprimento é igual a h. Ora, a medida deste
segmento depende apenas de 1 mas ndo de x e 0 mesmo se d4d com a diferenga
f(x+h) — f(x). Pelo Teorema de Caracterizacdo da Func¢ao Afim, concluimos que
f é uma funcdo afim: f(x) = ax +b. Sabemos que f(0) = 32 e f(100) = 212. Entdo,
b =32 e 100a + 32 = 212, donde a = 1, 8. Portanto, f(x) = 1,8x + 32 é a férmula que
permite passar da temperatura x na escala Celsius para a temperatura f(x) na escala
Fahrenheit. Assim:

(a) para que tenhamos f(x) = x, deve-se ter 1,8x + 32 = x, donde x = —40, ou seja,
—40 graus Celsius é o mesmo que —40 graus Fahrenheit; e

(b) para que tenhamos f(x) = 2x, deve-se ter 1, 8x + 32 = 2x, donde x = 160, ou seja,
160 graus Celsius equivalem a 320 graus Fahrenheit. .

Exemplo 192 ([15]). Suponha que um ponto se movimenta sobre um eixo. Sua
posicdo, em cada instante ¢, é determinada pela coordenada (abscissa) x(t). Dizemos
que esse movimento é uniforme quando o ponto se desloca sempre no mesmo sentido,
ie, x : R — R é uma fungio estritamente monotona, e, além disso, em intervalos de
tempo iguais percorre distancias iguais. Isso significa que x(f + h) — x(t), distancia
percorrida no intervalo de tempo de duragdo &, a partir da posicao x(t), depende
apenas de h, mas nado de t. Entdo, x é uma funcgdo afim: x(t) = vt + xp, em que
v = x(t +1) — x(t), distancia percorrida na unidade de tempo, chama-se a velocidade e
xo = x(0) é a posigdo inicial. o

Observacdo 193. Na defini¢cdo usual de movimento uniforme, ndo se impde a con-
dicdo de que o ponto moével se desloque sempre no mesmo sentido, pois se supde
que a fungdo x(t) seja continua. Como ja chamamos a aten¢do na Observagdo 173
sobre o Teorema Fundamental da Proporcionalidade, a condi¢do de monotonicidade
pode ser substituida pela condi¢do de continuidade, sem alterar a conclusdo. Ao
menos uma delas ou alguma forma equivalente é imprescindivel, pois existem fung¢des
incrivelmente complicadas para as quais vale f(x +vy) = f(x) + f(y) para todo x, y € R
mas f ndo é da forma f(x) = ax. o

2.4 GRAFICO DA FUNGCAO AFIM

Proposicdo 194. O grdfico de uma fungio afim f : R — R, x — ax +b, é uma reta nio
vertical. O
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Demonstragio. Para ver que o grafico de f é uma reta, basta mostrar que trés pontos
quaisquer do gréfico de f, P; = (x;, y;), em que y; = ax; + b, i =1, 2, 3, sdo colineares.
Para tanto, é necessdrio e suficiente que a maior das distancias

d(Pi, Pj)i#j = \/(X] — xi)z + az(x]- — Xi)z = (x]- — Xi)\/ 1+ ﬂz,

i, j € {1, 2, 3}, seja igual a soma das outras duas.

Sem perda de generalidade, suponha que os pontos foram escolhidos de modo
que suas abscissas satisfazem: x; < xp < x3. E facil entdo ver que d(Py, P3) =
d(Pl, Pz) + d(Pl, Pz).

Figura 59: Gréfico da fungdo afim.

Para ver que o grafico de f ndo pode ser uma reta vertical, basta mostrar que
X1 = X2 & f(x1) = f(x2) quando a # 0, o que é imediato, pois, supondo a # 0,
X|1 =Xy & axy = axp & ax;+b =axy+b & f(x1) = f(x2). E quando a = 0, basta
notar que se tem uma fungdo constante, e que portanto o grafico de f é uma reta
horizontal. n

A assertiva de que o gréfico de f ndo é uma reta vertical é de certo modo intuitiva.
Se o gréfico de f fosse uma reta vertical, violaria a prépria defini¢do de fungéo.

Coroldrio 195. Uma fungdo afim f fica completamente determinada se conhecermos os valores
f(x1) e f(x2) que f assume em dois niimeros distintos e arbitrdrios x1 e x. O

Demonstragio. Como uma reta fica completamente determinada por dois de seus
pontos e o grafico de uma fungdo afim f : R — R é uma reta, segue-se a tese. [

Em outras palavras, o coroldrio acima nos diz que existe uma, e somente uma,
fun¢do afim f : R — R, x — ax +b, tal que f(x;) = y;, i = 1, 2. Podemos também
provar isso construtivamente, resolvendo o sistema ax; +b =y;, i =1,2, paraaeb,
cuja (Gnica e imediata) solucéo é:

Y= _ XoY1 — x1y2
a="—", b=
X2 — X1 X2 — X1

Essa é uma particularidade da fungdo afim, ou seja, enquanto precisamos de uma
regra que permita, ao menos teoricamente, determinar o valor f(x) para todo x € X
a fim de se conhecer uma fungdo f : X — Y, no caso da funcdo afim bastam dois
pontos para que ela fique inteiramente determinada.

A Proposigdo 194 possui reciproca.
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Proposicao 196. Toda reta nio vertical é o grdfico de uma fungdo afim. O

Demonstragio. Seja uma reta ndo vertical r e sejam P; = (x;, y;), i = 1, 2, dois pontos
distintos de r. Como r nédo é vertical, necessariamente x; # x,. Entdo, de acordo com
o Corolario 195, existe uma, e somente uma, fun¢do afim f : R — R, x — ax + b, tal
que f(x;) =y;, i =1, 2. Isso significa que o grafico de f passa pelos pontos P;, i =1, 2.
Como o grafico de f é uma reta (Proposi¢do 194), forgosamente ela coincide com 7 e,
portanto, r é o gréfico de f. Sendo r uma reta ndo vertical arbitréria, segue-se a tese.m

Juntas, as duas tltimas proposigdes nos mostram que existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto de todas as fungdes afins e o conjunto de todas as retas ndo
verticais do plano. Esses conjuntos se equivalem. A cada fung¢do afim corresponde
uma tnica reta ndo vertical do plano e a cada reta ndo vertical do plano corresponde
uma unica fungao afim.

Geometricamente, podemos interpretar o coeficiente b como a ordenada do ponto
onde a reta, que é o grafico de f, intersecta o eixo OY (Figura 59). O coeficiente a,
por sua vez, é dito a inclinagido ou coeficiente angular dessa reta em relagdo ao eixo
OX. Quanto maior o valor absoluto de 4, mais a reta se afasta do eixo horizontal.
Além disso, se a > 0, a reta é ascendente; se a < 0, ela é descendente; e se a =0, ela é
horizontal. Ademais, diz-se que y = ax + b é a equagio da reta r que é o grafico de f.

E importante ressaltar que os nomes coeficiente angular e inclinagio sao apropriados
para o pardmetro a da equagdo de uma reta, y = ax + b, mas nado da lei de formagao
de uma fungdo afim, f(x) = ax + b. Na maioria dos problemas modelados pela fun¢ao
afim, sequer hd um angulo envolvido. E mesmo considerando o gréfico de f, o
angulo que ele faz com o eixo OX depende das unidades escolhidas para medir x e
f(x). Quando falamos da lei de formagdo, o nome adequado para a é taxa de variagio
ou taxa de crescimento.

Y 4

*1
Figura 60: Equacdo da reta que é o grafico de uma fungdo afim.

No caso de uma fungéo afim f, o coeficiente
2— N
a=27Y
X2 — X1
tem claramente o significado de taxa de crescimento e a interpretagdo geométrica

acima permite concluir que a equacado da reta, grafico de f, que passa pelos pontos
(xi, i), i =1, 2, ndo situados na mesma vertical, ou seja, com x; # xp, é:

y=yi+%(x—xi),i=l,2,
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que tem o seguinte significado: partindo-se do ponto (x;, y;) e incrementando-se x de
x — X, y sofre um incremento, a partir de y;, igual ao incremento de x vezes a taxa de
variagdo a,i = 1, 2. As equagdes para i igual a 1 e 2 sdo iguais. Sendo assim, podemos
dizer, de modo geral, que a equagdo da reta que passa por um ponto (xg, yo) e tem
inclinagéo a é:

Y =Yyo +a(x — xop).

2.5 FUNGOES AFINS E PROGRESSOES ARITMETICAS

H& uma conexdo interessante entre fungdes afins e progressoes aritméticas.

Progressoes aritméticas sdo sequéncias nas quais o incremento (ou decremento)
entre termos sucessivos é sempre o mesmo. Noutras palavras, uma progressio aritmética
(P.A.) é uma sequéncia (x1, x2, ..., Xj, ...), finita ou infinita, na qual a diferenca entre
termos sucessivos é uma constante k chamada de razdo:

k=x—x1=x3—x2="+"=Xp1 —X;=".

Além da notagdo usual (x1, x2, ..., Xj, ...), também representamos uma P.A. abre-
viadamente por (x,),eN ou simplesmente (x;,). Note: uma P.A. nada mais é do que
uma funcdo que faz corresponder a cada n € IN o ntimero real x,, i.e., 1 > x1, 2 — x,
ce M Xy,

Quando k # 0, dizemos que a P.A. é nio estaciondria ou simplesmente que ela nao é
constante.

Geometricamente, podemos interpretar uma P.A. ndo estaciondria como uma
sequéncia de pontos igualmente espagados na reta:

k (i—2)-k

Figura 61: Interpretacdo geométrica de uma progressao aritmética.

Afirmamos o seguinte:

Proposicao 197. Seja f : R — R uma fungio monétona injetiva. Uma condicio necessdria
e suficiente para que f seja uma fungdo afim é que f transforme uma P.A. em outra. O

Demonstragio. Que essa é uma condicdo necessdria é um fato trivial: se (x;) é uma
PA. derazdo k e f é da forma f(x) = ax+b, entdo (y; = f(x;)) também é uma P.A.,
pois

Vi — Yi = (axiy1 +0) — (ax; + b) = a(xiv; — x;) = ak.

Para provar que também é uma condigdo suficiente, vamos considerar uma fung¢ao
auxiliar ¢ : R — R, definida como g(x) := f(x) — f(0) para todo x € R. Como f
transforma uma P.A. em outra PA,, a funcdo g também o faz, além de ser impar, pois
g(0) = f(0) — f(0) =0 e, para todo x € R, como —x, 0, x forma uma P.A., o mesmo se
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dé& com suas imagens por g, i.e., g(—x), 0, g(x), logo g(—x) = —g(x). Vamos mostrar
que g é linear.

Sejam n € N e x € R. Como os ntimeros 0, x, 2x, ..., nx formam uma P.A., suas
imagens por g também o fazem: 0, g(x), g(2x), ..., g(nx). A diferenca entre os dois
primeiros termos nos da a razdo desta P.A., a saber, g(x). Assim, g(nx) = ng(x). Se n

for um inteiro negativo, —n € IN e portanto g(nx) = —g(—nx) = —(—ng(x)) = ng(x).

(Foi utilizada a paridade de g na primeira igualdade.) A conclusdo é que g(nx) = ng(x)
para todon € Z e todo x € R, logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade
(Teorema 172), segue-se que g € linear, i.e., existe a4 € R tal que g(x) = ax.

Agora, pondo-se f(0) = b, tem-se f(x) = g(x)+ f(0) = ax + b para todo x € R, o que
conclui a demonstracéo. [ |

Para finalizar esta se¢do, vamos provar que dada uma P.A. ndo estaciondria (4;)ien
e outra P.A. qualquer (b;);cNn sempre existe uma e tnica funcdo afim f tal que os
termos desta sdo as imagens por f dos termos daquela.

Proposic¢do 198. Dadas a P.A. ndo estaciondria (a;)icn € a PA. (b;)icn arbitrdria, existe
uma, e somente uma, fungdo afim f : R — R tal que f(a;) = b; para todo i € IN. O

Demonstragio. Essa afirmacdo é consequéncia imediata do Corolério 195. Vejamos.

Seja k; # 0 a razdo da primeira P.A, k; a razdo da segunda e f : R — R a fungdo
afim de lei de correspondéncia x +— ax + b para algum a, b € R, tal que f(a1) =b; e
f(a2) = by. Temos assim o seguinte sistema linear nas incoégnitas a e b:

61161+b=b1
a2a+b=b2

Como a; — ay =k, # 0, esse sistema possui solugdo e essa solugdo é tnica, a saber,

b2 — b1 kb azbl — Lllbl + Ellbl — (Zlbz kb
a= = —, b= =b1—fbl1,
a—a  ky ar, —aq ks
e portanto
_ky ky,
flx) = Ex + <b1 kalh) ,
o que conclui a demonstragao. [ |

2.6 FUNCOES POLIGONAIS

Ha vérias situagdes nas quais nos deparamos ndo com uma fungdo afim pura e
simplesmente como temos visto até agora, mas sim com fungdes tais que é possivel
particionar os seus dominios em intervalos de forma que, restritas a cada um desses
intervalos, elas coincidem com uma funcéo afim. Trata-se das fungoes poligonais. Mais
precisamente:

Defini¢ao 199. Dizemos que f : R — R é uma fungdo poligonal quando existem xy <
x1 < -+ < xy, chamados de pontos singulares ou singularidades de f, tais que, em cada
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um dos intervalos Iy = (—oo, xgl, I1 = [x0, x1], ..., In = [xn_1, xnl, i1 = [xn, +00), a
fungdo f coincide com uma fungio afim f; : I; — R e, além disso, para evitar descontinuidades,
fir1(xi) = fi(x;) para todoi=0,1,..., n. O

Evidentemente, o grdfico de uma fungdo poligonal é uma linha poligonal (Fi-
gura 62).

Y,

Figura 62: Gréfico de uma fungédo poligonal.

Exemplo 200. O imposto de renda y pago por uma pessoa que, durante o ano-
calendério de 2015 a partir do més de abril, teve uma renda liquida mensal x é dada
por uma expressao da forma y = ax — b, em que a aliquota a e a parcela a deduzir b
dependem da renda x e sdo dadas pela tabela a seguir.

Base de célculo (R$) Aliquota (%) Parcela a deduzir (R$)
Até 1.903,98 - -

De 1.903,99 a 2.826, 65 7,5 142,80
De 2.826,66 a 3.751,05 15 354,80
De 3.751,06 a 4.664, 68 22,5 636,13
Acima de 4.664, 68 27,5 869, 36

Esse é um exemplo de fungdo poligonal e o seu gréfico tem o aspecto da Figura 63,
em que xo = 1.903,99, x1 = 2.826,66, x, = 3.751,06 e x3 = 4.664,69 sdo os pontos
em que ocorrem as mudangas das faixas de renda de acordo com a tabela acima e
Yo =0,00, y1 = 69,20, y, = 207,86 e y3 = 413,43 sdo os valores correspondentes dos
impostos.

Y,

O Xo x ) X3 X
Figura 63: Esboco do gréfico de imposto devido em funcdo da renda mensal.

Restrito a cada um dos intervalos [0, xol, [xo0, x1], [x1, x2], [x2, x3] e [x3, +0o0], O
grafico dessa fungdo se reduz ao grafico de uma fungdo afim. <o
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Exemplo 201. O Certificado de Operagoes Estruturadas (COE) é um tipo de inves-
timento que combina elementos de renda fixa e varidvel, com retorno atrelado a
ativos e indices, como cAmbio, inflaxdo, acdes, ativos internacionais, etc. E a versdo
brasileira das Notas Estruturadas, populares na Europa e nos Estados Unidos. Numa
das possiveis estruturas, o investidor ganha proporcionalmente com a alta ou com a
baixa do ativo de referéncia, sendo que os ganhos sdo limitados e, caso a cotagao do
ativo termine entre dois valores denominados strikes, o investidor recebe o percentual
do capital protegido. A ideia dessa estrutura encontra-se esquematizada na Figura 64.

(Na figura, I; := limitador i e s; := strike i, parai =1, 2.)

Y,

Retorno

(@) I 51 S2 I X

Cotagao do ativo no vencimento
Figura 64: Exemplo de COE modelado por fun¢do poligonal.

Note que a funcdo subjacente a essa operagdo de investimento é uma funcdo
<

poligonal.

Alguns protoétipos de fungdo poligonal sdo a fungdo modulo, f: R — R, f(x) = |x],
ou alguma de suas variantes: ¢ : R — R, g(x) = |[x — ¢| paraalgumc € R; h: R — R,
h(x) = |ax + B| ou h(x) = |x — a|+|x — B|, para algum &, B € R.

Y A A Y
y=|x| y=|x—c
(@) X (@) ¢ X
(a) Fungao moédulo. (b) Translado da fungdo médulo.

Figura 65: Protétipos de fungdes poligonais.

Isso nos leva a conjecturar que toda funcdo poligonal pode ser definida combinando-
se valores absolutos de fungdes afins. Essa suposigdo é verdadeira, como provaremos
a seguir. Antes, porém, precisamos estudar (brevemente) um tipo especial de fun¢do
poligonal, chamada fungio-rampa.

Considere os graficos ilustrados nas Figuras 66a e 66b.
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N

i b X
@ ()

Figura 66: Fungao-rampa.

A fungdo ¢ representada por um qualquer desses graficos possui dois patamares,
um no intervalo [a, c] e outro no intervalo [d, b], nos quais assume respectivamente
os valores 0 e D, conectados por uma rampa de inclinagdo

_9¢@d—g© _D-0_ D

d—c d—c d-—c’

Claro que ¢(x) =0se x € [a, c], p(x) =D se x € [d, b] e se x € [c, d] vale

_ () —(©) _ p()—0 _ ¢(x)

© - ’
X —cC X —cC X —cC

logo ¢(x) = a(x —¢) se x € [c, d]. Podemos condensar essas informagdes na seguinte:

Definicdo 202. Considere um intervalo ndo degenerado [a, b], um niimero real D # 0 e
¢, d € [a, b] tais que c < d. Chamamos de fungdo-rampa uma fungio poligonal ¢ : [a, b] —
R assim definida:

0, sea<x<c
p(x) =< a(x—c), sec<x<d ,
D, sed <x<b
em que « = D /(d — c) é a inclinagio da rampa. O

Observagdo 203. Para sermos mais abrangentes, consideraremos as fungdes constan-
tes como um tipo especial de fun¢do-rampa, em que a inclinagdo « da rampa vale
zero, e diremos que se trata de uma fung¢do-rampa degenerada. ¢}

Um fato interessante sobre a fun¢do-rampa estd contido no seguinte:

Proposicdo 204. Nos termos da Definigido 202, podemos expressar uma fungio-rampa na
forma:

o) = 51 — )+ |x = c|~[x — d].

Demonstragio. Para ver que isso é verdade, basta calcular os valores de ¢ em cada
um dos intervalos [a, c], [c, d] e [d, b]:

e sex € [a,c],entdo p(x) = 5[(d —c) —(x —c)+(x —d)] = 0;
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e se x € [c, d], entdo ¢(x) = 5[(d —c) + (x — c) + (x —d)] = a(x — ¢);

e se x € [d, b], entdo ¢(x) = 4[(d — )+ (x —c) — (x —d)] = a(d — ¢) = D. u

Proposicdo 205. Uma fungio poligonal definida num intervalo [a, b] pode ser expressa como
uma soma de um niimero finito de fungdes-rampa. O

Demonstragio. Seja uma fungdo poligonal f : [2, b] -+ Resejama=x) < x1 < -+ <
x, = b as singularidades de f. Por defini¢do, f é afim quando restrita a cada um dos
intervalos X; = [x;_1, x;], i.e.:

(f1Xi)(x) = aj(x — xi—1) + f(x;-1),

em que
flx) = fxia)

Xi — Xi-1

w; = (2.6.1)

parai=1,2,..., n.
Considere as fun¢des-rampa ¢; : [2, b] = R, @o(x) := f(a) e, parai=1,2, ..., n,

0, sea < x < X1
@i(x) == ¢ ai(x — xi_1), sexi] <x<LYX ,
flxi) = f(xic1), sex; <x<b

em que «; é como em (2.6.1). Considere também a fungdo o : [a, b] — R, assim
definida:

O:=@o+ @1+ + @Py.

No intervalo [x;_1, x;],

o(x) = @o(x) + @1(X) + - - - + @i_1(X) + @i(%) + Pis1 (X) + - - - + Pu(x)
= f(a)+ [f(x1) — f@] + [f(x2) — f(x)]+-- -+
+[f(xic1) — fxi)] +ai(x —x;—1) +0+---+0

= fxi—1) +ai(x — xi_1)
(??)
=" (fIXi)(x),

parai = 1,2, ..., n. Isso significa que ¢ = f|X; em cada intervalo [x;_1, x;], i =
1,2,...,n,logoo = f em[a, b].
Provamos assim que:

n
f=Le
i=0
ou seja, que uma funcdo poligonal definida em um intervalo [a, b] pode ser expressa
como uma soma de um ntmero finito de fungdes-rampa. [

Como consequéncia imediata das duas dltimas proposi¢des, temos o seguinte:
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Corolario 206. Toda fungio poligonal f : [a, b] — R pode ser escrita na forma:
f(x) =c+colx — xo|+c1|x — xq|+ -+ - +cn|x — x|,
para todo x € [a, b], em que a = xo, x1, X2, ..., X, = b sdo as singularidades de f. O

Demonstragdo. Das Proposi¢des 204 e 205, temos:
n n
a.
) =Y @i(x) = go(x) + Zé[(xi — Xj—1) + [x — xj_q|—|x — xi[]
i=0 j

 fi )+Zf<xl> fai |

n
a.
— Xi— 1|+Z l‘x_xi|

i=12 1:12
xXn) — f(xo) « =1y, =l g, x
:f”2f(+21\x—x0]+1; gl\x—xi|—;El\x—xﬂ—?"]x—xn]
— n=1l .. .
=W+”§x—xo!+2"““z“’lx—xz-l+(—”§“) = x.

Fazendo ¢ = [f(x,) — f(x0)]/2, co = a1/2, ¢; = (@js1 —a;))/2 (i =1,2,...,n—1) e
cn = —y /2, resulta a tese. [}

Exemplo 207. Considere a fungdo poligonal f do Exemplo 200, desta vez definida
no intervalo [xp, x3]. (Figura 67.) Neste caso, ¢y = 0 e as fungdes-rampa @1, @2, @3,

Y

@) \ Xo X1 X2 X3 X

Y Y. Y
v = @i1(x) Y = ¢2(x) v = ¢3(x)
Y2 — 1 vs—y,  / !
A Van /
O | %o Xll xlz xl3 X Olx xlz xl3 X Olx x x xl3 X
(a) (b) (c)

Figura 68: Fungdes-rampa “componentes” do grafico da Figura 67.

cujos gréficos estao representados na Figura 68, sao dadas por:
@1(x) =0,0375- (922,67 + |x — 1.903,99|— |x — 2.826, 66|),
@2(x) = 0,0750 - (924,40 + |x — 2.826, 66| —|x — 3.751,06]),
@3(x) =0,1125- (913,63 + |x — 3.751,06| —|x — 4.664, 69]).
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2.6 FUNGOES POLIGONAIS 124

Decerto, pela Proposigdo 205, f = @1 + ¢2 + @3, ou seja:

f(x) = @1(x) + @a(x) + @3(x)
= 0,0375- (5.512,36 + |x — 1.903,99|+|x — 2.826, 66|+
+ |x — 3.751,06|—3|x — 4.664, 69]).

(Compare os coeficientes aqui obtidos com os previstos pelo Corolério 206.) <o



FUNCOES QUADRATICAS

“Um restaurante a quilo vende 100 kg/dia de comida a R$ 12,00/kg.
Uma pesquisa de opinido revelou que, a cada real de aumento no
preco, o restaurante perderia 10 clientes, com o consumo médio de
500 g cada um. Qual deve ser o prego do quilo de comida para que
o restaurante tenha a maior receita possivel?”

Epigrafe de abertura do Capitulo 2 de [18] para ilustrar uma das
aplicagdes das fungoes quadrdticas.

3.1 INTRODUGAO

O estudo das fungdes quadréticas tem possivelmente como uma de suas maiores
motivagdes a resolucdo de equagdes do segundo grau, i.e., equagdes do tipo ax? +
bx+c =0, em que 4, b e c sdo nameros reais dados, com a # 0, e deseja-se saber
quais valores de x, caso exista algum, tornam essa equagado verdadeira. Os “x” que a
tornam verdadeira chamam-se as raizes dessa equacao.

Problemas que recaem nesse tipo de equagdo estdo entre os mais antigos da
Matematica. Por exemplo, como mencionado em [15], em textos cuneiformes, escritos
pelos babilonios hd quase quatro mil anos, pode-se encontrar, por exemplo, a questdo
de achar dois niimeros conhecendo sua soma s e seu produto p, que, em termos
geométricos, equivale a procurar as medidas dos lados de um retangulo conhecendo-
se 0 semiperimetro s e a area p.

Evidentemente, se um dos ntiimero € x, o outro é s — x e seu produto é p = x(s — x) =
sx — x2, logo o problema se reduz a encontrar a(s) solugdo(des) da equagao

x> —sx+p=0.

Certamente, se « é uma raiz dessa equacao, i.e., o2

também é raiz, pois

—sa+p=0,entdo p=s—u

BP—sp+p=(s—a —s(s—a)+p
=5* —2sa+a* — s> +sa+p
=a® —sa+ p=0.
Nao consta registro de como os autores dos textos cuneiformes teriam chegado as
raizes da equagdo acima, mas eles as conheciam e especula-se que tenha sido algo

mais ou menos como se segue (abstraia-se a nota¢do e preserve-se o raciocinio, pois a
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3.2 FUNGAO QUADRATICA

representacdo de nimeros por letras s6 viria a ser introduzida por Frangois Viete' no
século XVI).

Sejam « e B 0os nimeros procurados. Sem perda de generalidade, suponha a < .
Ambos sdo equidistantes de sua média aritmética s/2 = (x + B)/2. Sejad = p —
s/2 =s/2 — a essa distancia. Se encontrarmos d, obteremos os nimeros procurados:
x=s/2—deB=s/2+d. Masd é facil de obter, pois

o= (3-0) (34 (G -4

donde segue-se que

Portanto,

Ao que parece, s e p eram sempre numeros positivos, de maneira que solugdes
negativas ndo teriam sido motivo de preocupacao para os babilonios. Mas certamente
devem ter ocorrido situagdes em que (s/2)? < p, como no problema de encontrar dois
ndmeros cuja soma e produto sdo ambos iguais a 2. No entanto, isso ndo levou a
inven¢do dos ntimeros complexos®. Quando isso ocorria, os babilénios diziam que a
solugdo ndo existia, o que é correto no ambito dos nlimeros reais.

A seguir, apresentaremos a definicdo de funcdo quadratica e, como quem tenta ilu-
minar diferentes aspectos do mesmo objeto, vamos explorar algumas representa¢des
algébricas (forma canodnica e fatorada), sua representacdo geométrica (seu grafico,
mostrando que realmente é uma parabola) e apresentar algumas aplicagdes classi-
cas (obtengdo de maximos e minimos, uso dos seus zeros para resolver problemas,
trajetéria de projéteis e propriedade do refletor parabdlico).

3.2 FUNGAO QUADRATICA

Defini¢ao 208. Chamamos uma fungio f : R — R de quadratica quando existem a, b,
c € R, com a #0, tais que f(x) = ax? + bx +c para todo x € R. O

Diferentemente das fungdes afins, em que o coeficiente a pdde ser considerado nulo
e as fun¢des constantes eram tidas como casos particulares de fungdes afins, agora
ndo admitiremos a = 0, pois as naturezas das fun¢des quadraticas e afins sdo comple-
tamente diferentes e estas ndo podem ser consideradas casos particulares daquelas,

Frangois Viete (1540-1603), administrador ptublico, advogado e matemético. Considerado responsavel
por introduzir a primeira notagdo algébrica sistemética e contribuir para a teoria das equagdes. Em
servico a Henrique IV na guerra com a Espanha, decodificou um cédigo complexo, utilizado pelo rei
Filipe II, de mais de 500 caracteres.

A introdugao dos niimeros complexos sé aconteceu no século XVI com o advento da férmula para raizes
de equagdes de terceiro grau, que fornecia as raizes reais por meio de uma expressdo que continha
raizes quadradas de ntiimeros negativos.
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3.2 FUNGAO QUADRATICA

como ficard mais claro durante o desenvolvimento deste capitulo, principalmente
quando estudarmos o grafico da fungdo quadratica.

Além disso, os coeficientes 4, b, ¢ da fun¢do quadrética f ficam completamente
determinados pelos valores que essa fungdo assume. Noutras palavras,

ax> +bx+c=ax>+bx+c,VxeRea=d,b=V,c=C.

De fato, se o antecedente da proposicdo acima é verdadeiro, tomar x = 0 implica
¢ = c’. Assim, ax? + bx = a’x? + b'x para todo x € R, em particular para todo x # 0.
Neste caso, cancelando x, obtemos ax + b = a’x + b'. Tomando x =1 e depois x = —1,
obtemosa+b=a"+b' e —a+b=—a"+V/,dondea=a"eb="". A reciproca é trivial.

Mas nédo é necessdria a hipétese “para todo x € R”. Note que, no argumento
precedente, foram necessdrios apenas trés pontos arbitrdrios (x = —1, 0 e 1) para
mostrar que os coeficientes da fun¢do quadrética sdo tnicos. Efetivamente, ha uma
proposicdo mais forte:

Proposicdo 209. Se duas fungoes quadrdticas assumem os mesmos valores em trés pontos
distintos, entdo essas fungdes sio iguais. O

Demonstragdo. Sejam f; : R — R, fi(x) = a;x*> + bix + ¢; (i = 1, 2) funcdes quadraticas
e xj (j =1, 2, 3) os trés pontos distintos nos quais elas assumem os mesmos valores,
ie,paraj=1,2, 3:
fx)) = fa(x)).

Sejam a = a; —ay, b = b — by e c = c2 — 1. Queremos mostrar que a = b = ¢ = 0.
Decerto, para j=1, 2, 3:

fa(xj) — f1(xj) =0,
ou seja,

ax]Z+bxj+c:0.

Subtraindo a equagdo que corresponde a j = 1 das outras duas, obtemos:

a(x3 — x3) + b(xy — x1) =0
a(x% — x%) +b(x3—x1)=0

Como x; — xj # 0 quando k # j, podemos escrever:

a(xp+x1)+b=0
a(xz+x1)+b=0

Subtraindo a primeira da segunda equacdo, segue-se que a(x3 — x2) = 0 e, como x3 —
xp # 0, resulta a = 0. Substituindo a nas equagdes anteriores, obtemos sucessivamente
b =0 e c =0, donde concluimos que os coeficientes de f; e f, sdo os mesmos e

portanto fi = fo. [

Noutras palavras, isso significa que uma func¢do quadratica fica inteiramente deter-
minada pelos valores que ela assume em trés pontos distintos do seu dominio. Ainda
mais do que isso: dados trés pontos nao colineares do plano numérico IR?, a fungio
quadrética fica inteiramente determinada. Esse é o contetido da préxima proposicao.

127



3.3 FORMA CANONICA E SUAS CONSEQUENCIAS

Proposicdo 210. Sejam P; = (x;, y;), i =1, 2, 3, pontos ndo colineares em R2. Entio existe
uma, e somente uma, fungio quadrdtica f : R — R, x — ax? + bx +c, tal que f(x;) = y;,
i=1,23 O

Demonstragio. Aplica-se, mutatis mutandis, o mesmo raciocinio da demonstracdo
anterior. Basta considerar o sistema de equagdes: ax? +bx;+c =y;, i =1,2,3, em
que as incognitas sdo a, b, c. Ja vimos, na demonstragdo precedente, que o sistema
homogéneo correspondente s6 admite a solugdo trivial, logo a solugdo do sistema nao
homogéneo existe e é tinica, o que implica a existéncia e unicidade de uma f cuja
lei de correspondéncia é como acima. Resta provar que f é quadratica, ou seja, que
a # 0. Seguindo o paradigma utilizado na demonstracdo anterior para resolugdo do
sistema homogéneo (deixamos os detalhes como exercicio), obtemos:

1 (ys—m_yz—yl)

X3 — X2 \X3— X1 X2 — X1

a=

Evidentemente,
Ys—y1 _Y2—

a=0< .
X3 — X1 X2 — X1

Note que essa condicdo equivale a colinearidade dos P;, i = 1, 2, 3, pois nos diz que
as inclinagdes das retas P;P; e P P, sdo iguais e, como P; é ponto comum a ambas,
P1Ps; = P P>. (A Figura 69 ilustra o que acabou de ser dito.)

Y P

P | i

) — ‘ -

— | | |
@) X1 X2 X3 X

Figura 69: Colinearidade.

Como, por hipétese, os P; (i = 1, 2, 3) ndo sdo colineares, 2 # 0 e portanto f é
quadratica. [

3.3 FORMA CANONICA E SUAS CONSEQUENCIAS

Numa de suas famosas aulas, Feynman? teria dito que qualquer grande descoberta
de uma nova lei s6 seria 1til de conseguissemos extrair mais do que introduzimos

Richard Phillips Feynman (1918-1988), fisico norte-americano, laureado com o Nobel de Fisica de
1965, juntamente com Julian Schwinger (1918-1994) e Shin’ichiro Tomonaga (1906-1979), pelo trabalho
fundamental na eletrodinamica quantica, com profundas consequéncias para a fisica das particulas
elementares. Participou do Projeto Manhattan, de pesquisa e desenvolvimento das primeiras bombas
atdmicas durante a Segunda Guerra Mundial. Seu dom para explicagdes acessiveis fez dele um
divulgador da Fisica de distingdo aos leigos.
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(ver [9]). Com esse espirito e guardadas as devidas proporg¢des, vamos explorar as
consequéncias da lei de correspondéncia da fungdo quadrética.
Considere o trindmio ax? + bx +c, com a # 0. Completando o quadrado, escrevemos:

2 2
ax2+bx+c:a(x2+bx+;> :a(x2+2bx+b—b+c)

a 2a° 44’ 442 a
=q x+k 2+Lc_b2
- 2a 4a> |
Podemos, ainda, tomar m = —b/2a e k = (4ac — b?)/4a. Com isso, obtemos:

ax® +bx +c = a(x —m)* +k.

Essa é a chamada forma canénica do trindmio do segundo grau ax® + bx + c. Ela ndo s6
nos permite olhar para a lei de correspondéncia da fungdo quadratica de uma forma
alternativa, mas também (e isto é o que nos interessa) extrair informagoes importantes.
A primeira informagdo esta na seguinte:

Proposicao 211 (Ponto extremo). Toda fungio quadrdtica possui um, e somente um, ponto
extremo?. O

Demonstragdo. Na notagédo utilizada até aqui, seja f(x) = a(x — m)? +k o valor que a
fungdo quadrética f assume em x. Se a4 > 0, como (x —m)? > 0 para todo x € R,
entdo f(x) = a(x — m)?> +k > k para todo x € R, s6 valendo a igualdade para x = m;
logo f assume um valor minimo e o faz quando x = m. Analogamente, se a < 0,
f(x) = a(x — m)? +k < k para todo x € R, s6 valendo a igualdade para x = m; desta
vez, f assume um valor maximo e o faz quando x = m. [ ]

Obviamente, o valor da fungdo quadratica no ponto extremo é

b 4ac — b?
f(m——zu)—k—%.

Como vimos na demonstracdo acima, se 2 > 0 esse é um ponto de minimo; se
a < 0 trata-se de um ponto de maximo.

Se por um lado a fungdo quadrética possui ponto de minimo (resp. maximo)
quando a > 0 (resp. a < 0), por outro ela é ilimitada superiormente (resp. inferior-
mente).

Proposicdo 212 (Nao limitagdes). A funcio quadrdtica é ilimitada superiormente (resp.
inferiormente) se a > 0 (resp. a < 0). O

Demonstragio. Inicialmente, considere 2 > 0. Suponha, por absurdo, que a fungdo
seja limitada superiormente, i.e., que existe L € IR tal que f(x) < L para todo x € R.
Entdo, para todo x € R:

a(x—m)2+k<L(:>(x—m)2<LT_k@m—\/L;k<x<m+wL;k.

4 Ponto de méximo ou de minimo.
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(Observe que L — k > 0, pois k é o valor minimo de f.) A tltima desigualdade nos
diz que x esta contido num intervalo limitado, o que é uma contradigdo, pois x pode
assumir qualquer valor real. Logo, a fungdo quadrética ¢é ilimitada superiormente se
a > 0. O casoa < 0 é analogo e é deixado como exercicio. [

Para o que segue, considere o discriminante>:
A = b* — dac.
Com essa notagdo, k = —A/4a.
Proposicdo 213 (Zeros). A fungdo quadritica:
(a) ndo possui zeros se A < 0;
(b) possui um zero se A = 0;

(c) possui dois zeros se A > 0. O

Demonstragdo.
fx)=a(x —my+k=0< (x —m)* = —
Como 4a%2 >0 e (x — m)2 > 0 para todo x € R, a ultima equagdo so terd solucdo se
A > 0. Assim:
(a) se A < 0, ndo existe x € R tal que f(x) =0, ou seja, f ndo possui zeros;

(b) se A =0, segue-se que (x — m)? = 0 se, e somente se, x = m = —b /2a, ou seja, f
possui apenas um zero: x = —b/2a;

(c) se A > 0, a dltima igualdade acima equivale a

b\> A b VA b+ VA
-— = — & —=t— & = 5.
<x+ 2a> 42 T g 2a " 2a

ou seja, f tem dois zeros distintos:

—b—+/A —b+VA
N=—F7—— e f=—7—:.

2a 2a u

Observacgdo 214. Uma equagdo do segundo grau possui (eventualmente) raizes; uma
funcdo quadrética possui (eventualmente) zeros. Os x que sdo zeros de uma funcdo
quadrética coincidem com as raizes da equagdo do segundo grau correspondente,
mas usamos esses nomes distintos. O

5 Assim chamado porque serve para discriminar ou distinguir os zeros da funcdo quadratica.
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Observacgdo 215. Por economia de linguagem, mesmo quando uma equagdo do
segundo grau possuir apenas uma raiz ou uma funcdo quadratica possuir apenas um
zero, por vezes diremos “duas raizes” ou “dois zeros”, que devem ser entendidos de
modo mais amplo como “uma ou duas raizes” ou “um ou dois zeros”. Quando duas
raizes sdo iguais também dizemos que a equagdo do segundo grau possui uma “raiz
dupla”. o

Corolério 216. Seja uma fungio quadrdtica f : R — R, f(x) = ax?>+bx+c,comA > 0e
zeros a e B. Entdo o < Be:

b c
zx+,8=—; e 04,3:;. 0

Corolério 217 (Forma fatorada). Seja uma fungio quadrdtica f : R — R, f(x) = ax> +
bx +c, com A = 0 e zeros « e B. Entdo:

flx)=a(x —a)x—p), Vx € R. 0O

Demonstragio. De fato, como a # 0, temos, para todo x € R,
2 2 b c 2
f)=ax"+bx+c=a(x *ox+ o =a[x® — (a+ B)x +ap],

em que na ultima igualdade utilizamos o corolério anterior. Como o termo entre
colchetes é o desenvolvimento de (x — a)(x — B), segue-se:

f() =alx —a)(x — p), Vx € R,
que é a chamada forma fatorada de f. [

Coroldrio 218 (Sinal da funcido quadratica). Se x estd entre dois zeros de uma fungio
quadrdtica f, f(x) tem o sinal oposto ao do coeficiente a. Caso contrdrio, ou f(x) =0 ou f(x)
tem o mesmo sinal de a. O

Demonstragio. Vimos no Corolario 217 que a lei de correspondéncia de f se escreve
na forma f(x) = a(x — a)(x — B), Vx € R. Como o produto (x — a)(x — B) é negativo
se, e somente se, & < x < [3, segue-se a tese. [ |

Observagao 219. Note que o corolario acima inclui também os casos em que f possui
apenas um zero (caso no qual x # a implica que f(x) tem o mesmo sinal de 2) ou em
que f ndo possui zeros (e portanto f(x) tem o mesmo sinal de a para todo x € R). ©

Como voce ja deve ter notado, a fungdo quadratica ndo € injetiva. Gostariamos de
saber quando f(x) = f(y) para x # y. A resposta estd na proxima proposicao.

Proposi¢ao 220 (Simetria). Uma fungio quadrdtica assume o mesmo valor em pontos dis-
tintos x e y se, e somente se, esses pontos sio equidistantes de —b /2a. O

131



3.4 GRAFICO DA FUNGAO QUADRATICA

Demonstragdo. Uma condicdo necessdria e suficiente para que f(x) = f(y) é a(x — m)? +
k = a(y — m)> +k, ou seja, (x — m)*> = (y — m)*>. Como, por hipétese, x # y, devemos

ter x —m = —y +m, i.e.,, a equagdo anterior equivale a
X+y b
—==m=——.
2 2a

Noutras palavras, —b/2a é o ponto médio entre x e y e portanto equidista de ambos.
Assim, a condigdo necessdria e suficiente para que f(x) = f(y), comx #y,é x ey
serem equidistantes de —b/2a. [

Outro desdobramento da forma candnica nos conduzira a forma do gréafico de uma
fungdo quadrética.

3.4 GRAFICO DA FUNGCAO QUADRATICA

O principal objetivo desta se¢do é mostrar que o gréfico de uma fungdo quadrética é
uma pardbola. Cumprido esse objetivo, veremos como o gréfico facilita a visualizagao
de alguns fatos relevantes vistos acima sob um ponto de vista algébrico e faremos a
interpretacdo geométrica dos coeficientes da lei de correspondéncia. Falaremos sobre
a congruéncia e semelhanga dos gréficos das fun¢des quadréticas e apresentaremos
o conceito de reta tangente a uma parabola, que depois utilizaremos para estudar o
refletor parabdlico. Vamos iniciar recordando a seguinte:

Definicao 221 (Parabola). Num plano I1, sejam um ponto F e uma reta r que ndo o contém.
Dizemos que a parabola de foco F e diretriz r é o conjunto dos pontos de I1 que distam
igualmente de F e der. O

Se preferir expressar isso na linguagem dos conjuntos, vocé poderia dizer que a
parédbola P(F, r) de foco F e diretriz r é:

P(F, ry={P 1L, d(P, F)=d(P, 1)},

em que d denota a distancia entre dois pontos ou entre um ponto e uma reta de I1.

Figura 7o: Principais elementos da parébola.

Ha dois elementos da parabola que merecem especial destaque: a reta perpendicular
a r baixada a partir de F, que chamamos o eixo da pardbola, e o ponto desta mais

132



3.4 GRAFICO DA FUNGAO QUADRATICA

proximo de r, que chamamos o vértice dessa parabola. Note que o vértice é o ponto
médio do segmento que une F a intersecgdo do eixo com a diretriz. (Ver Figura 70.)

Considere f uma func¢do quadratica totalmente arbitrdria. Ja vimos que sua lei de
correspondéncia pode ser expressa na forma candnica: f(x) = a(x — m)? +k, sendo a4,
m e k nameros reais quaisquer. Considere como um esbog¢o do seu gréfico a Figura 71,
sem qualquer compromisso com a forma que escolhemos para o tracado (inclusive
com o sinal de a, que ndo nos faz perder generalidade). Foque apenas nos elementos
geométricos que deveriam estar presentes se tal fosse o tracado de uma parabola,
i.e., o foco F e a diretriz r, e no ponto extremo (m, k) que ja estudamos acima, e se
questione: seria esse grafico uma pardbola?

\uY y=a(x —m)?+k

Figura 71: Uma parébola seria o grafico de uma fun¢do quadratica?

Se for verdade que esse grafico é uma pardbola, algumas condi¢des devem ser
satisfeitas (considere a Figura 71):

e 0 ponto B de interseccdo do grafico de f com o eixo OY deve ter coordenadas:

B = (0, am® +k);

e 0 ponto F, supostamente o foco da pardbola, deve ter coordenadas:
F=(0m, k+1t),
para algum t > 0;
e por simetria, a equagdo da diretriz r deve ser:
y=k—t
e um ponto P = (x, a(x — m)? + k) qualquer do gréfico de f deve satisfazer:
d(P, F) =d(P, r),

ou seja, a distancia de P até F deve ser a mesma de P a r. Como se tratam de
nuimeros positivos, essa equagdo equivale a:

[d(P, F)I* = [d(P, n)]*. (3-4.1)
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Dito isso, nossa primeira tarefa é descobrir o valor de t. A equagao (3.4.1) deve
valer quando, em particular, P = B, caso em que temos:

m? + (am® — t)* = (am?® + 1)2.
Desenvolvendo ambos membros e simplificando (faga como exercicio!), obtemos:
t=1/4a.

De posse do valor de t, para mostrar que o grafico de f é uma parédbola, basta
agora verificar que a equagdo (3.4.1) é satisfeita para um ponto P qualquer do gréfico
de f. Facamos isso. Primeiramente, note que:

2
[d® 7)]? = [a(x —m)? + 4‘” .

Em seguida, vamos calcular:

2
[d(P, F)I* = (x — m)* + [a(x —m)? — 4151]

2
= (x — m)? +[a(x — m)*]*> — 2a(x — m)241—a + (41[1>

= [a(x — m)*]* +2a(x — 7”’1)2i + <1>2 = [u(x — m)* + 1} 2.
4a 4a 4a
Assim, [d(P, F)]*> = [d(P, r)]*> para um ponto P qualquer do gréfico de f. Isso
significa que, de fato, o grafico de f é uma pardbola. Como também os parametros 4,
m e k que caracterizam f sdo niimeros reais arbitrdrios, a nossa conclusdo vale para
qualquer fungdo quadratica. Demonstramos, assim, a seguinte

Proposicdo 222. O grifico de uma fungio quadrdtica é uma pardbola. O

O gréfico da fun¢do quadrética f nos ajuda a entender varios aspectos do compor-
tamento dessa fun¢do de um ponto de vista geométrico. Por exemplo:

e se o grafico de f intersecta o eixo OX em dois pontos, as abscissas a e 8 desses
pontos sdo as raizes da equagédo f(x) = 0;

e a abscissa do ponto médio do intervalo [«, B] é a abscissa do vértice e do eixo
da parébola;

e sex < x < B, entdo f(x) tem sinal contrario ao do coeficiente a; se x < «
ou x > B, entdo f(x) tem o mesmo sinal de a (ja haviamos visto isso no
Corolario 218);

e se o gréfico de f tangencia o eixo OX, a equacdo f(x) = 0 tem uma raiz dupla
(Gnica);
e se o gréfico de f estd inteiramente acima ou abaixo do eixo OX, a equagdo

f(x) = 0 ndo possui raizes reais.

Vamos examinar a seguir em que condi¢des os gréficos das fun¢des quadraticas
sdo parabolas congruentes ou semelhantes.
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Congruéncia

Intuitivamente, diremos que duas figuras sdo congruentes se elas forem geome-
tricamente equivalentes, no sentido de que as distancias entre os seus pontos (e
consequentemente as amplitudes dos seus angulos) sdo preservados. Ha certas trans-
formacdes que nos permitem obter uma das figuras a partir da outra satisfazendo essa
condicdo. Essas transformag¢des chamam-se isometrias e consistem em: translagdes,
reflexdes e rotagdes. Para nosso estudo sera suficiente consideraremos apenas as:

e translagdes horizontais (paralelas ao eixo OX): (x, y) — (x +m, y);
e translagdes verticais (paralelas ao eixo OY): (x, y) — (x, y +k);

o reflexdes em relagdo ao eixo OX: (x, y) — (x, —y).

Diremos que duas figuras do plano sdo congruentes se, apds aplicarmos uma
ou algumas dessas transformagdes a uma das figuras, obtivermos a outra figura e
vice-versa.

Nossa figuras de interesse aqui sdo os graficos de fungdes. Queremos falar especifi-
camente do grafico da fungdo quadrética. Mas, antes, vamos observar, de um modo
breve, porém um pouco mais geral, como o gréafico de uma funcdo f : R — R se
comporta sob essas transformagdes.

Observacgao 223 (Transla¢ao horizontal). Aplicando a translacdo horizontal (x, y) —
(x +m, y) ao grafico de f : R — IR, obtém-se o grédfico de ¢ : R — R tal que
p(x) = f(x —m), Vx € R. De fato, essa translagdo transforma um ponto qualquer
(x, f(x)) do gréfico de f no ponto (x +m, f(x)); escrevendo u = x + m, esse ponto
corresponde ao ponto (u, f(u —m)) = (u, ¢(u)) do grafico de ¢. o

Observacgao 224 (Translagdo vertical). Aplicando a translagdo vertical (x, y) — (x, y+
k) ao grafico de f : R — R, obtém-se o grafico de { : R — R tal que ¢(x) = f(x) +k,
Vx € R. Com efeito, essa translagdo transforma um ponto qualquer (x, f(x)) do
gréfico de f no ponto (x, f(x)+k) = (x, P(x)) do gréafico de . o

Observagio 225 (Reflexdao em relagdo ao eixo OX). Por fim, a reflexdo em torno do
eixo horizontal (x, y) — (x, —y) leva o gréficode f : R — R no gréficode w : R — R
tal que w(x) = —f(x), Vx € R. o

Agora considere a funcdo quadrética f : R — R, com f(x) = ax? + bx + c. Claro que
podemos escrever f(x) = a(x — m)* +k.

Aplicando-se a translacdo vertical (x, y) — (x, y — k) ao grafico de f : R — R,
f(x) = a(x — m)? +k, obtém-se o grafico de ¥ : R — R, 9(x) = f(x) — k = a(x — m)>.
(Figura 72.)

Na sequéncia, aplicando-se a tranlagdo horizontal (x, y) — (x — m, y) ao gréfico de
i, obtém-se o grafico da fungdo ¢ : R — R, ¢(x) = P(x + m) = ax?. (Figura 73.)

Assim, a pardbola que é o grafico da fungdo f transforma-se na parabola que é
o grafico de ¢. As duas sdo, portanto, congruentes. E mais ainda: aplicando-se ao
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(@) m X

Figura 72: Translagao vertical do gréfico de f.

[ B ‘
0 m X
8%
P(x) = a(x — m)>
0 m X

Y,
@(x) = ax?

O X

Figura 73: Translagdo horizontal do gréfico de .

Y,

@(x) = ax?

Figura 74: Reflexdo em

w(x) = —ax?

torno do eixo horizontal.

grafico de ¢ uma reflexdo em torno do eixo horizontal, obtém-se o grafico da func¢do

w:R — R, com w(x) = —ax?. (Figura 74.

)

Podemos resumir essa discussdo na seguinte:

Proposicdo 226. Os grdficos das fungoes f;
congruentes se, e somente se, a1 = %ap.

Ou seja, os coeficientes b; e ¢;, i = 1, 2, ndo importam no que diz respeito a forma.

‘R =R, fi(x) = aix>+bix+c;,i=1,2, sdo
O

Eles apenas determinam a posigdo da pardbola em relacdo ao sistema de eixos, como
veremos abaixo ao fazermos a interpretacdo dos coeficientes.

Corolario 227. Qualquer pardbola pode ter
escolher convenientemente o sistema de eixos.

equagio da forma y = ax?, bastando para isso
g
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Semelhanga

A questdo natural que se coloca ap6s se enunciar a Proposigdo 226 é se as pardbolas
que sdo os graficos de duas fun¢des quadraticas podem ser congruentes mesmo
quando a1 # a2. A resposta é negativa. Para ver isso, considere, por exemplo, as
fungdes f1 e f, dadas por fi(x) = a1x2 e fa(x) = ax2, coma; > 0eay >0.Sea; > ap,
entdo a1x? > ax? para todo x # 0; da mesma forma, se a1 < ay, entdo a;x* < axx?
para todo x # 0. (Figura 75.) Quanto maior a, mais fechada a parabola e, vice-versa,
quanto menor esse parametro, mais aberta é a curva, como se pode ver na figura 75.
Aqui, “maior” e “menor” devem ser entendidos no sentido de valor absoluto.

Y,
ap >ay | fi(x) = a;x?

fo(x) = apx?

O X

Figura 75: Pardbolas semelhantes, porém nao congruentes.

Aqui entra o conceito de homotetia (semelhanga) de razdo k e centro na origem, que
consiste na transformagéo (x, y) — (¥, y’) = (kx, ky), que transforma a pardbola de
equagio y = ax? na pardbola de equagio (substituindo x por x’/k e y por y' /k):

ou seja,
a 2
! _ /
Y=g
L ) N 2 -

Isso significa que se duas parabolas de equagdes y = a;x? e i’ = arx’* sdo semelhan-
tes, a razdo de semelhanca entre as duas é k tal que a, = a1 /k, i.e., k = a1 /ap. Quanto
k =1, temos uma isometria (congruéncia).

Tendo em vista o Corolério 227, segue-se que quaisquer duas parabolas sdo seme-

lhantes. Podemos sintetizar isso na seguinte

Proposigdo 228. As pardbolas que sio os grdficos das fungdes f; : R — R, fi(x) = a;x® +
bix +c;, i =1, 2, sdo semelhantes entre si. O

Interpretagdo dos coeficientes

Este é também o momento conveniente para interpretarmos o significado dos
coeficientes a, b e ¢ da lei de correspondéncia de f.

O significado de do coeficiente ¢ é 6bvio: ¢ = f(0) é a ordenada do ponto em que o
grafico de f intersecta o eixo OY.
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3.5 ALGUMAS APLICAGOES

Vamos comegar resolvendo o problema da epigrafe deste capitulo.

Exemplo 229 (Maximo lucro). Um restaurante a quilo vende 100 kg/dia de comida a
R$ 12,00/kg. Uma pesquisa de opinido revelou que, a cada real de aumento no preco,
o restaurante perderia 10 clientes, com o consumo médio de 500 g cada um. Qual
deve ser o prego do quilo de comida para que o restaurante tenha a maior receita
possivel? O

Solugdo. Supondo um consumo médio didrio de meio quilograma por cliente, esse
restaurante atende em média 200 clientes por dia. Aumentando x reais no prego do
quilo, ele atendera 200 — 10x clientes, logo venderd (200 — 10x)/2 quilos por dia a
12 + x reais o quilo, arrecadando R = (200 — 10x)(12 + x) /2 = —5x% + 40x + 1200 reais
por dia. A receita maxima, conforme vimos na demonstra¢do da Proposigdo 211, é
alcancada quando x = —b/2a = —40/(—10) = 4, ou seja, quando o restaurante cobrar
R$ 16,00/kg. *

Um outro problema classico de otimizagdo é o de encontrar a drea méxima de um
retangulo quando o seu perimetro (ou o semiperimetro) é fixado.

Exemplo 230 (Maxima drea [15]). Com 80 metros de cerca, um fazendeiro deseja
circundar uma area retangular junto a um rio para confinar alguns animais. Quais

rio

area cercada

devem ser as medidas do retdngulo para que a area cercada seja a maior possivel? ¢

Solugdo. Digamos que os lados perpendiculares ao rio medem x e o lado paralelo
mede y. Devemos ter 2x +y = 80, ou seja, y = 80 — 2x. A darea cercada mede
xy = x(80 — 2x) = —2x2 + 80x e deve ser maxima quando x = —b/2a = —80/(—4) = 20;
com isso, ¥ = 80 —2-20 = 40. Logo, os lados perpendiculares ao rio devem ter 20
metros e o lado paralelo 40 metros. *

Também podemos ter o interesse de minimizar uma certa quantidade. Se essa quan-
tidade for modelada por uma fun¢do quadratica, isso é possivel com as ferramentas
de que dispomos, como ilustra o préximo exemplo.

Exemplo 231 (Minimo erro). Sejam x1, X2, ..., X, 0s valores encontrados para medi-
¢Oes igualmente precisas de uma grandeza x. E razoavel que o valor adotado para
essa grandeza seja escolhido de modo que o erro incorrido pelas medigdes seja o
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menor possivel. Em geral, esse erro é medido pelo chamado desvio quadratico total,
que consiste na soma dos quadrados dos erros de cada medigdo. Ele é assim definido:

5uy:fu—mﬂ
i=1

Demonstre que J é minimizado quando x é a média aritmética das medigdes. O

Solugido. Desenvolvendo o membro direito, obtemos:

n

n n
5@%i3f—mw+ﬁﬁmf+<ezy)x+z¢,
i=1 i=1

i=1

que é da forma 6(x) = ax? + bx + ¢, em que os coeficientes a e b sdo respectivamente
ne —2Y x;. Comoa > 0, § possui um valor minimo quando x = —b/24, ou seja,
quando

1( iﬁ) Ly

X=——|-2) xi|==) X

2n i=1 =

que nada mais é do que a média aritmética das medigdes. *

O proximo exemplo ilustra o uso dos zeros da fun¢do quadrética.

Exemplo 232 ([15]). Nas dguas paradas de um lago, Marcelo rema seu barco a 12
km/h. Num certo rio, com o mesmo barco e as mesmas remadas, ele percorreu 12
km a favor da corrente e 8 km contra a corrente, num tempo total de 2 horas. Qual
era a velocidade do rio, quanto tempo ele levou para ir e quanto tempo para voltar?<&

Solugido. Como (tempo de percurso) = (distancia percorrida)/(velocidade), chamando
de x a velocidade da corrente, os tempos gastos por Marcelo foram 12/(12 + x) horas
para ir e 8/(12 — x) horas para voltar. Podemos entdo escrever o tempo total de 2
horas assim:

12 N 8 _ 5
12+x 12—x

Multiplicando ambos os membros por (12 + x)(12 — x) e simplificando, obtemos a
equagao x> — 2x — 24 = 0. Suas raizes sio:

L 2= V100 _
= —-

e Y

Sendo 6 a tinica raiz positiva, a velocidade da corrente é 6 km/h e os tempos gastos
por Marcelo sdo 12/18 h = 2/3 h = 40 min na ida e 8/6 h = 1th2omin na volta. *

No exemplo seguinte, vocé verd por que a trajetéria de projéteis na vizinhanga da
superficie da Terra é parabdlica.
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LY
P=(x,y)
—%gt2+7)2t ***************** —— /
O vit 3(

Figura 76: Trajetéria de um projétil na vizinhanga da superficie da Terra.

Exemplo 233 (Trajetéria de um projétil). Imagine um projétil langando por uma
forga instantanea e, apds, sujeito apenas a forca da gravidade, sendo desprezada a
resisténcia do ar. Vamos descrever cada ponto P = (x, y) da trajetéria por meio das
coordenadas x = x(t) e y = y(t). (Notagdes e convengdes na Figura 76)
Como nenhuma forga atua na dire¢do horizontal, temos um movimento uniforme
descrito por:
x(t) = v1t + xo,

em que v; é a velocidade inicial na diregdo do eixo OX e xg = 0 é a posigdo vertical
inicial.

Ja na diregao vertical, como atua somente a forca da gravidade, que pode ser muito
bem considerada constante na vizinhanga da superficie da Terra, o movimento é
modelado por uma fungdo quadrética:

1
y(t) = —Egt2 + 0ot + Yo,

em que —g é a aceleracdo da gravidade (com o sinal negativo por termos adotado o
sentido do eixo OY oposto ao da gravidade), v, é a velocidade inicial na dire¢do do
eixo OY e yp = 0 é a posicado vertical inicial.

Se v1 = 0, entdo, para todo t, x =0, logo P = (0, y), com y = —gt2/2 + vt e, neste
caso, a trajetéria do projétil é vertical.

Por outro lado, se v1 # 0, de x = v1t, obtemos t = x/v;. Substituindo t por esse
valor na expressao de y, obtemos

8 \,2 (2
=|—=5)x+(—)x
= () ()
que nos mostra que a trajetéria do projétil é uma pardbola. <o

Por fim, um (belo) exemplo que faz uso de uma notével propriedade da parabola.

Exemplo 234 (Refletor parabdlico [15]). Este exemplo diz respeito a propriedade
refletora da parabola. Se a girarmos em torno de seu eixo, ela vai gerar uma superficie
chamada paraboldide de revolugio ou superficie parabélica (Figura 77).

Essa superficie possui diversas aplicagdes interessantes, tanto no sentido de en-
caminhar na direcdo paralela ao eixo raios de luz que emanam do foco (como nos
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Figura 77: Parabol6ide de revolugéo.

holofotes, nos fardis de automéveis ou em simples lanternas de mao) quanto no
sentido de fazer raios ou sinais paralelos ao eixo que incidem sobre sua superficie
interna convergirem para o foco a fim de concentra-los e refor¢a-los (como nas antenas
utilizadas na rddio-astronomia ou nos aparelhos de televisdo). (Figura 78.)

Figura 78: Propriedade refletora da parabola.

Vamos analisar o fundamento matematico dessas aplicagdes.

Para o nosso estudo, vamos considerar apenas os raios que chegam ao (ou partem
do) refletor parabdlico na diregdo paralela ao seu eixo.

Partindo do principio de que o raio incidente sobre uma superficie refletora e o
correspondente raio refletido estdo contidos no mesmo plano e dada a simetria do
refletor parabdlico em relacdo a seu eixo, podemos substituir a superficie parabélica
pela pardbola que é a intersec¢do dessa superficie com o plano que contém o raio
incidente, o raio refletido e o eixo de rotagdo (que coincide com o eixo da parébola).

Por definigdo, o angulo entre uma reta e uma curva que se intersectam num ponto
P é o0 angulo entre essa reta e a reta tangente a curva em P. (Figura 79.)
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T/

Figura 79: Angulo entre uma reta r e uma curva 7.

A tangente a uma parabola y no ponto P é a reta TT' que tem em comum com
7 apenas o ponto P e tal que os demais pontos de y estdo no mesmo semiplano
determinado por ¢t. (Figura 79.)

Se v é o gréfico da funcdo cuja lei de correspondéncia é f(x) = ax?> +bx +c, P =
(x0, Yo), em que yp = ax% +bxo + ¢, entdo a inclinagdo de TT’ é igual a 2axg + b.

Para ver que isso é verdade, basta mostrarmos que todos os pontos de 7y que
tém abscissa diferente de xp ndo pertencem a TT e estdo no mesmo semiplano
determinado por essa reta.

Sem perda de generalidade, suponha que 2 > 0. Vamos mostrar entdo que,
para todo x # xp, o ponto (x, y) de 7y, com y = ax? + bx + ¢, estd acima do ponto
(x, yo + (2axp + b)(x — xp)), de mesma abscissa x sobre TT'. Em outras palavras,
supondo a > 0, queremos mostrar que:

x#xg=ax’>+bx+c> ax%+bx0+c+(2axo+b)(x—x0).
Mas,

x # xXg = ax® + bx + ¢ — [ax3 + bxo + ¢ + (2axo + b)(x — xp)] = a(x — xp)* > 0.

Y,

O

Figura 8o: Tangente a pardbola em (xo, o).
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Isso prova que TT’, de inclinagdo 2axy+ b e que passa por P = (xo, yo), com
Yo = f(x0), tem P como tnico ponto em comum com %, que é o grafico de f, e que
todos os pontos de 1y estdo acima de TT'. Logo TT’ é a tangente a -y em P. (Figura 80.)

Quando a > 0 (respec. a < 0), a pardbola se situa acima (respec. abaixo) de
qualquer de suas tangentes.

Claro que se uma reta r é paralela ao eixo de uma parabola, r tem apenas um ponto
em comum com essa pardbola, mas ndo é tangente, pois ha pontos da pardbola em
ambos semiplanos determinados por r.

Agora, sabendo que a pardbola 7, grafico da fun¢do cuja lei de correspondéncia
é f(x) = ax? + bx +c, tem no ponto P = (x, y) uma tangente cuja inclinagdo é 2ax +
b, vamos calcular a inclinagdo da reta FQ que une o foco F ao ponto Q, pé da
perpendicular baixada de P sobre a diretriz d de -y. (Figura 81.)

Y eixo A

Figura 81: A reta FQ é perpendicular a reta TT".

Vamos supor que P ndo é o vértice da pardbola, i.e., que sua abscissa é diferente
de —b/2a, e portanto 2ax +b # 0. Se P fosse o vértice, a reta FQ seria vertical e a
tangente TT’ no ponto P teria inclinagdo zero, logo seria horizontal e FQ e TT' seriam
perpendiculares.

Ja vimos que F = (m, k+1/4a) e Q = (x, k —1/4a), em que m = —b/2a ek é a
ordenada do vértice da pardbola. Logo, a inclinagdo de FQ é:

k— 4 — (k+ %) ~1 ~1 1

X —m _2a(x—m)_2a(x+%>_ 2ax+b’

Isso significa que a reta FQ é perpendicular a reta TT’, tangente a v em P.

Para provar esse ponto, vamos mostrar que as retas cujas equagdes sdo y = ax+b e
y=a'x+b',coma#0ea #0,sdo perpendiculares se, e somente se, a’ = —1/a.

Com efeito, como as retas cujas equagdes sdo y = ax e i = a’'x sdo paralelas as retas
dadas, aquelas serdo perpendiculares se, e somente se, estas o forem.

Se estas retas forem perpendiculares, tomando x = 1, o ponto (1, a) pertence a
uma delas e o ponto (1, a’) pertence a outra (ver Figura 82). Entdo o tridngulo cujos
vértices sdo os pontos (0, 0), (1, a) e (1, a’) é retangulo, logo a altura baixada do
vértice do angulo reto é a média geométrica dos segmentos que ela determina sobre a
hipotenusa. Mas, por um lado, o comprimento da altura é 1. Por outro lado, um dos
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3.5 ALGUMAS APLICACOES

numeros a e a’ é negativo, enquanto o outro é positivo. Sem perda de generalidade,
suponhamos que 4’ seja negativo e que 4 seja positivo. Logo os segmentos medem a

e —a'. Assim, 1 = —aa’ e, portanto, a’ = —1/a.
Reciprocamente, se a’ = —1/a, considere a reta de equagado y = bx, perpendicular a
reta de equagdo y = ax a partir da origem. Pelo que acabamos de ver, b = —1/a, logo

b =a'. Assim, y = a’x coincide com y = bx e, portanto, a reta de equagdo y = a'x é
perpendicular a reta de equagdo y = ax.

Y

1, a)

1,4

Figura 82: Retas cujas equagdes sdo y =ax ey = a'x.

Neste ponto, podemos finalmente enunciar a propriedade geométrica na qual se
baseiam as aplicagdes da superficie parabdlica, a saber: a tangente a pardbola num ponto
P faz angulos iquais com a paralela ao eixo e com a reta que une o foco F a esse ponto.

De fato, se Q é o pé da perpendicular baixada de P sobre a diretriz, pela defini¢do
da parébola, os segmentos FP e PQ tém o mesmo comprimento, logo o tridngulo
FPQ é is6sceles. Ademais, como ja vimos, FQ é perpendicular a tangente, i.e., a
tangente é altura desse tridngulo isdsceles, logo é também bissetriz. Portanto, os
angulos FPT' e T'PQ sao congruentes. Assim, APT = FPT’ = a. (Ver Figura 83.)

Figura 83: Os angulos APT e FPT' sao congruentes.

Se a superficie parabdlica estiver voltada, por exemplo, para a posi¢do estaciondria
de um satélite, a grande distancia faz com que os sinais por ele emitidos sigam
trajetorias praticamente paralelas ao eixo da superficie e, assim que esses sinais sdo
refletidos na superficie, convirjam para o foco. <&

144



Apéndices

145






ALFABETO GREGO

Nao hé razdo obrigatéria para o uso, em qualquer situagdo, de letras maitsculas ou
mintsculas, de fontes pomposas ou ndo, latinas, gregas ou provenientes de qualquer
outro alfabeto. O uso de diferentes tipos de letra pode ser motivado por vérias razdes,
dentre as quais diferenciar o tipo ou hierarquia de determinado objeto matemaético’, o
esgotamento de letras de um determinado tipo, simples costume, convencdo ou ainda
o gosto de quem escreve. Seja qual for o motivo, caso vocé néo esteja habituado, aqui
estd o alfabeto grego (mintsculas e maitsculas) para lhe munir destes simbolos, tanto
para a escrita quanto para a leitura de textos matematicos.

Aa  Alfa Hpy Eta Nv Ni Tt Tau

BB  Beta Q1] Teta = Csi Yv Upsilon
I'y Gama L Iota Oo Omicron | ®¢pe Fi

A6  Delta K, ks Capa | B () Pi Xx Qui
Eee FEpsilon | AA Lambda | Ppo RO Yy Psi

20 Zeta My Mi 206 Sigma Quw Omega

1 Por exemplo, na Geometria Euclidiana, é praxe indicar pontos por letras latinas maitisculas, retas por
letras latinas mintsculas e planos por letras gregas mintsculas; quando se trata de conjuntos, costuma-se
diferenciar elementos dos conjuntos que os contém utilizando-se para estes letras do final do alfabeto,
ou maitsculas ou de fontes pomposas, e, para aqueles, letras do inicio do alfabeto, ou mintsculas ou de
fontes mais simples.






SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANO

O que torna possivel fazer a reta (resp. o plano, o espago) corresponder a R (resp.
R?, R3) e assim estabelecer uma via de mao dupla entre a Aritmética e a Algebra de
um lado e a Geometria de outro como comentamos na Se¢do 1.5.2 € a existéncia de
uma bijecdo entre esses conjuntos. A prova disso depende de umas poucas nogdes e
proposi¢des primitivas da Geometria Euclidiana acerca dos seus elementos basicos
(pontos, retas e planos) e de alguns axiomas sobre a medida de segmentos. Vamos
adotar aqueles de [19]. Por conveniéncia, vamos resumi-los abaixo e, em seguida,
utilizd-los para demonstrar a existéncia dessa bijegdo.

Axioma 235. A cada par de pontos distintos estd associado um iinico niimero real positivo; a
um par de pontos iguais estd associado o niimero zero. O

Defini¢ao 236. O niimero a que se refere o Axioma 235 é chamado medida ou comprimento
do segmento formado pelos pontos ou, ainda, a distancia entre esses pontos. O

Notacdo 237. A distancia entre os pontos X e Y serd denotada por 4(X, Y) ou
d(Yr X) ©)

Observagdo 238. Dito em outros termos, o Axioma 235 afirma que se C é um conjunto
de pontos, existe uma fungdo d : C x C — R, d(X, Y) = distincia entre X e Y. Observe
que ndo ha exce¢do nem ambiguidade, portanto d é de fato uma funcgéo. o

Axioma 239. Se um ponto Y estd entre dois pontos X e Z, entdo d(X, Z) = d(X, Y) +
aly, 2). O

Axioma 240. A todo niimero real positivo fica associado um par de pontos cuja distincia é
igual a esse niimero; ao niimero zero fica associado um par de pontos iguais. O

Observacao 241. Diferentemente do Axioma 235, 0 Axioma 240 ndo determina uma
func¢do. Considere, por exemplo, um quadrado P; P, P; P, cujo lado mede /; note que !
corresponde aos pares (P;, Py1),i € {1, 2, 3, 4}, com P5 = ;. o

Axioma 242 (Transporte de segmentos). Fixado um par de pontos quaisquer P e Q;Emm

todo par de pontos distintos X e Z, existe um tinico ponto Y que pertence a semirreta XZ tal
que d(P, Q) =d(X, Y). O

De posse desses poucos axiomas, estamos aptos a demonstrar as bijecdes entre a

reta e IR, o plano e R?, o espago e IR®. Tenha sempre em mente o que foi dito na
Observacdo 50 sobre desenhos!
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B.1 NA RETA

B.1 NA RETA

Teorema 243. Existe uma correspondéncia biunivoca entre pontos de uma reta e niimeros
reais. O

Demonstragio.
(a) Correspondéncia entre os pontos da reta e os niimeros reais.

Seja uma reta r e um ponto O € r. Esse ponto divide r em trés conjuntos: {O} e
outros dois que estdo em semirretas opostas, aos quais chamaremos de parte positiva
(r+) e parte negativa (r_) de r. Tais escolhas fazem da reta o que chamamos um eixo
(Figura 84).

}"+ X2

X] (=
X = d(-O, X3)

%1 = —d(0, Xp)

ceQ

Figura 84: Eixo.

Vamos colocar os pontos X de r em correspondéncia com os niimeros reais por meio
de uma fungdo ¢ : ¥ — R, definida da seguinte maneira:

d(o, X) se X €,
p(X)=¢ 0 se X=0
—dO, X) seXer_

Como ndo ha excecdo (pois todo ponto de r estd dessa forma associado a algum
namero real dado pelo Axioma 235) nem ambiguidade (pois, novamente pelo Axi-
oma 235, cada namero assim associado aos pontos de r é tinico), ¢ é de fato uma
funcao.

(b) Injetividade.

De fato, sejam X; e X, pontos distintos quaisquer de r. Se um desses pontos for
igual a O, claramente ¢(X1) # ¢(X2). Suponhamos, entdo, que ambos sdo distintos de
O. Nesse caso, ha seis posicOes relativas entre X;, X, e O. Considere, por exemplo,
aquela em que X; € r_ e X, € r, (Figura 84). Entdo, pelo Axioma 239, d(Xj, X3) =
d(Xy, O)+d(O, X3), ou seja, pela definicdo de ¢, d(X;, X3) = —¢(X1) + ¢(X2); como,
por hipétese, X; # Xo, segue-se que d(X1, X2) # 0; logo, ¢(X1) # ¢(X2) (caso contrério,
seria d(X1, X») = 0, contradi¢do). Os outros cinco casos sdo totalmente andlogos.
Portanto, como X; # Xo = ¢(X1) # ¢(X2), para quaisquer X, Xy € r, segue-se que ¢
é injetiva.

(c) Sobrejetividade.

Dado um ntimero real positivo qualquer x, o Axioma 240 nos garante que existe um
par de pontos, digamos, P e Q, tal que d(P, Q) = x; pelo Axioma 242, existe um tinico
ponto X sobre r, tal que d(O, X) = d(P, Q), ou seja, tal que x = @(X); se x for um
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B.2 No rLANO

numero real negativo qualquer, pelos mesmos argumentos anteriores existe um tnico
ponto X sobre r_ tal que d(O, X) = d(P, Q) = —x, ou seja, x = —d(O, X) = ¢(X); por
fim, se x = 0, basta tomar X = O: ¢(O) = 0. Assim, para todo x € R existe um X € r
tal que x = ¢(X), logo ¢ é sobrejetiva.

(d) Bijetividade.

Portanto, pela Defini¢do 61, a correspondéncia ¢ entre a reta e o conjunto dos ntimeros
reais é bijetiva, completando assim a demonstracao. [ |

Defini¢ado 244. Uma reta na qual se fixou um ponto O e se escolheu uma parte positiva e
outra negativa chama-se um eixo. O

Observacgado 245. Costuma-se indicar a parte positiva da reta por meio de uma seta.o
Definicao 246. A bijecio do Teorema 243 é chamada sistema de coordenadas para a reta.0

Defini¢ao 247. Cada miimero x assim associado a um ponto P da reta é chamado coordenada
desse ponto em relagiio a reta e o ponto associado ao niimero zero é chamado origem do sistema
de coordenadas. O

Definigao 248. Se X e Y sdo pontos de uma reta e x e y sdo suas respectivas coordenadas,
dizemos que Y estd a direita de X (ou que X estd a esquerda de Y) quando x < y. O

B.2 NO PLANO

Teorema 249. Existe uma correspondéncia biuntvoca entre pontos de um plano e pares
ordenados de niimeros reais. O

Demonstragio.
(a) Correspondéncia entre os pontos do plano e os pares ordenados de niimeros reais.

Seja um plano IT e um par de eixos OX e OY, tomados em II e que se intersectam
perpendicularmente no ponto O.

Y
II
Bl 2
. _
0 P, X

Figura 85: Sistema de eixos ortogonais no plano.
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Vamos colocar os pontos de IT em correspondéncia com os pares ordenados de
niameros reais da seguinte maneira. Seja P um ponto qualquer de Il. Passando
por esse ponto, considere uma reta perpendicular a OX e outra perpendicular a
OY, a primeira intersectando OX no ponto Py e a segunda intersectando OY em P,
(figura 85). Segue do Teorema 243 que a cada um dos pontos Py e P, esta associado
um Unico nimero real, digamos x e y, respectivamente. Diremos, entdo, que o ponto
P esta associado ao par ordenado de ntimeros reais (x, y). Por um lado, a existéncia
das perpendiculares (teorema da Geometria Euclidiana) assegura que todo ponto
do plano estd associado dessa forma a algum par ordenado de niimeros reais (ndao
ha excecdo); por outro, a unicidade das perpendiculares (teorema da Geometria
Euclidiana) implica que cada ponto do plano estd associado dessa maneira a apenas
um par ordenado de ntiimeros reais (ndo ha ambiguidade). Portanto, o modo como
associamos pontos P do plano a pares ordenados de ntimeros reais (x, y) é uma
funcdo ¥ : IT — R?, ¢(P) = (x, y).

(b) Injetividade.

Sejam dois pontos quaisquer P, P’ € II tais que (P) = ¢(P’). Se y(P) = (x, y) e
P(P') = (¥, y'), entdo (x, y) = (v, y'). Logo, pela Proposigdo 27, x = x' ey = y/.
Assim, as perpendiculares a OX pelos pontos P e P, digamos r e r respectivamente,
sdo iguais; analogamente, as perpendiculares a OY por esses pontos, digamos s e s’
respectivamente, também sdo iguais. Entdo, comor =1/,s =5, rNs={P}er' Ns =
{P'}, segue-se que P = P’. Portanto, como para todo P, P’ € IT, (P) = ¢(P') = P =P/,
segue-se que 1 € injetiva.

(c) Sobrejetividade.

Seja (x, y) um elemento abitrario de R?2. Considere o ponto P, de coordenada x
sobre OX e o ponto P, de coordenada y sobre OY. Um dos teoremas da Geometria
Euclidiana garante que a perpendicular a OX por P, existe e é tinica assim como a
perpendicular a OY por P,. Como essas retas ndo sao paralelas, elas se encontram num
unico ponto, digamos P. Além disso, por essa construgao, P é tal que {(P) = (x, y).
Como (x, y) € R? é arbitrario, podemos afirmar que todo par de niimeros reais é a
imagem de algum ponto do plano por . Portanto, ¢ é sobrejetiva.

(d) Bijetividade.
Por fim, a bijetividade de ¢ segue da Defini¢do 61. [

Notacdo 250. Se 1 é a funcdo do Teorema 249 e P(P) = (x, y), entdo escrevemos
P = (x, y) ou P(x, y). 0

Defini¢ao 251. A bijegio do Teorema 249 chama-se sistema de coordenadas retangular
(para o plano) ou sistema de coordenadas cartesiano (para o plano) ou, ainda, plano
cartesiano. O

Definigao 252. Os eixos OX e OY chamam-se respectivamente eixo das abcissas (ou
abscissas) e eixo das ordenadas; ambos também recebem o nome de eixos coordenados. O
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Definicao 253. Os miimeros x, y € R do par ordenado (x, y) sdo as coordenadas (cartesia-
nas ou retangulares) do ponto P; dizemos, ainda, que x é a abcissa (ou abscissa) ou primeira
coordenada e y a ordenada ou segunda coordenada de P. O

Defini¢ao 254. Cada uma das quatro regides em que o plano fica dividido pelos eixos OX e
OY chama-se um quadrante e é caracterizado pelos sinais das coordenadas de seus pontos:
primeiro quadrante (x > 0 e y > 0); sequndo quadrante (x < 0 ey > 0); terceiro quadrante
(x <0ey <0); e quarto quadrante (x > 0ey < 0). O

B.3 NO ESPACO

Em analogia ao teorema anterior, um sistema de eixos ortogonais no espaco £ da
Geometria Euclidiana estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
P € & e os ternos ordenados (x, y, z) € R3. Vejamos.

Teorema 255. Existe uma correspondéncia biunfvoca entre pontos do espaco e ternos ordena-
dos de niimeros reais. O

Demonstragio.
(a) Correspondéncia entre os pontos do espago e os ternos ordenados de niimeros reais.

Considere o espaco £ da Geometria Euclidiana. Sejam trés eixos mutuamente per-
pendiculares, OX, OY e OZ, com a mesma origem O.

Figura 86: Sistema de eixos ortogonais no espago.

Seja P um ponto qualquer de £. Passando por esse ponto, considere uma reta per-
pendicular a OZ e outra perpendicular ao plano IIxy (determinado por OX e OY),
a primeira intersectando OZ no ponto P; e a segunda intersectando Ilxy em Py,
(Figura 86). Segue do Teorema 243 que ao ponto P, estd associado um tinico ntimero
real, digamos z, e, do Teorema 249, segue que ao ponto Py, esta associado um tnico
par ordenado de nimeros reais, digamos (x, y). Diremos, entdo, que ao ponto P estd
associado o terno ordenado de ntmeros reais (x, y, z), sendo os ntimeros reais x, y
e z obtidos dessa forma que acabamos de descrever. A existéncia e unicidade das
perpendiculares (teorema da Geometria Euclidiana) implica na existéncia e unicidade
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B.3 NO EsragoO

dos nameros reais x, y e z assim obtidos, e, portanto, na existéncia e unicidade do
terno ordenado (x, y, z) € R? desse modo associados a P. Portanto, a maneira como
associamos pontos P do espago a ternos ordenados (x, y, z) de nimeros reais é uma
fungdo ¢ : € — R3, I(P) = (x, y, 2).

(b) Injetividade.

Para demonstrar a injetividade de ¢, observamos que (x, y, z) = (4, v, w) se, e somente
se, x =u,y =vez=w Podemos provar esse fato definindo ternos ordenados
como fizemos com pares ordenados (Defini¢do 26, de Kuratowski, que é facilmente
generalizével): (x, y, z) := {{x}, {x, v}, {x, y, z}}. (Tente como exercicio!) Outra
alternativa mais fécil seria definir ternos ordenados recursivamente a partir da
defini¢do de par ordenado: podemos definir (x, y, z) como ((x, v), z), ou seja, nosso
terno ordenado consistiria num outro par ordenado. Dessa dltima defini¢do, a
propriedade fundamental decorre imediatamente da Proposigdo 27.

Para facilitar a demonstra¢do da injetividade de ¢, também convém observar que
os nimeros x e y, do terno ordenado (x, y, z) correspondente ao ponto P, podem
ser obtidos diretamente por meio da intersecgdo das perpendiculares por P a OX e
a OY, respectivamente. De fato, usando as notag¢des da figura 86, considere a reta
PP,,; por construgéo, ela é perpendicular a Ilxy, logo é ortogonal a OX; por outro
lado, também por construgéo, a reta Py, Py € perpendicular a OX por Py; segue-se
que o plano PPy Py é perpendicular a OX por Py e, consequentemente, a reta PPy é a
Unica (como ja& mencionamos e fizemos uso anteriormente, esse € um dos teoremas
da Geometria Euclidiana) perpendicular a OX por Py. Analogamente, PP, é a tnica
perpendicular a OY por P,.

Feitas essas duas observagdes, vamos a demonstracdo da injetividade de .

Suponha P, P’ € £ tais que {(P) = {(P'). Se {(P) = (x, y, z) e {(P') = (x', /, Z/), entdo
(x, y,2z)=(x, ¥, 2'). Logo, como observado acima, x = x', y =y’ e z = z/. Assim, ser,
s e t sdo as perpendiculares, por P, a OX, OY e OZ, respectivamente, e 1/, s’ e t’ as
perpendiculares, por P/, a OX, OY e OZ, respectivamente, o fatode x = x", y =y e
z=zimplicar=7,s=s"et=+t. Como tambémrNsNt={P}er Ns' Nt ={P'},
segue-se que P = P’. Logo, como {(P) = {(P') = P = P!, quaiquer que sejam P, P’ € &,
segue-se que ( é injetiva.

(c) Sobrejetividade.

Seja (x, y, z) um elemento abitrario de R3. Considere os pontos Py, P, P, de co-
ordenada x, y, z sobre os eixos OX, OY, OZ, respectivamente. Sabemos que a
perpendicular a OX por Py existe e € tinica assim como a perpendicular a OY por P,.
Como essas retas ndo sao paralelas, elas se encontram num tnico ponto, digamos
Py, contido no plano I'lxy. Considere a perpendicular r a Ilxy por Py; ela é paralela
a OZ, porque ambas (r e OZ) sdo perpendiculares a IIxy, portanto determinam um
plano; agora, considere a perpendicular s a OZ por P, contida no plano determinado
por r e OZ; ora, r e s sdo coplanares mas ndo paralelas, logo se encontram no mesmo
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ponto, digamos P. Mas essa construcdo de P é tal que ¢(P) = (x, y, z), sendo (x, y, z)
um elemento abitréario de R3. Portanto, { é sobrejetiva.

(d) Bijetividade.
Da Definicdo 61 decorre que ( é bijetiva, completando assim a demonstracao. [

Notacdo 256. Se { é a funcdo do Teorema 255 e ((P) = (x, y, z), entdo escrevemos
P=(x,y, z) ou P(x, y, z). o)

Defini¢do 257. A bijegio do Teorema 255 chama-se sistema de coordenadas retangular
(para o espago da Geometria Euclidiana) ou sistema de coordenadas cartesiano (para essa
espago) ou, ainda, espago cartesiano. O

Definigao 258. Os eixos OX, OY e OZ chamam-se respectivamente eixo das abcissas (ou
abscissas), eixo das ordenadas e eixo das cotas, ou genericamente, eixos coordenados.0)

Defini¢ao 259. Os niimeros x, y, z € R do terno ordenado (x, y, z) sdo as coordenadas
(cartesianas ou retangulares) do ponto P; dizemos, ainda, que x é a abcissa (ou abscissa)
ou primeira coordenada, y a ordenada ou segunda coordenada e z a cota ou terceira
coordenada de P. O

Defini¢ao 260. Cada um dos planos determinados pelos pares de eixos coordenados chama-se
um plano coordenado ou plano cartesiano. O

Definicdo 261. Cada uma das oito regides em que o espago fica dividido pelos planos car-
tesianos chama-se um octante, caracterizado pelos sinais das coordenadas de seus pontos:

{(x,y,z)61R3;x20,y>0,220}, {(x,y,z)EIRS;xgo,y>0,z>0},
{(x,y,z)61R3,'x<0,y<0,z>0}, {(x,y,z)6]R3;x>0,y<0,z>0},
{(x, y,2) €R% x>0,y >0,z<0}, {(x, v, 2) € R}, x<0,y>0,z<0},
{(x,y,2) € R}, x<0,y<0,z<0}, {(x, v, z2) € R}, x>0,y<0,z<0}.

O primeiro octante é aquele cujas coordenadas nio sdo negativas; os demais ndo tém uma
designagdo padrdo. Em alguns livros mais antigos, os octantes sdo chamados de triedros. O






DISTANCIAS

C.1 DISTANCIAS NO SISTEMA CARTESIANO
Reta

Sejam X, Y e Z pontos quaisquer de um eixo. Lembrando que d(X, Y) > 0,
d(X, Y)=d(Y, X) (Axioma 235) e d(X, Z) = d(X, Y) +d(Y, Z) (Axioma 239), podemos
caracterizar a distancia entre dois pontos de um eixo em termos de suas coordenadas.

Teorema 262. Se x e y sdo respectivamente as coordenadas dos pontos X e Y de um eixo,

entdo
dX,Y) = |x —y|= |y — x|. O

Demonstragio. Seja O a origem do sistema de coordenadas. Se X =Y ou X = O ou
Y = O, é f4cil verificar o resultado. Suponha, entdo, que X, Y e O sdo pontos distintos.
Sem perda de generalidade, suponha que X estd a esquerda de Y. H4 trés casos a
considerar:

(@) X eY estido a equerda da origem, ou seja, x < y < 0. (Figura 87.)

X Y Q

Figura 87: Primeiro caso: X e Y a equerda da origem.

Neste caso, Y estd entre X e O. Como d4(O, X) = —x e d(O, Y) = —y, segue-se que
d(X, 0)=d(X, Y)+d(Y, O), ouseja, d(X, Y) =d(O, X) —d(O, Y) = —x+y = |y — x|.

(b) X eY estdo em lados opostos em relagio a origem, ou seja, x < 0 < y. (Figura 88.)

2. Q 4

Figura 88: Segundo caso: X e Y em lados opostos da origem.

Neste caso, O esta entre X e Y, sendo agora d(O, X) = —x e d(O, Y) = y. Entdo
d(X, Y)=d(X, O)+d(O, Y), ouseja, d(X, Y)=d(O, X)+d(O, Y)=—x+y = |y —x|.

(c) X eY estdo a direita da origem, ou seja, 0 < x < y. (Figura 89.)

Neste caso, X estd entre O e Y, com d(O, X) = x e d(O, Y) = y. Entdo d(O, Y) =
dO, X)+d(X, Y),ouseja, d(X, Y)=d(O, Y)—dO, X) =y —x = |y — x|

Se X estiver a direita de Y, a demonstragdo se faz de modo anélogo. [ ]
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Q X Y

Figura 89: Terceiro caso: X e Y a direita da origem.

Observacgdo 263. Note que a distancia entre dois pontos de um eixo E é uma funcao:

d:E*? - R, d(X,Y)=]|x—y|, em que x e y sdo respectivamente as coordenadas dos
pontos X e Y de E. o

Plano

Seja um plano I'T munido de um sistema de eixos ortogonal OXY. Com o resultado

do Teorema 262 e utilizando o Teorema de Pitdgoras vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 264. Se (x1, y1) e (x2, y2) sdo respectivamente as coordenadas dos pontos Py e P
de I, entio

APy, P,) = \/(xl —x2)2 + (y1 — y2)*. 0

Y 4

Figura go: Distancia entre dois pontos no plano.

Demonstragio. Seja P3 = (x2, y1) um ponto auxiliar (Figura 9o). Como P; e P; tém
mesma ordenada, o segmento P;P; é paralelo ao eixo OX; analogamente, P,P; é
paralelo a OY. Logo, P;P,P; é um tridngulo retdngulo cujos catetos sdo P1P; e P,P; e
medem respectivamente |x; — x2| e |y1 — 2| (Teorema 262). Portanto, pelo Teorema
de Pitdgoras:

d(P1, Po)* = (x1 — x2)* + (1 — v2)?,

ou seja, como deve ser d(P;, P») > 0, segue-se que:

d(Py, Py) = \/ (11 — 122+ (11 — ) .

Observacgao 265. Cabe aqui uma observagao andloga a Observagdo 263, ou seja, é
uma fungdo d : IT> = R, d(Py, P,) = \/(x1 — x2)2 + (y1 — y2)%, em que (x1, ¥1) € (X2, V2)
sdo respectivamente as coordenadas dos pontos P; e P> de I1. o
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Espago

Seja o0 espago £ da Geometria Euclidiana munido de um sistema de eixos ortogonal
OXYZ. Com os resultados dos dois tltimos Teoremas (262 e 264) e utilizando o
Teorema de Pitdgoras vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 266. Se (x1, y1, z1) e (X2, Y2, z2) sdo respectivamente as coordenadas dos pontos
Py e P, de &, entiio

APy, Pa) = /(1 — 322 + (41 — 2 + (21 — 2. 0
Z
Py
P
Pz 9; O i

X D
Figura 91: Distancia entre dois pontos no espago.

Demonstragio. Se P; e P, estiverem sobre uma reta paralela a um dos eixos, aplica-se
o resultado do Teorema 262 e ndo hd o que demonstrar. Entdo, vamos supor que
P; e P, ndo estdo nessa condi¢do. Para calcular a distancia desses pontos, vamos
considerar os pontos auxiliares (Figura 91):

Py=(x1,y1,23), Pa=(x2,92,0), P5=(x1,y1,0), Ps=(x1,y2 0).
Como Py e Ps estdo sobre uma reta paralela a um dos eixos, assim como Ps e Ps,
d(Py, Ps) = |x1 — x2| e d(P5, Pe) = [y1 — ya.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo P,PsPs, obtemos:
d(Py, P5)* = d(Py, Pe)* +d(P5, Ps)* = |x1 — xa*+|y1 — y2|*= (1 — x2)* + (1 — 12)*.

Como os segmetos P,P; e P,P5 sdo lados opostos de um retangulo, d(P,, P3) =
d(Py, Ps), logo
d(Py, P3)* = (x1 — x2)* + (y1 — 12)7,

e também, como P; e P; estdo sobre uma mesma reta paralela a OZ,

d(Py, P3) = |z1 — z2|.
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Aplicando novamente o Teorema de Pitdgoras, dessa vez ao triangulo P; P, P, obtemos:
d(P1, Po)* = d(Py, P3)* +d(P1, P3)* = (x1 — x2)* + (1 — y2)* + (21 — 22)%,

ou seja, como d(P;, P») > 0,

d(P1, P,) = \/(xl —x2)2+ (Y1 — y2)? + (z1 — 22)2. n

Observagao 267. Novamente temos uma fungéao,

d:E* - R,d(P, P,) = \/(xl —x2)2+ (y1 — y2)? + (21 — 22)%,

em que (x1, y1, z1) € (X2, Y2, 22) sdo respectivamente as coordenadas dos pontos P; e
Pz de &. ©)

C.2 GENERALIZANDO DISTANCIAS: A NOGAO DE METRICA

Até o momento, vimos as nogdes de distancia entre pontos da reta real R, do
plano bidimensional R? e do espago tridimensional R3, em relagdo as quais estamos
razoavelmente familiarizados. Como o estudante tera oportunidade de reconhecer,
boa parte do material tratado em cursos de calculo de fung¢des de uma ou varias
varidveis, reais ou complexas, como os conceitos de derivagdo e integracdo, assentam-
se sobre as defini¢des de convergéncia e limite, que, por sua vez, assentam-se sobre a
nog¢ao intuitiva de distancia entre pontos. Por exemplo, dizemos que uma sequéncia
x, de pontos da reta real converge a um ponto x se a distancia |x, — x| entre x, e x
torna-se cada vez menor a medida que n cresce.

Por um lado, os familiares espagos (conjuntos) de dimensdo finita R, R? e R® ndo
sdo (e estdo longe de ser) os tinicos objetos aos quais a nogdo intuitiva de distancia
é 1util para o seu estudo; entdo seria interessante dispor de uma maneira de lidar
com esse conceito que também permitisse aplicd-lo a outros tipos de conjuntos. Por
outro lado, razdes evolutivas impedem que o cérebro humano produza e desenvolva
imagens que ndo em uma, duas ou trés dimensoes; portanto, para o estudo de espagos
com mais dimensdes (finitas ou ndo) faz-se necessario dispor de instrumentos que
permitam desenvolver raciocinios os mais préximos possiveis daqueles empregados
em espagos de dimenséo 1, 2 ou 3.

O reconhecimento da importancia de abstrair e generalizar a nogdo de distancia, de
modo a aplicé-la a outros tipos de conjunto que ndo os familiares, foi o que conduziu
as nogdes de métrica e espacos métricos, que serdo definidos a seguir, e permitiu aplicar
muitas das no¢des geométricas e instrumentos analiticos, originalmente desenvolvidos
em espagos mais familiares, a conjuntos menos acessiveis a intui¢do, como os espagos
vetoriais de dimensao infinita, por exemplo, os espacos de fun¢des ou de sequéncias.

Os conceitos de métrica e espagos métricos foram introduzidas por Fréchet' em sua
tese de doutorado Sur quelques points du calcul fonctionnel, apresentada em 1906 sob a

René Maurice Fréchet (1878-1973), matematico francés, famoso por suas contribui¢des & Topologia Geral
e introdugdo dos espagos abstratos.
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supervisao de Hadamard? a Ecole Normale Supérieure em Paris. A expressdo espaco
métrico, no entanto, nado foi sua invengdo, tendo sido cunhada por Hausdorff? em
1914.

A questdo relevante que se coloca afinal é: quais as propriedades bésicas que a
nogdo intuitiva de distadncia possui a fim de que possa ser empregada em diversas
instancias? O desenvolvimento da Matematica mostrou que a resposta consiste num
conjunto de quatro propriedades. Essas propriedades definem a nogdo de métrica,
que abstrai e generaliza a nocdo intuitiva de distancia. Vejamos.

Definigdo 268. Seja X um conjunto*. Uma fungio d : X*> — R é dita ser uma métrica em
X se possuir as seguintes propriedades:

1. positividade: d(x, y) > 0, Vx, y € X;
2. condigdo de distdncia nula: d(x, y) =0 < x =y, Vx, y € X;
3. simetria: d(x, y) =d(y, x), Vx, y € X;

4. desigualdade triangular: d(x, z) < d(x, y)+d(y, z), Vx, y, z € X.

Defini¢ao 269. Seja X um conjunto e d uma métrica em X. Dizemos que o par (X, d) é um
espac¢o métrico. O

Em outras palavras, um espago métrico é um conjunto munido de uma métrica.

Cada propriedade da Defini¢do 268 possui uma interpretacdo intuitiva: a primeira
diz que a distdncia de um lugar a outro nunca é negativa; a segunda, que a distancia
de um lugar a ele mesmo € nula; a terceira, que ir de x a y ndo é mais facil nem mais
dificil do quer ir de y a x; a quarta propriedade, de grande importancia, afirma que ir
de x para y e depois para z ndo pode resultar num caminho mais curto do que a rota
direta de x para z e seu nome se deve ao seu significado geométrico nos espagos R? e
R3 com a métrica usual, i.e., a soma dos comprimentos de dois lados de um tridngulo
ndo é menor do que o comprimento do terceiro lado. As quatro propriedades da
definicdo sdo aquelas identificadas como essenciais a nogdo intuitiva de distancia e

Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), matemdtico francés, famoso pela prova do seu teorema sobre
nameros primos, em que afirma que os niimeros primos menores do que n tendem ao infinito mais
rapido do que n/Inn.

Felix Hausdorff (1868-1942). Desenvolveu a teoria de espagos métricos e topoldgicos. Trabalhou na
Teoria dos Conjuntos e introduziu o conceito de conjunto parcialmente ordenado.

Inclusive X = &. Isso é simplesmente uma questdo de gosto. Se excluirmos essa possibilidade,
precisaremos provar que X néo é vazio cada vez que definirmos um espago métrico (X, d). Por outro
lado, se a considerarmos, precisaremos pensar sobre o conjunto vazio cada vez que iniciarmos alguma
demonstragdo e serd preciso dizer mais ou menos assim no inicio: “Se X é vazio, entdo o resultado
segue por vacuidade, logo podemos supor que X nao é vazio.” Obviamente pode ocorrer de alguma
proposigao ser falsa para X = @ e, nesse caso, devemos mencionar essa excegdo no corpo da proposigao.
Para o leitor menos experiente, apenas uma observagao sobre o significado de “algum resultado seguir
por vacuidade”: para provar que algo sobre o conjunto vazio é verdadeiro, basta provar que nao pode
ser falso, por exemplo, se P é uma proposigao referente aos elementos do conjunto vazio, para provar
que P é falsa, é necessdrio existir algum elemento de @ que ndo goze de P, absurdo, pois & ndo contém
elemento algum.
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qualquer funcdo d que as possua, ou seja, qualquer métrica, pode potencialmente ser
empregada como equivalente a essa nogao.

A propriedade de positividade é, na verdade, reduntante, como mostra a seguinte
proposicao.

Proposicio 270. Se d : X> — R é uma funcdo tal que
1. dx, ) =0 x=y, Vx, y € X;

2.d(x, y)=d(y, x), Vx, y € X;

3. d(x, z) <d(x, y)+d(y, z), Vx, y,z € X;

entdo d é uma métrica em X. O

Demonstragido. Fazendo z = x na condic¢do 3 e usando 1 e 2, obtemos:
0=d(x, x) <d(x, y)+d(y, x) =2d(x, v),

ou seja, d(x, y) = 0; como x e y sdo abritrdrios, d(x, y) > 0,Vx,y € X. Essa
propriedade, em conjunto com as propriedades 1 a 3, fazem de d, conforme a
Defini¢do 268, uma métrica em X. [ ]

Na verdade, a condigdo de simetria também poderia ser dispensada dependendo
da forma como exibimos a desigualdade triangular. E o que mostra a seguinte
proposicao.

Proposigdo 271. Se d : X?> — R ¢ uma fungio tal que
1. dix, ) =0 x=y, Vx,y € X;
2. d(x, z) <d(x, y)+d(z, ), Vx, y, z € X;

entio d é uma métrica em X. O

Demonstragio. Fazendo y = x em 2 e utilizando 1, obtemos d(x, z) < d(z, x), com x e
z quaisquer em X; como x e z sdo arbitrdrios, podemos trocar seus papeis, obtendo
d(z, x) < d(x, z), ou seja,

d(x, z) =d(z, x), Vx, z € X,

estabelecendo assim a condic¢do de simetria.

Agora, utilizando-se a condi¢do de simetria e a desigualdade triangular, vamos
estabelecer a condi¢do de positividade. Para isso, vamos provar o seguinte fato mais
forte:

d(x, y) > |d(x, z) —d(z, y)|, Vx, y, z € X, (C.2.1)

que, em particular, garante que d(x, y) > 0, Vx, y € X. Para tanto, basta notar
que, pela desigualdade triangular e pela condi¢do de simetria, temos d(x, z) <
d(x, y)+d(y, z), Vx, y, z € X, ou seja,

d(x,y) 2 d(x, z) —d(y, z), Vx, y, z € X;
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agora, trocando-se x por y (e vice-versa) e utilizando-se novamente a condi¢do de
simetria, resulta

d(xr ]/) = d(]/; X) 2 d(]// Z) - d(x/ Z)/ vxl ]/, z e X.

Em conjunto, essas duas tltimas inequag¢des nos garantem a validade de (C.2.1), como
queriamos mostrar.

As propriedades de simetria e positividade juntamente com os itens 1 e 2 fazem de
d uma métrica em X. ]

Dessa forma, a defini¢do de métrica pode ser reduzida a Proposi¢do 271. Embora
reduntantes, a positividade e a simetria sdo incluidas na Defini¢do 268 apenas para
enfatizar sua importancia como propriedades das métricas.

Observagao 272. Note a diferenca entre a condigdo 4 da Defini¢do 268 e a condicédo 2
da Proposigdo 271: na definigdo aparece d(y, z), na proposi¢do, d(z, y). Essa diferenga
que nos permitiu demonstrar a condigdo de simetria na proposigao. o

Exemplo 273. O exemplo mais béasico de uma métrica é o da funcio d : R> — R,
d(x, y) = |y — x|. Outro exemplo bésico é oferecido pela funcdo d : C> — R, d(z, w) =
|z — w|. Essas sdo as chamadas métricas usuais em R e C, respectivamente. Fica como
exercicio a simples tarefa de verificar que essas fung¢des satisfazem as condi¢des da
definicdo de métrica. <o

Exemplo 274. As funcdes dos Teoremas 264 e 266 sdo as métricas usuais em R? e R?,
respectivamente. De maneira geral, a fungdo d; : R” x R" — RR, definida por:

dx(x, y) = \/(yl — X1+ (Y — xn)? =

emque x =(xy, ..., xz) ey =1, ..., Yn), € amétrica usual em R" (também conhe-
cida como métrica Euclidiana). o

Exemplo 275. Imaginando o plano R?> como a planta de uma cidade cujas ruas
sdo retas paralelas aos eixos coordenados, o menor caminho ligando x = (x1, x2) a
y = (y1, y2) através das ruas tem comprimento |x; — y1|+|x2 — y2|. Fica como exercicio
ao leitor verificar que d : R?> x R?> — R definida por

d(x, y) = \xl - y1\+|x2 —yzl,

é de fato uma métrica. Essa métrica é conhecida como métrica do tixi ou métrica do
taxista ou, ainda, métrica de Manhattan (em alusdo ao formato quadriculado de grande
parte das ruas na ilha de Manhattan) e é geralmente atribuida a Minkowski°. Veja a
figura 92 para uma comparacao intuitiva entre a métrica do taxista e a métrica usual

Hermann Minkowski (1864-1909), matemdtico alemdo, desenvolveu uma nova visdo do espaco e do
tempo e langou as bases matematicas da teoria da relatividade. Trabalhou por alguns anos com Hilbert
e outros notaveis matematicos da época. Einstein foi sei aluno em varios cursos no Instituto Politécnico
de Zurique.
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Figura 92: Comparagéo entre a métrica do taxista e a métrica usual em RR>.

ambas em R?. Ela pode ser generalizada para pontos do R” da seguinte maneira:

sejam x = (X1, ..., Xg) ey = (Y1, ..., Yu); definimos d; : R" x R" — IR por:
n
di(x, y) = [x1 = yal+ -+ [xn — yal= ) _|xi — vil-
i=1

Exercicio: demonstrar que d; é uma métrica em R" e comparar com a métrica
usual dy provando que da(x, y) < di(x, y), Vx, y € R" (dica: compare [d>(x, y)]2 com
[d1(x, Y. o

EXERCICIOS

Exercicio 276. Compare o Axioma 235 com as propriedades 1 a 3 da defini¢do de
métrica (Defini¢do 268) e o Axioma 239 com a propriedade 4 dessa definigao. o

Exercicio 277 (Adaptado de [12]). Se desejamos ir da cidade de Santo André — SP
a cidade de Sao Paulo, podemos estar interessados em um ou mais dos seguintes
nameros:

(a) a distancia, em quilometros, de Santo André a Sdo Paulo em linha reta;

(b) a distancia, em quilémetros, do percurso mais curto de Santo André a Sdo Paulo
de carro;

(c) o tempo, em minutos, do percurso mais curto de Santo André a Sao Paulo de
trem e metro;

(d) o custo, em reais, do trajeto mais barato de Santo André a Sao Paulo de trem e
metro.

Cada um desses ntimeros pode ser de interesse para quem deseja se deslocar de uma
cidade para a outra e nenhum deles é facilmente obtido a partir do outro.

Seja X o conjunto de cidades do estado de Sdo Paulo. Considere d correspondendo
aos itens (a) a (d). Discuta se os itens 1 a 4 da Defini¢do 268 se aplicam.
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(Uma questdo aberta como esta serd mais ttil se abordada com um espirito de boa
vontade.) O

Exemplo 278 (Adaptado de [12]). Seja X = {A, O, 0} com A, O e O distintos.

Escreva fungdes d; : X*> — R satisfazendo a condigdo 1 da Definigdo 268 tal que:
1. dq satisfaca as condices 2 e 3, mas ndo a 4;

2. dp satisfaga as condic¢des 3, 4 e do(x, y) =0 = x =y, masx =y % da(x, y) = 0;
3. d3 satisfaga as condi¢des 3,4 e x =y = d3(x, y) =0, mas d3(x, y) =0 % x =y;
4. dy satisfaca as condicgdes 2 e 4, mas ndo a 3.

Vocé deve provar suas afirmagoes.

Observagdo: dz é dita ser uma pseudo-métrica em X. &

Exercicio 279. Seja X um conjunto e considere uma fun¢do f : X*> — R com as
seguintes propriedades:

1. f(x,y)=20,Vx,yeX;

2. fx, ) =0&x=y, Vx,y e X;

3. f(x,2) < f(x, )+ f(y, 2), Vx, y,z € X.

Mostre que se d(x, y) = f(x, y) + f(y, x), entdo (X, d) é um espago métrico. o
Exercicio 280. Seja X um conjunto e considere a seguinte fungio d; : X*> — R:

0 sex=y

dt(xly)::{ 1 sex;:’y

Mostre que d; é uma métrica em X. Essa métrica é denominada métrica trivial.

Esse é um exemplo simples e interessante que ndo tem uma interpretacdo clara de
distancia como o das métricas anteriores. Apesar de esquisita, essa métrica serve para
treinar e ilustrar a generalidade dos conceitos. <o

Exercicio 281. Verifique que a fungdo de, : R” x R" = R,

deo(x, y) :=max {|y1 —x1|, ..., |yn — xu|} = 1r£1[a<>§1 lyi — xil,
NN

emque x =(x1, ..., X)) ey = (Y1, ..., Yn), ¢ uma métrica em R". Compare-a com a
métrica do taxista e a métrica usual em R”, mostrando que

dOO(xr y) < dZ(x/ y) < dl(xr y) < ndoo(x, y)/ Vx, Yy € R".

A segunda desigualdade vocé ja deve ter verificado no Exemplo 275. <o
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O intuito desta pequena secdo é fornecer ao estudante de inicio de graduagdo uma
nocdo mais ampla do conceito de distancia, para além daquela usual nos espagos de
dimensdo 1, 2 ou 3.

Adiantamos que é essa nogdo que permite desenvolver conceitos como os de
convergéncia e limite de sequéncias em espagos além dos usuais e, eventualmente,
prosseguir desenvolvendo em tais espagos outros ingredientes do Célculo e da
Analise.

Que esta pequena introdugdo sirva para estimular seus estudos e agucar sua
curiosidade sobre o assunto!



EIXOS NAO ORTOGONAIS NO PLANO

Como dito na Se¢do 1.5.2, 0 uso de um par de eixos ortogonais nao é a tinica maneira
de se estabelecer uma correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de
nimeros reais. Vimos as coordenadas polares e comentamos que poderiamos utilizar
um par qualquer de eixos concorrentes e o processo descrito no inicio daquela secao
(ou, se preferir, o processo detalhado da demonstragdo do Teorema 249). Embora um
tal sistema ndo seja utilizado na maior parte dos casos, pode haver situacdes em que
ele seja vantajoso.

Quando se faz tal opgdo (por eixos ndo ortogonais), uma surpresa aparece: um
ponto pode ter dois tipos de coordenadas.

Figura 93: Eixos ndo ortogonais e coordenadas covariantes e contravariantes.

Isso ocorre porque, como mostra a Figura 93, podemos identificar um ponto tanto
por suas projegdes ortogonais quanto por suas projegdes paralelas aos eixos (em
eixos ortogonais, essas duas proje¢des coincidem). Assim, o ponto P, referido a eixos
obliquos, pode ser caracterizado tanto pelo par ordenado de ntiimeros reais (x!, x2),
obtidos pelas proje¢des de P paralelamente aos eixos, quanto pelo par ordenado
de ntimeros reais (x1, x2), obtidos pelas projecdes ortogonais. Esses pares ordena-
dos recebem, respectivamente, o nome de coordenadas contravariantes e coordenadas
covariantes'. A relacdo entre elas pode ser obtida facilmente a partir da Figura 93:

x1 = x' +x% cosa, (D.o.1)

Xy = x? + x! cos a, (D.o.2)

1 Esses termos foram introduzidos por James Joseph Sylvester (1814 — 1897) em 1853.
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assim como a relacdo inversa:

1
x! = sen2oc(x1 — X3 Ccos ), (D.o.3)
x? = son’a (x2 — x1 cos ), (D.o.g)

onde « é o dngulo entre os semieixos OX; e OXj.

Observacgdo 282. Na notacdo adotada aqui, os indices sobrescritos ndo sdo expoentes.
Por exemplo, x2 deve ser lido “x-dois”, ndo “x ao quadrado”, e a notagdo (xl, xz) sera
equivalente a tradicional (x, v). o

Exercicio 283. Obtenha as equagdes (D.o.1) e (D.o.2). Analise todos os casos, i.e.,
considere o ponto P em cada quadrante. <o

Exercicio 284. Obtenha as equagdes (D.o.3) e (D.0.4). o

Lidar com esse sistema de coordenadas nao retangulares afeta todas as propriedades
ligadas ao conceito de distancia. Pela lei dos cossenos, podemos obter a distancia
entre o ponto P e a origem O em termos das coordenadas contravariantes:

d(O, P)? = (x1)? + (x?)? + 2x'x% cos a = Zgijxixf, (D.o.5)
i

onde i, j € {1, 2} e g;j assume os valores tabulados na seguinte matriz:

(gi) = g1 812\ _ 1  cosa
K 91 8 cosa 1 '
Também podemos obter a distdncia de O a P em termo das coordenadas covariantes.

Basta utilizar as equagdes (D.o.3) e (D.0.4) na equacgao (D.o.5):

1
sen 2q

d(O, P)? = [(x1)% + (x2)* — 2x1xp cosa] = Y _ g x;xj, (D.0.6)
ivj

em que i, j € {1, 2} e ¢/ assume os valores tabulados na seguinte matriz:
ij gt o2 1 1 —cosw
(87) = 21,22 ) = 1 :
g g sen®wy \ —cos« 1

Exercicio 285. Complete os detalhes para obter a equagdo (D.0.6). <o
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A seguir, um breve resumo do Principio da Indugdo para entender as demonstragdes
feitas no texto envolvendo os niimeros naturais. Para um estudo mais detalhado,
consulte por exemplo o brilhante artigo [17] ou o Capitulo 2 do livro-texto [15], ambos
do Prof. Elon Lages Lima.

Esse principio é um eficiente instrumento para a demonstracdo de fatos que dizem
respeito aos niimeros naturais. Entendé-lo é praticamente o mesmo que compreender
0s numeros naturais e a sua estrutura.

Ele se assenta sobre quatro axiomas, conhecidos como axiomas de Peano®, dos quais
resultam, como consequéncias légicas, todas as demais afirmagdes verdadeiras que se
podem fazer sobre os ntimeros naturais.

Esses axiomas sdo os seguintes:

Axioma 286. Exite uma funcdo s : IN — IN que associa cada n € IN a um elemento
s(n) € IN chamado o sucessor de n. O

Axioma 287. A fungio s : IN — IN é injetiva. O

Axioma 288. Existe um 1iinico elemento no conjunto IN, representado pelo simbolo 1 e
chamado “um”, tal que 1 # s(n) para todo n € IN. O

Axioma 289. Se X C INétal quel € Xes(X) C X (i.e. n € X = s(n) € X), entio
X =NN. O

Na defini¢ao da operacdo de adigdo de nameros naturais, conclui-se que s(n) = n +1.
Veja, por exemplo, [17].

Dispomos de um sistema de numeracdo que nos permite representar, mediante o
uso apropriado dos simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, todos os niimeros naturais:
2=5(1),3=5(2),4 =5(3),5=s(4), etc.

A igualdade 2 = s5(1) significa apenas que estamos usando o simbolo 2 para
representar o sucessor de 1, a igualdade 3 = s(2) significa que estamos utilizando o
simbolo 3 para representar o sucessor de 2 (ou seja, o sucessor do sucessor de 1) e
assim por diante. A sequéncia dos nliimeros naturais pode ser indicada assim:

125323425 5.

As flechas ligam cada nimero ao seu sucessor e nenhuma flecha aponta para 1,
pois esse niimero ndo é sucessor de nenhum outro. O diagrama acima diz muito
sobre a estrutura do conjunto IN dos niimeros naturais.

Como este apéndice consiste apenas num breve resumo, ndo vamos desenvolver as
consequéncias dos axiomas de Peano (por isso incentivamos fortemente as leituras

1 Em horna a Giuseppe Peano (1858-1932).
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indicadas no primeiro pardgrafo), mantendo o nosso foco apenas no ultimo deles,
que possui uma natureza mais elaborada do que a dos demais.

O dltimo axioma acima é conhecido como axioma da inducdo. Informalmente, seu
significado é o seguinte: a partir de 1 e aplicando-se repetidamente a operagdo de se
tomar o sucessor, podemos obter qualquer niimero natural.

Seu significado e utilidade ficam mais claros ap6ds a exibi¢do de um exemplo em que
a fungdo s é modificada e essa estrutura dos ntimeros naturais é perdida. Vejamos.

Exemplo 290. Seja s : IN — IN, tal que s(n) = n + 2. Entdo, se comecarmos com 1 e
aplicarmos repetidas vezes a operagdo de tomar o “sucessor” nesta nova acepgao,
obteremos s(1) = 3, s(3) = 5, etc., de maneira que nunca chegaremos a qualquer
nimero par. O diagrama

153555 .24 25625

exibe uma fungdo injetiva s : N — IN para a qual ndo é verdade que todo niimero
natural n pode ser obtido a partir de 1 mediante repetidas aplicacdes da operagdo de
passar de k para s(k). <

Um comentdrio sobre a nomenclatura: um subconjunto X C IN chama-se indutivo
quando s(X) C X, ou seja, quando n € X = s(n) € X ou, ainda, quando o sucessor
de qualquer elemento de X também pertence a X.

O axioma da indugdo afirma que o tnico conjunto indutivo de IN que contém 1 é o
préprio IN.

O ponto alto dessa discussdo toda é o fato de que o axioma da indugdo pode ser
visto como um método de demonstracdo, chamado Método de Inducido Matemitica,
ou Principio da Indugdo Finita, ou ainda Principio da Indugio, desempenhando papel
fundamental na teoria dos ntmeros naturais e, de modo mais geral, em toda a
Matematica. Explicamos.

Considere P uma propriedade que se refere a niimeros naturais. Um certo niimero
natural pode ou ndo gozar de P. Exemplo: se P for a propriedade de possuir um
sucessor, 1 ndo goza de P, mas todos os demais ntiimeros naturais sim.

Dito isso, uma das formas de se enunciar o Principio da Inducéo ¢é a seguinte:

Proposicdo 291 (Principio da Inducdo). Seja P uma propriedade referente a niimeros na-
turais. Se 1 goza de P e se, além disso, o fato de o niimero natural n gozar de P implica que
seu sucessor s(n) também goza, entdo todos os niimeros naturais gozam da propriedade P. O

Para averiguar sua veracidade (uma vez admitidos os axiomas de Peano), basta ob-
servar que, dada a propriedade P cumprindo as condi¢des estipuladas no enunciado
acima, o conjunto X dos ntimeros naturais que gozam de P contém 1 e é indutivo.
Logo X =N, i.e., todo nimero natural goza de P.

Nas demonstrag¢oes por indugdo, a hipétese de que a propriedade P é vélida para
o ntimero natural n (da qual deve decorrer que P vale também para s(1)) chama-se
hipétese de indugdo.

As propriedades basicas dos ntimeros naturais sdo demonstradas por indugéo.
Vejamos um exemplo bem simples.
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Exemplo 292 ([17]). Seja P a afirmagdo de que todo ntimero natural é diferente do seu
sucessor. Dado o ntimero natural 1, escrevamos P(n) para significar, abreviadamente,
a afirmacéo n # s(n). Entdo P(1) é verdadeira, pois 1 # s(1), jd que 1 ndo é sucessor de
ndmero algum; em particular, 1 ndo é sucessor de si préprio. Além disso, supondo
P(n) verdadeira, i.e., se admitirmos que n # s(n), entdo s(n) # s(s(n)), pois a funcdo
s :IN — IN é injetiva. Mas a afirmacao s(n) # s(s(n)) significa que P(s(n)) é verdadeira.
Assim, a verdade de P(n) acarreta a verdade de P(s(n)). Pelo Principio da Indugéo,
todos os nimeros naturais gozam de P, ou seja, sdo diferentes de seus sucessores. ¢

A seguir um exemplo de como néo utilizar a indugao.

Exemplo 293. Quer-se provar que todas as pessoas tém a mesma altura. Em outras
palavras, quer-se provar que se X é um conjunto de n (n > 1) pessoas, entdo todos
os elementos de X tém a mesma altura. Evidentemente, se n = 1 a afirmacao é
verdadeira, pois se X é um conjunto unitario, todos os seus elementos tém a mesma
altura. Suponhamos agora que a afirmacao seja verdadeira para todos os conjuntos
de n elementos. Consideremos um conjunto com #n + 1 pessoas, {a1, ..., a,4+1}. Ora,
{a1, ..., ay} é um conjunto de n pessoas, logo a, ..., 4, tém a mesma altura. Da
mesma forma, {ay, ..., 4,41} também é um conjunto de n pessoas, logo todos os
seus elementos tém a mesma altura, em particular a, e a,.1. Como ay, ..., a, tém a
mesma altura e a, e a,,; tém a mesma altura, segue-se que todos os elementos de
{al, ceey an+1} tém a mesma altura, como queria—se provar. <o

O erro desse exemplo consiste na passagem P(n) = P(n + 1), que é falsa quando
n = 1. Nao é verdade que P(1) = P(2), ou, para dizer mais exatamente, P(2)
certamente é falsa. O raciocinio empregado supde implicitamente que X tem pelo
menos 3 elementos. (Releia o exemplo substituindo 7 por 1 e isso ficard patente.)

Ha uma forma equivalente a Proposigdo 291, que é por vezes mais conveniente do
que ela prépria quando desejamos provar algumas proposi¢des. Trata-se do Principio
da Boa Ordenacdo. Antes de enuncid-lo e demonstrd-lo, vamos precisar de duas
defini¢des e dois lemas.

Defini¢do 294. Dados dois niimeros naturais m e n, diremos que m é menor do que n e
escreveremos m < n para significar que existe p € IN tal que n = m + p. Neste caso, diremos
também que n é maior do que m e escreveremos n > m para exprimir que m < n. O

Defini¢ao 295. Dado X C IN, diz-se que o niimero natural n é o menor (ou primeiro)
elemento de X quando n € X e, além disso, n < x para todo x € X. O

Lema 296. O niimero 1 é o menor dos naturais, ie., n #1 =n > 1. O

Demonstragio. Pelo Axioma 288, n # 1 implica que n é sucessor de algum nimero
natural m, ouseja, n =m+1=1+m,logon > 1. [ ]

Lema 297. Nio existem niimeros naturais entre um niimero natural e o seu sucessor. O
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Demonstragio. Se existisse m natural tal que n < m < n+1, existiriam naturais p e g
taisquem =n+pen+1=m+q. Logo,n+1=n+p+q,donde 1 = p+gq, ou seja,
terfamos p < 1. Mas p < 1 significa p # 1, que, de acordo com o Lema 296, implica
p > 1, contradigdo. Portanto, ndo podem existir ntimeros naturais entre um ndmero
natural e o seu sucessor. [ ]

Na proposicado a seguir, indicaremos por I, o conjunto dos nameros naturais m tais
que 1 < m < n. Exemplos: [ = {1}, L = {1, 2}, I = {1, 2, 3}, etc.

Proposicao 298 (Principio da Boa Ordenacao [17]). Todo subconjunto nio vazio X C
IN possui um menor elemento. O

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos admitir que 1 ¢ X, do contrario
1 seria evidentemente o menor elemento de X (Lema 296). O menor elemento de X,
cuja existéncia queremos provar, deverd ser da forma 7 + 1. Devemos encontrar um
numero natural n tal que n+1 € X e, além disso, todos os elementos de X sejam
maiores do que 7, logo maiores do que 1, 2, ..., n. Noutras palavras, procuramos um
numero natural n tal que I, C N\ X e n+1 € X. Com esse objetivo, consideramos o
conjunto
A={neN; I, CN\ X},

ou seja, todos os elementos de X sdo maiores do que n. Como estamos supondo
que 1 ¢ X, sabemos que 1 € A. Por outro lado, como X n&o é vazio, nem todos os
nimeros naturais pertencem a A, ou seja, A # IN. Pelo Axioma 289, vemos que A néo
é indutivo, i.e., deve existir um n € A tal que n+1 ¢ A. Isso significa que todos os
elementos de X sdo maiores do que n mas nem todos sdo maiores do que n +1. Como
ndo ha ntimeros naturais entre n e n + 1 (Lema 297), concluimos que n + 1 pertence a
X e é 0 seu menor elemento. ]

Na verdade, o Principio da Boa Ordenagéo e o Principio da Inducéo sdo equivalen-
tes. Vimos que este implica aquele na demonstracdo acima. Resta mostrar a reciproca.
Seja X um conjunto indutivo que contém 1. Vamos mostrar que X = IN. Para isso,
suponha, por absurdo, que X # IN. Seja Y o complementar de X em relagao a IN,
ou seja, Y = IN \ X. Como estamos supondo que X # N, segue-se que Y # @, logo,
pelo Principio da Boa Ordenagdo, Y possui um menor elemento, digamos y. Por
outro lado, como 1 ¢ Y, pois 1 € X, segue-se que y # 1, logo y é sucessor de algum
numero natural x. Uma vez que y é o menor elemento de Y, x ¢ Y, portanto devemos
ter x € X. Ora, mas X é indutivo, logo o sucessor de x, i.e., y, deve pertencer a X,
contradi¢do. Portanto, X = IN.

Exemplo 299 (Teorema Fundamental da Aritmética [15]). Um ntimero natural p chama-

se primo quando ndo pode ser expresso como o produto mn de dois ntimeros naturais,
a menos que um deles seja igual a 1 (e o outro, naturalmente, igual a p); isso equi-
vale a dizer que os fatores m e n ndo podem ser ambos menores do que p. Um
resultado fundamental em Aritmética afirma que todo ntiimero natural é primo ou é
um produto de fatores primos. Provaremos essa assertiva por boa ordenagdo. Seja
X o conjunto dos nimeros naturais que sdo primos ou produtos de fatores primos.
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Observe que se m e n pertencem a X, entdo o produto mn também pertence a X.
Seja Y o complementar de X. Assim, Y é conjunto dos ntimeros naturais que ndo
sdo primos nem sao produtos de fatores primos. Queremos provar que Y é vazio.
Isso sera feito por redugdo ao absurdo, como sempre se dd com demonstragdes por
boa ordenacdo. Com efeito, se Y ndo fosse vazio, haveria um menor elemento y € Y.
Entdo todos os nimeros menores do que y pertenceriam a X. Como y ndo é primo,
ter-se-iay =mn,comm <yen <y, logomc Xen € X. Assim, mn € X. Mas
mn =y, o que daria y € X, contradigdo. Logo Y = @&, concluindo a demonstragdo. <

Exemplo 300 ([17]). Toda funcdo mondtona nédo crescente f : N — IN é constante a
partir de um certo ponto. (Le., existe ng € IN tal que f(n) = f(no) para todo n > ny.)
Para demonstrar isso, considere f(1p) o menor elemento de X = {f(1), ..., f(n), ...}.
Entdo n > ng = f(n) = f(ng), pois f é ndo crescente. Mas isso acarreta que
f(n) = f(ng) para todo n > nyg, pois f(ng) é o menor elemento de X. o

Apenas como curiosidade, vale a pena mencionar um coroldrio da proposicdao
provada no exemplo acima, a saber, que toda sequéncia estritamente decrescente
ny > np > --- de nimeros naturais é finita. Com efeito, do contrario, definindo-
se f : N — IN pela férmula f(k) = ng, obteriamos uma fung¢do monétona nao
crescente, que, de acordo com o teorema anterior, seria constante a partir de um certo
ponto. Isso significa que nossa sequéncia seria constante a partir de um certo ponto,
absurdo, pois, por hipétese, ela é estritamente decrescente. Assim, a suposi¢do de
que alguma sequéncia estritamente decrescente de ntimeros naturais € infinita leva
a uma contradi¢do. Portanto toda sequéncia estritamente decrescente de ntimeros
naturais € finita.

H4 ainda outras variantes do Principio da Inducéo, duas das quais enunciamos a
seguir por serem as mais comuns. Suas demonstragdes serdo feitas utilizando-se o
Principio da Boa Ordenagao.

Proposicdo 301 (Principio da Inducdo Generalizado). Se P uma propriedade referente
a niimeros naturais, cumprindo as seguintes condigoes:

1. o0 niimero natural k goza da propriedade P;
2. se um niimero natural n goza da propriedade P, seu sucessor n + 1 também goza de P.

Entdo, todos os niimeros naturais maiores do que ou iguais a k gozam da propriedade P. O

Demonstragio. Seja X o conjunto dos ntimeros naturais que gozam de P. Assim, X é
um conjunto indutivo que contém k. Suponha, por absurdo, que existam ntimeros
naturais maiores do que k ndo pertencentes a X. Seja m o menor desses nameros.
Como m > k, podemos escrever m = n+1, em que, pela definicdo de m, tem-se
necessariamente n € X. Mas como X é indutivo, necessariamente m = n+1 € X,
contradicao. [ |

Exemplo 302. Como aplicagdo do Principio da Inducdo Generalizado, vamos mostrar
que um poligono convexo de n lados (n > 3) possui n(n — 3)/2 diagonais. Se n = 3,
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o poligono é um triangulo e possui 3 - (3 — 3)/2 = 0 diagonais, ou seja, ndo possui
diagonais. Vamos supor entdo que, para algum n > 3, seja verdade que o niimero
de diagonais de um poligono convexo de n lados seja n(n — 3)/2 e consideremos um
poligono de n + 1 lados, com vétices V1, Vo, ..., Vi, Vi1, (Figura 94.) Se unirmos V;

Vn+1

Figura 94: Poligono convexo.

a V,, teremos um poligono convexo de n lados que, por hipétese, possui n(n — 3)/2
diagonais. Assim, o nimero de diagonais do poligono de n + 1 lados seré:

n(n — 3)
2

em que a primeira parcela é o niimero de diagonais do poligono de n lados (hipétese
de inducdo), a segunda parcela refere-se ao lado V1V, do poligono de n lados (que é
uma diagonal do poligono de n + 1 lados), e a dltima parcela refere-se ao fato de que
o vértice V,,.1 se une a todos os vértices para formar diagonais excetuando-se Vi, V, e
ele proprio. Mas a soma acima é igual a (n+1)(n +1 — 3)/2, o que completa nossa
demonstragao. o

+1+(n+1-23),

Proposi¢ao 303 (Segundo Principio da Indugdo). Seja X C IN um conjunto com a se-
guinte propriedade: dado n € IN, se todos os niimeros naturais menores do que n pertencem a
X, entdon € X. Entdo X = IN. a

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que X # IN, i.e.,, que N\ X # @ e seja n o
menor elemento de IN \ X, ou seja, n é o menor niimero natural que ndo pertence a
X. Isto quer dizer que todos os ntimeros naturais menores do que n pertencem a X.
Mas, pela propriedade do teorema, n € X, contradigdo. Logo IN \ X = @ e portanto
X =NN. [

Exemplo 304. [17] Qualquer que seja a maneira de decompor um poligono P (convexo
ou ndo convexo), de n lados, em triangulos justapostos por meio de diagonais
internas que ndo se intersectam, o nimero de diagonais utilizadas é sempre n — 3.
Com efeito, dado n, suponhamos que a proposi¢do acima seja verdadeira para todo
poligono com menos de n lados. Seja entdo dada uma decomposigdo do poligono
P, de n lados, em tridngulos justapostos, mediante diagonais internas. Fixemos
uma dessas diagonais. (Veja a Figura 95) Ela decompde P como reunido de dois
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poligonos justapostos P;, de 1y lados, e P, de np lados, em que n; < nenp < n,
logo a proposicdo vale para os poligonos P; e P,. Evidentemente, ny + 1y = n+ 2.
As d diagonais que efetuam a decomposi¢do de P se agrupam assim: n; — 3 delas

Figura 95: Decomposigdo de um poligono por meio de diagonais.

decompdem Pj, n; — 3 decompdem P, e uma foi usada para separar P; de P,. Portanto
d=n;—3+ny—3+1=mn1+ny—5 Como ny+ny=n+2, resulta que d =n — 3. Isso
completa a demonstragdo. &

E.1 COMENTARIOS SOBRE O PRINCIPIO DA INDU(;AO

Como ja dissemos, o Principio da Indugdo é um eficiente instrumento para a
demonstragdo de fatos que dizem respeito aos ntimeros naturais. Ele é um método
que permite demonstrar a verdade de um ntimero infinito de proposi¢des basicamente
a partir de dois passos. Na forma mais simples e comum do Principio da Indugéo,
esses passos consistem:

1. no caso base: mostrar que a proposigdo vale paran =1e

2. no passo indutivo: mostrar que se a proposicdo vale para n = k, vale também para
n=k+1.

A Figura 96 ilustra intuitivamente essa ideia ao fazer um paralelo entre os ntiimeros
naturais e uma hipotética sequéncia infinita de dominés enfileirados. O caso base
consitiria no fato de que o primeiro dominé poderia ser derrubado; o passo indutivo,
no fato de que ap6s derrubar um dominé qualquer, o préximo da fileira seria
derrubado. Dessa forma, todo dominé (assim como todo ntiimero natural) seria
derrubado (alcangado) se o primeiro o fosse.

Analogias a parte, em geral, ao entrar em contato com o Principio da Inducao pela
primeira vez, fica a (falsa) impressdo para o estudante de que ha algo fundamen-
talmente errado ao se admitir a hipétese de indugao. A seguinte queixa é bastante
comum: ao se admitir que a proposicdo vale para um n arbitrdrio no passo indu-
tivo, ndo estarfamos incorrendo numa demonstracao circular, uma vez que provar a
veracidade da proposigdo para todo n natural é o nosso objetivo?

A resposta é um sonoro NAO!

Na verdade, o passo indutivo consiste em se demonstrar a proposicdao “P(k) =
P(k+1)”, e ndo P(k) isoladamente.

Para tanto, recorremos as leis basicas da légica. Quando uma proposicdo do tipo
“p implica q” é falsa? Somente quando o antecedente, p, é verdadeiro e o consequente,
q, é falso. Veja:
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Figura 96: O efeito dominé como analogia para o Principio da Indugao.

p ‘ q ‘ p implica g
Verdadeira | Verdadeira | Verdadeira
Verdadeira Falsa Falsa

Falsa Verdadeira | Verdadeira
Falsa Falsa Verdadeira

Por isso, a tnica coisa a se fazer para mostrar que “p implica q” é verdadeira é
provar que se p é verdadeira, g também o é.

Dessa forma, ndo estd sendo feito demonstragdo circular, como o novato poderia
supor.

Por fim, mas ndo menos importante, nunca faga generalizagdes apressadas sobre
numeros naturais ou, de modo mais geral, sobre qualquer assunto! O exemplo a
seguir deixa isso claro.

Exemplo 305. [17] Considere o polindmio p(n) = n? — n + 41 e afirmagéo “o valor de
p(n) é sempre um ndmero primo paran =1,2,...”. Embora isso seja verdadeiro para
n=1,2,...,40, temos p(41) = 412 — 41 + 41, que ndo é primo, logo a afirmagdo nao
é verdadeira. O mesmo ocorre com g(n) = n? — 791 + 1601, que fornece primos para
n=1,2,...,79,mas q(80) = 802 — 79 - 80 + 1601 ndo é primo, pois é divisivel por 41.¢
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Moral da histéria: s6 aceite uma afirmacdo (sobre ntimeros naturais ou mais
geralmente sobre qualquer assunto) se ela tiver sido demonstrada de fato!
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