A
“‘ 9 UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS - REGIONAL CATALAO AA AA

UNIDADE ACADEMICA ESPECIAL DE MATEMATICA E TECNOLOGIA ~ AAAA
UF MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA PROFMAT

Davi José dos Santos

A ALGEBRA DOS COMPLEX0S/QUATERNIOS/OCTONIOS E A
CONSTRUCAO DE CAYLEY-DICKSON

TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

CATALAO - GO, 2016



@
UFG

TERMO DE CIENCI!\ E DE AU'!'\ORIZACRO PARA DISPONIBILIZAR AS TESES E
DISSERTACOES ELETRONICAS NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goids
(UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Dissertagdes
(BDTD/UFG), regulamentada pela Resolugdo CEPEC n°® 832/2007, sem ressarcimento dos direi-
tos autorais, de acordo com a Lei n® 9610/98, o documento conforme permissdes assinaladas
abaixo, para fins de leitura, impressdo e/ou download, a titulo de divulgacdo da produgdo cien-
tifica brasileira, a partir desta data.

1. Identificacio do material bibliografico: <] Dissertacdo [ ]Tese

2. Identificacéo da Tese ou Dissertacao
Nome completo do autor:

Titulo do trabalho:

3. Informagdes de acesso ao documento:
Concorda com a liberag3o total do documento [><} SIM [ 1NAO!

Havendo concordancia com a disponibilizagdo eletrdnica, torna-se imprescindivel o en-
vio do(s) arquivo(s) em formato digital PDF da tese ou dissertagdo.

L@OVU{ &9%/ QJ,JD [j///aw}g:ﬁ Data:z9 /“ /2@'{6

Assinatura do (a) autor (a) 2

1 Neste caso o documento serd embargado por até um ano a partir da data de defesa. A extensdo deste prazo suscita
justificativa junto & coordenagdio do curso. Os dados do documento nfo serdo disponibilizados durante o perfodo de
embargo.

2A assinatura deve ser escaneada.



DAVI JOSE DOS SANTOS

A ALGEBRA DOS COMPLEX0S/QUATERNIOS/OCTONIOS E A
CONSTRUCAO DE CAYLEY-DICKSON

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado a Unidade Académica Especial de Matemadtica
e Tecnologia da Universidade Federal de Goids - Regional Cataldo, como parte dos requisitos
para a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador:
Fernando Kennedy da Silva

CATALAO - GO

2016



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracdo Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Santos, Davi José dos

A ALGEBRA DOS COMPLEXOS/QUATERNIOS/OCTONIOS E A
CONSTRUCAO DE CAYLEY-DICKSON [manuscrito] / Davi José dos
Santos. - 2016.

Cl, 101 f.

Orientador: Prof. Fernando Kennedy da Silva.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Unidade
Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Cataléo,
Programa de Pés-Graduagao em Matematica (PROFMAT -
profissional), Cidade de Goias, 2016.

Bibliografia.

Inclui lista de figuras.

1. Nameros Complexos. 2. Construcéo de Cayley-Dickson. 3.

Octobnios, William Rowan Hamilton. 4. Quatérnios. I. Silva, Fernando
Kennedy da, orient. II. Titulo.

CDhuU 51




‘ Universidade Federal de Goias-UFG A
‘ o

egional Cataldo
“ Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia M

U F G Mestrado Profissional em Matematica PROEMAT

Ata da reunifio da Banca Examinadora da Defesa de Trabalho de Conclusgo de Curso do
aluno Davi José dos Santos. Aos trinta dias do més de agosto do ano de dois mil e
dezesseis, (30/08/2016), as 10hOOmin, reuniram-se os componentes da Banca
Examinadora, Prof. Dr. Fernando Kennedy da Silva — Orientador, Prof. Dr. Fagner
Lemos de Santana e Prof. Dr. André Luiz Galdino para, sob a presidéncia do
primeiro, € em sessdo publica realizada no Laboratério de Controle Operacional, Bloco
J, do Campus I 'da Regional Cataldo, procederem a avaliagdo da defesa do trabalho
intitulado: “A Algebra dos Complexos/Quatérnios/Octonios ¢ a Construcio De
Cayley-Dickson”, em nivel de Mestrado, area de concentragdo Matematica do Ensino
Basico, de autoria de Davi José dos Santos, discente do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT da Universidade Federal
de Goiés. A sessdo foi aberta pelo Presidente da banca, Prof. Dr. Fernando Kennedy da
Silva, que fez a apresentagdio formal dos membros da banca. A seguir, a palavra foi
concedida ao autor do TCC que, em 32 minutos, procedeu a apresentagio de seu
trabalho. Terminada a apresentagdo, cada membro da banca arguiu o examinando,
tendo-se adotado o sistema de didlogo sequencial. Terminada a fase de arguicdo,
procedeu-se a avaliagdio da defesa. Tendo-se em vista 0 que consta na Resolugdo n°.
1075/2012 do Conselho de Ensino, Pesquisa, Extensdo e Cultura (CEPEC), que
regulamenta os Programas de Pds-Graduagdo da UFG e procedidas as corre¢des
recomendadas, o trabalho de conclusdio foi APROVADO por unanimidade,
considerando-se integralmente cumprido este requisito para fins de obtengéo do titulo
de MESTRE EM MATEMATICA, na é4rea de concentracdo Matematica do Ensino
Basico pela Universidade Federal de Goias. A conclusdo do curso dar-se-4 quando da
entrega na secretaria da Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia da
Regional Cataldo da versdio definitiva do trabalho, com as devidas corregdes
supervisionadas e aprovadas pelo orientador. Cumpridas as formalidades de pauta, as
11h36min a presidéncia da mesa encerrou a sessdo e, para constar, eu Elizingela Maria
Marques Nahas, lavrei a presente Ata que, depois de lida e aprovada, segue assinada
pelos membros da Banca Examinadora em quatro vias de igual teor.

Fovnnds ooty dy iy,
Prof. Dr. Fernando Kennedy da Silva
Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia — RC/UFG

Presidente da Banca

ﬂ AN~ }JU\N\ ® QL_ ﬁ MX(
Prof. Dr. Fagner Lemos de Santana
Departamento de Matematica da UFRN/Natal/RN

f‘mL/Za s

Prof. Dr. André Luiz Galdino
Unidade Academlca Especial de Matematica e Tecnologia — RC/UFG







DAVI JOSE DOS SANTOS, bacharel em Matemditica pela Universidade Federal de Uberldn-
dia - UFU e também possui licenciatura em Matemdtica pela Faculdade Noroeste de Minas -
FINOM. Desde 2013 é professor na FINOM.



Aos meus familiares, especialmente meus pais, Salvador
José dos Santos e Abadia Moura dos Santos, que sempre
me deram forga, coragem e constante apoio para seguir em
busca de meus objetivos, e a minha esposa que sempre es-

teve ao meu lado me incentivando.



Agradecimentos

Agradeco a todas as pessoas do meu convivio que acreditaram e contribuiram, mesmo

que indiretamente, para a conclusao deste curso;

Aos meus pais, Salvador José dos Santos e Abadia Moura dos Santos, pelo amor in-
condicional e pela paciéncia. Por terem feito o possivel e o impossivel para me oferecer a
oportunidade de estudar, acreditando e respeitando as minhas decisoes e nunca deixando

que as dificuldades acabassem com os meus sonhos. Serei imensamente grato;

Ao meus irmdos, Daniel, Lilian, Greice, Raul e Rodrigo, que mesmo inconsciente-
mente me incentivaram, sendo além de irmaos, amigos, a correr atrds dos meus objetivos.

Agradeco de coracgao;

Ao meu orientador, Prof. Fernando Kennedy da Silva, pelo empenho, paciéncia e cre-
dibilidade. Obrigado por tudo;

A todos os meus familiares, tios, tias e primos que torceram e acreditaram na conclu-

sdo deste curso. Fico muito grato;

Aos amigos da turma pelas agraddveis lembrancas que serdo eternamente guardadas

no meu coracao. Muito obrigado.






“Eu preferia descobrir uma causa a ganhar o reino da Pérsia.”

Democrito de Abdera






RESUMO

SANTOS, D.]. A Algebra dos Complexos/Quatérnios/Octénios e a Construcédo de Cayley-Dickson.
2016. 101 f. Trabalho de Conclusado de Curso (Mestrado em Matemadtica) — Unidade Acadeé-
mica Especial de Matemadtica e Tecnologia, Universidade Federal de Goids - Regional Cata-
lao, Catalao - GO.

Esta pesquisa com abordagem tedrica busca investigar na matemadtica, os octonios, que é
uma extensdo nado-associativa dos quatérnios. Sua dlgebra com divisao formada de 8 di-
mensoes sobre 0s nimeros reais € a mais extensa que pode ser obtida através da constru-
¢ao de Cayley-Dickson. Nessa perspectiva temos como meta principal responder a seguinte
questdo: "Que sistemas numéricos permitem as operacoes aritméticas de adicao, subtracao,
multiplicagdo e divisdo?" Na génese dos octonios estd o matematico irlandés William Rowan
Hamilton que, motivado por uma profunda convic¢cao de que os quatérnios poderiam re-
volucionar a Matemadtica e a Fisica, foi o pioneiro de uma nova teoria que transformou o
mundo moderno. Hoje, confirma-se que os complexos/quatérnios/octonios e suas aplica-
¢oes se manifestam em diferentes ramos da ciéncias tais como a mecanica, a geometria, a
fisica matemadtica, com grande relevancia na animacao 3D e na robd6tica. Com o propésito
de investigar a importancia deste tema e dar uma pequena contribuicado, fazemos uma in-
troducdo ao tema desde os nimeros complexos e apresentamos o raciocinio e motivacoes
de Hamilton na descoberta dos quatérnios/octonios. Fazemos uma apresentacdo da estru-
tura algébrica, bem como as suas propriedades fundamentais. Em seguida discoremos sobre
a construcao de Cayley-Dickson que produz uma sequéncia de dlgebras sobre o campo de
ntimeros reais, cada uma com o dobro do tamanho anterior. Algebras produzidas por este
processo sdo conhecidas como algebras Cayley-Dickson; uma vez que elas sdo uma exten-
sdo dos numeros complexos, isto €, os nimeros hipercomplexos. Todos esses conceitos tém
norma, dlgebra e conjugado. A idéia geral é que o produto de um elemento e seu conjugado
deve ser o quadrado de sua norma. A surpresa é que, além de maior dimensao, a dlgebra se-
guinte perde alguma propriedade élgebrica especifica. Por fim, descrevemos e analisamos
alguns grupos de simetria, com vdrias representacoes através de matrizes e aplicagdes que

demonstram que este contetido tem uma utilidade na evolucao da tecnologia.

Palavras-chaves: Numeros Complexos, Quatérnios, Octonios, William Rowan Hamilton,

Construgdo de Cayley-Dickson.






ABSTRACT

SANTOS, D.]. A Algebra dos Complexos/Quatérnios/Octénios e a Construcédo de Cayley-Dickson.
2016. 101 f. Master Thesis in Mathematics - Unidade Académica Especial de Matemadtica e

Tecnologia, Universidade Federal de Goids - Regional Cataldo, Catalao - GO.

This research with theoretical approach seeks to investigate in mathematics, octonions, which
is a non-associative extension of the quaternions. Its algebra division 8-dimensional formed
on the real numbers is more extensive than can be obtained by constructing Cayley-Dickson.
In this perspective we have as main goal to answer the following question: "What number
systems allow arithmetic operations addition, subtraction, multiplication and division? " In
the genesis of octonions is the Irish mathematician William Rowan Hamilton, motivated by
a deep belief that quaternions could revolutionize mathematics and physics, was the pio-
neer of a new theory that transformed the modern world. Today, it is confirmed that the
complexs/quaternions/octonions and its applications are manifested in different branches
of science such as mechanics, geometry, mathematical physics, with great relevance in 3D
animation and robotics. In order to investigate the importance of this issue and make a
small contribution, we make an introduction to the theme from the numbers complex and
present the rationale and motivations of Hamilton in the discovery of quaternions/octoni-
ons. We make a presentation of the algebraic structure and its fundamental properties. Then
discoremos about constructing Cayley-Dickson algebras that produces a sequence over the
field of real numbers, each with twice the previous size. Algebras produced by this process
are known as Cayley-Dickson algebras; since they are an extension of complex numbers, that
is, hypercomplex numbers. All these concepts have norm, algebra and conjugate. The ge-
neral idea is that the multiplication of an element and its conjugate should be the square of
its norm. The surprise is that, in addition to larger, the following algebra loses some specific
algebraic property. Finally, we describe and analyze certain symmetry groups with multiple
representations through matrixes and applications to show that This content has a value in

the evolution of technology.

Keywords: Complex Numbers, Quaternions, Octonions, William Rowan Hamilton, Cayley-

Dickson Constructing.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Que sistemas numéricos permitem as operacdes aritméticas de adicdo, subtracao,

multiplicac¢ao e divisao?

Segundo Dray e Manogue (2015), a fim de contar, necessitamos dos ntimeros intei-
ros. Até quanto podemos contar? Existe um sistema numeérico finito adequado? O préprio
universo pode ser finito? Assumamos que podemos contar até o infinito, ou, mais precisa-
mente, que ndo existe um maior namero. A fim de subtrair, necessitamos do zero, bem como

dos ntimeros negativos. Como dissemos, necessitamos dos ntimeros inteiros, ou seja,

Z: {"' ’_2)_110)1)2y'“}-

A aritmética dos niimeros inteiros funciona bem para adicao, subtragdo e multiplica-
¢do, mas e a divisdo? Agora precisamos das fracoes, ou, mais precisamente, dos nimeros

racionais

@:{g:a,bez;byéO}.

Agora podemos realmente fazer aritmética. No entanto, nao podemos medir a hipote-
nusa de um tridngulo retangulo, ou a circunferéncia de um circulo. Para tais procedimentos,
necessitamos dos niumeros reais, denotado por R, dentre os quais se incluem os nimeros

racionais tais como 3 ou 1, mas também os ntiimeros irracionais tais como V2 ou .

2 )
Estamos prontos? Nao, porque existem equacdes algébricas que ainda ndo podemos

resolver. Um exemplo simples é

cujas solucodes, caso existam, seriam a raiz quadrada de —1. Como sabemos, os nimeros

complexos C sdo constituidos por uma parte real e uma parte imaginadria, isto €, multiplos
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reais de i = v/—1. Além disso, todas as equacdes polinominais de ordem n tem exatamente 7
solucoes em C (contando as multiplicidades). Os numeros complexos podem parecer uma
brincadeira matemadtica, pois quem precisa de raiz quadrada de nimeros negativos? Acon-
tece que a mecanica quantica é uma teoria inerentemente baseada nos nimeros comple-
X0s; 0s nimeros complexos sao um ingrediente essencial em nossa compreensao atual do

mundo que nos rodeia.

Estamos prontos? Talvez. Quais sdo as regras? Mesmo sobre os nimeros complexos,

as regras sao ligeiramente diferentes, como evidenciado pelo aparente paradoxo

o STV
l_\/__l_\/—:l_\/___l_i_ 1

0 que nos obriga a repensar as regras para manipulacao de raizes quadradas. Nos podemos

mudar as regras ?

Sim, nés podemos. Primeiramente, podemos deixar cair a exigéncia de que os ntime-
ros comutam uns com os outros. No entanto isto ndo € intuitivo, pois hd boas razoes para
suspeitar que tais nimeros poderiam ser Uteis, ja que hd muitas operacdes fisicas onde as
questoes de ordem sdo importantes. Um exemplo matemdtico onde a ordem importa € a
multiplicacdo de matrizes, onde, em geral, AB # BA. Como veremos, esta escolha leva aos

quatérnios, H.

A ideia dos quatérnios surgiu na tentativa de criar um complexo tri-dimensional, as-
sim a dlgebra dos quatérnios teve origem nos nimeros complexos, quando William Rowan
Halmiton (1805-1865) colocou um ntimero complexo como pares ordenados de reais e bus-
cou uma forma de generalizar para o caso tri-dimensional. A teoria dos quatérnios foi co-
municada pela primeira vez durante uma reunido da Academia Irlandesa, realizada em 16
de outubro de 1843. Desse extenso trabalho Hamilton fez duas apresentagdes adicionais,
uma publicada em 1853 e outra em 1866 (DION; PACCA; MACHADO, 1995).

Podemos ir mais longe? Sim, soltando a associatividade. Por que fazemos isso? Bem,
a multiplicacdo de matrizes é associativa, mas o produto vetorial U x #i x i nao é. Podemos
trabalhar sem U x i x i0? Nao sem saber qual produto fazer primeiro! Como veremos, esta

escolha nos leva aos octdnios, O.

Podemos ir mais longe? Ndo, ir mais longe nos obriga a desistir da divisdo. Mais preci-
samente, as quatro dlgebras R, C, H e O, sdo as tinicas sem divisores de zero, isto €, elementos

ndo nulos cujo produto nao deixa de ser zero.

Os octdnios sao a maior algebra com divisdo. Dray e Manogue (2015) acreditam que
esta maior estrutura matemadtica acabard por ser vista como a chave para entender os blocos
de construcao bdsicos da natureza, ou seja, as particulas fundamentais, tais como elétrons e

quarks.
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Em matemaética, a construgdo de Cayley-Dickson produz uma sequéncia de dlgebras
sobre o campo de ntimeros reais, cada uma com o dobro da dimensao da anterior. Algebras
produzidas por este processo sdo conhecidas como &lgebras Cayley-Dickson; e sdo uma ex-
tensdao dos nimeros complexos, isto é, algo como ntiimeros hipercomplexos. Em todas estas
extensoes é possivel definir norma, algebra e conjugado. A idéia geral é que o produto de
um elemento e seu conjugado deve ser o quadrado de sua norma. A surpresa € que, além de

maior dimensao, a dlgebra seguinte perde alguma propriedade élgebrica especifica.

Como dito anteriormente, as tinicas dimensoes nas quais ha nimeros hipercomple-
X0s que permitem uma nocao de divisdo sao as de dimensdes 4 e 8. Mais ainda, sob deter-
minadas exigéncias para uma norma definida nestas estruturas, em ambos os casos estes

sistemas numeéricos sdao Unicos nas respectivas dimensoes.

Também, aumentando-se a dimensao, n6s ndao podemos manter algumas das propri-
edades que caracterizam os sistemas simples de numeros. No perde e ganha das generaliza-
¢oes, a multiplicacao deixa de ser comutativa nos quatérnios e nos octénios e no caso deste

ultimo nem é mesmo associativa.

O objetivo desta trabalho de conclusdo de curso € introduzir a matemadtica dos qua-

térnios/octonios, oferecendo algumas dicas de como eles podem ser tteis.

Assim, no capitulo 2, trabalharemos alguns assuntos preliminares, tais como: Grupos
e Algebras. No capitulo 3, trataremos dos niimeros complexos. Nos capitulos 4 e 5, tratare-
mos dos ntimeros hipercomplexos, quatérnios e octonios, respectivamente. No capitulo 6
trataremos da construcao de Cayley-Dickson e por fim, no capitulo 7, mostraremos algumas

aplicacoes.
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PRELIMINARES

Embasamos este capitulo nos livros Dray e Manogue (2015), Garcia e Lequain (2008),
nos trabalhos de conclusdo de curso de Lima (2011), Lima (2012) e no artigo (BAEZ, 2002).

2.1 Grupos
Definicao 1. Um grupo é um par (G,-) em que G é um conjunto ndo vazio e

GxG—G
(a,b) — a.b

é uma funcdo, denominada operacdo do grupo, satisfazendo
1. Aassociatividade :
(a-b)-c=a-(b-c),VYa,b,ceqG.
2. Existéncia do elemento neutro :
Existe e€ G, tal que a- e = e-a = a, para qualquer a € G.

3. Existéncia do elemento inverso :

1 -1

Para qualquer a€ Gexiste a ' € Gtalquea-a '=a'-a=e.

Definicao 2. Um grupo (4,-) é abeliano, ou comutativo, se para qualquer a, b € A, tivermos

a-b=b-a.
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P a . U ~
Observacao 1. O elemento neutro € tnico. De fato, se e,e € G sao elemetos neutros de G,

entao

. U z
poise € elemento neutro. Por sua vez,

. , . U
pois e é elemento neutro. Concluindoquee=e.

Observacao 2. O elemento inverso é tnico. De fato, seja a € G, e b, b € G dois elementos
inversos de a, entao:
b=b-e=b-(a-b)

pois b é inverso de a. Por outro lado,
b-(a-b)=(b-a)-b =e-b=b
pois b é inverso de a. Concluindo que b = b.

Definicao 3. Seja (G,-) um grupo. Um subconjunto ndo-vazio H de G é um subgrupo de G
(denotamos H < G) quando, com a operacdo de G, o conjunto H é um grupo, isto é, quando
as condic¢des seguintes sao satisfeitas:

1. hy-h,€ H, Yhy, hy € H;

2. hy-(hy-hg)=(hy-h)-h3, Yhy, hy, hs € H;

3. deye Htalqueey-h=h-eg=h,Yhe H;

4. Paracada he H, existe ke Htalque h-k=k-h=ep.

Teorema 1. Um subconjunto H de um grupo G é um subgrupo de G, se e somente se, xy ! €

H sempre que x e y pertencem a H.

Demonstragdo. (=) Se H é um subgrupo de G, sabemos que y‘1 deve estar em H, assim
como xy~! deve pertencer a H, pois a operacao é fechada em H.
(<) Suponhamos que H seja um subconjunto, ndo-vazio, de G, e que xy~' € H sempre que

1 = ex~1 € H. Por fim, se Yy € H, entdo y‘1 eH

x,y € H. Sexe Hentioe=xx e He x~
pelo mesmo argumento usado para x 1, logo xy = x(y~1)~! € H. Portanto H é subgrupo de

G. O

Definicao 4. Dados dois grupos G e H, uma funcado @ : G — H é dita ser um homomorfismo
de grupos se ®(a- b) = ®(a) - P(b), para todos os elementos a, b € G. Se o homomorfismo é
bijetivo, dizemos que ele é um isomorfismo. Usaremos a notacdao G = H quando os grupos

G e H forem isomorfos.
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Definicao 5. Uma a¢do de um grupo G em um conjunto X é um homomorfismo de G no

grupo das bijecoes em X, que serd denotado por B;j(X).
Vamos denotar uma acao de grupo por:

CKZG—*BZ']'(X)

§— g

e portanto ag € uma bije¢do no conjunto X, que associa a cada elemento x € X outro ele-
mento ag(x). Podemos salientar que os elementos de G indexam um subconjunto das bije-

coes de X.

Exemplo 1. O conjunto de todas as matrizes n x n inversiveis com entradas reais, munido da
operacdo de multiplica¢cdo usual de matrizes € um grupo. Basta observar ainda que tal ope-
racao é associativa, o elemento neutro desta operagdo é a matriz identidade, Id,;«,. Como
todas as matrizes deste conjunto sao inversiveis, e suas inversas sdo também matrizes n x n,

temos que tal conjunto é de fato um grupo.

Segundo Kolman e Hill (2006), podemos associar a cada matriz A deste grupo uma

transformacao linear T4 tal que

A — T4 : R" — R"

x — Tux) = xA?

para todo x = (x1,X2,---, X,) € R™.

Como Txp(x) = x(AB)" = xB' A" = T4(Tg(x)), logo a matriz AB esté associada a com-
posicao das transformacdes lineares T4 e Tg. Por outro lado se T : R” — R” é uma transfor-
macdo linear inversivel, e se A é a matriz que representa tal transformacao na base canonica,
entdo A é inversivel e T = T4. Devido a esta associacdo com transformacoes lineares, este
grupo matricial é chamado Grupo Linear Geral e é denotado por GL,(R). Sabemos que a
multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa para n = 2, temos entdo uma familia de grupos

infinitos ndo abelianos.

Exemplo 2. O conjunto de todas as matrizes de ordem 2, denotado aqui por M, com a soma

usual de matrizes é um grupo abeliano.

Vamos denotar por M, o conjunto de todas matizes reais n x n. Como M é possivel
provar que M, é um grupo abeliano com a soma. Observe que esse conjunto das matri-
zes ndo é um grupo com a multiplica¢do usual pois, sabemos que a multiplicacdo usual de

matrizes nao é comutativa.
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Exemplo 3 (Os subgrupos O, e SO,,).

Defini¢do 6. Uma matriz A;,x, é ortogonal se A’ A= Idx.

Segue da definicao que os elementos de uma matriz ortogonal satisfazem

1 se i=].
apjayjtazidzj+aiazj+- -+ apidnj= ..

0 se i#].
Se considerarmos as colunas de A como vetores de R” vemos que todas as colunas

possuem norma igual a 1, e sdo ortogonais entre si.

Estas duas propriedades obtidas das colunas de A, nos dizem que o conjunto dos ve-
tores coluna de A formam uma base ortonormal de R”. Claramente as linhas de A também
possuem essa propriedade, basta observar que AA’ = Id = A’ A. Uma propriedade de ma-

trizes ortogonais é det(A) = =1 pois
det(A'-A) =det(A)-det(A) = (detA)? =1.

Para provar que o conjunto das matrizes ortogonais, formam um subgrupo de GL,,

utilizaremos o Teorema 1. Sejam A e B matrizes ortogonais, entao

(ABH!AB™! = (B"H!A'AB™!
— (Bt)tAtAB—l
= BA'AB™!
= BB!
= Id.

Desta forma, concluimos que AB™! é também ortogonal, e pelo Teorema 1, segue o
resultado. Tal subgrupo de GL, é chamado Grupo Ortogonal, denotado por O,. Os ele-
mentos de O, que possuem determinante igual a 1 formam um subgrupo de O,;,, chamado

Ortogonal Especial denotado por SO, isto €,
SO, ={AeR""; A'A=1Id,det(A) =1}

onde introduzimos a notacao R"”**”" para as matrizes m x n no qual seus elementos perten-

cem aR.

Proposicao 1. A ortogonalidade segue do seguinte fato: Se A € O, a transformacdo linear

T4 associada a matriz A preserva ortogonalidade e distancia.
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Demonstragdo. Sejam x,y € R", considerando R” munido do produto interno usual, temos
que

<x-Aly-A'>

x- Al (y- AD?

x-A-A-yt

x-y!

<Ty(x), Ta(y) >

<x,y>.

Utilizando a norma induzida pelo produto interno usual, || x |= /< x, x > para todo x € R",

temos que
I Tax) II=1 x|

ouseja, T4 preserva o tamanho dos vetores, e portanto, também preservada a distancia entre
eles pois

I Tax) = Ta) 1= Talx =) I=ll x =y Il -

Proposicdo 2. Os autovalores de uma matriz ortogonal devem ter médulo igual a 1.

Demonstragdo. Seja A um autovalor associado ao autovetor v. Pela proposicao anterior te-

mos que a igualdade < Ty (v), Ta(v) >=< v, v > é vdlida. Desta forma temos que

<TaA(v), Ta(v)> = <v,v>
<A-vA-v> = <yv>
A <vv> = < v, v>(como v ndo é o vetor nulo temos que)
Va2 =1
[ 4] = 1.

O

Observacdao 3. Uma n-upla x = (xp,---, x,) em R” pode ser interpretada como um ponto no

espaco ou um vetor com origem em (0,---,0) e final em (xy,---, x,).

Assim notamos que o produto T4(x) - Ta(y) é zero precisamente quando x - y é zero,

portanto, se x e y sdo vetores ortogonais, suas imagens por T4 também ser3o.

O que foi mostrado € a correspondéncia unilateral entre as matrizes em O, e operado-
res lineares em R". Podemos trabalhar no sentido oposto desta correspondéncia e verificar
que T leva bases ortonormais em bases ortonormais (LIMA, 2012). A matriz A que repre-
senta o operador T possui os elementos de tal base como suas colunas, consequentemente,
A é ortonormal. Desta forma concluimos que T = Ty, onde A € Oy, ou seja, encontramos
uma matriz correspondente a um operador ortogonal. Portanto temos uma bijecao entre

tais conjuntos.
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2.2 Algebras

Antes de tratar especificamente dos complexos/quatérnios/octdonios, vamos conside-

rar algumas defini¢Ges sobre algebras.

Imagine um conjunto V onde seja possivel somar elementos e multiplicar os elemen-
tos por nimeros reais, e que o resultado dessas operacoes esteja no conjunto V. Imagine
ainda que essas operacoes tém "boas” propriedades, aquelas que estamos acostumados a

usar quando somamos e quando multiplicamos por ntimeros:

* podemos somar os elementos trocando a ordem, ou agrupando-os como quisermos,

sem que o resultado seja alterado;
* existe um elemento que quando somado a outro resulta sempre nesse outro;

» feita uma soma, é possivel desfazé-la com uma subtracgdo, e todo elemento de V pode

ser subtraido de outro;
e multiplicar por 1 nao faz efeito;

e multiplicar seguidamente por varios reais € o mesmo que multiplicar pelo produto

deles;

e multiplicar o resultado de uma soma por um ntimero real é o mesmo que multiplicar

cada parcela e depois somar;

e multiplicar por um elemento de V uma soma de reais € o mesmo que multiplicar cada

real pelo elemento em questao e depois somar os resultados.

Existem varios conjuntos onde a adi¢do e a multiplicacdo por nimeros reais que fa-
zemos usualmente gozam dessas propriedades. Os conjuntos R, R? e R? sdo exemplos. Os
conjuntos de matrizes de mesma ordem (M- 2 (R)), M3x3(R) etc.) também sdo exemplos. Na
verdade, hd muitos exemplos de conjuntos com essa mesma estrutura. Chamamos a esses

conjuntos, munidos dessas operacdes com as propriedades acima de espacos vetoriais.

Definicao 7. Um espaco vetorial real é um conjunto V de elementos juntamente com duas

operacoes + e - que possuem as seguintes propriedades:

Se u e v sdo quaisquer elementos de V, entdo u+v estdem V, isto é, V é fechado em relacao

a operacao +.
a)u+v=v+u,paratodou,veV;

b) u+ (v+ w)=(u+v)+w,paratodo u,v,weV;
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c¢) Existe um elemento 0 em V tal que

u+0=0+u=u,paratodo uem V;

d) Para todo u em V, hda um elemento —u em V tal que

u+(—u)=0.

Se u é qualquer elementode Ve ceR, entdo c-uestiem V.
e)clu+v)=c-u+c-v, para todos os niumeros reais c e todos u, v e V;
f) (c+d)-u=c-u+d-u, paratodos os numeros reais ce d e todo u € V;
g) c-(d-u) = (cd) - u, para todos os numeros reais ce d e todo u e V;

h)1-u=u,paratodoucV.

Definicao 8. Uma 4lgebra A serd um espaco vetorial que estd munido com uma aplicagdo
bilinear m : A x A — A chamada “multiplicacdo” e um elemento diferente de zero 1 € A cha-

mado de “unidade” de tal forma que m(1, a) = m(a,1) = a.

Definicao 9. Uma subalgebra é uma édlgebra s, que € subconjunto de uma grande élgebra S

e compartilha de suas propriedades.

Como de costume, abreviaremos m(a, b) = a-b. Dada uma 4lgebra, vamos pensar nos

numeros reais como elementos desta algebra via aplicacao a — a - 1.

Definicao 10. Um 4lgebra A é finitamente gerada sobre R quando existe um subconjunto
finito X ={a,,---, ar} c Atal que todo elemento de A pode ser obtido através de um niimero
finito de somas, multiplicacoes de elementos de X e/ou multiplicacdes por escalares de R,

isto é, se u € A, entao,
u=Yy Aiap - ais,

onde a;j€ XeA; €R.

Definicdao 11. Uma élgebra A é uma algebra com divisao, se dado a,b € A com ab =0, entdo
a=0ou b =0. Equivalentemente, A é uma dlgebra de divisao se as opera¢des de multiplica-

¢do a esquerda e a direita por qualquer elemento diferente de zero sdo invertiveis.

Em 1878 e 1880, Frobenius e Peirce provaram que as unicas dlgebras com divisao real
associativas sao os nimeros reais, nimeros complexos e quatérnios (MISHCHENKO; SO-
LOVYOV, 2000). Os octonios formam a tnica dlgebra com divisdo ndo associativa. Hurwitz
(1898) provou que as édlgebras dos numeros reais, nimeros complexos, quatérnios e octonios

sdo as tnicos em que a multiplicacao por “vetores” unidade preservam a distancia.
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Adams (1958) e Adams (1960) mostrou que os vectores n-dimensional formam uma
dlgebra em que a divisdo (excepto por 0) é sempre possivel apenas paran =1,2,4 e 8. Botte
Milnor (1958) mostrou que as tUnicas algebras finitas com divisao real ocorrem com dimen-

soesn=1,2,4¢8.

Cada uma dé origem a uma 4lgebra com aplicacoes fisicas particularmente tteis. Es-
tas quatro algebras correspondem aos niimeros reais, nimeros complexos, quatérnios e

octonios, respectivamente.

Definicao 12. Uma dlgebra com divisdo é dita normada se é uma 4lgebra A e também é um

espaco vetorial normado com |ab| = ||a| - ||b].

Definicao 13. Uma 4lgebra A tem inverso multiplicativo se para qualquer a € A, diferente

1

de zero, haum elementoa '€ Acoma-a‘t=a't-a=1.

Existem trés niveis de associatividade.

Definicdao 14. Uma 4dlgebra € dita associativa-forte se a subdlgebra gerada por qualquer ele-
mento é associativa. E dita alternada, se a subalgebra gerada por quaisquer dois elementos é
associativa. Finalmente, se a subélgebra gerada por quaisquer trés elementos € associativa,

a dlgebra € dita associativa.

Uma 4lgebra associativa tem inverso multiplicativo se, e somente se é uma dalgebra
com divisao. No capitulo 6 iremos construir dlgebras que tém inverso multiplicativo, mas
ndo sdo dlgebras com divisao. Por outro lado, podemos construir uma algebra com divisao

sem inverso multiplicativo. Veja exemplo em (BAEZ, 2002).

Veremos, que os octdnios ndo ndo associativos, mas eles sdo alternados. Como é que
se verifique uma coisa assim? Pelo teorema de Emil Artin (SCHAFER, 1995), uma 4lgebra A

é alternada se e somente se para todos os a, b € A temos

(ab)b=a(bb) e (aa)b= a(ab), (2.2.0.1)
Para ver este fato, note que qualquer algebra tem uma aplicacgdo trilinear
[,-]:A%— A
chamada associador, definido por

la,b,c] = (ab)c—a(bc).

A aplicac¢do associador mede a associatividade da &lgebra, assim como a aplica¢do

comutador [a,b] = ab — ba mede a comutatividade. Agora, o comutador é um aplicacao
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alternada bilinear, significando que ela muda de sinal sempre que os dois argumentos sdao
trocados:
[a) b] = - [b) a]

ou de modo equivalente, que desaparece quando eles sdo iguais:

[a,a] =0.

Isso levanta a questdo se o associador também é uma aplicacao alternada. Na ver-
dade, isto se verifica quando A é alternada. A razdo é que cada uma das equacoes em 2.2.0.1
diz que a aplicacao associador desaparece quando um determinado par de argumentos sao

iguais, ou equivalentemente, que muda de sinal, quando o par de argumentos é comutado.

Agora podemos enunciar os resultados sobre o R,C,H e O:
Teorema 2. R,C,H e O sdo as tnicas algebras com divisdao normadas.

Teorema 3. R,C,H e O sdo as tinicas 4lgebras com divisdo alternadas.

O primeiro teorema aparece no artigo de 1898 de (HURWITZ, 1898). Uma versao do
segundo teorema aparece em um artigo de 1930 de (ZORN, 1930). Para provas modernas de
ambos os teoremas, consulte (SCHAFER, 1995).

Note que ndo afirmamos que R,C,H e O sdo as tinicas dlgebras com divisdo. Isso nao
é verdade. Por exemplo, descreveremos no capitulo 6 uma maneira de obter dlgebras de

divisao de dimensao 4 que nao tém inverso multiplicativo. No entanto, temos este fato:

Teorema 4. Todas as dlgebras com divisao tém dimensao 1,2,4 ou 8.

Este teorema foi independentemente comprovado por Kervaire (1958) e Bott e Milnor
(1958) em 1958. No entanto, nosso foco nao é a demonstragao deste teorema, em vez disso,

concentraremos nas caracteristicas dos complexos/quatérnios/octonios.
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Capitulo 3

A ALGEBRA/GEOMETRIA DOS
NUMEROS COMPLEXOS

3.1 Historia dos Numeros Complexos

Segundo Santos (2013), ao introduzir os nimeros complexos no ensino médio usa-
mos o argumento que permite resolver qualquer equacao quadratica. Porém o seu surgi-
mento, teve inicio no século XVI com os matemadticos que tentavam encontrar um método

para resolver equacoes do terceiro grau.

Uma equacao foi por muito tempo vista como a modelagem matemadtica de um pro-
blema real (ROSA, 1998). Como por exemplo, qual tridngulo retangulo tem drea igual a 7 e

seu perimetro é de 12 unidades encontre os comprimentos dos lados?

Chamando de z e y os comprimentos dos catetos desse tridngulo temos que:
L 7
—XV =
> XY
¥ +yP=(12-x-y)?
isolando y na primeira equacdo e substituindo na segunda obtemos:
24x* —172x+336=0
cujas raizes sao
43 V/-167

12
Assim, se no decorrer da resolucao dessa equacao era obtida a raiz quadrada de um nimero

X

negativo, acreditava-se que o problema original ndo tinha solucao.

Segundo Milies (1993), a primeira raiz quadrada de um niimero negativo é encon-
trado no livro Estereometria do matematico grego Heron, publicado em aproximadamente

75 d.C., em uma andlise matemadtica de um problema fisico. Ainda em Milies (1993), outro
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registro sobre raiz quadrada de um niimero negativo se deve a Diofanto de Alexandria, em
aproximadamente 250 d.C., em cujo livro VI, é apresentado o problema Dado um triangulo
retangulo de drea 7 e perimetro 12, encontre seus lados que o leva a uma equagdo quadrética

cuja solucao é um niimero complexo.

O matematico, fisico e médico italiano Gerdonimo Cardano (1501-1576) foi o primeiro
a trabalhar com raiz quadrada de ntimeros negativos. Ele, em meados do século XVI, publica
a obra Ars Magna, onde resolve o seguinte problema: dividir o niimero 10 em duas partes
cujo produto é 40. Isso o conduziu a equacgdo x(10 — x) = —x? + 10x = 40. Ao resolvé-la,

obtém 5+ v/—15 e 5— v/—15 como solucdes. Cardano resolve multiplica-las e obtém

(5+v—=15)(5—-v—=15) = (5)> = (V=15)% = 25 — (—15) = 40.

Mas, geometricamente, era forcado a usar essas raizes de ntimeros negativos, pois
possibilitavam extrair um segmento de um quadrado (ROQUE, 2012). Cardano teve dividas
entre admitir as operacoes algébricas por si mesmas ou tentar dar uma justificativa geomé-

trica para elas.

Na obra, Ars Magna, Cardano mostra uma férmula para a resolucdao de equacoes do

terceiro grau da forma

x3+px+q:O,,

conhecida até hoje como Férmula de Cardano, por ter sido ele quem a divulgou, contudo,
nao se deve a ele sua descoberta. Ele admitiu em seu livro, que a sugestao para a resolucao
da equacgdo cubica lhe tinha sido dada por Niccolo Tartaglia (1500-1557).

A Férmula de Cardano que permite obter uma raiz é:

E claro que quando

b p
‘/ Yo _(Fy3
(2) (3) <0

a férmula parece nao ter sentido, porém, mesmo neste caso, a equacao pode ter solucao.

Em 1572, o italiano Rafael Bombelli (1526-1572) publicou a obra L’Algebra, na qual re-
solveu esse problema considerando (v —1)%2 = —1 e utilizando as regras elementares da arit-
meética. Ele considerava impossivel a existéncia de raiz quadrada de nimeros negativos, mas

admitiu sua utilidade como ferramenta de célculo e desenvolveu regras para as operacgoes.
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E atravéz deste trabalho que a maneira de manipular os ntimeros da forma a + bv/-1
comega a ser utilizada na resolugdo de equacgdes do terceiro grau. Mas como os matemaéticos
do século XVI eram muito tradicionais em relacdo a geometria, eles ndo ficaram confiantes
com conceitos que nao conseguiam dar um significado geométrico. Assim as raizes quadra-
das dos ntimeros negativos eram vistas com muita desconfianca, gerando resisténcias em
reconhecer a legitimidade desses novos ntimeros algébricos. Mas aos poucos a seguranca
em trabalhar com esses novos nimeros cresce a medida em que viram manipulacdo nao

conduzia a uma contradicao.

Em 1629, Albert Girard (1595-1632) foi o primeiro a utilizar o simbolo v -1, quando
determinou a correspondéncia entre raizes e coeficientes de uma equacao. Segundo Baum-
gart (1994),

“Foi Albert Girard (1629) quem enfocou niimeros negativos e ntimeros imagi-
ndrios com grande ousadia. Ele usava niimeros negativos para resolver pro-
blemas geométricos e sugeriu que, aceitando também niimeros imagindrios
como raizes, seria possivel afirmar que uma equagdo admite tantas raizes
quanto é seu grau. Enunciou também as relacoes entre coeficientes e raizes
de uma equagdo polinomial e sugeriu que as raizes imagindrias sdo titeis por
tornar essas relagoes gerais. Por exemplo, para a equagéio x*-4x+3=0ele
deu as raizes 1, -1 e—1++v/-2.” (BAUMGART, 1994).

Mas a divida quanto a existéncia desse tipo de nimero continuava e fez com que,
segundo Garbi (2010) uma frase descuidada de René Descartes (1596-1650), em 1637, bati-
zasse as raizes quadradas de valores negativos, como niimeros imagindrios: “nem sempre as
raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equacdo séo reais. As vezes elas sdo
imagindrias.”

A algebra dos numeros complexos teve pouca evolucao durante um certo tempo. Até
que, no inicio do século XVIII, o matemético francés Abraham De Moivre (1667-1754) rela-

cionou fungdes trigonométricas com nimeros complexos.

Conforme Milies (1993), em 1748 Euler “redescobriu o resultado de Cotes, demonstrou
a formula de De Moivre e estendeu sua validade para todo expoente n real. Com isso, a exis-

téncia de raizes no campo complexo ficou definitivamente estabelecida.”

Em 1707, De Moivre publica a solucao de equag¢des de grau impar por um procedi-
mento semelhante ao método de Cardano, mas podendo utilizar uma tabela trigonométrica.
O que De Moivre ndo faz é justificar o porque da troca da tabela de logaritmos pela tabela

trigonométrica, e nem o motivo pelo qual utilizou uma parte da medida do angulo.

Segundo Rosa (1998), “Em 1722, De Moivre revela o artificio usado para descobrir a

solucao dessas equagoes de grau impar.”

Segundo Boyer (1981), Roger Cotes (1682-1716) apresentou num artigo em Philosophi-
cal Transactions de 1714, que foi reimpresso em Harmonia mensurarum publicado apds sua
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morte em 1722, a férmula In(cos(¢) + i sin(¢h)) = i¢p.

John Wallis (1616-1703) em 1685 foi o primeiro matemaético a buscar uma interpre-
tacdo geométrica para a raiz quadrada de nimeros negativos. Com 0s nimeros negativos
sempre vistos com desconfianca, porém usado pelos matemaéticos, devido a sua utilidade

nos célculos, tinham uma perfeita interpretacdo. Nas palavras de Wallis:

“no entanto, sobre a notagdo algébrica pura, ele (o niimero negativo) implica
uma quantidade menor do que nada; no entanto, quando se trata de uma
aplicagdo fisica, ele denota uma quantidade real, como se o sinal fosse +,
porém interpretada para o sentido contrdrio.”

Wallis, ficou préximo de resolver o problema da representacdo geométrica dos nime-
ros complexos, mas ndo obteve sucesso. Isso s foi ocorrer um século depois, quando esses

numeros imagindrios ganharam um significado, além das simples finalidades operatorias.

Os primeiros a notarem a relagdo entre os numeros complexos e os pontos reais do
plano ap6s Wallis foram Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert Argand (1768-1822) e Johann

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), de forma independente um do outro.

Em 1797, um agrimensor noruegués, chamado Caspar Wessel (1745-1818), encami-
nha a Academia Real Dinamarquesa de Ciéncias, que o publica em 1799, um artigo inti-
tulado Om Directionens Analytiske Betregning (sobre a representacao analitica de direcao),
onde apresentava um método que propde uma representacdo analitica para segmentos de

retas no plano e para representar os nimeros complexos como pontos do plano.

Segundo Milies (1993) “O simbolo i foi usado pela primeira vez para representar v —1
por Leonhard Euler, em 1777. Apareceu impresso pela primeira vez em 1794 e se tornou am-

plamente aceito apos seu uso por Gauss, em 1801.”

Segundo Santos (2013) em 1806, Jean Robert Argand (1768-1822) um bibliotecério
suico, publicou o livro Ensaio sobre a Maneira de Representar as Quantidades Imaginérias.
Ele viu que a multiplicacdo por —1 representa uma reflexdo em relacdo a origem, por isso
(+1)-(-1)=(-1 e (-1)-(-1) = (+1), ou seja, ao se multiplicar por (—1) tem-se uma rotacao

de 180° no sentido anti-horério.

N
N>

Figura 3.1 — Multiplicagdo por —1 (Argand).
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Argand considera de modo semelhante a multiplicacdo por i. Ele analisa que ao se
multiplicar (+1) por i obtém-se i e, em seguida novamente multiplicar esse resultado por i
obtém-se (—1), ou seja, ao multiplicar (+1) duas vezes seguidas por i, obtém-se novamente

uma rotacao de 180°. Assim. ele considera a multiplicacdo de i como uma rotagao de 90° no

N

sentido anti-horario.

@ +i

@

[ 2

N

Figura 3.2 — Multiplicagdo por i.

@i

Em 1831, Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematico, astrobnomo e fisico alemao,
escreveu um artigo no qual associava cada nimero complexo a um tinico ponto do plano
cartesiano, ou seja, representava a + bi como o par ordenado (a, b). A interpretacdo geomé-

trica dos nameros complexos, a partir dali, se tornou totalmente aceita.

Em 1833, William Rowan Hamilton (1805-1865), num artigo apresentado a Academia
Irlandesa, quase trés séculos depois do surgimento da férmula de Cardano, formalizou a
dlgebra dos nameros complexos. Ele considerou os niimeros complexos a + bi como pa-
res ordenados de nimeros reais (a, b), e definiu as operacdes de soma e multiplicacdao da

seguinte maneira:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

(a,b)-(c,d) =(ac—bd,ad + bc).

Assim, o par ordenado (a,0) representa o nimero real a, o par (0,1) o nimero i e
(0,1)(0,1) = (-1,0), ou seja, i* = —1, o que deu uma explicacio coerente para v/—1.

Segundo Stewart (2012)

“Do ponto de vista algébrico, disse Hamilton, um ponto no plano pode ser
identificado por dois ntimeros reais, suas coordenadas (x, y). Se vocé observar
o diagrama de Wallis (ou o de Wessel, ou o de Argand, ou o de Gauss), vai ver
que x é a parte real do ntimero, e que y é sua parte imagindria. Um niimero
complexo x+iy é realmente apenas um par de ntimeros reais, (x, y). Podemos
até estabelecer regras para somar e multiplicar esses pares; o principal passo
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é observar que, como i corresponde ao par (0,1), entdo (0,1) - (0,1) deve ser
igual a (-1,0).“ (STEWART, 2012).

3.2 Algebra/Geometria dos Ntimeros Complexos

Definicao 15. Dado o nimero complexo z = (a,b) = a + bi, os nimeros reais a e b serdo

ditos, respectivamente, parte real e parte imagindria de z e serdo denotados por
R(z)=a e Jz2)=b
Se M (z) =0, z serd dito um imagindrio puro e se J(z) = 0, z serd considerado um ntimeo real.

Os nimeros complexos podem ser identificados com pares ordenados de nliimeros
reais, e a representacdo grafica consiste em identificar cada par ordenado (a, b) com um

ponto do plano, cujas coordenadas retangulares sao dadas por a e b.

eixo imagindrio

(a,b)

Iz1

eixo real

.
»
X

(0,0) d

Figura 3.3 - Eixos de um complexo.

Iniciamos definindo a adicao de dois nimeros complexos z; = a+ bi e z, = c+ di

comao:

Z1+tz=(a+c)+(b+d)i

isto é, somamos as partes reais e as partes imagindérias. Utilizando a representacao no plano
de Argand-Gauss temos, z; = (x1, y1) € 22 = (X2, y2) com z; # 2 € 21, 22 # 0 tem-se que z; + 2

é a diagonal do paralelogramo, conforme a figura ?2. Logo z; + zp = (a+c, b+ d).

Os niimeros complexos sdo mais do que apenas um espaco vetorial; eles sio também
uma 4lgebra, isto é, podemos multiplicd-los. Como fazer o produto de niimeros complexos?
Simplesmente fazemos a multiplicacao usual, como se fossem nimeros reais considerando

i2=-1,
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Figura 3.4 - Adi¢do de dois complexos.

(a+bi)(c+di) = (a+bi)c+(a+bi)di
(ac—bd)+ (bc+ ad)i

Qual propriedade dos nimeros complexos foi usada? Primeiramente, usamos a dis-
tributiva da multiplicacao com relacado a adicao. Segundo, i é a raiz quadrada de —1, isto é,

i%2 = —1. Terceiro, usamos a associatividade, isto é,
(xy)z=x(yz)

para qualquer nimero complexo x, y, z. Finalmente, usamos a comutatividade, isto é, xy =

yXx para substituir bic por bci.

Isto ndo s6 implica distributividade, mas também comutatividade entre os ntimeros
reais e a unidade complexa i, que, neste caso, € o suficiente para assegurar a comutatividade

por completo.

Dado um numero real r # 0 e um numero complexo z = (x, y) # 0, podemos observar
que r-z = (rx,ry) tem a mesma direcdo de z e mdédulo igual ao produto do médulo de r pelo
modulo de z. Ser >0(r <0), r-z = (rx,ry), tem o mesmo sentido de z (sentido contrério de

z). Vale observarmos que se r =0 ou z =0, tem-se que r - z € o ponto (0,0).

Além disso, temos:

Definicao 16. Dois nlimeros complexos z) = a+ bi e zp = ¢+ di, sdo iguais quando a=c e

b =d, ou seja, todo nimero complexo pode ser escrito de maneira tnica.

Assim, as operacoes de adicao e multiplicacdo definidas acima possuem as seguintes

propriedades:

1. Propriedade comutativa em relacao a adicao:
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mv

r.

Figura 3.5 — Multiplicacdo de um niimero real por um complexo.

Se z;,zpeCentdo z; + 2o = 22 + 21.

. Propriedade comutativa em relacao a multiplicacao:

Se z1,z2eCentdo zy-20 =25+ 2.

. Propriedade associativa em relacao a adicao:

Se 21,229,253 € Centado (z; + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).
. Propriedade associativa em relacdao a multiplicacao:

Se z1,29,2z3 € Centado (z1-22) - 23 = 21 (22 - 23).

. Propriedade distributiva da multiplicacao em relagdo a adicao:

Se z1,20,z3€ Centdo z;- (2o + 23) = 21- 22 + 21 - Z3.

. Existéncia do elemento neutro para a adicao:

Existe e; € C, tal que z+ e; = z, para qualquer z € C.
. Existéncia do elemento simétrico aditivo:

Para qualquer z € C existe (—z) € C tal que z + (—z) = e;.
. Existéncia do elemento neutro para a multiplicacao:

Existe e, € C, tal que z- e, = z, para qualquer z € C.
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9. Existéncia do elemento inverso multiplicativo:

Para qualquer ze Ce z#0existez7'eCez ' #0talque z- 27! = ey.

Definicao 17. Sendo z um niimero complexo, z # 0 e n € Z, definimos:

e Zl=z-z-z---z(nvezes),se neN;

1

z

 Se n é um numero inteiro negativo, entdo z" =

Definicao 18. Sendo z = a + bi um nimero complexo, definimos o médulo de z, denotado
por | z|l, como

lzll = Va?+ b?

eixo imaginario

: (a,b)

Izl
eixo real

*
(0,0) a L

Figura 3.6 - M6dulo de um complexo.

Definimos, ainda, o conjugado de z, denotado por z, como
z=a- bi.

O conjugado de um nimero complexo € representado através da reflexao em relacao
ao eixo real do plano complexo
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Figura 3.7 — Conjugado de um complexo.

Gracas a férmula de Euler,

e = cosO + isenb

é possivel escrever os nimeros complexos em termos da sua norma e um angulo 6, isto é,

qualquer nimero complexo pode ser escrito sob a forma

onde r = || z]| e desde que lei®|| = 1. Cada nimero complexo tem, portanto, uma direcado as-
sociada com ele no plano complexo, determinada pelo angulo 6. A férmula de Euler fornece
uma derivacdo elegante das férmulas de adi¢do de angulos para o seno e cosseno. Observe

que

(cosa+isena)(cosP+isenf) = e oiP = pila+P) (3.2.0.1)

logo

(cosa+isena)(cosPp+isenf) = (cos(a+ ) +isen(a+f))

de modo que trabalhando do lado esquerdo usando multiplicacdo complexa, e comparando
as partes reais e imagindrias, obtemos as férmulas padrao para as fungoes trigonométricas
no lado direito. Podemos usar 3.2.0.1 para proporcionar uma interpretacdao geométrica da
multiplicacao complexa:

rei0 ryei% = r 1, el 01+02)

A cada complexo z = a + bi, corresponde o ponto do plano P(a,b). Dado um com-
plexo z = a+ bi, o médulo de z é a distancia do ponto (a, b), correspondente a z, no plano
complexo , a origem do plano. O médulo de z é obtido a partir da aplicacdao do Teorema de
Pitdgoras, sobre o tridngulo retangulo cujos catetos medem a e b. O médulo de z é a medida

da hipotenusa deste triangulo. Conforme pode ser observado nas figuras ?? e 22.

Sejam z € C onde z = a+ bi e a, b € R entao podemos encontrar a raiz quadrada de z:



3.2. Algebra/Geometria dos Niimeros Complexos

45

Q
-+
S
ﬁ
o

VZ =

)

a —
\/a+ az—(—b2)+\/a—\/a2—(—b2)
2 - 2
\/a+\/a2+b2+\/a— a? + b?
2 B 2

\/a+IIZIIi\/a—IIZII-
2 2

Logo araiz quadrada de z é dada por:

T, [ETe,
zZ = + l
vz \/ 2 2
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Capitulo 4

A ALGEBRA/GEOMETRIA DOS
QUATERNIOS

4.1 Historia dos Quatérnios

De acordo com Milies (1993), Hamilton era também um fisico e percebia claramentes
implicacoes de sua descoberta: ele tinha desenvolvido uma algebra que permitia trabalhar

com os vetores do plano.

Figura 4.1 — William Rowan Hamilton

Fonte:http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/PictDisplay/Hamilton.html

Isto o levou a considerar um problema que seria fundamental para a fisica da época:
desenvolver uma dlgebra de ternas que daria a linguagem para trabalhar com vetores do
espaco. Ele trabalhou durante dez anos neste problema antes de descobrir onde estava a
dificuldade essencial. Hamilton escrevia suas ternas na forma a + bi + cj, por semelhanca
ao que era feito com os complexos e tentava desenvolver o produto (a+ bi +cj)(x + yi + zj)
e representd-lo como um elemento da mesma forma. Esperava ainda que o comprimento
do produto de vetores fosse igual ao produto dos comprimentos, isto é, que a? + b + ¢® =

x? + y? + z%, fato que chamou lei dos médulos.
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Para desenvolver o produto, assumiu naturalmente que i2 = j? = —1 mas a dificuldade

estava em determinar qual devia ser o valor dos produtosij e ji.

Nao discutiremos em detalhe as tentativas sucessivas para definir esses produtos;
uma exposicao interessante encontra-se em (WAERDEN, 1976). Foi a tentativa de preservar
a lei dos médulos que lhe imp6ds finalmente a necessidade de trabalhar com uma dimensao
a mais, o que lhe era dificil de admitir. Transferindo isto para a élgebra, devemos admitir
um terceiro simbolo imaginério k, que nao deve ser confundido com i ou j. E o assim que

Halmiton introduziu os quatérnios tais como a+ bi+cj+dk ou (a, b, c,d).

Figura 4.2 — Royal Canal

Fonte: http://www.iwai.ie/kildare/places-of-interest/places-history/

Em uma carta a seu filho, Hamilton descreve como foi a descoberta final que se deu
no dia 16 de outubro de 1843 que:

"era uma segunda-feira e dia de reunido do Conselho da Real Sociedade da
Irlanda, eu ia andando para participar e presidir, e tua mae andava comigo,
ao longo do Royal Canal, embora ela falasse comigo ocasionalmente, uma
corrente subjacente de pensamento estava acontecendo na minha mente,
que finalmente teve um resultado, cuja importancia senti imediatamente.
Pareceu como se um circuito elétrico tivesse se fechado; e saltou uma faisca,
o heraldo de muitos anos vindouros de pensamento e trabalho dirigidos,
por mim, se poupado, e de qualquer forma por parte de outros, se eu vivesse
o suficiente para comunicar minha descoberta. Nesse instante eu peguei
uma libreta de anotagdes que ainda existe e fiz um registro naquela hora.
Nao pude resistir ao impulso tdo néo filoséfico quanto possa ser de gravar
com um canivete numa pedra da ponte de Brougham, quando a cruzamos,
a féormula fundamental dos simbolos i, j, k.“ (EVES, 2011).

Figura 4.3 — Placa sobre Hamilton no Royal Canal

B N e
fathot Otiobes 3
it

Fonte: http://www.rte.ie/tv/waterways/pages/royal-canal/william-rowan-hamilton.html
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Hamilton chegou a seguinte relacao:
i?=j=k*=ijk=-1

Note que a relacao acima implica as conhecidas férmulas que definem a multiplicacao de

simbolos:

ij=—ji=k
jk=—kj=i
ki=—ik=j

Uma vez definido o produto, Hamilton define o conjugado de g = a+ bi + c¢j + dk como

sendo o quatérnio:
a=a—-bi—-cj-dk.
Logo em seguida define o médulo como sendo:
gl = a® + b* + ¢* + d°

Com as multiplicacoes definidas como acima, o conjunto dos quatérnios constitui o
primeiro exemplo de anel ndo comutativo, com divisdo. Claro que esta terminologia nao
estava ainda em uso, mas Hamilton reconheceu imediatamente a importancia de sua des-

coberta, especialmente pelas suas implicacdes para o desenvolvimento da fisica.

No dia seguinte, em 17 de outubro de 1843, Hamilton escreveu a seu amigo John T.
Graves comunicando-lhe seus resultados. A semente de novos desenvolvimentos tinha sido

plantada.

Hamilton dedicou o resto de sua vida a desenvolver aplicacoes dos seus quatérnios a
geometria, mecanica e fisica. Nesse periodo introduziu termos como vetor, versor, tensor,
escalar, que sdo tao familiares ao estudante de matematica de nossos dias. Como resultado
deste trabalho publicou em 1853 suas Lectures on Quaternions e, em 1866, se editou em

forma péstuma um trabalho em dois volumes: Elements of Quaternions.

Os quatérnios ndo vieram a ocupar o lugar que seu autor sonhava na fisica compara-
vel ao papel desempenhado pelo cédlculo na mecanica mas, mesmo assim, tiveram impor-

tancia decisiva em pelo menos dois sentidos.

Por um lado, eles deram origem ao calculo vetorial. Com efeito, Josiah Willard Gibbs
(1839 - 1903) era professor de fisica-matemadtica no Yale College e, numa tentativa de sim-

plificar os métodos dos quatérnios, escreveu, para uso de seus estudantes, um conjunto de
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notas intitulado Elements of Vector Analysis onde se expoe o cdlculo vetorial da forma hoje
usual. Independentemente, Oliver Heaviside (1850 - 1925) que era um engenheiro especia-
lizado em telegrafia, publicou, durante a década de 1880-1890, uma série de artigos no jor-
nal Electrician onde usava o cdlculo vetorial que tinha desenvolvido, da mesma forma que
Gibbs, simplificando os métodos dos quatérnios para torna-los acessiveis aos engenheiros.
Por outro lado, a descoberta teve um papel decisivo no desenvolvimento da Algebra. Do
ponto de vista da abstracao crescente que estava entdao em desenvolvimento, teve a virtude
de assinalar que as leis fundamentais sugeridas pelos sistemas até entao conhecidos, ndao
eram dados que deviam ser sempre assumidos, uma vez que o conjunto dos quatérnios é o
primeiro exemplo conhecido onde a ordem dos fatores altera o produto, isto é, a primeira 4l-
gebra ndo comutativa. Mostrou também claramente a possibilidade de estender ainda mais

o conjunto das algebras conhecidas.

4.2 A Algebra/Geometria dos Quatérnios

Analogamente aos numeros complexos, 0os quatérnios se caracterizam como uma
ampliacdo do conjunto dos niimeros reais, isto ¢, um ntimero quatérnio g é uma lista de

numeros reais (a, b, ¢, d), a qual é usualmente escrita como

g=a+bi+cj+dk

De forma similar aos nimeros complexos, 0os quatérnios possuem uma parte real e
uma imagindria. Ao contrario dos complexos, porém, os quatérnios apresentam trés com-

ponentes diferentes para sua parte imagindria, as quais chamaremos de i, j e k.

As propriedades de i, j e k sao generalizacdes das propriedades do i dos complexos.
As definicoes que levam as propriedades desejadas exigiram, historicamente, muita reflexdao

antes de serem adequadamente formuladas, e sdo apresentadas a seguir.

De forma similar aos complexos, temos que

Porém, ao contrdrio dos complexos, precisamos lidar também com multiplica¢cdes

entre imagindrios de natureza diferente. Isso é resolvido definindo que
ij=k
ji=-k

Da definicdo acima, é facil verificar que
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ij=k=>ijk=kk=>ijk=-1=iijk=—-i>—-jk=—i=> jk=1i
Assim como que
jk=i= jki=ii=jki=-1=>jjki=—j=>-ki=—j=>ki=].

A multiplicacdo é mostrada esquematicamente pela figura.

Figura 4.4 — Multiplicacdo Quaternénica

Definicao 19. Definimos o conjunto dos quatérnions, denotado por H, como

H={a+bi+cj+dk| abc,deR e i*=j*=k=ijk=-1}
Observacao 4. Multiplicando ambos os lados de —1 =i j k por k temos
—k=ijkk=ijk*)=ij(-1)=>k=1ij.
Todos os outros produtos podem ser determinados similarmente, resultando
ij=kji=-kjk=ikj=-iki=jik=-}j,

Observe-se que o produto de dois quatérnios, ao contrario dos complexos, nao € co-
mutativo, como alids seria de se esperar, ja que as rotagdes tridimensionais, ao contrario das

planas, ndo comutam.

Hamilton percebeu que teria que abandonar a lei comutativa para a multiplicacao e
admitir, que os objetos cuja dlgebra que descreve o espaco, devem ser quadruplas em vez
de triplas. Isso se justifica pois, no plano existe apenas um grau de liberdade de rotagao
(rotacdo no plano XY) que € associada a uma unidade imagindria e quando aumenta-se uma
dimensdo, aumenta-se dois graus de liberdade de rotacdo (rotacdo no plano XZ e no plano
YZ), que precisam ser associadas de forma semelhante a dos complexos, por uma unidade
imagindria cada uma. Além disso a rota¢do no espaco nao é comutativa, como mostram Vaz
(2000) e Santos (2013)(VAZ,2000) na figura abaixo.

A soma de dois quatérnios é simplesmente a soma algébrica usual componente a
componente, isto é, sejam q; = a1+ byi+c1j+dik e g, = ax+ byi+ ¢, j + do k dois quatérnios

quaisquer, entao
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Figura 4.5 - Ndo comutatividade geométrica

As rotacoes ilustram bem o que significa "naoc-comutatividade". Primeiro, vamos
considerar as rotacdes em um plano. Tome um obieto, por exemplo uma caneta.
Faca primeiro uma rotacdo desse objeto por um angulo de 90° e depois outra por
um angulo de 180°, como ilustra a figura abaixo.

Agora trogue a ordem das operacdes, ou seja, faca primeiro uma rotagdo por um
angulo de 180° e depois outra por um angulo de 90°.

Como podemos ver pelas figuras acima, o resultado final € o mesmo. Dizemos
nesse caso que as operacdes acdima descritas comutam.

Ja com as rotacdes espaciais as coisas sao bem diferentes! Pegue aguela mesma
caneta, escolha uma direcdo espacial e faca uma rotacado de 90° no plano
ortogonal a essa direcdo escolhida. Depois escolha uma direcdo espacial

ortogonal aguela escolhida anteriormente e faga uma rotacdo de 180° no plano
ortogonal a ela. Essas operacdes estao ilustradas abaixo.

N 1 |

N AN o

Veija! O resultado final agora & diferente! Dizemos nesse caso que essas
operagdes ndo-comutam.

Fonte: (SANTOS, 2013)

Gr+qg2=(a1+ax)+ (b1 +b)i+(c1+c2)j+(dy+do)k
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A relevancia dos quatérnios reside em sua operacdo de multiplicacdo. A partir das

definicoes acima, podemos verificar que, dados dois quatérnios ¢, e ¢», seu produto sera :

(ay +bli+Clj+d1k)(6l2+b2i+(,‘2j+d2k)

qi1-q2

(ag+bgi+ng+d2k)+b1i(az+b2i+62j+d2k)

+

Clj(a2+b2i+Czj-l—dzk)+d1k(a2+b2i+62j+d2k)

dldg+albgi+d1€2j+6l1d2k+b1id2+blib2i+b1i02j+b1id2k

+

Cljag+Cljb2i+Clj02j+Cljd2k+d1ka2+d1kb2i+d1k62j+d1kd2k
(11(12+b1b2i2+C1€2j2+d1d2k2+alb2i+d102j+a1d2k

+

bldgi+Cla2j+d16l2k+blcgij+b1d2ik+ Clszi+Cldzjk+d1b2ki+d162kj

a1 ay — (b1b2+0102+d1d2)+611(b2i+02j+d2k) +a2(b1i+61j+d1k)

+

blczk—bldgj—Clb2k+61d2i+d1b2j—d16‘2i

aar — (b1b2+C]Cg+d1d2)+dl(b2i+02j+d2k)
+ ag(b1i+01j+d1k) + (Cldg—dICZ)i+ (dlbz—bldg)j+ (b1C2—C1b2)k

Definicao 20. Dois quatérnios g1 = a; + byi+c1j+dik e g» = a, + byi + ¢ j + do k sdo iguais
quando a; = ay, bl = by, c1 = ¢ e dy = d», ou seja, todo quatérnios pode ser escrito de

maneira Ginica.

A tabela de multiplicacao dos quatérnios é quase, mas nao completamente, o produto
vetorial. A Unica diferenca é que o quadrado dos quatérnios imagindrios € um nimero ne-
gativo, enquanto que o produto vetorial de um vetor com si préprio € zero. Isto ndao é uma
coincidéncia. Fazendo a identificagdo 6bvia de vetores v, w com os quatérnios imaginarios
v, W, ou seja

—_ 2 2 Ey . .
U=VxitVyjtvkov=vyitvy,j+uvk

(e similarmente para w), entdo, a parte imaginaria do produto quaternénico v-w é o produto
vetorial v x w, isto é,

Txwe S w)

3 -_ - 2
enquanto a parte real é apenas (menos) o produto escalar v - w, que é

-T-w=Rw).

Assim, o produto dos quatérnios pode ser considerado como uma combinacao do
produto escalar e produto vetorial. Na verdade, o uso de i, j, k para vetores de base cartesia-

nas originaram dos quatérnios.

Como dito no capitulo 2, se definimos a aplicacao comutador de dois quatérnios p e
q por

[p,ql=pq-qp,
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que mostra a falta de comutatividade dos quatérnios. Por exemplo, temos [i, j] = 2k. No

entanto, os quatérnios sao associativos; € suficiente para verificar observar que
(i, Nk =-1=i(jk).
Como sempre, temos distributividade da multiplicacdo sobre a adicao.

Definicao 21. O conjugado de um quatérnio g = a + bi + cj + dk é representado por g e

definido como:

qg=a—-bi-cj—-dk

Definicdo 22. O inverso de um quatérnio g é representado por g~ ' e definido como o qua-

térnio tal que :

-1_ -1

qq9 " =q q=1

Um breve cédlculo revela que o produto de um quatérnio g e o seu conjugado ¢q € igual

ao produto de g com si mesmo, o que também € igual ao quadrado de q. Isto €,

GG=q9=q-9=1q1* =4’ (4.2.0.1)
Teorema 5. O inverso de um quatérnio diferente de zero g, denotado por g}, é dado por:

1_4q
q1:_2

{J

Demonstrag¢do. Usando a equagdo 4.2.0.1 temos:

— 2
1499 (g
qq = = —= 1
q*  q°
e ainda
— 2
-1 qq 4
q q == — = 1
9> q°
Provando assim o teorema. O

A conjugacao quaternonica satisfaz a identidade

pg=qp

assim

Ipgll=lpllql
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Definicao 23. O produto vetorial de dois vetores P e Q, escrito como P x Q, é uma grandeza

vetorial dada pela féormula

PxQ= <Psz_PznyPzQx_PxQZrPny_Pny>-

Uma ferramenta comumente usada para recordar esta férmula é calcular produtos

vetoriais avaliando o determinante

i j ok
PxQ=|P, P, P,
Qx Qy Q:

onde i, j, e k sdo vetores unitarios paralelos aos eixos x,y e z. O produto vetorial P x Q
também pode ser expresso como uma transformacao linear a partir de P que opera em Q

como Se segue:

PxQ=| P, 0 -P, Qy (4.2.0.2)
_Px Px 0 Qz

O conjunto dos quaternioes puros, IH, representa os quatérnios cuja parte real é zero,
isto é, que podem ser tratados como vetores de R3; pois existe uma correspondéncia biuni-
voca entre IH e R3, que a cada vetor g € R faz corresponder o quatérnio puro g =0+ g € IH,
ou seja,

geR} — g=0+qgeIHcH.

Vejamos alguns resultados que envolvem quaternides puros, comecando por referir uma das

suas definicoes.

Definicao 1. SejageH
gelH< g°cRe g ¢R\{0}

Facilmente se demonstra a proposicao seguinte, se atendermos a definicao anterior e

ao facto de IH ser fechado para a adicao.

Proposicao 2. Se p, g € IH, entao
pq+qpeH.

Também, facilmente, se demonstrausando pg=pxq—pq e |pql=Iplliql.
Definicao 3. (Olinde Rodrigues) Sejam p=po+p e q=qo+ g entdo
P4 =Ppodo—pPg+pod+dqop+pxq

onde pq representa o produto interno dos vetores e p x g representa o produto vetorial.



56 Capitulo 4. A ALGEBRA/IGEOMETRIA DOS QUATERNIOS

Proposicao 4. Sejam p,q € [ H. Entao
IpPlgl* = (pg)* +1p < 11°.

Os resultados seguintes verificam-se usando a férmula de Olinde Rodrigues para a multipli-

cacao de quaternides puros, usando pg=px g—pq e eaigualdade px g=—q x p.

Proposicao 5. p,q,r € [H. Entao

a) pxq=3(pg—qp)
b) px(qxr) =3(pqr—qrp)
o pq=3{pq-4qp)
d) pg=-3(pa-qp)
de ¢) resulta:
Proposicao 6. (Critério de ortogonalidade) Sejam p, g € I H. Entdo
pqg=0< pqec IH.
Proposicao 7. (Igualdade de Grassmman) Sejam p, q,r € I H. Entao
px(gxr)=(prig—(pgr.
Proposicao 8. Sejam p, q,r € H. Entao
(pxq)xr=(pr)q—(qr)p.
Proposicao 9. (Igualdade de Jacobi)) Sejam p, q,r € IH. Entdo
px(@xr)+qgx(rxp)+rx(pxq)=0.

Definicao 24. A norma de um quatérnio q = a+ bi + cj + dk é dada por:

gl = Va?+b2+c2+dz.

Eimportante perceber que +i, + j e +k ndo sdo as tinicas raizes quadradas de —1, pois,

quaisquer quatérnios imaginarios negativos com norma 1 terdo raiz quadrada —1.

Os quatérnios imagindrios de norma 1 formam uma esfera, isto é, o conjunto de pon-
tos

P+ct+d*=1
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com a = 0. Qualquer quatérnio unitédrio imaginario u pode ser utilizado para construir uma

subélgebra de H que também vai ser denotado por C,
C={a+bu}

onde a, b € R. Além disso, podemos usar a identidade de Euler para escrever

e"? = cosO + useno.

Isto significa que qualquer quatérnio pode ser escrito sob a forma
qg=re

onde
r=lqll

e u denota a direcao da parte imaginéria de q.

Considere o seguinte exemplo: definimos conjugado de um quatérnio g por outro
quatérnio p # 0 por pgp~! (observe que o conjugado de g é diferente de conjugado g por
p). Anorma da p é irrelevante aqui, entdo podemos muito bem supor que |p| = 1 no caso

emque p~ ! =p.
* Qual € o resultado do conjugado de um quatérnio por i?

Faca g em termos de um par de nimeros complexos, isto é,
q=2z1+ Zgj
onde z;, 2, € C. Logo temos que
igi=izii+iziji=izii—iziij=21—22].

A conjugacdo por i, portanto, deixa o plano complexo intocado, mas gera uma ro-
tacdo de 7 no plano jk. Analogamente, realizar a conjuga¢do por qualquer outra unidade

quaternidnica imagindria como u ird produzir o mesmo resultado.
e Qual é o resultado do conjugado de um quatérnio por 2

A conjugacao por j produz uma rotacao por 7 no plano ki,entao

je 07 = e,

multiplicando ambos os lados da equacdes a direita por j produz a importante relagao

Assim,

e'qe” :e’ezle_’9+e’922je_’9:z1+2262”9j
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Capitulo 5

A ALGEBRA/GEOMETRIA DOS
OCTONIOS

5.1 Historia dos Octonios

Segundo Dray e Manogue (2015) Hamilton enviou uma carta ao seu bom amigo John
T. Graves um dia apds sua descoberta, em outubro 1843. Em 26 de dezembro de 1843, Graves
escreveu de volta descrevendo os octdonios, que ele chamou oitavas, um nome que ainda é
usado as vezes. No entanto, Graves nao publicou este trabalho até 1845, pouco depois (e
em resposta a) a publica¢do de sua prépria descoberta dos octdonios de Arthur Cayley. Por
esta razao, o octonios também sao conhecidos como ntimeros de Cayley. Embora Hamilton
mais tarde atestou prioridade de Graves, Cayley publicou em primeiro lugar. Os créditos sdao

dados para ambos independentemente quem descobriu os octonios.

5.2 A Algebra/Geometria dos Octonios

Ao contrdrio dos quatérnios, os octonios apresentam quatro componentes diferentes
para sua parte imagindria, as quais chamaremos de i, j, k e I. Sendo, I> = —1, e também,
(i)2, (j1)? e (kI)? sdo iguais a —1. Agora temos sete termos independentes imaginarios, que

podemos escrever como:
X=X+ X2l +X3] + Xak+ x5kl + x6j 1+ x711 + xgl

em que x,, € R, que pode ser pensado como um ponto ou vetor em R®. Poderiamos definir a

parte real de x por x; e a parte imagindria de x como sendo todo o resto.

Definicao 25. Dois octonios x = x1 + X2i + X3 j + Xak+ x5kl + x6jl + x7il+ xgle y=y1 + y2i +
¥3j+ yak+ yskl+ ysjl+ y7il + ygl, sdo iguais quando, x; = y1, X2 = )2,... , Xg = Vg, OU S€ja,
todo octonio pode ser escrito de maneira tinica.
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Definicao 26. O conjugado de um octdénio x, é o elemento X como a parte real de x e sinal

trocado de cada unidade imagindria. Assim

E:x1—xgi—xgj—x4k—x5kl—x6jl—x7il—xgl

Observacao 5. Temos que
XY=y %
A norma de um octoénio || x| é definida por
Il x]1? :xE:xf+x§+x§+x§+x§+x§+x§+x§

Mais uma vez, o Gnico octdnio com a norma zero é o zero, e assim, cada octdnio

diferente de zero tem um tnico inverso,

B x
X 1:—2
| x|

Tal como acontece com as outras dlgebras com divisao, a norma satisfaz a identidade

lxyll = lxllyl

Uma propriedade notédvel dos octonios é que eles ndo sao associativos. Por exemplo,

compare
(GHD) =+k) (D) =+ki
OGh =G =-kl

No entanto, os octonios sao alternados, ou seja, produtos que envolvam dois octonios

quaisquer independentes € associativo. Especificamente,
(x))y = xy?
(xy)x =x(yx)

para quaisquer octonios x, y. A alternatividade estende-se a produtos com conjugados, de

modo que
(x))¥ = xlyl?

(xy)x = x(yx)
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O comutador definido para os quatérnios, estende-se naturalmente para os octonios.

O associador de trés octonios x, y, z € dado por

[x,,2] = (xy)z—x(y2)
a qual mostra a perda da associatividade. Entretanto, temos

(x,y,x1=0=[x,),¥I

Uma forma de representar a multiplicacdo dos octonios é dada por um diagrama de-
nominado Plano de Fano, mais precisamente, representa-se a multiplicacdao dos octonios
por um tridngulo. Os pontos do tridngulo sao representados através das unidades imagina-
rias dos octonios: i, j, k, ki, j1,il, . As setas indicam se o sinal da multiplicacao é positivo ou

negativo.

Figura 5.1 - Plano Fano

kl=kl
L kl=k
kl k=1

e a inversdao da ordem contribui com um sinal de menos, a tabela ?? mostra melhor os pro-

dutos

Tal como acontece com os quatérnios, as unidades i, j, k, kl, jl,il e I ndo sao de ne-
nhuma maneira as tnicas raizes quadradas de —1. Para isso basta escolher um octonio ne-
gativo onde sua norma seja igual a 1. Os octdnios imaginérios de norma 1 formam uma

6-esfera no espacgo de dimensao 7 formado pelos octonios imagindrios.
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| Jifj [k [W]g[ia]l]
i1 k]G] K[1]1
BRI E R EE
K j |- ]-1]1]1 -]k
0 i 114k
RN
P15 k|11
LGl G| k|5 41
Tabela 5.1 - Tdbua de Multiplicacdes para Octonions

Qualquer octonio imaginério unitario § pode ser utilizado para construir uma subdl-

gebra dos O que também vai ser denotado por C:
C={a+bs}
onde a, b € R. Além disso, podemos usar a identidade de Euler para escrever
e = cosO + Ssend
isto significa que qualquer octonio pode ser escrito sob a forma

X=re

onde

r=|xl

Dois octdnios imagindrios unitérios 5 e T com direcdes diferente (isto exclui §= —7)
determinam uma subdlgebra quaternionica de O, a qual também é denotada por H e dada
por

H={a+ bs+ct+dst},

onde a, b,c,d € R.

Uma técnica importante quando se trabalha com os octonios é trabalhar com o que

chamamos de octonios genéricos. Qualquer octénio x pode ser assumido em C, isto €,
X=X+ X210
Um segundo octonio y pertence a H acrescentando apenas uma nova dire¢ao, isto é,
Y=Y1+y2itys]
enquanto um terceiro pode pode assumir a forma
z=z1+22i+ 23] + 24k + zgl

isto é, um elemento geral de H adicionado mais uma nova direcao.
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Como nos quatérnios, podemos usar a estratégia para resolver problemas quebrando

os octonios em pedacos de complexos ou pedacos de quatérnios. Assim,

X = X1+ Xonl = X1¢ + Xocl + X3¢ ] + Xack

onde xyp, X2 € H € x1¢, X2¢, X3¢, Xac € C. Aqui H é uma subdlgebra gerada por i, j, k e C uma

subélgebra gerada por [.
* Qual é o resultado do produto do conjugado de um octonio por [?

Primeiramente ndo temos a associatividade aqui e como temos somente dois octonios en-
volvidos, [ e x, expandido x em 8 coordenadas e notando que / nao é comutativo com cada

termo exceto o primeiro e tltimo, temos:
1yl =y1 - y2i = y3j = yak — yskl = ye jl — yzil + gl

Se g € H, temos
lgl=7g
e analogamente,
l(ghl=7ql
ou equivalentemente

lgl=4Gl e l(gh=-G

As duas ultimas expressoes sao pedacos da regra geral da multiplicagdo, o qual pode

ser expresso da seguinte forma.

(X1 + X2 D) (yim + youlD) = (imyin — YanXon) + (VorXiw + Xonyin) /

e assim podemos escrever na forma
1ym + yauD1 = Vip + Yol

e Qual é o resultado do produto do conjugado de um octonio por 2

Semelhantemente o que foi feito para os quatérnios, escrevendo o octonio x em ter-

mos de complexos, temos:

exe™0 = e x1ce™ + e xycie™™ + el xzcje™ "0 + e xyc ke

10 210k

=Xc+ xzq;ez i+ X3([:€210j + Xace

Como visto anteriormente, esta opera¢ao corresponde a uma rotacao de 260 nos trés planos.
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Capitulo 6

A CONSTRUCAO DE
CAYLEY-DICKSON

Seria bom ter uma construcao das élgebras de divisdo normalizados R, C,H, O, que ex-
plicasse por que cada uma se encaixa perfeitamente dentro da seguinte. Seria bom se essa
construcdo deixasse claro por que H é ndo-comutativa e O é nao associativa. Seria ainda
melhor se esta construcdo desse uma sequéncia infinita de algebras, dobrando de dimen-
sdo cada vez, com as dlgebras de divisdao normalizada conforme os quatro primeiros (BAEZ,
2002).

Na verdade, hd uma tal construcdo: ela é chamada construcao de Cayley-Dickson.

Como notado por Hamilton, o nimero complexo a + bi pode ser pensado como um

par (a, b) de nimeros reais. Além disso a multiplicacdo é definida assim:

(a,b)(c,d) =(ac—db,ad+ cbh)

Também é possivel definir o conjugado de um ntimero complexo

(a) b) = (a) _b)

Agora que tém-se os nimeros complexos, pode-se definir os quatérnios de uma forma
semelhante. Um quatérnio pode ser pensado como um par de nimeros complexos. Além

disso, se ¢y, ¢z, c3, ¢4 € C, a multiplicacao é definida assim:

(c1,¢2)(c3,¢4) = (€163 —C4C2,C1C4 + C3C2)

Esta é apenas como a férmula para a multiplicacdao de nimeros complexos, mas com
um par de conjugados dentro. Se os incluimos na féormula de multiplicagdo dos niumeros

complexos nada iria mudar, uma vez que o conjugado de um nimero real é ele mesmo.
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Também podemos definir o conjugado de um quatérnio por

(c1,¢2) = (c1,—¢2).

O jogo continua! Agora podemos definir um octénio como sendo um par de quatér-
nios. N6s somamos e multiplicamos usando as mesmas férmulas que funcionaram para
os quatérnios. Este truque para obter novas dlgebras é chamado a construcdo de Cayley-

Dickson.

Por que os niimeros reais, nimeros complexos, quatérnios e octonios tém inverso
multiplicativo? Eu tomo isso como 6bvio para os nimeros reais. Para obter os niimeros
complexos, pode-se verificar que

(a,b)(a,b) = (a,b)(a,b) = K(1,0)

onde k é um numero real, o quadrado da norma do (a, b). Isto significa que sempre que
(a,b)
K

(a, b) é diferente de zero, o seu inverso multiplicativo . Pode-se verificar que o mesmo

vale para os quatérnios e octonios.

Mas isso, é claro, levanta a questdo: por que nao ha uma sequéncia infinita de élge-
bras com divisdo, cada uma obtida a partir da anterior pela construgdo de Cayley-Dickson?
A resposta é que cada vez que se aplica a construcao, a dlgebra fica um pouco pior. Primeiro
perdemos o fato de que cada elemento é o seu préprio conjugado, entao perdemos comuta-
tividade, entdo perdemos associatividade, e, finalmente, perder a propriedade algébrica da
divisao.

Para ver isso claramente, ajuda ser um pouco mais formal. Defina uma *4dlgebra
como uma algebra A munida com uma conjugacao, ou seja, uma aplicacao linear *: A — A

com

a=a, (ab) = ba

para todo a,b € A. No6s dizemos que *algebra € real se a = a para cada elemento a da
algebra. No6s dizemos que os *dlgebra A é bem normada se a+a € R e aa = aa > 0 para
todo a € A diferente de zero.

Se A é bem normada definimos

(a+a)€R’ %(a):(a—a),

Ra) =— 2

e definimos uma norma de A por

2 J—
lal” = aa.
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Se A é bem normada, tem inverso multiplicativo dado por

4 a
lall?

Se A é bem normada e alternada, entdo A é uma élgebra com divisdo normalizada.
Para ver isto, note que para qualquer a, b € A, todos os 4 elementos a, b, a, b encontram-se

na dlgebra associativa gerada por 3(a) e 3(b), de modo que

lab|? = (ab)(ab) = ab(ba) = a(bb)a = || a|*||b|>.

Assim, a partir de qualquer xalgebra A, a construcao de Cayley-Dickson dd uma nova

xalgebra A'. Elementos de A’ sdo pares (a, b) € A%, com multiplicacdo definida por

(a,b)(c,d) = (ac—db,ad + cb)

e a conjugacao é definida por

(a) b) = (Er_b)-

As seguintes proposicdes mostram o efeito da aplicacdo repetidamente da construgao

de Cayley-Dickson:

Proposicao 3. A nunca é real.

Proposicao 4. A éreal (e, portanto, comutativa) < A’ é comutativa.

Proposicao 5. A é comutativa e associativa < A’ é associativa.

Proposicao 6. A é associativa e bem normada < A’ é alternada e bem normada.

Proposicao 7. A ébem normada < A’ é bem normada.

Resulta destas proposi¢coes que:

R é uma *algebra real, associativa, comutativa e bem normada =
C é uma *4lgebra associativa, comutativa e bem normada =
H é uma *algebra associativa e bem normada =

0 é uma *algebra alternada e bem normada.

e entdo segue que R,C,H e O sao dlgebras com divisdo normada. E também segue que os

octdonios ndo formam uma *algebra real, nem comutativa e nem associativa.
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Se continuarmos a aplicacao do processo de Cayley-Dickson aos octonios obtemos
uma sequéncia de xdlgebras de dimensao 16, 32, 64, e assim por diante. O primeiro deles é
chamado de sedénios, presumivelmente aludindo ao fato que é de dimensao 16 (LOHMUS;
PAAL; SORGSEPP, 1994). Segue-se a partir dos resultados acima que todos a’s «dlgebras
nesta seqiiéncia sdo bem normalizadas, mas ndo sao reais, nem comutativas, nem alterna-
das. Todas elas tém inverso multiplicativo, uma vez que elas sio muito bem normadas. Mas
elas ndo sao dlgebras com divisao, uma vez que um célculo explicito demonstra que os se-
dénios e, portanto, todo o resto, tem divisores de zero. Na verdade Dray e Manogue (1999)
e Chevalley e Schafer (1950), mostraram que os divisores de zero da norma de um sedénio

formam um subespaco que é homeomorfo ao excepcional grupo de Lie Gy.

A construcao de Cayley-Dickson fornece uma boa maneira de obter a sequénciaR,C,H, O
e das propriedades bdsicas destas dlgebras. Mas qual é o significado desta constru¢do? Para
responder a isso, € melhor definir A’ como a dlgebra formada unindo a A um elemento i

satisfazendo i? = —1 juntamente com as seguintes relacoes:

a(ib)=i@b), (ai)b=(ab)i, (ia)(bi ") = (ab) (6.0.0.1)

para todos os a,b € A. Fazemos A’ uma *4l gebra usando a conjugacdo original dos ele-
mentos de A e definindo i = —i. Verifica-se que todos os elementos de A podem ser escrito
unicamente como a + bi para algum a, b € A, e que esta descri¢do da constru¢do de Cayley-

Dickson torna-se equivalente a nossa anterior na qual definimos (a,b) = a+ib

Qual é o significado das relacdes em 6.0.0.1? Simplesmente isto: elas expressam a
conjugacao em termos de conjugacdo. Este é um trocadilho com o duplo sentido da palavra
"conjugacado". O que realmente quer dizer que eles expressam a opera¢do conjugado a em

A como a conjugacao de i. Em particular, temos

1

a=(ia)i ' =i(ai™H

para todos a € A. Note-se que quando A’ é associativa qualquer uma das relacoes de 6.0.0.1

. . 4 ~ P . . . A ~
implica na outras duas. E quando A ndo é associativa precisamos de todas as trés relacoes.

Esta interpretacdo da constru¢do de Cayley-Dickson faz com que seja mais facil de
ver o que acontece a medida que aplicamos repetidamente a constru¢ao comecando com R.
Em R a operac¢do conjugado a nao faz nada, entdo quando fazemos a construcdo de Cayley-
Dickson, conjugando por i ndo temos nenhum efeito sobre elementos de R. Como R é co-

. . . . I, . ~ z - .
mutativa, isto significa que C =R é comutativa. Mas C nao é real, uma vez que i = —1.

Em seguida vamos aplicar a constru¢do de Cayley-Dickson, para C. Como C é comu-
tativa, a operagdo conjugado a em C é um automorfismo. Sempre que temos uma algebra
associativa A munida com um automorfismo «, sempre podemos estender A a uma algebra

associativa maior, juntando um elemento invertivel x, com
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ala) = xAx !
, . . . . . ! P . .
para todos os a € A. Como C € associativa, isto significa que C =H é associativa.

Mas como C nao é real, H ndo pode ser comutativa, uma vez que a conjugac¢do do

elemento recém-juntado i deve ter um efeito ndo-trivial.

Finalmente, vamos aplicar a construcao de Cayley-Dickson, para H. Como H é nao-
comutativa, a operagdo conjugado a em H nao é um automorfismo. Isso significa que nao
podemos expressd-la como a conjugac¢do de alguns elementos de uma algebra associativa

. . ! ~ . .
maior. Assim H = O deve ser ndao associativa.

Observe também que se definirmos os sedénios como um par de octénios,

s=(pq)

com p, g € 0. A multiplicacdo é definida pela construcao de Cayley-Dickson, isto é,

(py Q) = (ﬁy —CI),

(P1, 91 (P2, 42) = (P1P2 = G241, 21 + 41 P2),
P, ) (p,q) = (pl*+1ql?,0).
Se definirmos o elemento especial
e=(0,1)
entdo podemos escrever
s=p+ge

desde que

(p,0)(1,0) = (p,0)

(9,0)(0,1) =(0,9)

Os sedénios ndo sao nem comutativos, nem associativos. Observe pela norma ss de qual-
quer sedénio diferente de zero, s é estritamente positivo. Além disso os sedénios contém
divisores de zero, isto é, o produto de elementos ndao nulos pode ser zero. Por exemplo, te-

mos que
(l+je(jl+ie)=GLNGLO=GDGD+ij,iED-j(jh)=(-k+k),-I+1)=0

Assim, os sedénios ndo sdo uma algebra de composicdo, uma vez que ndao conseguem satis-

fazer a identidade
Ipgll =lpliqgll

e eles ndo sdo uma élgebra com divisdo, pois como vimos i/ + je ndo pode ser invertivel.
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Capitulo 7

APLICACOES

Segundo Marinho (2012) uma importante propriedade dos quatérnios é que eles po-
dem representar rotagdes no espaco tridimensional. A teoria de rotacdes pode ser encon-
trada em (MARINHO, 2012).

7.1 Forma matricial de um niimero complexo e a geometria
de SO(2)

Sejam dois nimeros complexos de mesmo médulo e diferentes argumentos

z=x+yi=ri(cosa+isena)

z1=x1+y1i=rilcos(a+0)+isen(a+0)]

Tem-se que

x1 =ricos(a+0)=ricos(a)cos(O) — rysen(a)sen(0)
y1=ri1sen(a+0) =rysen(a)cos(@) + rycos(a)sen(0)

mas ricos(a) = x e rysen(a) =y, entao
x1 =xcos(0)— ysen(0)
y1=xsen(0)+ ycos(0)
Figura

Escrevendo este sistema na forma matricial:

cos(@) -—sen(0)
sen(@) cos(0)

X

y

4!
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Particularmente quando um complexo faz umarotagao 6 = 7 no sentido anti-horério, obtém-

se:
cos(@) -—sen(0)

sen(@) cos(0)

0 -1
1 0

e quando um complexo faz uma rotacao 6 = 0, obtém-se:

[10
o1

Como representar nimeros complexos através de matrizes, que quando operados

cos(@) -—sen(0)

= Iyo.
sen(@) cos(@) 2xe

através da dlgebra matricial, mantenham as propriedades inerentes aos nimeros comple-

X08?

Conforme Marcos André(SANTOS, 2013) podemos definir a forma matricial de um
nimero complexo a + bi como
0 0 -1
1 0

a+bi=a

Olhando de maneira geral suponhamos que

a c
b d

)

como (a, b) pertence a circunferéncia unitaria, podemos escrever suas coordenadas como
a = cos(0) e b = sen(0) para algum 6 satisfazendo 0 < 0 < 2xn. Sendo (c, d) perpedincular a
(a, b), e também pertencente a circunferéncia unitéria, temos ¢ = cos(¢) e d = sen(¢) onde

¢ =0+7% ou¢=0-7. Assumindo o primeiro caso, nossa matriz A assume a seguinte forma

cos(@) -—sen(0)
sen(@) cos(6) )

Observe que o determinante de A é sempre igual a 1, independente de 6, desta forma vemos

que A€ SO(2). O segundo caso faz com que A assuma a seguinte forma

Ao cos(@) sen(0)
- sen(@) —cos(0) ’

Tal matriz possui determinante igual a -1, independente de 6. Observe que uma matriz 2 x 2
ortogonal representa uma rota¢do do plano com relacdo a origem, ou uma reflexdo com
relacdo a reta que passa pela origem formando um angulo de g. Para diferenciarmos uma
rotacdo de uma reflexao, basta atentarmos para o determinante da matriz; se o determinante
for igual a 1, entdo tal matriz representa uma rotacao, se igual a -1 entdo estamos lidando

com uma reflexdo.
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7.2 Forma matricial de um quatérnio e a geometria de SO(3)

Vimos como gerar SO(2) através da multiplicacao por um niimero complexo. Pode-
mos tentar a mesma coisa com o quatérnios. Multiplicacdo por um quatérnio normado e
unitario deve ser uma rotacdo. Uma vez que os quatérnios sao 4-dimensional, esperamos

obter rotacoes, em quatro dimensoes.

Mas vimos no capitulo 4 que a multiplicacdao dos quatérnios corresponde a rotacoes

em dois planos. Vamos tentar gerar rotagdes em apenas um plano.

Comecamos com os quatérnios imagindrios, que correspondem aos vecores de trés
dimensoes. Se queremos rodar apenas estas trés dimensoes, nds precisamos de transforma-

¢Oes que deixam a parte real de um quatérnio fixo. Considere

q— pqp”!

que é chamado de conjugacio de g por p. Usando que p e g comutam, entdo pgp~' = q. A

conjugacao preserva automaticamente a norma de ¢, pois

lpap~t =14l

Este argumento mostra que a norma de p nao tem nenhum papel na transformagao. Assim,

podemos assumir |p| = 1. Seja p = e'%, entdo p~! =P, e a conjugacio por p torna-se
q— pqp
Como H =CeCj, podemos escrever

g=r1e+rel?j

Lembrando que i e j ndo comutam, entao temos

pqp = e'%(r e + r,e'? jle @

Assim a conjugacao por e'® deixa ambas direcoes reais e i fixado, mas induz uma rotacao

de 2a no plano jk. Do mesmo modo, a conjugacéo por e/® e ek®

correspondem a rotacoes
por 2a nos planos ki e ij, respectivamente. Deste modo podemos gerar qualquer rotacao
através da combinacao de rotacoes nos planos de coordenadas, vemos que a conjugacao dos
quatérnios unitdrios normados gera SO(3) como rotacdes na parte Im(H). Em trés dimen-
soes, podemos realmente fazer melhor: qualquer rotacao em trés dimensoes € na verdade
uma rotacdo em torno de um tinico eixo, para que possamos dispensar a no¢ao de "gerado-

res"neste caso. Em outras palavras,
SO@B)={peH:|pl=1}
ou, no sentido de transformacoes,

SOB)={g—pgp:gepeH:|pl=1}
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Em trés dimensoes, cada rotacao é na verdade uma rotacdao em torno de algum eixo
unico. Para especificar uma rotacao em trés dimensoes, por conseguinte, € necessario espe-

cificar este eixo e o angulo sobre o0 eixo por meio do qual vamos girar.

Estes trés parametros sdo conhecidos coletivamente como angulos de Euler. Outra
maneira de descrever rotacoes em trés dimensdes € construir explicitamente as rotacoes
nos planos coordenados, e em seguida, argumentar que qualquer rotacao pode ser obtida
por combinac¢do adequada destas rotacdes. Em particular, € bem conhecido que qualquer
matriz de rotacdo em trés dimensdes pode ser escrita como o produto de trés rotacoes dos
tais planos coordenados. Vamos nos concentrar nos termos das rotacdes nos planos coor-

denados.

Matrizes de rotacdo na forma apresentada nos nimeros complexos podem ser ge-
neralizadas de uma maneira simples para dimensoes maiores, basta fazer a matriz maior e
adicionar 1 e 0 de forma adequada nas entradas restantes. Esta construcao conduz as trés

matrizes.

1 0 0
Ry=| 0 cos@) -sen(0)
0 sen@ cos(9)

sen@) 0 cosO)
Ry=| 0 1 0
cos@) 0 -sen(0)

cos(@) -sen@ O
R,=]| sen@ cos@ 0
0 0 1

que correspondente as rotagoes nos planos yz, xz e xy, respectivamente. Assim, o grupo

ortogonal em trés dimensoes € definido por

SOB3)={AeR¥3; A'A=1d,det(A) =1}.

7.3 Rotacao em torno de um eixo arbitrario

Suponha que desejamos girar um vetor P através de um angulo 0 sobre um eixo ar-
bitrario cuja direcao é representada por um vetor unitdrio A. Podemos decompor o vetor
de P em componentes que sdo paralelas a A e perpendicular como mostrado na Figura ?2.
Uma vez que a componente paralela (a projecao de P para A) permanece inalterada durante

a rotacao, podemos reduzir o problema a rotacao da componente perpendicular de P sobre
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A. Uma vez que A é um vetor unitdrio, que tem a férmula simplificada pela projecao de P

para A.

projaP =(A-P)A (7.3.0.1)
A componente de P que é perpendicular a A é dada pela equacgao

perppaP=P—(A-P)A

(a.pja 4

P-(A-P)A

Figura 7.1 - Rotagao em torno de um eixo arbitrario

Uma vez que comec¢amos a girar esta componente perpendicular sobre A, vamos adi-
cionar uma constante a componente paralela dada pela equacao 7.3.0.1 para chegar a nossa
resposta final. A rotacdo da componente perpendicular ocorre no plano perpendicular ao
eixo A. Como antes, o vetor girado é expressado como uma combinacao linear de perpx
e o vetor, que resulta a partir de um sentido anti-hordrio com uma rotacao de 90 graus do

perpa sobre A.

Seja @ o angulo entre o vetor original P e o eixo A. Note-se que o comprimento de

perpa €igual a || Pl sen(a), pois é o lado oposto ao angulo @ como mostrado na Figura ?2.

Um vetor de mesmo comprimento que aponta no sentido é dado por A x P. Agora

podemos expressar a rotacao de perp 4 através de um angulo 6 como

[P—(A-P)A]cos(@) + (A x P)sen(0)

Adicionando projsP, temos a expressdo para a rotacdo do vetor original P sobre o

eixo A.

P’ = Pcos(0) + (A x P)sen(0) + A(A- P)(1 - cos(0)) (7.3.0.2)
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Substituindo A x P e A(A-P) na Equagdo 7.3.0.2 e seus equivalentes da matriz 4.2.0.2

e sabendo que

A2 AcAy AcA; || Py

, 1
pro;jfj:W AdAy, AL A || Py
AA, AyA, A2 P,
temos
P = 0 1 0 |Pcos@+]| A, 0 -—A, |Psen(9)

A2 AA, AcAg
+ | AxAy, AL AyA; [P(L-cos(0)).
AA; AyA, A2

Combinando estes termos e definindo ¢ = cos(0) e s = sin(0)obtemos a seguinte for-

mula para a matriz R4 (0) que gira um vetor através de um angulo 6 sobre eixo A.

RAO)=| (1-0A A —sA; c+(1-0A;  (1-0)AyA +sA;
(1-0)AxA+sA, (1-c)AyA;+sAx  c+(1-c)A2

7.4 Matriz de Rotacao

Vamos estudar rotacdes de R3 recorrendo a matrizes, comecando por distinguir rota-
coes do referencial e rotacoes de um ponto de R3.

Para representar a rotacdo do referencial em torno do eixo v segundo o angulo a, e
sendo a correspondente matriz denotada por R/,.

Numa rotacéo do referencial em R3, precisamos conhecer o angulo de rotacao e o eixo
em torno do qual o referencial vai rodar. Por exemplo, se rodarmos o referencial XY Z em
torno do eixo Z's segundo o dngulo v, a coordenada z de um ponto P = (x1, y1, z1) vai manter
inalterada. Esta situacdo poderd traduzir-se como uma rotacio em R? do sistema de eixos
coordenados XY em torno da origem segundo o angulo v , isto é, as novas coordenadas do

ponto P sdao denotadas por:

X2 cos(w) sen(y) O X1

v2 | =] —sen(y) cos(y) 0 |=| n
22 0 0 1 21
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A matriz desta rotacgdo, isto é, a matriz associada a rotacao do referencial XY Z em torno do
eixo Z's e do angulo v é
cos(y) sen(y) O
Ri, =| —sen(y) cos(y) O
0 0 1
Do mesmo modo as matrizes associadas as rotagoes do referencial XY Z em torno do eixo

X's de angulo 6 e em torno do eixo do Y's de angulo « sdo, respetivamente,

1 0 0 cos(y) 0 -—sen(y)
Rﬁ, =| 0 cos@ sen®) e Ri, = 0 1 0
0 -—sen(@) cos0) sen(y) 0 cos(y)

7.5 Rotacdao com Quatérnios

Uma rotacdo em trés dimensoes pode ser pensado como uma funcdo ¢ : R® — R3 .
Para que ¢ represente uma rotacao, deve preservar os comprimentos, angulos e direcdes. A
preservacao de comprimento € satisfeita por

P =PI (7.5.0.1)
O angulo entre os segmentos de linha que ligam a origem a quaisquer dois pontos P
e P, é preservada por
@(P1)-@(P2)=P1- P>

Finalmente, a direcdo é preservada por

@(P1) x p(P2) = (P x Py) (7.5.0.2)

Estendendo a funcdo ¢ paraH, exigindo que ¢(s+v) = s+@(v) nos permite reescrever

7.5.0.2 como
@(P1)-p(P2) = @(Py - P2) (7.5.0.3)
Sejam P; e P, quatérnios. A parte escalar nos permite combinar 7.5.0.2 € 7.5.0.3 como

PP, =—Py-Py+ P x P,. Assim podemos escrever a preservacao do angulo e preservagao da

direcdo como uma tinica equacao
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@(P1)@(P2) = (P P,) (7.5.0.4)

A funcao ¢ que satisfaz esta equagao é chamada de homomorfismo.

A classe de funcoes dada pela

¢q(P)=qPq"

onde q é um quatérnio diferente de zero, satisfaz os requisitos estabelecidos nas Equacoes
7.5.0.1 e 7.5.0.4, e, assim, representa um conjunto de rotacoes. Este fato pode ser compro-

vado observando que a fun¢ao ¢, preserva comprimento, pois

_ _ g1l 117
lpq(PII=llgPg"1I=liqll 1Pl liq 1||:||P||%:HP||

Além disso, ¢, € um homomorfismo

©q(P1)@g(P2) = qP1q ' qP2q~" = qP1P2q ™" = ¢4 (P1 P2)

Agora precisamos encontrar uma férmula para que o quatérnio g seja correspondente
a uma rotagao através de um angulo 6 em torno do eixo A. Temos que ¢,q = ¢4 para qual-
quer escalar a diferente de zero, de modo a manter as coisas o mais simples possivel, vamos
preocupar-nos apenas com quatérnios unitérios. Seja g = s+ v um quatérnio unitario, entao

g~ = s—v. Dado um ponto P, temos

gPq' = (s+v)P(s-v)
= (—v-P+sP+vxP)(s—v)
= —sv-P+szP+svxP+(vcd0tP)v—st—(v><P)v

= $’P+2suxP+Ww-P)v—vxPxv

Depois de aplicar o Teorema ?2(f) ao produto v x P x v, temos

qPq ' = (s* - v )P+2svx P+2(v- P)v

Colocando v = tA, onde A é um vetor unitario, podemos escrever esta equacao como
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qPq ' =(s"— )P +2stAx P+21*(A-P)A

Quando comparamos esta férmula para rotagdo em torno de um eixo arbitrério com

a equacao 7.3.0.2, podemos concluir as seguintes igualdades.

=t = cos®)
2st = sen(0)
2t = 1-—cosO)

A terceira igualdade nos da

1-cos(0) 0
t=\——F——=sen(3)
2 2

A primeira e a terceira igualdade juntas nos dizem que s? + t> = 1, por isso, devemos
ter s = cos(g). De fato, como sen(260) = 2sen(0)cos(0) verifica que a segunda igualdade é
satisfeita por estes valores para s e t. Temos agora determinado que o quatérnio unitdrio g
correspondente a uma rota¢do através do angulo 6 em torno do eixo A e além disso é dada

pela seguinte equacao:

= cos(g) + Asen(g)
a= 2 2

Observe que qualquer multiplo escalar do quatérnio ¢g, em particular —g também

representa a mesma rotacao, pois

q—l

(aq)P(ag)~" = aqP-— = qPq"

O produto de dois quatérnios q; e g, representa também uma rotacao, especifica-
mente o produto g g, representa a rota¢ao resultante da primeira rotagdo por g e, em se-
guida, por q;.

Como

01(q2Pg; ) g7 = (q192) P(g1g2) !

podemos combinar muitos quatérnios de tal forma a produzir um unico quatérnio represen-
tando toda a série de rotagdes. Multiplicando dois quatérnios juntos requeremos 16 opera-

¢oes multiplicao/adicdo, enquanto que a multiplicacdao de duas matrizes 3 x 3 juntas requer
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27 operagdes. Assim, existe alguma eficiéncia computacional ao usar quatérnios em situa-

¢Oes em que muitas rotacoes podem ser aplicadas a um objeto.

Como exemplo, suponha a rota¢dao do ponto P = (2,0,1) em um angulo de 90° em

torno do eixo z. Neste caso, deve-se usar o quatérnio

o (e}

sen(go )+ Acos( )
2 2

Q
Il

sen(45°) +(0,0,1)cos(45°)

Observe que o quatérnio P ndo precisa ser unitario. Logo temos

qPq ' = (sen(45°) + (0,0,1)cos(45%)(2,0,1) (sen(45°) — (0,0,1)cos(45°))

Uma outra forma de escrever um quatérnio g = a+bi+cj+dk é g = (a, (b, c,d)), assim

escrevendo g = (‘/E, (0,0, \/_Z)) temos que

2
qPq™' = (g,(o,o,g))(z,o,l)(‘@,(o,o,—ﬁ))

2 2
0,(0,2,1))

Como resultado, obtem o quatérnio g = (0, (0,2,1)). Tomando-se apenas a parte imagindria,

tem-se o ponto P’ da rotacao, isto é P'=(0,2,1), como esperado.

7.6 Conversoes entre Representacoes

7.6.1 Quatérnios para Matriz

Para representar a orientacao é preciso restringir-se a subclasse dos quatérnios unita-

rios, isto é, aqueles cuja norma é igual a 1.
> =a*+b*+c*+d* =1
Adimitindo que a norma € unitéria, temos que a matriz correspondente é

1-2¢%2-2d?> 2bc+2ad 2bd —2ab
P'=| 2bc-2ad 1-2b*-2d> 2bd+2ab
2bd +2ab 2bd—2ab 1-2b*-2¢2

7.6.2 Matriz para Quatérnios

Uma maneira de obter um quatérnio através de uma matriz é usar combinacdes line-

ares das entradas. O algoritimo a seguir permite o computar todos componentes, dentro de
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uma precisao ¢ estabelecida pela maquina:
, 1
a” = Z(l + My + M2y + Ms3)

se a’ > ¢ entdo

Moz — M- Mz — M My, — M.
a:\/; b= 23 32 c= 31 13 d= 12 21
4a 4a 4a

senao
2 1
a=0 b :5(M22+M33)

se b? > ¢ entdo

I~ M, M3
b = b2 = — = —
““%p T o

senao
2 1
b:(); C :z(l—Mgg)

se ¢2 > ¢ entdo

M.
c=Ve2 d==-2
2c

senao

fim se

fim se
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7.6.3 Angulos de Euler para Quatérnios

H4 varias maneiras para se ter os eixo para os angulos de Euler. A seguir, usaremos
uma rotacao genérica obtida girando um angulo ¢ sobre o eixo k depois girando um angulo
0 sobre o eixo j e por fim girando um angulo y sobre o eixo i. Primeiramente é preciso obter

um quatérnio para cada rotacao simples.

= oY LAY
ql,w—008(2)+sen(2)z

i,0 = cos(g) + sen(g) j
q;,0 = ) ) J
g, @ = cos(%) + sen(%)k

Multiplicando na ordem certa obtemos o resultado desejado:

I o ¢ v o 4
a=cos( : )cos(z)cos(z) + sen( : )sen(z)sen(z)

b=sen L4 0 ? ¥ n o n®

se (z)cos(z)cos(z) cos(z)se (2)se (2)
= L4 6 ¢ L4 o ¢
c cos(z)sen(z)cos(2)+sen(2)cos(z)sen(z)

—eos o Py con(¥ o 4
d—cos(z)cos(z)sen(z) sen(z)sen(z)cos(z)

7.6.4 Das matrizes para o eixo-angulo

Para cada rotacgdo existe um tnico eixo e angulo de rotacao, isto é, cada rotagdo é defi-
nida pelo seu eixo e angulo, que sdo unicos. Vamos ver, em primeiro lugar, como obter o eixo
de rotacao a partir da matriz de rotagdo. Para tal recorremos a proposicao que enunciamos

em seguida.

Proposicao 8. Uma rotacdo em R3 tem um tnico autovalor real, nomeadamente 1, associ-

ado a matriz dessa rotacao.

Seja
an a2 ads
A=| axn axn az;
asy ds2 dss
uma matriz de rotagdo. Sabemos que existe um vetor v de R ndo nulo (qualquer um paralelo
ao eixo de rotacao), tal que

Av=n.

Donde resulta que

Av=vo Av—-v=0 (A-Nv=0<
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(a1 — D+ anpv+a13vs =0

<4 anvi+(az—-Dve+asvz=0

az V1 +aslz+ (a3 —1)vs=0
Para encontrar uma solugdo nao trivial (que existe por 1 ser um autovalor) para este sistema
homogeneo basta considerarmos v3 = 1 e usar quaisquer duas equacoes para determinar v,

e v». Vamos substituir v3 por 1 nas duas primeiras equacgdes obtendo as seguintes

(an—Dur+apv, =—a3

az vy + (ag — 1) v = —aps

Em seguida, usamos a Regra de Cramer para resolver o sistema constituido por estas duas

equacoes, obtendo assim os valores de v; e v».

Calculemos, em primeiro lugar, o determinante da matriz abaixo, que corresponde a

matriz associada ao sistema das duas equacoes anteriores,

an—-1 ap

a  axp-1

que vamos chamar de matriz B.
detB = (a1 — 1)(az2 — 1) — az1a12.

Usando a Regra de Cramer obtemos

—a13(az —1) + azzaz

V1 =
(a1 —1D(azp —1)—axar

—aps3(an — 1)+ az ars
2 =
(an —D(az—1)—axna
O vetor que representa a dire¢do do eixo de rotacado é o vetor

(v1,v2,1)
ou o vetor
(vr1detB,vydetB,detB)
ou seja,
v=—am3z(ax — 1)+ axaip, —ax(an — 1)+ axn aiz, (a1 — D (az — 1) aziarp (7.6.4.1)

Seja A a matriz que representa a rotacdo em torno do eixo v segundo o angulo .
Vamos escrever esta rotacao como uma composi¢ao de rotagoes do referencial XY Z em

torno dos seus eixos coordenados.
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Na primeira rotagdo vamos rodar o referencial em torno do eixo dos Z's de forma que
o eixo dos X's coincida com a proje¢do de v sobre o plano XY. Vamos chamar de a o dngulo

de rotacdo. Esta rotagdo (RZ) corresponde a matriz R ,.

Na segunda rotacdo vamos rodar o novo referencial em torno do novo eixo dos Y's de
modo que o novo eixo dos X’s coincida com o eixo v; seja f o angulo de rotacdo. A matriz

destarotagdo € R, g.

Vamos representar o produto destas duas matrizes pela matriz C = Ry, gR; o. Sabemos

que C é uma matriz de rotacao.

Na terceira rotacao, vamos rodar o referencial obtido em torno do eixo v, isto é, em

torno do novo eixo dos X's; com angulo de rotacdo . A correspondente matriz de rotagao é

1 0 0
Rey=]1 0 cosy seny
0 —-seny cosy
Na quarta e ultima rotagdo vamos rodar o referencial com uma rotagdo inversa da rotacao

representada pela matriz C, isto €, cl=ct.

A composicao destas rotacoes representa a rotacao do referencial XY Z em torno de

v segundo o angulo v , que representamos inicialmente pela matriz A, isto €,
A=C'R,,C
Para obter o dngulo ¥ vamos utilizar o seguinte resultado cuja prova é simples.

Proposicao 10. Sejam A, B matrizes quadradas de mesma ordem, entao

Tr(AB)=Tr(BA)

Usando o resultado anterior, temos que

Tr(A) = Tr(CtRw,,C)
= Tr((CtRy,w)C)
= Tr(C(C'Ryy))
= Tr(IRyy)
= Tr(Rv,q/)

Note-se que C é ortogonal, e portanto CC’ = I. A partir de
Tr(A)=Tr(Ryy)=1+2cosy
conclui-se que, o angulo da rotacao é

Tr(A) -1
(—) (7.6.4.2)

W = arccos
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7.6.5 Quatérnios para Angulo de Euler

Normalmente se converte de quatérnio para matriz e depois de matriz para angulo
de Euler. E desnecessario computar os elementos da matriz que nio forem utilizados e esta
conversao também é inevitavel, mal condicionada, ja que os quatérnios nao contém mais

informagdes sobre os angulos que as matrizes,

7.7 Uso de quaternions na aeronautica

Vamos explorar quaternionicamente uma das sequéncias eixo-angulo de Euler mais
usada na ciéncia da navegacao aérea. Vamos aplicar o teorema de Euler, j& enunciado neste
trabalho, e relacionar dois referenciais independentes (um posicionado na Terra e o outro

no aviao) através desta sequéncia.

Um dos instrumentos principais de voo que se encontra no cockpit dos avides cor-
responde ao "Heading and Attitude indicator"que dé ao piloto uma informacao continua
do estado do avido relativamente a um local na superficie terrestre. Este aparelho relata em
cada instante a orienta¢do do referencial no avido para um referencial posicionado num lo-

cal da Terra.

O referencial do avido xyz tem a sua origem no centro de gravidade do avido. A parte
positiva do eixo dos x's aponta para o nariz do avido ao longo do seu eixo longitudinal. O
eixo dos y's do avido tem a direcdo das asas e a parte positiva aponta para a asa direita. O

eixo positivo dos z’s é normal aos eixos dos x’s e dos y's, e aponta para baixo.

O referencial de referéncia na Terra XY Z tem origem, chamemos O, num local na su-
perficie terrestre. O plano XY € o plano tangente a Terra sendo O o seu ponto de tangéncia.
O eixo dos X's aponta para o Norte e o eixo dos Y's aponta para Leste. O eixo dos Z's, normal

ao plano XY, aponta para o interior da Terra.

De seguida, indicamos uma composi¢do de trés rotagdes (sequéncia eixo-angulo de
Euler zyx) que irdo posicionar o referencial local XY Z com a mesma orientacao do referen-

cial xyz que estd no aviao.

A primeira rotacdo serd em torno do eixo dos Z's segundo um angulo , chamado de
Heading. Ap6s esta rotacao o novo eixo dos X's (X7 s) ficard com a mesma direcao da proje-
¢ao do eixo dos x's no plano XY, isto é, dd-nos o desvio relativamente ao Norte que o avido
apresenta. Este angulo também nos informa se o nariz do avido esté virado para a direita ou

para a esquerda relativamente ao Norte.

A segunda rotagao serd em torno do novo eixo dos Y's (Y;'s) segundo um angulo 6, o
angulo Elevation. Ap6s esta rotagao o eixo dos X; s ficard com a mesma orientagao do eixo
dos x do avido. Este angulo representa a inclinacdo do avido. Também nos informa se o nariz

do avido estd para cima ou para baixo, se estd a subir ou a descer.
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Aterceira rotacdo serd em torno do eixo dos X; s segundo um angulo ¢, o angulo Bank.
Ap6s esta rotacao o referencial de referéncia na Terra tem a mesma orientacdo que o refe-
rencial no avido. Este ultimo angulo dd-nos a tor¢do que o avido apresenta e também nos

informa se o avido esta de cabeca para baixo.

A composicao de rotacoes
X y z
R‘P ° RH © Rw
e os seus correspondentes angulos de Euler relacionam o sistema de eixos coordenados do
avido ao sistema de eixos coordenados de referéncia localizado na Terra.

Figura 7.2 — Angulos: Heading v, Elevation 6, Bank ¢

Fonte:http://en.wikipedia.org/wiki/Axes conventions.

7.7.1 Analise matricial

Vamos comegar por determinar a matriz composta que corresponde a uma matriz de

rotacdo e que € obtida pelo produto das matrizes seguintes:

1 0 0 cosf 0 —senf cosy seny 0
R=| 0 cosg sengp 0 1 0 —-seny cosy 0 |=
0 —senyp cosp sen@ 0 cos0O 0 0 1
1 0 0 cosfcosw cosOseny —senf
=| 0 cosg seng —seny cosy 0 =
0 —senyp cosp senfcosy senfseny cosO
cosfcosy cosOseny —senf

=| sengpsenfOseny —cos@seny sengsenfseny +cos@cosy sengcosl

cospsenfcosy + sen@seny cos@senfseny —sen@cosy cosgcos
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Esta matriz pode ser vista como uma tinica rotagdo em torno de algum eixo, em geral
um eixo que nao pertence aos eixos coordenados, que leva o referencial localizado na Terra

no referencial do corpo (o0 avido, no nosso caso).

O angulo 6 da rotacdo composta representada pela matriz R é obtido através da for-

mula 7.6.4.2
Tr(R)—1

2

cosé =
isto €,
cosOcosy + senpsenfseny + cos@cosy +cos@cosf — 1
2

coso = (7.7.1.1)

Usamos agora o resultado 7.6.4.1 para obter o eixo de rotacdo v da matriz R. Se

v=(v1,02,03)

entao,
1= —aisz(agzp—1)+axan = sengseny + senb cos@cosy — senf,
Vo= —ap3(a;—1)+azas = —sen@cosy + cospsenysenl + sengcosb,
v1= (an—-D+(ap—-1)—ana;2 = cosfcosg—cosfcosy —cospcosy

— sengsenOseny +1

7.7.1.1 Andlise quaterni6nica

Seja Ly =Lg,,© Lgp°Lg,, O operador quaternidnico de rotacdo correspondente a

composicao de rotacdes anteriormente introduzidas. Como sabemos

(4

1
=cos— + ksen—
Azv 2 2

=Ccos—+ jsen—
qy,0 5 J 5

» . @
=COS— +1sen—
A 2 2

Como temos uma composicao de rotacoes dos eixos coordenados de um referencial, entao,

o operador quaternionico L vai ser igual ao operador quaterniénico

qu,t// qy,0dx,p’

isto é, o produto quaternidonico apropriado para representar a composta é dado por

4=4qzyqy69x9 = qGo+iq1+ jg2 +kqs

onde, ap6s os calculos efetuados, obtemos

0 0
qo = cOs % cos 2 cos Ld + senfsen—seng,
2 2 2 2 2 2
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0 0
q1 = seng COS — COoS v_ cos gsen—seng,
2 2 2 2 2 2
0 0
g2 = cos fsen— cos hd + senf cos —senE
2 2 2 2 2 2

0 0
G2 = cos ? cos —senﬂ —senLsen> cos hd
2 2 2 2 2 2

Se o angulo da rotacdo composta é §, entdo a partir do produto quaterniénico sabemos que

0 0 0
COSE =qp= cos%cosgcosE + sengsen—senﬂ (7.7.1.2)

Note-se que as equagoes 7.7.1.1 e 7.7.1.2 sdo equivalentes. Para ver que assim €, basta efetuar
alguns calculos e utilizar as férmulas trigonométricas cosé = 2 cos? g —lecosd=1- 23en2§

eixo de rotacdo é dado pelo vetor
v' = (q1, 92, g3)

E de enfatizar a facilidade com que obtivemos o angulo e o eixo da rota¢do usando os qua-

térnios.

7.7.2 Gimbal lock

Quando se utiliza uma sequéncia eixo-angulo de Euler pode ocorrer a situagdo que
se designa por Gimbal lock, também conhecida por bloqueio de Cardano. Um Gimbal é um
dispositivo andlogo a um giroscépio, sendo formado por trés anéis, ou arcos, que se podem
movimentar livremente em torno de um eixo, sendo cada um desses anéis, eles proprios,

também designados por gimbals.

Se xyz for um referencial ortonormado com origem no centro de gravidade de um
objeto, podemos fazer corresponder a cada eixo um gimbal. Os gimbal correspondente ao
eixo z representa um arco centrado na origem do referencial e contido no plano xy. Do
mesmo modo, os gimbais correspondentes aos eixo y e x representam os arcos centrados na

origem do referencial contidos nos planos xz e yz, respetivamente.

E de notar que, na composta de rotacdes zyx de angulos de Euler apresentada ante-
riormente, quando se da a primeira rotacao, Rj,, todos os gimbals se movem. Quando se
efetua a segunda rotacdo, R}, os gimbals dos eixos y e x rodam. Mas, com a terceira rotacao,

Rj;), apenas roda o gimbal deste eixo.

O dispositivo Gimbal é usado, por exemplo, nos avides para dar ainformacao ao piloto
da orientacdo do avido relativamente ao solo. O efeito Gimbal Lock ocorre quando o avido
roda em torno do eixo y segundo o angulo 6 = 7, isto é, quando o avido aponta para cima 7.3.
Nesta altura os eixos x e z ficam sobrepostos mas com sentidos diferentes, representando o
mesmo eixo e os seus gimbals coincidem perdendo-se assim um grau de liberdade. E de
reparar que o gimbal do eixo x movimentou-se até o gimbal do eixo z que se encontrava

estético até ficarem contidos no mesmo plano.
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Neste instante o sistema bloqueia, isto é, produz o mesmo efeito quando um objeto

roda em torno dos eixos x e z.

Figura 7.3 — Gimbal lock

Fonte:http://kyruie.tistory.com/8.

Vamos estudar matricialmente o efeito Gimbal Lock e notar que, de fato, se perde um
grau de liberdade.

Como 0 = 7, cosf) = cos 5 =0, senf = sen? = 1 temos que

1 0 0 0 0 -1 cosy seny O
R=| 0 cosgp seng 01 O —seny cosy 0 [=
0 -—seny cosgp 1 0 O 0 0 1
0 0 -1
=| sen(¢p—-v) cos(p—vw) O
cos(p—vy) -sen(p—vy) O

representa a matriz composta. Como se nota, esta matriz depende apenas dos angulos ¢ e
w. E de salientar, mais uma vez, que o movimento do avido quando roda segundo o eixo x
(Roll),apesar de mover apenas o seu gimbal, realiza 0 mesmo movimento como quando o
rodamos segundo o eixo z (Yaw), mas que neste caso move todos os gimbals associados a
cada um dos eixos. Note-se, por isso, que como 0s eixos x e z tém sentidos contrarios que

a matriz composta é a mesma quando os angulos ¢ e ¥ sdo simétricos. Isto é, se ¢ = -y,

entao
0 0 -1
R=| sen(p-vy) cos(p—vw) 0 |=
cos(p—vy) -—sen(p—vy) O
0 0 -1
=| sen(-2y) cos(-2y) O

cos(—2y)

—-sen(=2y) O
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0 0 -1
=| —sen(2y) cos(2y) O
cosRw) seny) O
verificando-se que a matriz composta é a mesma, ou seja, o movimento do avido é exata-
mente o mesmo.

I
2

ocorre quando temos o avido com o nariz apontado para baixo, isto €, quando temos 6 = —7.

Aqui foi apenas explorado o caso de 6 = 7 mas é evidente que este fendmeno também

Para evitar o efeito gimbal lock basta ndo aproximar o avido destes angulos criticos.

Um conhecido incidente onde esta situacao aconteceu foi na missdao a Lua da Apollo.
Um modo de remediar situacdes como estas seria introduzir um quarto gimbal, mas Da-
vid Hoag (diretor de desenho técnico do laboratério Apollo), quando questionado sobre o

assunto afirmou:

The advantages of the redundant gimbal seem to be outweighed by the equip-
ment simplicity, size advantages, and corresponding implied reliability of
the direct three degree of freedom unit.

Os engenheiros desta missao conscientes de que este problema poderia ocorrer op-
taram por usar um indicador que seria acionado perto da inclinacao de 85 graus. Paul Fjeld
explicou que o computador avisou do perigo de ocorrer gimbal lock aos 70 graus e que des-
ligou 0 IMU - Inertial Measurement Unit aos 85 graus. Este aparelho eletronico mede e d4 a

informacao da velocidade, orientacdo e das forcas gravitacionais da aeronave.

A partir daquele ponto a nave espacial teve que ser afastada da posicao gimbal lock
manualmente e a plataforma também foi alinhada manualmente utilizando como referén-
cia as estrelas. Depois da aterragem do modulo lunar, astronauta Mike Collins a bordo do
Moddulo de Comando, brincou ao dizer "How about sending me a fourth gimbal for Christ-

mas? “

Outra solucao para evitar estas situacoes passa por utilizar os quatérnios unitérios. De
fato, qualquer quatérnios unitdrio esta associado a um operador de rotacao representando
uma rotacdo em 3D de um determinado angulo, seja @, em torno de um eixo com a direcao

de um vetor normalizado, por exemplo, u = (u;, Uy, us) sendo representado por

a a a a
q =COS—, Uy =8en—, U =Ssen—, uz =sen—
2’ 2’ 2’ 2

Intuitivamente, se entende que um quatérnio descreve a rotacdo com um inico movimento.

Esta é uma das vantagens de se utilizar quatérnios em comparag¢do com o0s trés mo-
vimentos que sao necessdarios realizar pelas trés rotacoes sucessivas de angulos de Euler. Os
angulos de Euler sao, por isso, usados na representacdo de rotagoes que sao adequadamente
restringidas a um determinado dominio (KORN; KORN, 1999, p.478)
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7.8 Transformacao de lorentz

H4 um outro tipo de rotacao, as Transformacdes de Lorentz, da relatividade espe-
cial que relacionam referenciais inerciais. Geometricamente, tais transformacoes preservam
uma distancia generalizada, o quadrado do intervalo entre os eventos espaco-tempo. Assim,

em duas dimensoes, considere o vetor

)

que representa um evento de espago-tempo ocorrendo em um tempo ¢ e uma posicao x. O

quadrado da magnitude de v é definida por

2 2

|U|2:x -t

e representa o quadrado do espaco-tempo do intervalo entre o ponto (, x) e a origem. Pode-

mos reescrever entdo em linguagem de matriz através da introducdo da métrica g, que aqui

(-1 0
£l o 1)

?=vlgu. (7.8.0.1)

assume a forma

logo temos

v

Tal como acontece com rota¢gdes comuns, podemos agora procurar estas transforma-

¢oes lineares que preservam a magnitude de v, isto é
viv= (Mv)Tg(MU) = vTMTng
para todo v € R?, o que s6 pode ser verdade se,

M'gM=g

Tal como acontece com rotacoes comuns, devemos ter det A = +£1. Vamos considerar

apenas o caso em que detA = +1. Podemos, portanto definir a rotacao generalizada do

grupo SO(p, q) por
SO(p, q) ={AeR™", AtgA =g,det(A) =1}

Assim podemos escrever

SO(1,1) = {AeR?>*2%; AlgA=g,det(A) =1}
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O elemento mais geral de SO(1, 1) assume a forma

cosh(a) senh(a)

senh(a) cosh(a) .

representando um impulso na direcao x, ou seja, uma Transformacao de Lorentz a partir do

repouso e movendo para a direita com velocidade tanh(a).

7.8.0.1 A geometriade SO(3,1)

O mundo a nossa volta parece ter trés dire¢oes independentes, ou seja, Nascente/Po-
ente, Norte/Sul e para cima/baixo. A relatividade especial nos diz para incluir o tempo; agora
temos uma quarta "direcdo", ou seja para o futuro/passado. E costume rotular essas dire-
¢oes pelas coordenadas (t, X, y, z). Um vetor espaco-tempo é uma componente da seguinte

forma

N < R o~

O produto interno sobre esse espaco de Minkowski 4-dimensional é dado por 7.8.0.1, onde
agora
-1

o O = O
o = O O
_ o O O

que resulta em
> =vigr=—1t*+x*+y*+2°

que também é chamado de o quadrado do intervalo entre o evento (f, x, y, z) e a origem.

O grupo de Lorentz de 3 + 1 dimensodes do espac¢o-tempo é dado por
S03,1) ={AeRY™ AlgA=g,det(A) =1}.

Como antes, temos as rota(;f)es

0 0
0 0

cos(a) —-sen(a)

S O o
oS © = O

sen(a) cos(a)
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1
Rzx = )
0
0
1
Ryy = 0
0
0

sen(a)

cos(a)

0

cos(a)

sen(a)

0

—sen(a)

cos(a)

cos(a)

—sen(a)

0

- o O O

0

correspondente as rotacdes nos planos yz, zx e xy, respectivamente. Mas também temos as

transformacodes de Lorentz dadas por

Ry, =

0
0

0

0

1
0

cosh(a)

sen(a)

cosh(a)

senh(a)

cosh(a)

senh(a)

senh(a)

cos(a)

0

0
0

senh(a)

cosh(a)

0
0
0

0

o = O O
- o O O

0

— o o O

0

senh(a)
0
1

cosh(a)

correspondente as rotagoes hiperbodlicas nos planos tx, tu e tz, respectivamente, que sao

também chamados impulsos nas direcoes x, y, e z, respectivamente. Qualquer elemento do

grupo de Lorentz pode ser obtido como um produto destes seis geradores (com parametros

adequados). Nem todos os elementos de SO(3,1) corresponde a uma rotacao ou impulso

num unico plano. Mas existem também elementos de SO(3,1) que ndo correspondem a

rotagoes ou impulsos em qualquer plano.

Tanto a rotagdo Ryy e os impulsos R;.eR;y, deixam a direcao z fixa; esta rota¢dao tam-

bém fixa a "direcdao” ¢, enquanto os impulsos fixam as direcoes do espaco y e x, respectiva-

mente. Mas considere a matriz

a?

1+

+

o ] R

_ o O O

€ SO(3,1),
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a qual fixa a direcdo z. O que mais faz essa transformacao deixa fixo? N fixa (anula) a direcao
y = t, é umarotacao nula.
7.9 Aplicacoes no Ensino Médio-Quatérnios na fisica

A aplicacao a seguir é baseada no artigo (FOSS4, 2012). Podemos definir um quatérnio

posicao no espaco-tempo na forma geral como:

c
q=—t+xi+yj+zk
Y
1
onde y = ———, sendo v a velocidade do referéncial e c a velocidade da luz no vacuo,

c
colocando V; = )—/ o produto de um quaternio pelo seu conjugado é dado por
GG=VirP+x*+y* + 2°

que representa o hiperraio dessa hiperesfera. Vamos supor y = z = 0 e considerar apenas

uma situacao plana em que o hiperraio se reduz a
g1 = Vi 1® + & (7.9.0.1)

o que equivale a circunferéncia de raio |g|, assim podemos usar

Vit =1qlcosO
(7.9.0.2)
x=|qlsen6
e por 7.9.0.2 € 7.9.0.1 temos que
2 22
sen-0
2P =gt - =gt =1_ 4! (7.9.0.3)

cos26 cos26
o que na Relatividade garante a invariancia da velocidade da luz no véacuo.

Uns dos possiveis referenciais temos o referencial proprio, ou seja, suponha um carro
com o motorista em repouso por um tempo indeterminado, neste caso consideremos o carro
como referencial proprio do motorista, pois todos os objetos dentro do carro permanecem
em repouso em relacdo ao motorista. Assim a tnica varidvel que muda é o tempo 7. Em
um certo instante o motorista olha pela janela um outro carro em movimento, isto é, um
segundo referencial com tempo ¢ e coordenadas x,y = 0 e z = 0 e com velocidade v em
relacdo ao seu carro. Sem perda de generalidade iremos considerar a velocidade v na direcao

de x.

Como o carro pode ser considero em repouso e todo movimento esta no segundo

carro, pela Relatividade temos que
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P —x? =T

relacdo que pode ser solucionada pelas transformacgdes de Lorentz chegando a seguinte

transformacao:
_cT
ct= o
4 (7.9.0.4)
_ _ BT
="
entao
act=cT
1 (7.9.0.5)
x=-Pct

noqualﬁ:% e a=4/1-p2%

Suponhamos em 7.9.0.4 e 7.9.0.5 que 8 = senf,a = cosO e |g| = ct entdo temos a

identidade 7.9.0.3, assim podemos considerar a velocidade v; como:
Vr=Ca

0 que nos da
q:$t+xi+yj+zk.
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Capitulo 8

Conclusao

O interesse que motiva a construcao deste trabalho parte da observacao sempre cons-
tante das aplicacoes das dlgebras de Cayley-Dickson nos contetidos do ensino médio, neste
caso especifico buscamos enfatizar as aplicacdes no que tangem temas fisicos aplicados a
aerondutica. Neste trabalho relatamos as bases histéricas do ponto de vista formal, que de-
ram origem as definicoes das operagoes, as quais sao apresentadas de forma pragmaética nos
livros didaticos dos cursos em ciéncias exatas, embora o foco central tenha sido nas defini-
¢cOes da dlgebra. Ao realizarmos pesquisas aprofundados sobre o tema, e nos embasarmos
nos autores classicos do tema Dray e Manogue (1999), observamos que os sistemas numé-
ricos que permitem as operacgoes aritméticas de adicdo, subtracao, multiplicacado e divisao
concomitantemente sdo os Reais, Complexos, Quatérnios e os Octonios. Citamos certas in-
conveniéncias inerentes da dlgebra dos complexos quando aplicamos o método de Cayley-
Dickson para além da 8-dimensao (Octdnios), e perdemos a propriedade da divisdo para o
grupo algébrico pesquisado, o que ndo nos garante a perda desta propriedade se nos aventu-
rarmos a usar outras dlgebras. Mantendo o foco na pesquisa, observamos ainda as possibi-
lidades de representar esses conjuntos com todas as suas dlgebras e gemetria e verificamos

que estas propriedades tem muitas aplicacoes prdticas nos mais diversos campos do saber.

Como vimos nosso principal foco se deu na teoria da relatividade aplicada ao ensino
médio. Esta nos auxilia a resolver um estado do sistema no qual o senso comum nao conse-
gue compreender o que de fato estd ocorrendo da Teoria original de Einstein. Mas sua utili-
zacdo em pesquisa ainda é muito pouco usada, pois existem muitas controversas. Quando
estudamos esse tema a nivel de ensino médio, a geometria esférica, operagdes e rotagdes tor-
nam os quatérnions uma solu¢do mais intuitiva para o ensino de Fisica Moderna. Quando
estudamos o tema observamos que num momento inicial o assunto parece muito distante
dos temas tratados na educacao bdsica, mas sempre que aprofundamos em determinados
assuntos conseguimos compreender a real importancia de, ao usar um tema complexo, vi-
sualizar todas as suas potencialidades aplicativas . No caso deste trabalho, compreender

a teoria da relatividade faz mais sentido ao usarmos os quaternions como elemento mate-
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matico. Quanto as operagdes aritméticas na constru¢do de Cayley-Dickson, vimos que nas
aplica¢Oes aeronduticas a utilizacdo da dlgebra matricial é de suma importancia, juntamente
com as suas diversas propriedades, para a compreensao do usos dos quaternions e octonios.
A conclusdo mais 6bvia que podemos notar ao realizar a pesquisa foi sem davidas, que por
mais abstrato que um tema possa parecer ele sempre tera aplicacoes a serem observadas.
Poder contribuir para que este tema possa chegar ao nivel de ser discutido na educagdo bé-

sica é motivo mais que suficiente para dizer que vale a pena todo os esforco.
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