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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma sequéncia didatica
explorando atividades praticas que auxilie os alunos no processo de ensino-
aprendizagem dos conceitos de sequéncias, progressées geométricas e logaritmos,
gue constam no curriculo da 12 Série do Ensino Médio. Nesta sequéncia propomos
atividades praticas em Fichas do Aluno e trabalhamos a matematica presente nelas.
Relatamos como foi a aplicagéo das atividades, como foi a participagdo dos alunos,
quais as duvidas que surgiram e algumas consideracdes que podem ser feitas para
aprimorar a atividade. Posteriormente selecionamos algumas questfes que constam
nas provas da OBMEP e do Enem nos anos anteriores que envolvem conteudos que

constam nas atividades e podem complementar as atividades.

Palavras-chave: Sequéncia didatica, atividade pratica, progressdo geométrica, fractal

e folha de sulfite.



ABSTRACT

The aim of this paper is to develop a didactic sequence exploring practical
activities that will help students in the teaching-learning process of the concepts of
sequences, geometric progressions and logarithms, which are included in the school
curriculum of the first year of high school. In this sequence we will propose practical
activities in the teacher's lesson plan and will work on the mathematics contained in
them. We will also report how the activities were applied, how the students
participated, the concerns that arose and some considerations that can be made for
improving the activity. Subsequently, we chose some questions that have appeared in
the OBMEP and ENEM tests in previous years that involve content included in the

activities and which may complement the activities.

KEYWORDS: Didactic sequence, Practical activity, geometric progression, fractal and

sulphite sheet.
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Introducéo

Este trabalho foi elaborado com o uso da Engenharia Didatica, que segundo
Michele Artigue, consiste em quatro fases e trata-se de uma sequéncia didatica
formulada a partir da necessidade de material didatico associando os contetdos
matematicos com atividades praticas para serem realizadas durante as aulas de
Prética Experimental que fazem parte da grade curricular das Escolas de Tempo
Integral.

Na primeira fase, das Analises Preliminares, constatamos que os alunos
apresentavam constantemente defasagem na aprendizagem de Sequéncias,
Progressdes Aritméticas e Progressées Geométricas, segundo os resultados obtidos
na AAP (Avaliacdo de Aprendizagem em Processo), que eram aplicadas
semestralmente. Na segunda fase, da Concepc¢éo e Analise a Priori, pensamos em
desenvolver uma sequéncia didatica que associasse o0 conteudo para que 0s alunos
trabalhassem as defasagens apresentadas através de uma atividade pratica, que
necessitasse apenas de material ludico acessivel aos alunos (no caso, folhas de papel
sulfite de tamanho A4 e régua graduada para realizar as medi¢des) e abordasse as
sequéncias. Neste momento, comecamos a formular esta sequéncia didatica que
consta de quatro atividades com o uso do papel sulfite.

Sabemos da existéncia de varios tamanhos de papel sulfite e através de uma
pesquisa em sites de busca na internet, come¢camos a conhecer os diversos tamanhos
e como eram obtidos a partir de uma folha de papel A4, quais as dimensdes das
diversas folhas, a origem da nomenclatura A4 para sua designacao e as demais das
Séries A, Be C.

Na terceira fase, da Experimentacdo, aplicamos as quatro atividades
elaboradas nas terceiras séries do Ensino Médio da Escola “Coronel José Levy” e
estas turmas foram escolhidas por constar seis aulas semanais de Matematica na
grade curricular desta série, o que nos da maior liberdade para aplicar atividades
diferenciadas sem detrimento do contetdo que é estabelecido no Curriculo do Estado
de Séo Paulo, sendo que as atividades que utilizam materiais para contextualizar um
determinado assunto € um dos dificultadores na prética docente. Na quarta fase, da
Andlise a Posteriori e Validacdo, pudemos observar que houve um grande

envolvimento por parte dos alunos durante a realizacdo das atividades propostas e
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apresentaram dificuldade para obter o termo geral das sequéncias obtidas nas
atividades.

Durante a aplicacdo das atividades as salas foram organizadas em duplas, na
maioria das vezes, para que os alunos pudessem discutir os resultados encontrados
e suas eventuais duvidas, podendo dividir as tarefas que eram propostas para
dinamizar a execucao da mesma.

Os alunos foram avaliados durante a aplicacdo das atividades da sequéncia
didatica através da Avaliacdo Atitudinal onde se considerou: a participacdo durante a
realizacdo das atividades propostas e em posteriores discussdes sobre os resultados
obtidos, a organizacdo em seus registros, a confec¢cdo de materiais solicitados, no
caso dos cartBes fractais e da dobra perfeita da folha de papel sulfite, contudo os
alunos sempre realizaram as atividades demonstrando interesse pela execucao das
mesmas.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, sendo que no Capitulo 1
temos um breve relato sobre a organizacédo da escola em que estas atividades foram
aplicadas e algumas observacdes sobre o desempenho da escola que nos levam a
refletir sobre alguns contetdos e sobre as praticas que aplicamos no dia a dia da
escola.

Ja no Capitulo 2 temos os objetivos, o tempo estimado para a realizacdo de
cada uma das atividades propostas na sequéncia didatica, como a sala era organizada
para a aplicacdo e um pouco da dinamica que acontecia durante as aulas, assim como
as observacdes feitas pelos alunos e as davidas que por ventura surgiam no
transcorrer das atividades. A Atividade 1 — Explorando a Matematica em uma folha de
sulfite trabalha com a sequéncia formada pelas dimensdes dos diferentes tamanhos
de papel sulfite. A Atividade 2 — Distancias a partir das dobras do sulfite trabalha com
a sequéncia obtida pela dobra sucessiva ao meio de uma folha de sulfite, analisando
a variacdo da espessura, supondo que esta pode ser dobrada tantas vezes quanto
necessitemos. A Atividade 3 — Fractal gerado a partir do sulfite que trata da sequéncia
obtida pelas medidas dos lados de retangulos gerados pelos diversos estagios para a
confeccdo de trés modelos diferentes de cartbes fractais. A Atividade 4 — Dobra
perfeita do papel aborda a semelhanca de triangulos obtidos para que uma folha de
sulfite seja dobrada em trés partes iguais, retomando os tempos que faziamos a dobra
de uma folha de papel para enviar pelo correio noticias para pessoas queridas e estas

demoravam um tempo para chegar ao seu destino.
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No Capitulo 3 ressaltamos o uso das Sequéncias desde as séries iniciais de
uma forma mais intuitiva, por meio de sequéncias de figuras ou sequéncias numéricas
com imediata associacdo a sua regularidade, porém no Ensino Médio tomam
conhecimento das Progressdes Aritméticas e Geométricas, aprendendo a diferenciar
uma da outra pela observagéo de seus termos, sendo que na primeira ha a soma da
razdo em um de seus temos para obter o termo subsequente e na segunda ha a
multiplicacéo pela razéo. E, por fim, o tema fractais é abordado em atividades praticas
ou em enunciados de exercicios propostos relacionados a Progressdes Geométricas.

Verificando as provas da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemética das
Escolas Publicas) e do Enem (Exame Nacional do Ensino Médio) selecionamos
algumas questodes, elencadas no Capitulo 4, que abrangem conteudos relacionados
aos que sdo abordados nas atividades da sequéncia didatica, sendo que nem todos
foram trabalhados durante a aplicacdo das atividades devido ao tempo e a
necessidade do cumprimento de todo o conteddo proposto pelo Curriculo do Estado
de Sao Paulo.

Por fim, no Capitulo 5 temos as consideracfes finais sobre a aplicacdo do
trabalho, juntamente com as sugestdes para a obtencédo de melhores resultados na
aplicacéo das atividades que surgiram apoés a analise e reflexdo durante a execucao
das atividades.

Temos as Referéncias Bibliograficas, no Capitulo 6, que constam as obras que
foram consultadas durante a elaboracdo da sequéncia didatica e os sites pesquisados.

Os anexos estéo disponibilizados no Capitulo 7, onde temos as Fichas do Aluno

de cada uma das atividades e as fichas com as sugestfes de respostas da autora.
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Capitulo 1 — Relato sobre a escola e a educacéo

1.1 A escola de atuacao

A Escola de Tempo Integral “Coronel José Levy”’ onde trabalho e aplicamos a
sequéncia didatica que desenvolvemos fica na regido central da cidade de
Cordeirépolis, no interior do estado de S&do Paulo, atende tanto alunos que residem
na zona urbana, quanto alunos que residem na zona rural.

A escola tem 195 alunos matriculados no Ensino Médio, sendo 77 deles
distribuidos em duas salas de 12 Série, 73 em duas salas de 22 Série e 45 em duas
salas de 32 Série.

A escola funciona no novo modelo de tempo integral da SEE-SP (Secretaria de
Educacao do Estado de Sao Paulo) desde o ano de 2013. Neste modelo de escola os
alunos contam com aulas dos componentes curriculares que compdem a Base
Nacional Comum e atividades complementares que séo: Orientacdo de Estudos,
Projeto de Vida, Preparacdo Académica e Mundo do Trabalho, além de participarem
das aulas da disciplina Eletiva, oferecidas pelos professores e escolhidas pelos alunos
de acordo com o seu Projeto de Vida e os Clubes Juvenis, que sdo organizados e
desenvolvidos pelos proprios alunos, visando contemplar o seu sonho e
desenvolvendo o seu Protagonismo Juvenil. Os alunos também contam com o
professor tutor, que € um professor com o qual o aluno se identifica e o auxilia, apoia

e acompanha em sua vida académica.
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1.2 Sobre a Educacéao

A Secretaria da Educacao do Estado de S&o Paulo langou no ano de 2008 o
Programa de Qualidade da Escola que tem por “finalidade promover a melhoria da
qualidade de ensino da rede estadual paulista e a equidade do sistema”. Neste
programa cada escola apresenta um indicador de qualidade do ensino, o IDESP
(indice de Desenvolvimento da Educac&o de S&o Paulo), que “estabelece metas para
o aprimoramento da qualidade”.

Analisando o boletim do IDESP apresentado na tabela:

Tabela 1: Tabela comparativa do IDESP de 2008 a 2015

Escola “Cel. José | Diretoria de Ensino | Municipio — Estado
Levy” — Limeira Cordeiropolis
2008 3,14 2,31 2,45 1,95
2009 3,69 2,35 2,77 1,98
2010 2,64 2,28 2,12 1,81
2011 2,08 2,14 2,18 1,78
2012 2,37 2,36 2,45 1,91
2013 3,62 2,29 2,37 1,83
2014 4,91 2,32 2,90 1,93
2015 4,37 - 2,73 2,25

Notamos que o indice do Estado tem oscilado e mostra que o avango tem
ocorrido lentamente e na escola “Coronel José Levy” o indice também tem oscilado e
com um avango um pouco maior, porém este indice analisa as turmas no final de cada
um dos ciclos e ndo a evolugao das turmas ao longo de sua formagéao escolar, sendo
gue as turmas sdo bastante heterogéneas e podem apresentar uma diferenga entre o
aprendizado de um ano para o outro, fazendo com que este indice ndo nos dé uma
real nocéo do avancgo ocorrido na escola.

Ao analisar o desempenho dos alunos da escola “Coronel José Levy” nas

avaliagbes de Matematica, temos:
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Tabela 2: Tabela de porcentagens de alunos em cada um dos niveis no decorrer dos anos

Abaixo do Basico Adequado Avancado
Basico

2008 0,25 0,68 0,07 0
2009 0,2903 0,4516 0,1613 0,1
2010 0,5 0,5 0 0
2011 0,5941 0,3900 0,0099 0
2012 0,4524 0,5238 0,0238 0
2013 0,3333 0,5556 0,1111 0
2014 0,1429 0,6429 0,1786 0,0357
2015 0,2414 0,5517 0,1697 0,0172

Nos ultimos anos temos alunos classificados como avancados (aqueles que
apresentam dominio dos conteldos, das competéncias e das habilidades além do
esperado ao término do Ensino Médio), mesmo tendo diminuido os alunos
classificados como adequados (aqueles que apresentam dominio dos conteudos, das
competéncias e das habilidades esperado ao término do Ensino Médio) em relacdo a
2014 e a 2015 tivemos um aumento significativo em relagdo aos anos anteriores, o
mesmo ocorreu com os alunos classificados como basicos (aqueles que apresentam
um dominio parcial dos contetudos, das competéncias e das habilidades esperado ao
término do Ensino Médio) e, infelizmente, tivemos um aumento dos alunos
classificados como abaixo do bésico (aqueles que apresentam um dominio
insuficiente dos conteldos, das competéncias e das habilidades esperado ao término
do Ensino Médio).

Temos trabalhado constantemente para que estes resultados sejam alterados
e melhorados em nossa escola nos proximos anos, retomando as habilidades nao
adquiridas pelos alunos em Nivelamentos e no inicio de conteddos que abordem um
tema esquecido pelos alunos, em atividades de Pratica de Laboratério e almejando
sempre a corresponsabilidade dos alunos e da familia, pois sem ela 0 nosso trabalho

torna-se muito dificil.
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Capitulo 2 — Desenvolvimento das atividades

A sequéncia didatica € constituida por quatro atividades (disponiveis nos
anexos) que envolvem dobras em uma folha de papel sulfite de tamanho A4 e as
medicdes de suas dimensdes, abordando alguns conteidos matematicos que estédo
relacionados nos objetivos de cada uma das atividades, o tempo estimado para a
realizacdo das mesmas e no desenvolvimento ha um breve relato sobre como os
alunos foram organizados na sala de aula durante a aplicacdo das mesmas, assim

como as observacdes feitas pelos alunos e as davidas que surgiram.
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2.1 Atividade 1: Explorando a Matemética em uma Folha de Sulfite
Objetivo: Conhecer uma situacdo pratica para explorar o conceito de sequéncia,
identificacdo dos seus elementos, primeiro termo, razdo e termo geral e a sua

representacdo com a linguagem matematica adequada.

Tempo de Duracao: 4 aulas

Desenvolvimento:

A atividade foi aplicada nas 32 Séries do Ensino Médio, mas de maneiras
diferentes. Na primeira aplicacdo a sala foi dividida em grupos formados por quatro
alunos, sendo que cada grupo recebeu duas folhas de sulfite de tamanho A4 e duas
fichas do aluno para realizarem a atividade e registrarem suas observactes. Os
alunos iniciaram a atividade fazendo as medi¢des das dimensdes da folha de sulfite,
como mostra a figura 1, e determinando a raz&o entre as medidas obtidas, porém
alguns tiveram que recordar o conceito de razédo e como obté-la. Em seguida, um
aluno fez a construgéo do quadrado de 10 cm de medida de lado no Geogebra, tragou
a diagonal do mesmo e determinou a medida desta com o auxilio da ferramenta.
Depois de terem a atencéo chamada para a figura formada pela diagonal do quadrado
e dois de seus lados consecutivos, concluiram que se tratava de um triangulo
retiangulo e associaram o Teorema de Pitagoras, aplicando-o para determinar a

medida da diagonal do quadrado.

Figura 1: Aluno medindo a folha de sulfite de tamanho A4
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Questionados da medida da diagonal do quadrado de lado 1 cm, os alunos
rapidamente construiram um quadrado no Geogebra e determinaram a medida da
diagonal, mas nao identificaram o valor, sé o fizeram apds determinar o quadrado da

medida da diagonal, quando encontraram uma aproximacgdo de 2 como resultado e

concluiram que a medida da diagonal é /2.

Neste momento os alunos preencheram a linha referente a folha de papel A4
da tabela com os valores obtidos nas medicdes feitas no inicio da atividade e foram
convidados a retomar a folha de sulfite, corta-la ao meio, medir as dimensdes de uma
das metades obtidas, completar com as medidas do comprimento e da largura da folha
de tamanho A5 e repetir o procedimento até completar a tabela com as medidas de
tamanho A10, como mostra a figura 2. Em seguida, observaram os valores das linhas
ja preenchidas e notaram que a largura de uma folha de sulfite de um determinado
tamanho era a metade do comprimento da folha de sulfite de um tamanho
imediatamente maior e o comprimento era o dobro da largura do tamanho anterior e

fizeram o preenchimento da tabela, conforme a figura 3.

Figura 2: Aluno medindo a folha de sulfite de tamanho menor que A4
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Figura 3: Tabela da Atividade 1 durante o seu preenchimento

Para finalizar a atividade os alunos analisaram os valores de cada uma das
colunas da tabela e notaram que todas se tratavam de progressfes geomeétricas.

Concluiram que a progressdo geométrica que representa o comprimento das folhas

de sulfite tem razao igual a V2, primeiro termo igual a 237,6 cm, mas apresentaram
dificuldades para determinar o termo geral da sequéncia e foram levados a observar
que:
237,6 2376 2376

1 \/70 \/71—1
168 237,6 237,6 2376

¢, =237,6 =

c, =168 = = = = -
2 1 \/7 \/71 \/72 1
1188 = 118,8 _ 237,6 _ 237,6 _ 237,6
3 = =TT T T T \/72 = \/73—1
84 237,6 237,6 237,6
C, =84 =—= = =

1 - 2 - \/53 _\/iél-—l
e concluiram que o termo geral da sequéncia dos comprimentos dos retangulos, em
cm, é:
237,6
Cn = =17
V2
sendo que muitos usaram a representacdo decimal da razdo da sequéncia.

n=123,..

Posteriormente concluiram que o termo geral da sequéncia que representa a largura

dos retangulos, em cm, é:
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164
ln = F,n = 1,2,3,
o termo geral da sequéncia que representa o perimetro dos retangulos, em cm, é:
811,2
Dn = F,n =123,..
o termo geral da sequéncia que representa a area dos retangulos, em cmz?, é:
39916,8
an :T n = 1,2,3,...

Ja na outra 32 Série aplicamos a atividade fazendo uso de um software para
auxiliar nas construgbes geométricas simulando por meio de um retangulo com as
dimensdes de uma folha de sulfite A4 e de seus demais tamanhos com dimensdes
inferiores a ela (no caso o0 Geogebra), sendo que os alunos foram divididos em duplas
e cada dupla recebeu um netbook e uma ficha de atividade para acompanhar o seu
desenvolvimento e registrar os resultados encontrados durante a sua execugao.

Como os alunos sempre utilizaram o Geogebra nas aulas de Pratica
Experimental de Matematica durante as 12 e 22 Séries do Ensino Médio aplicamos a
atividade sem trabalhar uma atividade preliminar no Geogebra para que os alunos
conhecessem o0 software, tivessem contato com as possiveis construcdes
geomeétricas, as ferramentas disponiveis e qual a finalidade de cada uma delas.

Ao receberem a ficha do aluno as duplas comecaram a leitura da mesma e
fizeram a medicdo das dimensfes em uma das folhas de sulfite, na maioria ndo se
lembraram do conceito de razdo e tivemos que recordar que nada mais € que o
guociente entre suas medidas. Quando realizaram o calculo com o auxilio da
calculadora do celular e obtiveram 1,4142857143, porém nao identificaram como a
representacdo de um namero ja conhecido.

No Geogebra construiram um retangulo com 10 cm de lado e tracaram uma de
suas diagonais, determinando a sua medida, com a utilizagdo das ferramentas
disponiveis no software, como mostra a figura 4, sendo que alguns alunos
apresentaram dificuldades em usar as ferramentas para construir segmentos com
uma medida fixa e medir comprimentos, sendo ajudados por aqueles que tinham
maior conhecimento do software. Houve alunos que observaram a formacédo de um
tridangulo retadngulo e concluiram que poderia aplicar o Teorema de Pitagoras,

determinando a medida da diagonal do quadrado algebricamente, por meio da
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resolucdo de uma equacédo de 2° grau incompleta, que coincidia com o valor obtido
na construcdo geométrica. Ao construirem o quadrado com 1 cm de lado, realizaram
0 procedimento analogo para obter a diagonal desse quadrado e identificaram como
o valor obtido pela razdo entre as medidas da folha de sulfite, porém n&o identificaram

como um numero ja conhecido e quando elevaram esse numero ao quadrado

obtiveram 2,0002040816 e concluiram que o nimero era /2, pois:

2 = (vV2) ~(1,4142857143 ...)?.

Figura 4: Aluno medindo a diagonal do quadrado no Geogebra

Um dos alunos, que dominava um pouco mais a utilizacdo do Geogebra,
terminou uma das aulas fazendo as constru¢des indicadas na 12 versao da ficha do
aluno e fez o seguinte comentario: ‘Estou fazendo umas constru¢des meio doidas’,
entdo percebemos que poderiamos fazer algumas adaptacbes nas construcdes
geométricas propostas e reformulamos as construcdes para que a atividade fosse
retomada posteriormente, pois este era o Unico aluno que havia avancado na
execucao da atividade.

Na aula seguinte os alunos retomaram a atividade a partir do novo roteiro para
as construcdes geométricas, mas observamos que aqueles alunos que apresentavam
dificuldade no uso do software deveriam ter feito algumas atividades béasicas no
Geogebra, como por exemplo: construgdo poligonos com uma medida fixa e aferir a
medida de um determinado segmento para depois realizar as atividades propostas.

No inicio das constru¢cdes geométricas os alunos tracaram os segmentos de
29,7 cm com o uso da ferramenta ‘segmento com medida fixa” e este foi feito sobre o
eixo das abscissas, mas tracaram o0 segmento de 21 cm utilizando a mesma

ferramenta e também foi determinado sobre o eixo das abscissas, assim fizeram o
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deslocamento de uma das extremidades do segmento menor para o eixo das
ordenadas de tal forma que ambos fossem perpendiculares na origem do sistema de
coordenadas cartesianas. Em seguida, construiram um retangulo, como mostra a
figura 5, alguns com o auxilio da ferramenta ‘poligono’ e outros marcando um quarto
ponto de coordenadas (29,7;21) e tragcando 0s segmentos que determinavam o

retangulo que representa a folha de papel sulfite A4.

Figura 5: Aluno construindo um retangulo, no Geogebra, para simular a folha de sulfite A4

Como o auxilio da ferramenta ‘ponto médio ou centro’ determinaram os pontos
meédios dos lados com medidas maiores do retangulo e tragaram o segmento que une
0s pontos médios, determinando um novo retangulo que representa a folha de sulfite
de tamanho A5, determinando os pontos médios dos lados maiores do retangulo e
tracando o segmento que os une determinando novos retangulos até representarem

a folha de sulfite de tamanho A10, conforme a figura 6.
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Figura 6: Simulacéo de varios tamanhos de folhas da Série A por um aluno

A medida que as construcbes dos retangulos eram feitas, os alunos
completaram a tabela que constava na ficha do aluno com as medidas das larguras e
dos comprimentos dos retangulos e determinaram o perimetro e a area dos mesmos
com o auxilio da calculadora do celular. Neste momento, notamos que poderiam
inserir uma planilha no Geogebra que reproduzisse a tabela dada na ficha do aluno e
apos construirem a tabela numa planilha fizeram o preenchimento das medidas e
constatamos que poderiam fazer os célculos inserindo uma férmula para determinar
a area e o volume dos diversos retangulos, sem muito esforco e usando apenas 0s

conceitos dos mesmos, conforme a figura 7.
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R :édﬂl 02 Y|
Y AN EIEIE | = | B
A B C D E F G H
1 C ' 'p' ‘a’ r r2 r3 r4
2 23552 (166.02| 80166 399168 | 1.41 1.41 1.41 2
3 [167.03 [ 117.75| 56855 [199584 | 1.41 1.41 1.41 2
4 |11846| 8351 | 40323 | 99792 1.41 1.41 1.41 2
5 | 8402 | 5923 | 28598 | 49896 1.41 1.41 1.41 2
6 | 59.41 42 20282 | 24948 1.41 1.41 1.41 2
7 42 297 | 14341 | 12474 1.41 1.41 1.41 2
8 297 21 1014 | 6237 1.41 1.41 1.41 2
9 21 1485 | 717 | 31185 1.41 1.41 1.41 2
10 | 1485 | 105 507 15593 1.41 1.41 1.41 2
11 10.5 743 | 3586 | 7802 1.41 142 1.41 2
12 | 743 525 | 2536 | 39.01 142 142 142 2
13 | 525 371 17.92 1948 142 142 142 2
14 | 371 263 | 1268 976

Figura 7: Tabela para auxiliar a realizacdo da Atividade 1 - 22 Aplicacdo

Nesta tabela:
¢ — comprimento dos retangulos dos diversos tamanhos de papel sulfite;
‘1 — largura dos retangulos dos diversos tamanhos de papel sulfite;
‘p ‘ — perimetro dos retangulos dos diversos tamanhos de tamanho de sulfite;
‘a‘— area dos retangulos dos diversos tamanhos de sulfite;
rl — razdo aproximada entre os comprimentos de dois retangulos de tamanhos
consecutivos;
r2 — razao aproximada entre larguras de dois retangulos de tamanhos consecutivos;
r3 — razdo aproximada entre os perimetros de dois retangulos de tamanhos
consecutivos; e
r4 — razao aproximada entre as areas de dois retangulos de tamanhos consecutivos.
Depois do preenchimento da tabela de A4 a Al1l0, observaram o padrao
existente e completaram as demais linhas, determinaram as razdes entre duas

medidas consecutivas em cada uma das sequéncias e, por fim, identificaram como
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sendo Progress6es Geométricas, 0s primeiros termos e as razbes de cada umas das
progressodes. Lembrando que o termo geral de uma P.G. é obtido por:
a, =a..q"L,n=1,23,..
em que a, € o primeiro termo e q € a razao.
Concluiram que o termo geral da sequéncia que representa 0s comprimentos

dos retangulos, em cm, é:

cp =237,6.1,417"1n =1,2,3, ...
o termo geral da sequéncia que representa as larguras dos retangulos é, em cm, dado
por:

l, =168.1,41"""1 n =1,2,3, ...

o termo geral da sequéncia que representa 0s perimetros dos retangulos €, em cm,
dado por:

pn=811,2.1,417""1,n=1,2,3, ...
o termo geral da sequéncia que representa as areas dos retangulos €, em cm?, dado
por:

a, = 39916,8.27 "1 n =1,2,3, ...

Talvez por ter uma sala tdo heterogénea para lidar com o Geogebra foi mais
facil conduzir a atividade quando feita sem o uso de software, apenas usando a
calculadora para agilizar os célculos, contudo os alunos participaram na execucédo da
atividade em ambas as formas. Sempre tem alunos com dificuldade para recordar
algum conceito ja visto e muitos demoram para fazer os célculos, por sempre
recorrerem a calculadora para fazer exercicios que tem contas maiores a serem
realizadas.

Para complementar a atividade, podemos propor aos alunos que construam os
graficos com os dados obtidos na tabela. A figura 8, mostra o gréafico das larguras dos
diversos tamanhos da folha de papel sulfite, mas devemos ressaltar que este grafico

é discreto.



Larguras (cm)
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Figura 8: Graéfico discreto representando as larguras dos diversos tamanhos de sulfite
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Para uma melhor visualizacdo, os alunos podem unir seus pontos e obter um

gréafico continuo, conforme a figura 9.

Larguras (cm)

4A0 240 A0 A1 A2 A3 A4 A5 AB AT AB A9 aAqD

Figura 9: Gréfico continuo representando as larguras dos diversos tamanhos de sulfite para uma

melhor visualizacao
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Neste momento, devemos pedir para que os alunos associem esse grafico as
funcdes ja conhecidas. Apos identificarem a funcéo exponencial, devemos destacar

gue esta funcédo y = b.a* é decrescente (0 <a < 1).
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2.2 Atividade 2: Distancias a partir das dobras do sulfite

Objetivo: Conhecer uma situacdo pratica para explorar o conceito de sequéncia,
identificando a Progresséo a que se refere e seus elementos: primeiro termo (ai),
raz&o (q) e termo geral (an), escrevendo-o em linguagem matematica, a utilizacdo de

unidades de medida adequadas para expressar distancias e suas conversoes.

Tempo de Duracao: 4 aulas

Desenvolvimento:

A atividade foi aplicada na 3% Série do Ensino Médio, durante as aulas de
Matematica e os alunos foram dispostos em duplas. Cada dupla recebeu uma ficha
para desenvolver a atividade e registrar os resultados obtidos.

Ao iniciar a leitura da atividade os alunos ndo sabiam a espessura de uma folha
de papel sulfite, poréem um dos alunos afirmou que a espessura era de 0,01 mm.
Convidamos outro aluno para medir a altura de uma resma de sulfite e ele obteve 5
cm nessa medi¢do. Alguns afirmaram que a espessura de 0,01 mm n&o era correta,
pois sabiam que o pacote com 500 folhas de sulfite tinha 5 cm de altura, entdo a
espessura da folha de sulfite era de 0,1 mm. Concluiram, efetuando a divisédo entre a
altura do pacote de sulfite e a quantidade de folhas do pacote, sendo que alguns
alunos apresentaram dificuldades na divisdo e na converséo de unidades de medida
(de cm para mm) e ndo se atentaram que podiam usar esse raciocinio pois a altura
de uma pilha de folhas de sulfite € diretamente proporcional ao numero de folhas la
empilhadas, neste momento podemos ressaltar a existéncia da proporcionalidade
entre o niumero de folhas de papel sulfite e a altura da pilha de papéis.

Os alunos preencheram a tabela constando a altura do sulfite dobrado (em cm)
em funcdo da quantidade de dobras feitas sem dificuldades, apenas observando que
a altura era sempre igual ao dobro da altura anterior. Alguns obtiveram o resultado
multiplicando a altura anterior por 2 e, outros, somando duas vezes a altura anterior e
poucos recorreram a calculadora do celular para agilizar os calculos, como mostra a

figura 10.
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Figura 10: Calculo feito pelo aluno para preencher a tabela

Analisando as duas colunas da tabela observaram que a primeira coluna
representava uma Progressao Aritmética, enquanto que a segunda representava uma
Progressédo Geométrica , conforme a figura 11, e determinaram a o primeiro termo de
cada uma das progressoes e suas razdes sem problemas, contudo houve dificuldade
para representar o termo geral dessas sequéncias, neste momento analisamos que:

0,01 = 1.0,01 = 2°.0,01, paran=0
0,02 =2.0,01 = 21.0,01, paran=1
0,04 = 4.0,01 = 22.0,01, paran=2
0,08 = 8.0,01 = 23.0,01, paran=3
conduzindo o raciocinio de todos para obter o termo geral a,, = 2".0,01, para n

natural.
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Figura 11: Ficha do Aluno sendo preenchida

Em seguida, um aluno dobrou varias vezes ao meio a folha de sulfite, como

mostra a figura 12, e certificaram-se da quantidade de dobras que poderia ser feita
em uma folha.

Figura 12: Aluno fazendo as dobras na folha de papel sulfite

Por fim, analisaram os valores da tabela para responder as questdes propostas
sobre a quantidade de dobras necessérias para obter ou superar a distancia dada nas
primeiras questdes. Depois, uma aluna foi até o computador e pesquisou em um site

de busca as distancias que ndo constavam nas outras questdes e anotamos 0S
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valores na lousa para que todos tivessem acesso as informacgdes obtidas. Novamente,
alguns alunos tiveram problemas em analisar as medidas em unidades diferentes (mm

e km) e converté-las para uma mesma unidade de medida (“é mais facil converter mm

em km ou km em mm”, “devo multiplicar ou dividir para converter de km para mm?”,

“‘por quanto devo multiplicar? 10?, 100? ou outro numero?, foram algumas das
guestdes que surgiram). Neste momento, relembramos que:
1km=1000m
1m=100cm
1lcm =10mm
ou seja,
1 km = 1.000.000 mm

e os alunos conseguiram determinar todas as quantidades de dobras necessarias
para cada uma das questdes dadas, conforme a figura 13.

L
s POBRAS B0 SUAIHT

A O AL
AR
PARTIN

Figura 13: Ficha do Aluno sendo preenchida

Ressaltamos que pode ser dada uma distancia e deixar que os alunos
determinem o numero de dobras necessarias para obter a distancia dada, recorrendo
ao uso dos logaritmos para isso, hdo esquecendo que este € um dos assuntos que 0s
alunos apresentam muitas dificuldades para entender e aplicar o conceito na
resolucao de situagdes-problema.

Para finalizar esta atividade podemos propor a constru¢cdo do grafico das
espessuras obtidas nas dobras ao meio da folha de sulfite e obtemos uma funcgéo

exponencial crescente, pois a sua lei de formacao y = k.a"tem a > 1, como podemos
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observar no grafico discreto conforme a figura 14, ou no grafico continuo construido

apenas para facilitar a sua visualizacdo, como mostra a figura 15.

10

Altura do sulfite quando
dobrado (cm)

—9.

®
e o ©
2 4

10

Figura 14: Grafico discreto da altura da folha de sulfite quando dobrada



10 4

Altura do sulfite quando
dobrado (cm)

Figura 15: Grafico continuo da altura da folha de sulfite quando dobrada para uma melhor
visualizacéo
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2.3 Atividade 3: Fractal gerado a partir do sulfite

Objetivo: Conhecer uma situacdo pratica para explorar as sequéncias obtidas nos
diversos estégios da construcao de cartdes fractais identificando os seus elementos:
primeiro termo (a1), de sua razao (q) e de seu termo geral, expressando-o através da

linguagem matematica.

Tempo de Duracao: 4 aulas

Desenvolvimento:

A atividade foi aplicada a 32 Série do Ensino Médio, onde os alunos foram
distribuidos em duplas. Cada uma das duplas recebeu uma ficha para acompanhar o
desenvolvimento da atividade e preencher com os resultados obtidos durante a
execucdo da mesma, sendo que cada uma das duplas recebeu um dos trés modelos
de cartbes fractais propostos para serem desenvolvidos durante a atividade.

As duplas responsaveis pela confec¢cdo do cartdo fractal do modelo 1
praticamente ndo apresentaram dificuldades para fazer as dobras e os cortes

necessarios, como mostram as figuras 16 e 17.

Figura 16: Aluno confeccionando o cartdo fractal - Modelo 1
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Figura 17: Cartao fractal confeccionado pelos alunos — Modelo 1

Os alunos responsaveis pela confeccéo do cartdo fractal do modelo 2 também
nédo apresentaram dificuldades para fazer as dobras e os cortes durante o feitio do

mesmo, como mostram as figuras 18 e 19.

Figura 18: Aluno confeccionando o cartdo fractal — Modelo 2
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Figura 19: Cartdo fractal confeccionado pelos alunos — Modelo 2

Porém, os alunos responsaveis pela confeccdo do modelo 3 do cartdo fractal
apresentaram dificuldades para fazer as dobras e os cortes para o feitio do mesmo,

como mostram as figuras 20 e 21.

Figura 20: Aluno confeccionando o cartdo fractal — Modelo 3
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A,

Figura 21: Cartéo fractal confeccionado pelos alunos — Modelo 3

Quando finalizaram a construcéo de seus cartdes fractais comecaram a fazer
as medicOes dos lados dos retangulos e o preenchimento da tabela proposta com as
medidas dos lados dos retangulos gerados nos diversos estagios. Os conceitos de
perimetro e area foram confundidos e retomados, recordando que o perimetro € uma
medida linear (lembrando que é obtido pela soma das medidas dos lados do retangulo)
e que a area é uma medida de superficie (lembrando que € obtida pelo produto das
medidas dos lados do retangulo).

Ao analisar a tabela preenchida, relacionaram cada uma das colunas a uma
sequéncia e concluiram que representam uma Progressao Geométrica. Identificaram
o primeiro termo de cada uma das progressfes e suas respectivas razées, contudo
houve a dificuldade para representar o termo geral das sequéncias, foi quando
observamos que poderiam obter o termo geral da sequéncia das larguras notando

que:
21 21
h=21=7=%
21 21
h=10>=5=5
10,5 21 21
=22 =m =T =y

525 10,5 21 21
l3=2'625=T=T=?_23
2,625 525 10,5 21 21
2 4 8 16 2¢

Analisando que o ultimo termo em cada uma das igualdades acima é uma

l, =1,3125 =

fracdo com numerador 21 e denominador uma poténcia com base 2 e expoente
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variavel, sendo que cada um deles coincide com o0 estagio que esta sendo
considerado.
Assim, concluiram que o termo geral da sequéncia da largura, em cm, em todos

0s modelos de cartdes fractais, é:

21
b =57m=0,123,..

Neste momento, os alunos nao tiveram dificuldades para determinar o termo
geral das Progressdes Geométricas que representavam 0S comprimentos e 0S
perimetros dos retangulos, pois concluiram que as razées eram as mesmas e apenas
diferiam pelo primeiro termo e escreveram o0s termos gerais das sequéncias do
comprimento e do perimetro em cm dos modelos 1 e 2 dos cartdes fractais,

respectivamente, como sendo:

29,7

Ch = Z—n,n = O, 1,2,3,...
101,4

Dy = o ,n=201273,..

Quando analisaram a progressao geomeétrica que representa a area em cm?2
dos retangulos observou-se que houve alteracdo ndo s6 do primeiro termo, como
também da razéo e raciocinaram concluindo que o seu termo geral €, nos modelos 1
e 2 dos cartdes fractais:

623,7
In = —m

Ja no modelo 3 do cartéo fractal os alunos apresentaram maior dificuldade para

,n=20,1,2,3, ..

representar os termos gerais das sequéncias do comprimento e, principalmente da

area. Mas concluiram que séao:

29,7
Cp = 3n ,n=20,1273,..
623,7
a, = on ,n= 01,23,..

sendo o comprimento e 0 perimetro em cm e a area em cm2.
Finalizando a atividade com a resposta das questbes propostas com as

observacdes feitas durante a execucao das atividades, conforme a figura 22.
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Figura 22: Ficha do Aluno sendo preenchida

Esta atividade também pode ser finalizada com a insercdo dos gréaficos
associados aos dados obtidos nas medi¢Oes feitas durante as construcdes de cada
um dos trés modelos de cartbes fractais. O gréafico discreto obtido com as larguras dos
retangulos formados em cada um dos estagios da construcdo dos cartbes fractais

coincidem e sdo mostrados na figura 23.
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Figura 23: Grafico discreto das larguras dos retangulos gerados pelos cartbes fractais

Na figura 24 temos o grafico continuo referente as larguras dos retangulos para
uma melhor visualizagdo da funcédo e o associamos a fungdo exponencial y = k.at

decrescente, pois0<a<?2.
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'\ Largura (cm)

0 : 2 3 4 Estagio

Figura 24: Grafico continuo das larguras dos retangulos gerados pelos cartbes fractais para uma
melhor visualizacao

Os graficos discretos dos comprimentos dos retangulos gerados nos estagios

da construcgéo dos trés modelos de cartdes fractais sdo mostrados na figura 25.

. COMPRIMENTO
® Modalosi e 2
& Modelo 3
L ]
L]
L ]
. L
. H
0 1 2 3 4 Estagio

Figura 25: Gréfico discreto dos comprimentos dos retangulos gerados pelos cartfes fractais
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J& os graficos continuos dos comprimentos dos retangulos, conforme a figura

26, nos mostra que os comprimentos do modelo 3 decrescem mais rapidamente que

dos modelos 1 e 2 e sdo associados a fun¢des exponenciais.

COMPRIMENTO
& Modelos1e 2
& Modelo 3
- =
-\-\-"'-\-.
T L —
—_— — o
—-—— 3
] 1 2 3 4 Estagio

Figura 26: Gréfico continuo dos comprimentos dos retadngulos gerados pelos cartdes fractais para

uma melhor visualizacéo

O gréfico discreto dos perimetros obtidos durante a construcdo dos cartdes

fractais dos modelos 1 e 2 sdo mostrados na figura 27.

PERIMETRO
L ]
®
L]
[ ]
0 1 2 3 4 Estagio

Figura 27: Gréfico discreto dos perimetros dos retdngulos gerados pelos cartdes fractais
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O gréfico continuo dos perimetros tem uma melhor visualizacdo da funcéo

exponencial y = k.a' decrescente, pois 0 < a < 1 é mostrado na figura 28.

PERIMETRO
x\-\'“-»,,'_q_q_h_____
— o
B ]
0 1 7 3 4 Estagio

Figura 28: Grafico continuo dos perimetros dos retangulos gerados pelos cartbes fractais para uma

melhor visualizacao

Os graficos discretos das areas dos retangulos gerados nos diversos estagios

dos cartdes fractais sdo mostrados na figura 29.
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@ Modelo 3
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Figura 29: Gréfico discreto das areas dos retangulos gerados pelos cartdes fractais
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Os graficos continuos associados as areas dos retangulos sdo mostrados na

figura 30 e podemos notar que também sdo associados a fungdes exponenciais

decrescentes, sendo que as areas referentes ao modelo 3 decrescem mais

rapidamente que as dos modelos 1 e 2.

AREA
@ Modelosl e 2
@ Nodelo 3
'\-::h"'“--h o
& —— o P
0 2 3 4 Estagio

Figura 30: Gréfico continuo das areas dos retangulos gerados pelos cartées fractais para uma melhor

visualizagéo



53

2.4 Atividade 4: Dobras do papel sulfite

Objetivo: Concluir que os retangulos obtidos na dobra do papel sulfite de tamanho A4

sdo congruentes e que os triangulos formados nas dobras sdo semelhantes.

Tempo de Duracdo: Uma aula dupla.

Desenvolvimento:

A atividade foi aplicada na terceira série 2 do Ensino Médio, os alunos formaram
duplas, sendo que cada um deles recebeu uma folha de sulfite para fazer as dobras
indicadas na Ficha do Aluno que foi entregue para cada uma das duplas.

Os alunos nao apresentaram dificuldades para dobrar a folha ao meio e a
diagonal da folha de sulfite, porém alguns dobraram a diagonal da metade da folha de
tal forma que nao havia a interseccao entre as duas diagonais dobradas, tendo feito

as seguintes dobras, conforme mostra a figura 31.

Figura 31: Dobra incorreta da metade da folha de sulfite A4 feita por alguns alunos

Neste momento observamos como deveriam ser dobradas as diagonais para
gue fosse obtida a interseccdo entre as mesmas, conforme a figura 32, logo que
encontraram a intersecc¢ao das diagonais, como mostra a figura 33, dobraram a folha
de modo que a dobra fosse paralela ao lado de menor medida da folha de sulfite e

finalizaram com a dobra da parte maior da folha ao meio.
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Figura 32: Dobras corretas das diagonais para obter a interseccéo entre elas

Figura 33: Aluno obtendo a intersec¢éo entre as diagonais

Entdo os alunos mediram as trés partes da folha dividida, como mostra a figura
34, e constataram o que ja previam (que todas tém as mesmas medidas), conseguiram
determinar os tridngulos para serem comparados, porém tiveram dificuldades em

classificar a semelhanca entre os triangulos.
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de

Figura 34: Dobra perfeita do papel sulfite

Ao fim desta atividade podemos mostrar a figura 35, nela devemos ressaltar

gue temos um feixe de retas paralelas cortadas por duas retas transversais:

hY
-~

Figura 35: Angulos obtidos com as dobras do sulfite

Observando que temos um feixe de retas paralelas (os comprimentos da folha
de sulfite e a reta paralela aos comprimentos que passa pelo vértice comum dos dois
triangulos) cortado por duas retas transversais (as dobras das diagonais da folha de
sulfite e da metade da folha), formando dois pares de angulos (um destacado em azul
e outro em amarelo) que séo alternos e internos e um par de angulos opostos pelo
vértice (destacado em vermelho) e os trés pares de angulos tem como propriedade

serem congruentes.
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Capitulo 3 — Sequéncias e Fractais

3.1 Sequéncias

No inicio de sua vida escolar, as criancas tém o primeiro contato com as
sequéncias. Inicialmente sdo usadas figuras e, com o passar do tempo, sdo
abordadas as sequéncias numericas, seja em atividades em sala de aula como em
avaliacdes externas, como no SARESP (Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar
do Estado de Sao Paulo) e na Prova Brasil (Avaliagdo Nacional do Rendimento
Escolar), segundo o repositério de questbes disponibilizados na internet.

No Ensino Fundamental, as criancas se deparam com atividades que recorrem
a sequéncias numeéricas, onde € observado o padrdo e pede-se 0s termos
antecedentes ou subsequentes de uma dada sequéncia, muitas vezes recorre-se a
sequéncia de dias da semana ou de meses do ano, sendo que o0s alunos nao
apresentam grandes dificuldades na realizacdo da maioria das atividades propostas.

Ao chegarem ao Ensino Médio os alunos voltam a abordar as sequéncias, em
atividades que introduzem sequéncias especiais que sado as Progressdes Aritméticas
e Geométricas, ocasido em que sao tratados seus termos gerais e a soma de seus

termos.
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3.2 Progressdes

As Progressdes sao abordadas na 12 Série do Ensino Médio, mas as
sequéncias sdo apresentadas aos alunos desde o inicio de sua vida escolar, em
atividades que exploram a observacgao da regularidade em uma sequéncia de figuras
ou em sequéncias numéricas para a obtencao de um determinado termo da sequéncia
dada, conservando-se o padrao observado.

De acordo com o Curriculo do Estado de S&o Paulo de Mateméatica e suas
Tecnologias, Ensino Fundamental — Ciclo Il e Ensino Médio, é necessario desenvolver

no aluno as competéncias pessoais:

. capacidade de expressao: que se da por meio da expressao oral e/ou escrita;
. capacidade de compreenséo: que se da por meio da explicacdo de algoritmos;
. capacidade de argumentacdo: que se da por meio da construcdo de analises e

justificativa de procedimentos;

. capacidade propositiva: que se da por meio da intervencdo na realidade de
modo responsavel e solidario;

. capacidade de contextualizar: que se d& por meio do estabelecimento de
relagdes entre conceitos e teorias ja estudados e as situagdes-problema;

. capacidade de abstrair: que se da por meio da projecéao de situacdes ainda ndo
existentes.

Para isso é preciso construir o conhecimento do aluno por meio de contetdos
significativos, pois nem sempre conseguimos associar a utilidade préatica do que
ensinamos.

Nesta sequéncia de atividades sobre as Progressdes contemplamos as
seguintes competéncias e habilidades:

. reconhecer a existéncia ou ndo de padrdes de regularidades em sequéncias
numéricas ou geomeétricas;

. utilizar a linguagem matematica para expressar a regularidade dos padrdes de
sequéncias numeéricas ou geometricas;

. reconhecer o padrdo de regularidade de uma sequéncia aritmética ou de uma
sequéncia geométrica; e

. obter o termo geral de uma sequéncia numérica a partir da identificacdo da

regularidade existente.
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No Caderno do Professor de Matematica da 12 Série do Ensino Médio - Volume
| € sugerido que inicie-se o0 estudo sobre Progressfes Aritméticas e Geométricas
simultaneamente, permitindo que o foco do tratamento conceitual se desloque do
conceitualismo algébrico para a construcdo do significado real e a importancia das
caracteristicas da regularidade de cada sequéncia. E importante que o aluno note que
o raciocinio envolvido em ambos o0s tipos de sequéncias € 0 mesmo, ou seja, um valor
constante € o passo que permite obter um termo a partir do termo anterior, sendo que
em uma das sequéncias € somada uma razao constante (Progressdo Aritmética)
enguanto que na outra sequéncia é multiplicada uma razdo constante (Progressédo
Geométrica). Nao podemos deixar de valorizar o raciocinio dos alunos na obtencéo

dos termos de uma sequéncia ou de seu termo geral, utilizando a metacognicao.
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3.3 Fractais

Na segunda metade do século XX, Benoit Mandelbrot propds a Geometria
Fractal que justificava as formas existentes na natureza, que ndo eram explicadas por
meio da Geometria Euclidiana, entretanto ja haviam alguns trabalhos desenvolvidos
anteriormente que tratavam de curvas ou figuras com caracteristicas particulares.

Fractais sao figuras que podem ser obtidas por meio do processo iterativo, em
gue ha a repeticdo de um processo durante varios estagios e estes seréo os fractais
gue usaremos durante a realizacdo das atividades propostas nesta sequéncia
didatica.

Os fractais apresentam similaridade (quando consideramos uma parte da figura
e a ampliamos temos o fractal como um todo), dimensédo (é€ um namero e representa
0 quanto do espaco a figura ocupa) e lacunaridade (quantifica a ocupac¢éo do espago),
gue nao serdo abordadas nestas atividades. Ao abordarmos os fractais em sala de
aula podemos trabalhar com varios conceitos matematicos como: fracoes, razoes,
perimetro, area, volume, semelhanca de figuras, progressdes, nimeros complexos,
polinbmios, logaritmos, entre outros.

Alguns dos fractais conhecidos anteriormente a Geometria Fractal sao:

e Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor que é obtida por meio da eliminacao

da terca parte central de um intervalo fechado [0,1] em varios estagios, com o

uso do processo iterativo como mostra a figura 36.

Figura 36: Representacdo do conjunto de Cantor

e Curva de Koch que € obtida por meio da substituicdo da terca parte central de
um segmento pelos outros dois lados de um triangulo equilatero, com o uso do

processo iterativo como mostra a figura 27.
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Figura 37: Representacéo da curva de Koch
Disponivel em: http://www.ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/profmat/Emerson.pdf
Acesso: em 29 nov. 2016

Floco de neve é obtido por meio do processo iterativo proposto na curva de

Koch a partir de um triangulo equilatero como mostra a figura 38.

/NTRE
LAEIES

Figura 38: Representacéo do floco de neve
Disponivel em: http://www.ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/profmat/Emerson.pdf
Acesso: em 29 nov. 2016
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e Curva de Peano €é obtida pelo processo iterativo com inicio em um segmento e
colocando-se nove segmentos de medida igual a um tergco da medida do

segmento do estagio anterior, como mostra a figura 39.

Figura 39: Representacdo da curva de Peano
Disponivel em: http://www.ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/profmat/Emerson.pdf
Acesso: em 29 nov. 2016

e Triangulo de Sierpinski € obtido por meio do processo iterativo em que um
triangulo equilatero € dividido em quatro triangulos menores determinados
através dos pontos médios dos lados do triangulo original e excluindo-se o

triangulo central, como mostra a figura 40.

Figura 40: Representacao do triangulo de Sierpinski
Disponivel em: http://www.ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/profmat/Emerson.pdf
Acesso: em 29 nov. 2016

Na Natureza, podemos observar a existéncia dos (quase) fractais, em diversas

partes, como mostra a figura 41 a seguir.
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Figura 41: Representacéo da couve-flor
Disponivel em: http://deumtudo2.blogspot.com.br/2009/09/fractais-na-natureza-parte-ii_12.html
Acesso: em 29 nov. 2016

E os fractais podem estar presentes em nosso corpo, como mostra a figura 42
a seqguir:

Figura 42: Representacado do sistema arterial do coragéo
Disponivel em: http://deumtudo2.blogspot.com.br/2009/09/fractais-na-natureza-parte-ii_12.htmi
Acesso: em 29 nov. 2016

Também podemos identificar a existéncia dos fractais nas Artes, como por

exemplo no papel de parede disponivel na internet, conforme a figura 43.



Figura 43: Fractal na Arte
Disponivel em: http://pt.wallpapersma.com/wallpaper/arte-fractal.html
Acesso: em 29 nov. 2016
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Capitulo 4 — Atividades Complementares

Analisando as provas do Saresp e do Enem selecionamos algumas questdes
gue envolvem os conceitos e resultados abordados nas atividades da sequéncia
didatica que podem ser aplicados para consolida-los.

As questBes estdo organizadas de acordo com a ordem em que foram
aplicadas em ambas as provas, mas ressaltamos que a questédo 152 do caderno azul
do Enem de 2015 mais se aproxima das atividades propostas por tratar de uma folha
de papel sulfite de tamanho A4. Este problema traz a informagéo que a razéo entre as

duas dimensd&es das folhas de sulfite dos diversos tamanhos é 1: /2, isto é:

1 _1V2 V2 2

VI V2V V2R 2
gue € um numero irracional e a razdo entre as dimensdes da folha de sulfite A4 de
29,7 cm por 21 cm é um numero racional.

Durante a resolugdo dos problemas propostos devemos incentivar que 0sS
alunos facam uma primeira leitura do enunciado observando os dados fornecidos para
a resolucédo do problema, os termos desconhecidos (que devem ter seus significados
pesquisados) e 0 que se deve determinar para a solugdo do problema, identificar os
conceitos conhecidos que podem ser empregados na resolugdo do problema,
estabelecer um roteiro mental que deve ser executado para a resolucéao do problema,
resolver o problema proposto através do roteiro preestabelecido e, por fim, verificar se
o resultado obtido realmente é a solucdo do problema dado, como € proposto por

George Polya em seu livro “A Arte de Resolver Problemas”.



65

4.1 Atividades extraidas das provas da OBMEP

Analisando as provas ja aplicadas na OBMEP selecionamos as seguintes

guestdes que aqui estédo relacionadas, especificando

o gual dos trés niveis foi aplicada, sendo:
o Nivel I: para alunos de 6° e 7° anos;
o Nivel Il: para alunos de 8° e 9° anos; e
o Nivel Ill: para alunos do Ensino Médio;
o a fase a qual pertence:
o 12 Fase: questdes de multipla escolha aplicada em toda escola

inscrita para todos os alunos que la estudam;

o 22 Fase: questdes escritas para alunos selecionados em todas as
escolas participantes;

o 0 ano em que a prova foi aplicada;

o 0s conteudos que podem ser abordados durante a sua resolugao;
o 0 seu enunciado; e

o uma proposta de solucao.

Sendo que nem todas as questdes foram trabalhadas com os alunos durante a

aplicacao da sequéncia didatica devido ao tempo e necessidade do cumprimento do
curriculo.
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4.1.1 Primeira Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2005, temos o exercicio 2, na 12 Fase do Nivel 3, que aborda

alguns conceitos geométricos como ponto médio, paralelismo e area do retangulo.

Uma folha de papel retangular, de 10 cm de largura por 24 cm de comprimento, foi
dobrada de forma a obter uma folha dupla, de 10 cm de largura por 12 cm de
comprimento. Em seguida, a folha dobrada foi cortada ao meio, paralelamente a
dobra, obtendo-se assim trés pedacos retangulares. Qual € a area do maior desses
pedacos?

(A) 30 cmz

(B) 60 cm?

(C) 120 cm?

(D) 180 cm?

(E) 240 cm?

Proposta de solucao:

A folha inicialmente tem 10 cm de largura por 24 cm de comprimento:

24

Figura 44: Retangulo representando a folha de papel original

Quando a folha é dobrada ao meio tem 10 cm de largura por 12 cm de

comprimento:
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10

12

Figura 45: Retangulo representando a folha original dobrada ao meio

Como a folha dobrada foi cortada ao meio, paralelamente a dobra, temos:

T
[
[
|
10 I
|
[
|
|

Figura 46: Retangulo representando a folha dobrada ao meio que seré cortada no segmento
tracejado

E a folha foi dividida em trés partes da seguinte forma:

10 10 10

6 12 6

Figura 47: Retangulos representando as partes obtidas apds as dobras e o corte

E a area do maior pedaco de papel € a area de um retangulo de 10 cm de

largura e 12 cm de comprimento, assim:

A =Db.h
A=10.12
A =120 cm?

(C é a alternativa correta).
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4.1.2 Segunda Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2005, temos o exercicio 1, na 22 fase do Nivel 1, que aborda alguns
conceitos geométricos como area e perimetro de retangulos e quadrados e medidas

de seus lados.

Tia Anastacia uniu quatro retangulos de papel de 3 cm de comprimento por 1 cm de
largura, formando a figura ao lado.

A) Qual é o perimetro da figura?

B) Qual € o menor numero de retangulos de 3 cm de comprimento por 1 cm de largura
gue € necessario juntar a essa figura para se obter um quadrado? Faca um desenho
ilustrando sua resposta.

C) Qual é a area do quadrado obtido no item anterior?

L |

Figura 48: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2005 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

a) Como foram unidos quatro retangulos de papel com 3 cm de comprimento por 1 cm

de largura como na figura, temos:

3-1=2

1 3-1=2

1

Figura 49: Figura dividida em quadrados com 1 cm de lado com as respectivas medidas dos lados
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Podemos verificar que o nimero de quadradinhos de um cm de lado de cada
retangulo que ficou no contorno da figura 37 é 3, 1 e 2, assim, o perimetro da figura
é:

4.(3+1+2) = 4.6 =24 cm.

Outro modo, seria considerar o perimetro de cada um dos quatro retangulos
isoladamente que é iguala 3 +1 + 3 + 1 = 8 cm, no total teriamos 32 cm. Quando
encostamos dois quadradinhos de 1 cm de lado em cada um deles em outros
retangulos, retiramos do perimetro 2 cm de cada um dos retangulos, de modo que o
perimetro fica igual a 32 - 2.4 =32 -8 =24 cm.

b) Devemos juntar mais oito retangulos de 3 cm de comprimento por 1 cm de largura

para obter um quadrado e a ilustracéo é:

Figura 50: Quadrado obtido com o menor nimero de retangulos a partir da figura dada

c) Cada lado do quadrado tem 6 cm de lado, pois temos um retangulo de 3 cm de
comprimento e 3 trés retangulos de 1 cm de largura, ou seja:
3+1+1+1=6 cm.



3 1 1 1

Figura 51: Quadrado obtido no item anterior com as medidas dos lados

Assim, a area do quadrado é:
A=(3+1+1+1).(3+1+1+1)=6.6=36 cm?
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4.1.3 Terceira Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2005, temos os exercicios 6, na 22 fase dos Niveis 2 e 3, que
trabalha com numeros primos, divisibilidade e multiplos, além de alguns conceitos
geométricos como area e volume de quadrados e retangulos. Reproduzimos aqui o

enunciado da questao do Nivel 2.

A Princesa Telassim cortou uma folha de papel retangular em 9 quadrados de lados
1,4,7,8,9, 10, 14, 15 e 18 centimetros.

A) Qual era a area da folha antes de ser cortada?

B) Quais eram as medidas da folha antes de ser cortada?

C) A Princesa Telassim precisa montar a folha de novo. Ajude-a mostrando, com um

desenho, como fazer esta montagem.

Proposta de solucao:

A) Como a folha de papel sulfite foi dividida em quadrados de lados 1, 4, 7, 8, 9, 10,

14, 15 e 18 cm, entdo a area da folha é a soma das areas dos quadrados, ou seja:

A=12+ 42+ 72+ 82+ 92+ 102+ 142+ 152+ 182 =

1+16+49+64+81+100+ 196+ 225 + 324 = 1056 cm?

B) Sabemos que a folha de sulfite é retangular, entdo sua area € dada por:

A=ab

em gue a é a medida do comprimento e b é a medida da largura da folha de sulfite.
Como a éarea da folha é area 1056 cm?, entdo as possiveis multiplicacbes de

nameros inteiros que resultam nesse produto sao:

1.1056 6.176 16.66
2.528 8.132 22.48
3.352 11.96 24.44
4.264 12.88 32.33

Como o maior quadrado tem 18 cm de lado, entdo a > 18 e b > 18.
Assim, as possiveis multiplicagcbes sao:
22.48 24.44 32.33
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Considerando que os lados do retangulo sejam 22 cm e 48 cm, para que o lado
meca 22 cm, temos 22 = 18 +4, mas o outro lado ndo tem quadrados suficientes para
completar o retangulo restante (4 x 14), pois s6 temos um quadrado com lado 1 e um

com lado 4 para isso.

18 4

Figura 52: Retangulo de 18 x 22, salientando que ndo é possivel completar o retangulo 4 x 14

Considerando que os lados do retangulo sejam 24 cm e 44 cm, para que um
dos lados meca 24 cm, temos:
15+8+1=24 15+9=24 14+9+1=24
10+9+1+4=24 14+10=24 9+8+7=24

Se um lado do retangulo € 24 =15 + 8 + 1, temos que o outro lado do retangulo
é:
44 =15+ 18 + 10 + 1 (mas o quadrado com lado de 1 cm j& foi usado).

Se um lado do retangulo é 24 = 10 + 9 + 1 + 4, temos que o outro lado do
retangulo é:
44=10+18+15+1=10+ 18 + 14 + 1 (mas o quadrado com lado de 1 cm ja foi
usado).

Se um lado do retangulo é 24 = 15 + 9, temos que o outro lado do retangulo é:
44 =15+18+ 10 + 1, porém ndo temos quadrados suficiente para completar a figura.
44 =15+ 14 + 10 + 4 + 1, porém nao temos quadrados suficiente para completar a
figura.
44=15+9+8+ 7+ 4+ 1 (mas o quadrado com lado de 9 cm ja foi usado);

44 =15+ 18 + 7 + 4, porém ndo temos quadrados suficiente para completar a figura.



73

44 =15+ 14 + 8 + 7, porém ndo temos quadrados suficiente para completar a figura.
Se um lado do retangulo é de 24 = 10 + 14, temos que o outro lado do retangulo é:
44 =14 + 10 + 7 + 4 (mas o quadrado com lado 10 cm ja foi usado)
44 =14 + 18 + 8 + 4, porém nao temos quadrados suficiente para completar a figura.
44 = 14 + 15 + 7 + 8, porém ndo temos quadrados suficiente para completar a figura.
44 =14+ 15+ 10+ 4 + 1 (mas o quadrado com lado 10 cm j& foi usado)

Se um lado do retangulo € de 24 = 14 + 9 + 1, temos que o outro lado do
retangulo é:
44 = 14 + 10 + 7 + 4, porém ndo temos quadrados suficiente para completar a figura.
44 = 14 + 18 + 8 + 4, porém ndo temos quadrados suficiente para completar a figura.
44 =14 + 15 + 7 + 8, porém ndo temos quadrados suficiente para completar a figura.
44 =14+ 15+ 10+ 4 + 1 (mas o quadrado com lado 1 cm j& foi usado)

Se um lado do retédngulo é de 24 =9 + 8 + 7, temos que o outro lado do retangulo
é:
44 =9+ 18 + 10 + 7 (mas o quadrado com lado 7 cm ja foi usado).

Considerando que os lados do retangulo sejam 32 cm e 33 cm, para que um
dos lados mecga 32 cm, temos:
1+4+9+18=32
1+4+8+9+10=32
1+8+9+14=32
1+7+10+14=32
4+10+18=32
8+10+14
18 +14 =32
7+10+15=32



C)

14

15

Figura 53: Retangulo representando a folha original
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4.1.4 Quarta Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2006, temos na 22 fase, os exercicios 4, do Nivel 1 e 1 do Nivel 2,
gue aborda area de quadrados e retangulos, teorema de Pitdgoras, propriedades das

poténcias e triangulos congruentes.

Uma folha retangular de 20 cm por 30 cm foi cortada ao longo das linhas tracejadas
AC e BD em quatro pedacos: dois triangulos iguais e dois poligonos iguais de cinco
lados cada um, como na figura I. Os segmentos AC e BD tem 0 mesmo comprimento
e se encontram no centro do retangulo " formando angulos retos.

(a) Qual e o comprimento do segmento AB?

(b) Qual e a area de um pedaco triangular? E de um pedaco de cinco lados? ~

(c) Com os quatro pedacos podemos montar um quadrado com um buraco retangular,

como na figura Il. Qual e a area do buraco?

A E
Ty Fa
Y s
\\ &
T @7
AN
Fa Y
ra Y
D c

II

<

Figura 54: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2006 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

a) Como a figura 42 | foi dividida em dois triangulos iguais (congruentes), entdo tem
as mesmas medidas, assim a altura desses retangulos € 10 cm (metade do

comprimento de AD). Logo, a medida do segmento AB € 20 cm.
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b) Como os segmentos AC e BD tem mesmo comprimento, entdo ABCD € um
guadrado, assim cada triangulo tem 20 cm de medida da base e 10 cm de altura e sua

area é:

_b.h20.10 200
T2 7 2 T2
O poligono com cinco lados pode ser dividido em duas outras figuras para determinar

= 100 cm?

a sua area, um retangulo com lados 20 cm por 5 cm e o triangulo que ja conhecemos
a area, pois este € um dos quatro triangulos determinados pelas diagonais do

quadrado, como podemos notar na figura:

20 A

5 D 20 o5
30

Figura 55: Retangulo dividido em quatro partes com suas medidas

E sua area é:
A, = Ap + Ag =100 + 20.5 = 100 + 100 = 200 cm?
Assim, a area do pedaco triangular € 100 cm? e a area do pedaco de cinco lados é
200 cm?.

c) A area inicial da folha de papel € de:
A = 30.20 = 600 cm?
Como o gquadrado é formado pela soma das medidas das hipotenusas
formadas pelas diagonais do quadrado ABCD, devemos considerar o seguinte

triangulo retangulo:
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A
AN 10
s
20

5p 20 co
20

Figura 56: Retangulo salientando as medidas do triangulo retangulo formado

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo acima, sendo x a
medida de sua hipotenusa, temos:
x? = 10% + 102
x2 = 100 + 100

x% =200
x= v200
x=10V2 cm

Mas o quadrado indicado na figura Il tem lado medindo a soma de duas
hipotenusas dos triangulos anteriores, assim:
[ =10V2 +10vV2 = 20vV2 cm
A érea do quadrado é:

2
A =12 =(20V2)
aplicando as propriedades das poténcias, temos:
2
A =20%+2" = 400.2 = 800 cm?
A area do buraco € obtida subtraindo a area da folha da area do quadrado,

entao:
Ag = A— Af=800—600=200cm2
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4.1.5 Quinta Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2006, temos o exercicio 7, na 12 fase do Nivel 2, que aborda

Progressdo Geométrica e Equacao de 1° grau.

No inicio de janeiro de 2006, Tina formou com colegas um grupo para resolver
problemas de Matemaética. Eles estudaram muito e por isso, a cada més, conseguiam
resolver o dobro do niumero de problemas resolvidos no més anterior. No fim de junho
de 2006 o grupo havia resolvido um total de 1134 problemas. Quantos problemas o
grupo resolveu em janeiro?

(A) 12

(B) 18

(©) 20

(D) 24

(E) 36

Figura 57: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2006 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Como o grupo formado por Tina e seus colegas resolveu o dobro do nimero de
problemas resolvidos no més anterior, entdo vamos preencher a tabela com o nimero
de exercicios resolvidos em cada um dos meses, supondo que foram resolvidos x

exercicios no primeiro més, assim:

Tabela 3: Tabela da quantidade de problemas resolvidos em cada um dos meses

Janeiro Fevereiro Marco Abril Maio Junho
X 2X 4x 8x 16x 32x
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Mas foram resolvidos 1134 problemas durante o semestre, ou seja, a soma do
namero de exercicios resolvidos em cada um dos meses € 1134, e podemos escrever
a seguinte equacao de 1° grau:

X+ 2X +4x + 8x + 16x + 32x = 1134

63x = 1134
x = 1134/63
X =18

Logo, foram resolvidos 18 problemas no més de janeiro (a alternativa B € a
correta).
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4.1.6 Sexta Questdo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2007, temos na 12 Fase o exercicio 10 do Nivel 1 que aborda o

perimetro de retangulos e equacédo de 1° grau.

Juliana tem 8 cartbes de papeldo, retangulares e iguais. Se ela enfileirar todos os
cartdes juntando apenas lados de mesma medida, a maior fila que ela podera obter
ter&d comprimento 176 cm e a menor tera comprimento 96 cm. Qual é o perimetro de
cada cartao?

A) 54 cm

B) 68 cm

C) 76 cm

D) 80 cm

E) 96 cm

Proposta de solucao:

Como Juliana tem 8 cartdes de papeldo retangulares e iguais, entdo quando
enfileira todos os cartdes, juntando os lados de mesma medida, tera uma fila com 96

cm e cada cartdo tem x cm de largura, assim:

96 cm

X X X X X X X X

Figura 58: Retangulo formado por 8 cartdes enfileirados, com 96 cm de comprimento

8x =96
X =96/8
X=12cm

Quando enfileira todos os cartdes, juntado as larguras, tera uma fila com 196

cm e cada cartdo tem y cm de comprimento, assim:



176 cm

y

¥y

Y

¥y

¥y

Yy

Yy

¥

Figura 59: Retangulo formado por 8 cartdes enfileirados, com 176 cm de comprimento

8y =176
y = 176/8
y=22cm
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Entdo, cada cartdo tem 12 cm de largura por 22 cm de comprimento e seu

perimetro sera:

12 + 22 + 12 + 22 = 2.(12+22) = 2.34 = 68 cm

Logo, B é a alternativa correta.
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4.1.7 Sétima Questdo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2007, temos o exercicio 10, na 12 fase do Nivel 1, que aborda

alguns conceitos geométricos como area e perimetro.

Priscila tem uma folha de papel quadrada de 20 cm de lado, branca de um lado e cinza
do outro. Ela dobrou essa folha duas vezes, como indicado abaixo. Qual foi a area da

parte branca que ficou visivel?

A) 18 cm?
B) 32 cm?
C) 36 cmz
D) 72 cm?
E) 84 cm?
. 20 cm N . 12 em .
1
2
i

Figura 60: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2007 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Como Priscila tem uma folha de papel quadrada com 20 cm de lado, branca de

um lado e cinza do outro. Quando é feita a dobra de 6 cm, temos:

Figura 61: Quadrado com 20 cm de lado dividido em trés retangulos com larguras: 8 cm, 6 cm e 6 cm



Quando é feita a dobra de 8 cm, temos:

8cm

gcm

:4 cm
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Figura 62: Quadrado com 20 cm de lado dividido em trés retangulos com comprimentos: 8 cm, 8 cm e

assim, a parte branca que ficou visivel € um retangulo de 4 cm por 8 cm:

4 cm

[4cm

| B cm

—_ —

Figura 63: Quadrado com area visivel apés as dobras

E a area do retangulo visivel é:

A=48=32cm?
(B é a alternativa correta).
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4.1.8 Oitava Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2007, temos o exercicio 11, na 12 fase do Nivel 1, que aborda area

de figura planas.

Nanci tem seis quadrados de cartolina iguais, como na figura I. Com esses cartdes ela
montou a figura Il. Qual é a area dessa figura?

A) 450 cm?

B) 475 cm?

C) 525 cm?

D) 540 cm?

E) 600 cm?

10em

— F {]U"ﬁ |

Figura I

Figura 64: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2007 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucéo:

Quando Nanci formou a figura 52.11 a partir da figura 52.I, sobrepds um
quadrado no centro do primeiro quadrado (ponto de encontro das diagonais), entao

cada quadrado é dividido em gquadrados menores com 5 cm de lado, assim:



) 4 5
6 7 8
9 10 11

12 13 14

15 16 17

18 19

Figura 65: Figura 64.11 decomposta em quadrados de 5 cm de lado

Entdo a &rea da figura 64.11 é:
A =19.52=19.25=475cm?

(B é a alternativa correta).
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4.1.9 Nona Questéo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2007, temos na 12 Fase os exercicios 16 e 7 dos Niveis 1 e 2,

respectivamente, que aborda a area de quadrados e retangulos e equacédo de 1° grau.

Um retangulo de papeldo com 45 cm de altura foi cortado em dois pedacos iguais,
como na figura. Com esses dois pedacos € possivel montar um quadrado de lado
maior que 45 cm. Qual é o comprimento da base do retangulo?

A) 65

B) 70

C) 75

D) 80

45 cm

Figura 66: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2007 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Como o retangulo foi cortado em dois pedacos iguais, entdo a largura de 45 cm
foi dividido em 3 partes de medida x cada uma e o outro comprimento foi dividido em

4 partes de medida y cada uma, como na figura a seguir.

45 cm

Figura 67: Retangulo de 45 cm de largura com dois cortes horizontais (X) e trés cortes verticais (y)
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Assim:
3x =45
X = 45/3
Xx=15cm

Figura 68: Quadrado formado pelas duas partes iguais do retangulo

Assim, podemos concluir que o quadrado tem lado medindo 4x e substituindo
X por 15, temos:
4x =4.15=60cm
Pela figura podemos concluir que:
3y =4x =60
3y =60
y = 60/3
y=20cm
Logo, o comprimento do retangulo é:
4.y =4.20=80cm

(D é a alternativa correta).
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4.1.10 Décima Questdo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2008, temos os exercicios 11 e 4, na 12 fase dos Niveis 1 e 2,

respectivamente, que aborda area de quadrados e triangulos.

Uma tira retangular de cartolina, branca de um lado e cinza do outro, foi dobrada como
na figura, formando um poligono de 8 lados. Qual é a area desse poligono?

(A) 216 cm?

(B) 264 cm?

(C) 348 cm?

(D) 432 cm?

(E) 576 cm?

48 cm 24 em

12-::mI — —-

Figura 69: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2008 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

A tira retangular de cartolina, branca de um lado e cinza do outro, com

dimensdes de 12 cm por 48 cm € dobrado da seguinte forma:

24

12

12 4

Figura 70: Sequéncia de figuras formada apds as dobras com as medidas de seus lados e
enumeradas

As figuras 1 e 4 séo retangulos com 12 cm de lado e suas areas séo:
A1 =A4=12=122=144 cm?
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E as figuras 2 e 3 sao triangulos retangulos com bases e alturas iguais a 12 cm
e suas areas sao:
Az = Az = (b.h)/2 = (12.12)/2 = 144/2 = 72 cm?
Como a area do poligono é dada pela soma das quatro areas determinadas,
temos:
A=A1+A2+As+A4=144 + 72+ 72 + 144 = 432 cm?

(D é a alternativa correta).
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4.1.11 Décima Primeira Questéo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2008, temos o exercicio 15, na 12 fase do Nivel 2 que aborda area

de quadrados, equacdes de 1° e 2° graus.

Numa folha quadrada de papel de 30 cm de lado, branca de um lado e cinza do outro,
marcou-se um quadrado ABCD em linhas pontilhadas, como na figura 1. A folha foi
dobrada ao longo das linhas pontilhadas e o resultado esta mostrado na figura 2, onde
a parte cinza é um quadrado de area 144 cm2. Qual é o comprimento do segmento
PA?

(A) 21 cm
(B) 22 cm
(C) 23 cm
(D) 24 cm
(E) 25 cm

P -.A

D}

.C"'
Figura 1 Figura 2

Figura 71: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2008 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Como o quadrado obtido na figura 59.2 tem 144 cm? de area, resolvendo uma
equacdao de 2° grau, determinamos a medida do lado do quadrado, ndo esquecendo
gue o lado do quadrado tem medida positiva, portanto podemos considerar apenas a
solucéo positiva.

A=1?
144 = |2
=12 cm

Observando a figura 59.1, temos:
X+x+12=30



E, podemos concluir que:

(A é a alternativa correta).

2x=30-12
2x =18
X =18/2

X=9cm

AP =30-9=21cm
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4.1.12 Décima Segunda Questado Selecionada — OBMEP

Na prova de 2008, temos o exercicio 8, na 12 fase do Nivel 3 que aborda

perimetro de poligonos, teorema de Pitdgoras e equacgéo de 2° grau.

Uma tira retangular de cartolina, branca na frente e cinza atras, foi dobrada como na
figura, formando um poligono de 8 lados. Qual € o perimetro desse poligono?

(A) 96 cm

(B) 24 + 44/2 cm

(C) 60 + 12+/2cm

(D) 72 + 18v2 cm

(E) 72 + 24+/2 cm

4d cm 24 em

E -

1:.?ch

Figura 72: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2008 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

A tira de cartolina branca na frente e cinza atras tem o formato do retangulo:

48

12

Figura 73: Retangulo com 48 cm por 12cm

Quando foi dobrada teve o poligono com as seguintes medidas de lados e 0s

lados de medida x:
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12

12 12

12 12

12

Figura 74: Tira de papel dobrada com suas medidas de seus lados

A medida indicada por x no poligono € obtida através do Teorema de Pitagoras
no triangulo isésceles e retangulo, com catetos iguais a 12 cm e hipotenusa x, assim:
X2 =122+ 122
X2 =144 + 144
x2 = 288
X =+/288
X =12v/2 cm

Como o perimetro do poligono é obtido pela soma das medidas de seus lados,
entao:

12+ 12+ 12+ 122+ 12+ 12+ 12 + 1242 =72 + 2442

(E é a alternativa correta).
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4.1.13 Décima Terceira Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2010, temos os exercicios 7, na 12 Fase do Nivel 1 e 4, na 12 Fase

do Nivel 2 que aborda a area de retangulos e logica.

Um cartdo da OBMEP, medindo 11 cm por 18 cm, foi cortado para formar um novo

cartdo, como na figura. Qual é a area da parte com as letras O e B?

A) 77 cm?
B) 88 cm?
C) 99 cmz
D) 125 cm?
E) 198 cm?
18em g

5 0B MEP — MEP

Figura 75: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2010 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Considere que o retadngulo 11 cm x 18 cm seja dividido em duas partes. Seja A
o retangulo que contém as letras OB e B a parte do retangulo que contém as letras

MEP, ambos com 11 cm de altura.

Al B

Figura 76: Retangulo de 18 cm por 11 cm dividido em duas partes (A e B)

O retangulo foi cortado e disposto da seguinte forma:
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B

Figura 77: Retangulo cortado em duas partes e disposto de outra forma

ou seja, o retangulo B é um quadrado, pois sua altura mede 11 cm. Logo, a base do
retangulo Aé7cm (18 - 11 =7).
A é&rea da parte com as letras OB é:
A=711=77cm?

(A é a alternativa correta).
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4.1.14 Décima Quarta Questéo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2010, temos o exercicio 8, na 12 Fase do Nivel 1 que aborda

simetria das figuras planas e dobras.

Jodozinho dobrou duas vezes uma folha de papel quadrada, branca de um lado e
cinza do outro, e depois recortou um quadradinho, como na figura. Qual das figuras

abaixo ele encontrou quando desdobrou completamente a folha?

2 (O (O] pod (oo

A) B) C) D) E)

Figura 78: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2010 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Quando Joaozinho dobrou duas vezes uma folha de papel quadrada e recortou

um quadradinho como na seguinte figura:

Figura 79: Folha de papel quadrada com duas dobras

Quando desfaz-se a primeira dobra, temos:



Figura 80: Folha de papel quadrada com uma dobra

Quando desfaz-se a ultima dobra, temos:

Figura 81: Folha de papel quadrada cortada e desdobrada

(E é a alternativa correta).
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4.1.15 Décima Quinta Questdo Selecionada - OBMEP

Na prova de 2010, temos o exercicio 19, na 12 Fase do Nivel 3 que aborda a
area de figura planas (quadrado e retangulo), equacao de 2° grau, niUmeros inteiros e

divisores.

Duas folhas de papel, uma retangular e outra quadrada, foram cortadas em
guadradinhos de 1 cm de lado. Nos dois casos obteve-se 0 mesmo numero de
quadradinhos. O lado da folha quadrada media 5 cm a menos que um dos lados da
folha retangular. Qual era o perimetro da folha retangular?

A) 48 cm

B) 68 cm

C) 72 cm

D) 82 cm

E) 100 cm

Proposta de solucao:

Como as duas folhas de papel (uma quadrada e outra retangular) foram
cortadas em quadradinhos de 1 cm de lado e obteve-se 0 mesmo numero de
guadradinhos, entdo podemos concluir que as duas folhas tém mesma area (Aq = Ar,
onde Aqrepresenta a area do quadrado e Ar representa a area do retangulo).

Suponha que o retangulo tenha x cm de comprimento por y cm de largura,
assim:

Ag =x.y

Como o quadrado tem 5 cm a menos que uma das medidas do retangulo, entao
0 quadrado tem x — 5 cm de lado, assim:
Ay = (x=5)?

Como as areas sao iguais, temos:
x.y = (x — 5)?
x.y =x?—10x + 25

x% —10x + 25
X

y=
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= 1O+25
y=x x

Como x e y sdo numeros naturais, entdo os possiveis valores de x séo 1, 5 ou

25.
Se x =1, temos:
y=1—10+2—15=1—10+25=26—10=16,
mas o lado do quadrado é:
x— 5=1-5= —4
(o que néo é possivel, pois a medida do lado do quadrado é um nimero positivo).

Se x = 5, temos:

25
y= 5-10+ ?=5—10+5=10—10=0

mas o lado do retangulo € um nimero inteiro maior que zero.

Se x = 25, temos:

25
y=25—10+£=25— 10+1= 26—-10=16

e o lado do quadrado é:
x—5=25-5=20
Portanto, o quadrado tem 20 cm de lado e o retangulo tem 25 cm de
comprimento por 16 cm de largura e o seu perimetro é:
25+16+25+16=2.(25+16) =241 =82cm

(D é a alternativa correta).
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4.1.16 Décima Sexta Questéo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2011, temos o exercicio 5, na 12 Fase do Nivel 3 que aborda area

de retangulos, porcentagem e equacgao de 2° grau.

Méarcia cortou quatro tiras retangulares de mesma largura, cada uma de um dos lados
de uma folha de papel medindo 30 cm por 40 cm. O pedaco de papel que sobrou tem
68% da area da folha original. Qual é a largura das tiras?

A)1lcm

B) 2cm

C)3cm

D) 4 cm

E)5cm

PROPOSTA DE SOLUCAOQ:

A folha de papel usado por Marcia tem 1200 cm? de area, pois € um retangulo

de 30 cm por 40 cm. Quando cortou quatro tiras retangulares de mesma largura k, tem
apenas 68% da area da folha original, assim sua area passou a ser:
A" = 68% de 1200

A = 68 1200
©100°

A" =0,68.1200

A' = 816 cm?

A area da folha restante é:
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X X
X : ! X
1 |
I S
1 |
1 |
1 |
1 |
30-2x : :
1 |
1 |
1 |
1 |
I I
X : : X
1 |
X 40 - 2x X

Figura 82: Retangulo de 40 cm por 30 cm, retirando retangulos com x cm de largura de cada um dos
lados

A'=1200 — [x.x+x.x+x.x +x.x + 2.(30 — 2x).x + 2. (40 — 2x).x] = 816
1200 — [x2 —x2 — x2 — x2 + 2.(30x — 2x?%) + 2. (40x — 2x?%)] = 816
1200 — (4x% + 60x — 4x? + 80x — 4x?) = 816
1200 — 4x% — 60x + 4x> — 80x + 4x*> — 816 =0
4x% —140x + 384 =0
Dividindo a equacéo toda por 4, temos a equacao equivalente:

x?2—35x4+96=0

Resolvendo esta equacéo de 2° grau através da formula de Bhéskara, temos:

I GO - V(=35)2 —4.1.96

21
35 + 1225 — 384
x:
2
35 + /841
x:—
2
35429
T
,_35+29 64 _
X = 2 —2— cm
,_35-29_6_.
T TZTeam

Logo, a largura de cada uma das tiras é de 3 cm (C é a alternativa correta).
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4.1.17 Décima Sétima Questdo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2012, temos o exercicio 14, na 12 Fase do Nivel 1 que aborda a
area de figura planas (quadrado e retangulo) e decomposicéo de figuras planas em
poligonos.

Juliana cortou uma tira de papel de 4 cm por 12 cm e a dobrou do modo indicado na
figura, obtendo assim um quadrado. Em seguida, ela cortou o quadrado
diagonalmente, como mostra a figura. Com os pedagos obtidos, ela montou dois
novos quadrados. Qual é a diferenca entre as areas desses quadrados?

A) 9 cmz

B) 12 cm?

C) 16 cm?

D) 18 cm?

E) 32 cm?

Figura 83: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP

Fonte: OBMEP 2012 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Juliana cortou uma tira de papel retangular de 4 cm por 12 cm em quatro
triangulos, sendo dois deles isGsceles e retangulo com catetos medindo 4 cm e dois
deles sendo is6sceles e retangulo com 8 cm de base e 4 cm de altura. Com os quatro
triangulos foram formados dois novos quadrados, sendo que o quadrado menor sera

montado com os dois triangulos menores, assim:
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4

Figura 84: Quadrado montado com duas pecas menores

A area | deste quadrado menor é:
A =12=42=16cm?

O quadrado maior é formado pelos outros dois triangulos, assim:

Figura 85: Quadrado montado com duas pecas maiores

A éarea Il do quadrado maior é:

A2 b-h_ 28'4— 2 32—216—64—32 z
II=-2—-2—.2—.— = cm
A diferenca entre as areas dos quadrados maior (II) e menor (1) é:
A=A, — A =32—-16 =16 cm?

(C é a alternativa correta).
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4.1.18 Décima Oitava Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2013, temos o exercicio 6, na 12 Fase do Nivel 1 que aborda a

area de figuras planas (retangulos) e proporcionalidade e fracoes.

A figura representa um retangulo de area 36 m?, dividido em trés faixas de mesma
largura. Cada uma das faixas esta dividida em partes iguais: uma em quatro partes,
outra em trés e a terceira em duas. Qual € a &rea total das partes sombreadas?

A) 18 m?

B) 20 m?2

C) 22 m2

D) 24 cm?

E) 26 cm?

Figura 86: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2013 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

Como o retangulo de 36 m? de é&rea foi dividido em trés faixas de mesma
largura, entdo cada uma das faixas € um retangulo de 12 m2 de area. A primeira faixa
foi dividida em quatro partes iguais, ou seja, cada uma das partes tem 3 m2 de area
(12/4), mas foram sombreadas 2 dessas partes, assim a area sombreada na primeira
faixa € de 6 m? (2.3). A segunda faixa foi dividida em trés partes iguais, ou seja, cada
uma das partes tem 4 m2 de area (12/3), mas foram sombreadas duas dessas partes,
assim a area sombreada na segunda faixa € de 8 m2 (2.4). A terceira e Ultima faixa foi
dividida em duas partes iguais, ou seja, cada uma das partes tem 6 m?2 de area (12/2)
e foi sombreada apenas uma das partes, assim a area sombreada na terceira faixa é
de 6 m2. Logo a area total das areas sombreadas é:

6 + 8 + 6 =20 m2 (B é a alternativa correta).
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4.1.19 Décima Nona Questao Selecionada — OBMEP

Na prova de 2013, temos o exercicio 4, na 12 Fase do Nivel 2 que aborda a

area de figuras planas (triangulos e quadrilateros) e equacgfes de 1° grau.

Juliana desenhou, em uma folha de papel, um retangulo de comprimento 12 cm e
largura 10 cm. Ela escolheu um ponto P no interior do retangulo e recortou os
triangulos sombreados como na figura. Com esses triangulos, ela montou o
guadrilatero da direita. Qual é a area do quadrilatero?

A) 58 cm?

B) 60 cm?

C) 64 cmz

D) 66 cm?

E) 70 cm?

10 em

F:i

12 cm

Figura 87: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2013 Acesso: 26 jul. 2016

Proposta de solucao:

A area do quadrilatero montado por Juliana é igual a area dos dois triangulos
sombreados recontados por ela. Como o retangulo tem 10 cm de largura e 12 cm de
comprimento, entdo cada um dos triangulos tem 12 cm de medida da base e as alturas
sdo desconhecidas (porém juntas medem 10 cm), suponha que um dos triangulos
tenha altura y, entdo a altura do outro triangulo € 10 —y. Como a area do quadrilatero
€ a soma das areas dos triangulos, entao:

A=A+ Ay
b.h b.h

A= —+ —
2 T2
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12. 12.(10 —
_ L2y ( y)

A
2 2

A=6y+6.(10—-y)
A =6y +60—6y
A = 60 cm?

(B é a alternativa correta).
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4.1.20 Vigésima Questdo Selecionada — OBMEP

Na prova de 2016, temos o exercicio 2, na 22 Fase do Nivel 1 que aborda o

perimetro de figuras planas e a decomposicao de figuras em poligonos.

Figura 88: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2016 Acesso: 15 nov. 2016

A peca ilustrada abaixo é formada por quatro quadradinhos de 1 cm de lado. Observe

gue o perimetro desta peca, ou seja, a medida de seu contorno, € 10 cm.

Figura 89: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2016 Acesso: 15 nov. 2016

Roberto forma figuras juntando duas dessas pecgas, sem sobreposi¢do, e fazendo

coincidir lados de quadradinhos.

a) Roberto formou a figura abaixo. Qual € o perimetro dessa figura?

Figura 90: Imagem dada no enunciado da questdo da OBMEP
Fonte: OBMEP 2016 Acesso: 15 nov. 2016
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b) Ajude Roberto desenhando uma figura com perimetro igual a 12 cm no quadriculado

da esquerda e outra com perimetro igual a 18 cm no quadriculado da direita.

Figura com perimetro igual a 12 cm Figura com perimelro igual a 18 am

Figura 91: Imagem dada no enunciado da questao da OBMEP
Fonte: OBMEP 2016 Acesso: 15 nov. 2016

c) Explique por que Roberto nunca conseguira formar uma figura com perimetro igual

a 15 cm. (Lembre-se de que Roberto sempre faz coincidir lados de quadradinhos).

Proposta de Solucéao:

a) Cada quadradinho tem 1 cm de lado e cada peca tem 10 cm de perimetro. Como a
figura é formada por duas pecas justapostas, entdo o seu perimetro seria dado por
2.10 = 20 cm, mas a figura tem dois lados em comum, ou seja, seu perimetro tem 4

cm a menos que o perimetro total, isto €, 20 — 4 = 16 cm.

Figura 92: Duas pecas justapostas formando a figura dada
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b)

Figura 93: Figura formada por duas pecas com 12 cm de perimetro

Figura 94: Figura formada por duas pecas com 18 cm de perimetro

c) O perimetro da figura formada pela justaposicao de n pecas do formato inicial é
dado por 10n (pois cada uma das pecas tem perimetro n) subtraido do dobro do
namero de lados do quadrado que duas pec¢as tem em comum, Ou seja, este numero
sempre sera par, desta forma o perimetro nunca sera igual a 15cm ou qualquer outro
namero impatr.
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4.2 Atividades extraidas das provas do Enem

Analisando as provas do Enem em suas diversas edi¢cdes, encontramos as
seguintes questfes que envolvem os conteudos abordados nas atividades desta
sequéncia didatica. Aqui estdo os enunciados das questdes, com 0 ano em que foi
aplicada, o conteudo abordado e uma proposta de solucdo de cada uma delas. As
guestdes do Enem sédo dadas em simulados do Enem durante as aulas de Matematica
e, eventualmente, nas Eletivas (Que venha o Enem!, em 2013, Fique Fera, em 2014,
E nem me fale..., em 2015 e Foco!, em 2016) com posterior corregdo comentada e

discutida das questbes dadas.
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4.2.1 Primeira Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2001, temos a questdo 2 que envolve a area de um quadrado e a

proporcionalidade.

Um engenheiro, para calcular a area de uma cidade, copiou sua planta numa folha de
papel de boa qualidade, recortou e pesou numa balanca de precisdo, obtendo 40 g.
Em seguida, recortou, do mesmo desenho, uma praga de dimensodes reais 100 m x
100 m, pesou o recorte na mesma balanca e obteve 0,08g. Com esses dados foi

possivel dizer que a area da cidade, em metros quadrados, € de, aproximadamente,

Praca de area
conhecida

Planta

Figura 95: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2001 Acesso: em 05 abr. 2016

(A)800.  (B)10000. (C)320000. (D) 400000. (E)5000000.

Proposta de solucao:

Como a praca é quadrada com 100 m de lado, temos que sua area é:
A = 1002 = 10000 m?

Como a praca esta representada em um pedaco de papel com 0,08 g e a cidade
em 40 g do mesmo papel de boa qualidade, entdo podemos escrever a seguinte
proporgao:

0,08 10000
40 X
Aplicando a propriedade fundamental das propor¢des, temos:
0,08x = 40.10000
00,8x = 400000
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400000
*=70.08
40000000
X=—-
8
x = 5000000 m?

Assim, a area da cidade é de, aproximadamente, 5000000 m? (E € a alternativa

correta).
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4.2.2 Segunda Questéo Selecionada — Enem

Na prova de 2001, temos a questdo 24 que envolve figuras geométricas
espaciais e suas planificacoes.

Um fabricante de brinquedos recebeu o projeto de uma caixa que devera conter cinco
pequenos solidos, colocados na caixa por uma abertura em sua tampa. A figura

representa a planificacdo da caixa, com as medidas dadas em centimetros.

Figura 96: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2001 Acesso: em 05 abr. 2016

Os solidos sao fabricados nas formas de

I. um cone reto de altura 1 cm e raio da base 1,5 cm.

Il. um cubo de aresta 2 cm.

[ll. uma esfera de raio 1,5 cm.

IV. um paralelepipedo retangular reto, de dimensdes 2 cm, 3cm e 4 cm.

V. um cilindro reto de altura 3 cm e raio da base 1 cm.

O fabricante ndo aceitou o projeto, pois percebeu que, pela abertura dessa caixa, s6
poderia colocar os sélidos dos tipos

AL Itelll. B) 1L, IleV. (C)LI,IVeV. o)y, vev. (E)IILIVeV.
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Proposta de solucao:

Notamos que o retangulo com dimensdes 10 cm por 15 cm € a base de um
paralelepipedo, dobrando os retangulos adjacentes temos as faces laterais do
paralelepipedo e, dobrando os retangulos adjacentes as faces laterais temos a base
superior do paralelepipedo, mas esta tem uma abertura. Como o retangulo tem 15 cm
de comprimento e foram feitas duas dobras de 6 cm e 10 cm de largura e foram feitas
duas dobras de 4 cm, entdo o retangulo gerado na tampa da caixa tem 3 cm de

comprimento e 2 cm de largura.

15
6 I 3 | G

| |

I | 4
| I

I

2110

I I

I I 4
I I

I I

Figura 97: Planificacdo da caixa

O solido | pode ser colocado na caixa, pois € um cone reto com 1,5 cm de raio
da base (ou seja, 3 cm de diametro) e 1 cm de altura; o solido Il pode ser colocado na
caixa, pois € um cubo com 2 cm de aresta; o solido Il ndo pode ser colocado na caixa,
pois € uma esfera com 1,5 cm de raio (ou seja, 3 cm de didametro); o sélido IV pode
ser colocado na caixa, pois é um paralelepipedo com dimensdes de 2cm, 3 cm e 4
cm; e o solido V pode ser colocado na caixa, pois € um cilindro com 3cm de altura e 1
cm de raio da base (2 cm de diametro).

Assim, C € a alternativa correta.
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4.2.3 Terceira Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2003, temos a questdo 7 que envolve as figuras geomeétricas

planas.

Na literatura de cordel, os textos sdo impressos, em geral, com 8, 16, 24 ou 32 paginas
de formato 10,5 cm x 15,5 cm. As razdes historicas que explicam tal fato estdo
relacionadas a forma artesanal como sdo montadas as publicagcbes e ao melhor
aproveitamento possivel do papel disponivel.

Considere, abaixo, a confeccdo de um texto de cordel com 8 paginas (4 folhas):

155 cm

105 cm

Figura 98: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2003 Acesso: em 05 abr. 2016

Utilizando o processo descrito acima, pode-se produzir um exemplar de cordel com
32 paginas de 10,5 cm x 15,5 cm, com 0 menor gasto possivel de material, utilizando
uma unica folha de

(A) 84 cm x 62 cm

(B) 84 cm x 124 cm

(C)42cmx31lcm

(D) 42 cm x 62 cm

(E) 21 cmx 31 cm

Proposta de solucao:

Um texto de cordel com 8 paginas de 10,5 cm x 15,5 cm é produzido a partir de
uma unica folha de papel fazendo duas dobras e gerando 4 folhas com as dimensfes

desejadas:



116

I
: 10,5
|

Figura 99: Folha com duas dobras

E a folha de papel original tem 31 cm de comprimento (c) e 21 cm de largura(l),
pois:
c=155+4+155=31cm
e
[=10,54+10,5=21cm

Para produzir um exemplar de cordel com 32 paginas devemos obter 16 folhas
a partir da folha original e para isso devemos dobrar a folha ao meio duas vezes em

cada um dos sentidos:

155 | 155 : 15,5 : 15,5
! | | 105
l | |
_____ N
| I
' | |
| 10,5
| |
l | |
_____ o]
| | T
| ! ' 10,5
| |
l | |
_____ A - - - - _ _ __ __ _ _ __
| T
|
| | |
I | 105
' | |
|

Figura 100: Folha dobrada duas vezes em cada sentido

E a folha original para gerar esse texto de cordel tem 62 cm de comprimento
por 42 cm de largura (D é a alternativa correta).
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4.2.4 Quarta Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2008, temos a questao 54 que envolve sequéncias e sua regularidade.

Fractal (do latim fractus, fracdo, quebrado) — objeto que pode ser dividido em partes
gue possuem semelhanca com o objeto inicial. A geometria fractal, criada no século
XX, estuda as propriedades e o comportamento dos fractais — objetos geométricos
formados por repeticoes de padrdes similares.

O triangulo de Sierpinski, uma das formas elementares da geometria fractal, pode ser
obtido por meio dos seguintes passos:

1. comece com um triangulo equilatero (figura 1);

2. construa um triangulo em que cada lado tenha a metade do tamanho do lado do
triangulo anterior e faga trés copias;

3. posicione essas copias de maneira que cada triangulo tenha um vértice comum
com um dos vértices de cada um dos outros dois triangulos, conforme ilustra a figura
2;

4. repita sucessivamente 0s passos 2 e 3 para cada copia dos triangulos obtidos no

passo 3 (figura 3).

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 101: Imagem dada no enunciado da questao do Enem
Fonte: Enem 2008 Acesso: em 05 abr. 2016

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da seqliéncia apresentada acima

é

(A)
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(B)

(®)

(D)

wEry

(E)

Proposta de solucao:

Na figura 3 temos:

/
\

/N / N\

A A

\\ / N\

SN/ \ /

Figural02: Triangulo se Sierpinski no 3° estagio

Executando os passos 2 e 3, devemos construir um triangulo com lado sendo
a metade do tamanho do lado do tridngulo da figura anterior e fazemos trés copias,

em cada um dos triangulos destacados, assim:
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Figura 103: Triangulo de Sierpinski no 4° estagio

Logo, C é a alternativa correta.



120

4.2.5 Quinta Questdo Selecionada — Enem

Na prova de 2009, temos a questdo 138 do caderno azul que envolve funcao

exponencial, poténcias e suas propriedades.

Suponha que o modelo exponencial y = 363e%93, em que x = 0 corresponde ao ano
2000, x =1 corresponde ao ano 2001, e assim sucessivamente, e que y é a populacéo
em milhdes de habitantes no ano X, seja usado para estimar essa populacdo com 60
anos ou mais de idade nos paises em desenvolvimento entre 2010 e 2050. Desse
modo, considerando e%3 = 1,35, estima-se que a populacdo com 60 anos ou mais
estara, em 2030, entre
(A) 490 e 510 milhdes.
(B) 550 e 620 milhdes.
(C) 780 e 800 milhoes.
(D) 810 e 860 milhdes.
(E) 870 e 910 milhdes.

Proposta de solucao:

A populacdo com 60 anos de idade ou mais nos paises em desenvolvimento
entre 2010 e 2050 é estimada através do modelo y =363 e%%* onde x = 0
corresponde ao ano 2000, x = 1 corresponde ao ano 2001,e assim sucessivamente e
y é essa populacdo em milhdes de habitantes no ano x. A populacdo com 60 anos ou
mais em 2030 é obtida substituindo x por 30, assim:
y = 363.¢003:30
y = 363. 20,03.(10.3)
y = 363. £(0,03.10).3
y = 363.e%33
y = 363.(e%3)3

Como e%3 = 1,35, entdo:
y = 363.1,353
y = 363.2,460375
y = 868,036875
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Como 898.036.875 habitantes esta entre 870 e 910 milhdes de habitantes, logo

E é a alternativa correta.
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4.2.6 Sexta Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2010, temos a questdo 136 do caderno azul (primeira aplicacéao)

gue envolve porcentagem e fracéo.

Um professor dividiu a lousa da sala de aula em quatro partes iguais. Em seguida,

preencheu 75% dela com conceitos e explicagdes, conforme a figura seguinte.

Figura 104: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2010 Acesso: em 05 abr. 2016

Algum tempo depois, o professor apagou a lousa por completo e, adotando um
procedimento semelhante ao anterior, voltou a preenché-la, mas, dessa vez, utilizando
40% do espaco dela.

Uma representacdo possivel para essa segunda situacao é

N=HEE

Proposta de solucao:

A professora tinha preenchido 75% da lousa, entao:
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75 755 15 15:5
750% = — = = -

3
100 100:5 20 20:5 4

Logo, a lousa foi dividida em 4 partes e apenas 3 delas foram preenchidas.

Figura 105: Retangulo representando a lousa dividida em quatro partes iguais

Quando 40% da lousa foi preenchida, temos:
40 40: 2 20 20:2 10 10: 5

2
%Y= "——=———= —=——= — = ——— = —
40% 100 100:2 50 50:2 25 25:5 5

Assim, a lousa foi dividida em 5 partes e apenas duas delas foram preenchidas.

Figura 106: Retangulo representando a lousa dividida em cinco partes iguais

Entdo, C é a alternativa correta.
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4.2.7 Sétima Questéo Selecionada — Enem

Na prova de 2010, temos a questdo 149 do caderno azul (primeira aplicacéao)

gue envolve Progressao Aritmética e seu termo geral.

Uma professora realizou uma atividade com seus alunos utilizando canudos de
refrigerante para montar figuras, onde cada lado foi representado por um canudo. A
guantidade de canudos (C) de cada figura depende da quantidade de quadrados (Q)
gue formam cada figura. A estrutura de formacao das figuras esta representada a

seqguir.

FH_;-..*.. I Fl-;'.n'.l | F gura

Figura 107: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2010 Acesso: em 05 abr. 2016

Que expressao fornece a quantidade de canudos em funcdo da quantidade de

guadrados de cada figura?

(A) C=4Q

(B)C=3Q+1
(C)C=4Q-1
(D)C=Q+3

Proposta de solucao:

A professora realizou uma atividade com seus alunos utilizando canudos de
refrigerante para montar quadrados, onde cada lado do quadrado foi representado por
um canudo. Na figura I, sdo usados 4 canudos para formar 1 quadrado; na figura Il,
séo usados 7 canudos para formar 2 quadrados; na figura lll, sdo usados 10 canudos
para formar 3 quadrados e assim sucessivamente. Transcrevendo esses dados em

uma tabela, temos:
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Tabela 4: Tabela de nimero de canudos necessarios para formar os quadrados da figura

Q (numero de quadrados) C (ndmero de canudos)
1 4=1+3=13+1
2 7=4+3=3+3+1=23+1
3 10=7+3=23+3+1=33+1
Q 1+3Q

Assim, o termo geral da sequéncia € dado por C = 1 + 3Q (B € a alternativa

correta).
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4.2.8 Oitava Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2012, temos a questdo 141 do caderno azul que envolve a area

de figuras planas e soma algébrica.

Um forro retangular de tecido traz em sua etiqueta a informacéo de que encolhera
apos a primeira lavagem mantendo, entretanto, seu formato. A figura a seguir mostra
as medidas originais do forro e o tamanho do encolhimento (X) no comprimento e (y)
na largura. A expressao algébrica que representa a area do forro apds ser lavado é (5

-x) B -y).

—_— 5 —

Figura 108: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2012 Acesso: em 05 abr. 2016

Nestas condi¢fes, a area perdida do forro, apos a primeira lavagem, sera expressa
por

(A) 2xy

(B) 15 - 3x

(C) 15 - 5y

(D) -5y - 3x

(E) 5y + 3x = xy

Proposta de solucao:

O forro retangular de tecido tem em sua etiqueta a informacéo de que encolhera
apos a primeira lavagem mantendo o seu formato e a area perdida apds essa lavagem

€ dada pela soma das areas dos trés retangulos:
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Figura 109: Retangulo representando a etiqueta e suas medidas

O retangulo 1 tem dimensdes 3 —y porx e area A; = (3 —y).x = 3x — xy.

Figura 110: Retangulo 1 com suas medidas

O retangulo 2 tem dimensfes x pory e area A, = x.y = xy.

X

Figura 111: Retangulo 2 com suas medidas

O retangulo 3 tem dimensdes 5 — x pory e area A; = (5 — x).y = 5y — xy.

5.x%

Figura 112: Retangulo 3 com suas medidas

Assim, a area perdida ap0s a primeira lavagem é:
A= A+ Ay + A3 =3x—xy+xy+5y —xy =3x+5y —xy

(E é a alternativa correta).
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4.2.9 Nona Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2012, temos a questédo 160 do caderno azul que envolve a area

de figuras planas.

Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a colocacéo de vitrais

compostos de quadrados de lado medindo 1 m, conforme a figura a seguir.

D

Figura 113: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2012 Acesso: em 05 abr. 2016

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sdo pontos médios dos lados do quadrado e os
segmentos AP e QC medem 1/4 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar
um vitral, sdo usados dois tipos de materiais: um para a parte sombreada da figura,
gue custa R$ 30,00 o m?, e outro para a parte mais clara (regides ABPDA e BCDQB),
que custa R$ 50,00 o m2.

De acordo com esses dados, qual é o custo dos materiais usados na fabricacao de
um vitral?

(A) R$ 22,50

(B) R$ 35,00

(C) R$ 40,00

(D) R$ 42,50

(E) R$ 45,00

Proposta de solucao:

Os vitrais projetados por um arquiteto para decorar a fachada de um edificio
sdo compostos por quadrados de lado medindo 1m. A area AS da parte sombreada €

composta por quatro triangulos retdngulos com catetos medindo 12 m (pois A, B, C
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e D sdo pontos médios dos lados dos quadrado) e as areas Al, A2, A3 e A4 desses

retangulos é:

)-Ch) Yy 11 1
Ay =A; =A3=As = 22 = 24:Z'§:§m2

e um losango com diagonal maior medindo 1 m e diagonal menor medindo 12 m, pois

os segmentos AP e QC medem 14 da medida do lado do quadrado, que é igual a

Im:
(P _1q 1 1_4—1—1_2_2:2_1 )
C=1-37%3= %3 “iT&z" 7™
e a area desse losango é obtida:
1.(1 /, 11 1
o M) Yo 111

2 2 22 4
Como a area parte sombreada (4s) é dada pela soma das cinco areas, entao:
AS:A1+A2 +A3+A4+A5

1 1 1 1 1

Ac=—4—4—+—+=
s=gtgtgTsgts

A = 1+1+1+1+4+2
5 8
Como o material utilizado para a parte sombreada tem um custo de R$ 30,00,

aplicando a regra de trés simples temos:
1 m? _ R$30,00
(3/4)m? x

Aplicando a propriedade fundamental das proporcdes, temos:

3
X = 230
3 30
X = ZT
90
=7
x = 22,50

Ou seja, séo gastos R$ 22,50 para confeccionar a parte sombreada de um
vitral.
A &rea da parte mais clara (Ac) € obtida subtraindo a area da parte sombreada
(As) da &rea do quadrado (Aq), assim:
Ac = Ag — A
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o2 3_, 3_4-3_1 ,
c= 47" T2" T4 T g™

Como o material utilizado para a parte mais clara tem um custo de R$ 50,00 o
metro quadrado, entdo sdo gastos R$ 12,50 para confeccionar a parte mais clara de
um vitral, pois:

1m?  R$50,00
(Y y)m? S

Aplicando a propriedade fundamental das propor¢des, temos:

1
X = Z'SO
1 50
Xx= 77
50
=7
x =12,50

Logo, séo gastos R$ 35,00 = R$ 22,50 + R$ 12,50 para confeccionar um vitral
(B é a alternativa correta).



131

4.2.10 Décima Questéo Selecionada — Enem

Na prova de 2012, temos a questdo 168 que envolve funcédo exponencial,

poténcias e suas propriedades.

Dentre outros objetos de pesquisa, a Alometria estuda a relacdo entre medidas de
diferentes partes do corpo humano. Por exemplo, segundo a Alometria, a area A da

superficie corporal de uma pessoa relaciona-se com a sua massa m pela férmula

A= k.mg, em que k € uma constante positiva.

Se no periodo que vai da infancia até a maioridade de um individuo sua massa é
multiplicada por 8, por quanto sera multiplicada a area da superficie corporal?

(A) VY16 m

(B) 4

(C) V24

(D) 8

(E) 64

Proposta de solucao:

Segundo a Alometria, a area da superficie corporal de uma pessoa € dada por:
Ay =kmy73 ()
Quando essa crianca atinge a maioridade sua massa € a massa da infancia
multiplicado por 8, ou seja, m = 8.m, e sua area de superficie corporal é:
A=k (8my)*/s
aplicando as propriedades das poténcias, temos:
A=k873.my"/3

A = k(23)3.my"/3
32

A=k.2T3.m, /3
A =k2%.my" s
A= k.22.my/3
A= 4km02/3
substituindo (*) na igualdade acima, temos:
A = 44,
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Ou seja, a area de uma pessoa que atingiu a maioridade é o quadruplo da sua area

da superficie corporal de sua infancia (B € a alternativa correta).
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4.2.11 Décima Primeira Questdo Selecionada — Enem

Na prova de 2013, temos a questdo 139 do caderno cinza que aborda o

perimetro de uma figura plana e divisdo de numeros inteiros.
Para o reflorestamento de uma area, deve-se cercar totalmente, com tela, os lados de
um terreno, exceto o lado margeado pelo rio, conforme a figura. Cada rolo de tela que

serd comprado para confec¢do da cerca contém 48 metros de comprimento.

190 m

B1m B81m

Rio

Figura 114: Imagem dada no enunciado da questdo do Enem
Fonte: Enem 2013 Acesso: em 05 abr. 2016

A quantidade minima de rolos que deve ser comprada para cercar esse terreno €
(A) 6.

(B) 7.

(C) 8.

(D) 11.

(E) 12.

Proposta de solucao:

Deve-se cercar totalmente com tela os lados de um terreno, exceto o lado que
margeia o rio, este terreno tem lados medindo 81 m, 190 m e 81 m, ent&o ser&o usados

352 m de tela, pois:
81+ 190+81=352m
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Como cada rolo de tela tem 48 m, entdo a quantidade minima de rolos para

cercar o terreno todo € de 8 rolos, pois:

352 48

-336 7
160

(C é a alternativa correta).
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4.2.12 Décima Segunda Questdo Selecionada — Enem

Na prova de 2013, temos a questdo 158 do caderno cinza que envolve

logaritmos e suas propriedades.

Em setembro de 1987, Goiania foi palco do maior acidente radioativo ocorrido no
Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida de um aparelho de radioterapia
abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte da populagdo. A meia-vida
de um material radioativo é o tempo necessario para que a massa desse material se
reduza a metade. A meia-vida do césio-137 é 30 anos e a quantidade restante de
massa de um material radioativo, apos t anos, é calculada pela expressdo M(t) = A -
(2,7)%, onde A é a massa inicial e k € uma constante negativa.

Considere 0,3 como aproximagao para log; 2.

Qual o tempo necessario, em anos, para que uma quantidade de massa do césio-137
se reduza a 10% da quantidade inicial?

(A) 27

(B) 36

(C) 50

(D) 54

(E) 100

Proposta de solucao:

A quantidade de massa de um material radioativo € dada por:
M(30) = A.(2,7)*t
onde t é o tempo dado em anos, k € uma constante negativa e A é a massa inicial do
material radioativo.

Como a meia-vida do césio 137 é 30 anos, entao:
1
M@30)==.4
2
Assim:
1
M(30) = A.(2,7)3% = E.A
dividindo ambos os membros da igualdade por A, temos:

1
2,7 30k —
@7y =
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70 = ()"

(2,75 %30 = @)” "

1\ /30
@nf=(3)" ®

Para determinar o tempo para a quantidade de césio 137 ficar reduzido a 10%
da quantidade inicial é dado por:
M(t) =10% de A

10
M(t) = W.A
M(t) =0,1.A

mas sabemos que:
M(t) = A.(2,7%)t = 0,14
substituindo (*) na equacgéo acima, temos:
1 (Y/30)t
G =
Aplicando o logaritmo na base 10 em ambos 0os membros da igualdade, temos:

1 t
1\ 730
(log (—) ) =log0,1
2
<log (5) > = logﬁ

aplicando a propriedade dos logaritmos, temos:
i.log <l>t = logl
30 2 10
1 -t — -1
%.logz =log 10
aplicando a propriedade dos logaritmos, temos:
t
30
Como log2 =0,3elog10 =1, temos:
t
—%.0,3 =-1
0,3t
30 =

log2 = —log10
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100 1
Aplicando a propriedade fundamental das proporcdes, temos:
—t =-100
—100
=—
t =100
ou seja, sdo necessarios 100 anos para que a massa de césio 137 reduza-se a 10%

da massa inicial (E é a alternativa correta).
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4.2.13 Décima Terceira Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2015, temos a questdo 159 do caderno amarelo (primeira

aplicacdo) que envolve expressdes algébricas e funcdo exponencial.

O acréscimo de tecnologias no sistema produtivo industrial tem por objetivo reduzir
custos e aumentar a produtividade. No primeiro ano de funcionamento, uma industria
fabricou 8 000 unidades de um determinado produto. No ano seguinte, investiu em
tecnologia adquirindo novas maquinas e aumentou a producdo em 50%. Estima-se
gue esse aumento percentual se repita nos proximos anos, garantindo um
crescimento anual de 50%. Considere P a quantidade anual de produtos fabricados
no ano t de funcionamento da industria.

Se a estimativa for alcancada, qual é a expressdo que determina o numero de
unidades produzidas P em funcéo de t, parat 21?

(A)P(t)=0,5-1t-1+8000

(B) P(t)=50+t1+8000

(C)P(t)=4000-t-1+ 8000

(D) P(t) =8 000 + (0,5) t1

(E) P(t)=8000-(1,5)t*

Proposta de solucéo:

Como a industria fabricou 8 000 unidades de um determinado produto no primeiro ano

de funcionamento e aumentou a produgcdo em 50% nos proximos anos, entao:



Tabela 5: Tabela da quantidade de produtos (em unidades) pelo tempo (em anos)

t (anos)

P (quantidade de produto, em unidades)

1

8 000 = 8 000.1 = 8 000.1,5° = 8 000.1,5* 1

2

8000 +50% de 8000 =

8000 + >0 8000 =
100° B

8000+ 0,5.8000 =
8000(1+0,5) =
8000.1,5 =
8 000.1,5' =
8000.1,5271

8000.1,5 + 50% de 8000.1,5 =
8000.1,5 + >0 8000.1,5 =
Y 100" A

8000.1,5+0,5.8000.1,5 =
8000.1,5(1+0,5) =
8000.1,5.1,5 =
8 000.1,5% =
8 000.1,53°1

8000.1,5 + 50% de 8 000.1,5 =
8000.1,5 + >0 8000.1,5 =
Y 100° A

8000.1,5+0,5.8 000.1,5 =
8000.1,5(1 +0,5) =
8000.1,5.1,5 =
8 000.1,52 =
8000.1,5371

(E é a alternativa correta).

139
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4.2.14 Décima Quarta Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2015, temos a questdo 152 do caderno amarelo (segunda

aplicacao) que envolve figuras planas.

O padréo internacional ISO 216 define os tamanhos de papel utilizados em quase
todos os paises. O formato-base € uma folha retangular de papel chamada de A0,
cujas dimensdes estdo na razdo 1:v/2. A partir de entdo, dobra-se a folha ao meio,
sempre no lado maior, definindo os demais formatos, conforme o numero da
dobradura. Por exemplo, Al é a folha AO dobrada ao meio duas vezes, e assim

sucessivamente, conforme figura.

I
I
I
AD Al I
|
I

Figura 115: Imagem dada no enunciado da questao do Enem
Fonte: Enem 2015 Acesso: em 05 abr. 2016

Um tamanho de papel bastante comum em escritorios brasileiros € o A4, cujas
dimensdes sdo 21,0 cm por 29,7 cm.

Quais sao as dimensodes, em centimetros, da folha A0?

(A) 21,0x118,8

(B) 84,0 x 29,7

(C)84,0x 118,8

(D) 168,0 x 237,6

(E) 336,0 x 475,2

Proposta de solucao:

Os diversos tamanhos das folhas de sulfite sdo obtidos através de dobras feitas
na folha de papel AO. Suponha que a maior medida do lado da folha de sulfite seja o

seu comprimento e que a sua menor medida seja a sua largura.
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Figura 116: Retangulo representando a folha de sulfite AO

A folha de papel Al tem comprimento igual a largura da folha de papel AO e

largura igual a metade do comprimento da folha de papel AO.

Al

Figura 117: Retangulo representando a folha de sulfite A1 em relacédo a A0

A folha de papel A2 tem comprimento igual a metade do comprimento da folha

de papel AO e largura igual a metade da largura da folha de papel AO.

Figura 118: Retangulo representando a folha de sulfite A2 em relagdo a AO
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A folha de papel A3 tem comprimento igual a metade da largura da folha de

papel AO e largura igual a quarta parte do comprimento da folha de papel AO.

Figura 119: Retangulo representando a folha de sulfite A3 em relacdo a AO

A folha de papel A4 tem comprimento igual & quarta parte comprimento da folha

de papel AO e largura igual a quarta da largura da folha de papel AO.

——————— L ey

I | |

I | I

Ad | | |

I | |

— T ‘L ******* 1
| I I | |
| I I | |
| I I | |
| ! ! | |
R b b w
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| | ! | |
| | ! | !
| | : | :
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| | | | I
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Figura 120: Retangulo representando a folha de sulfite A4 em relagdo a A0

Como a folha de papel A4 tem 21 cm de largura por 29,7 cm de comprimento,
entdo podemos concluir que a folha de papel AO tem
largura — 4.21 =84 cm
e
comprimento — 4.29,7 = 118,8 cm

(C é a alternativa correta).
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4.2.15 Décima Quinta Questdo Selecionada — Enem

Na prova de 2015, temos a questdo 167 do caderno amarelo (segunda

aplicacao) que envolve fungéo exponencial.

O sindicato de trabalhadores de uma empresa sugere que o piso salarial da classe
seja de R$ 1 800,00, propondo um aumento percentual fixo por cada ano dedicado ao
trabalho. A expressao que corresponde a proposta salarial (s), em funcdo do tempo
de servico (t), em anos, é s(t) = 1 800 . (1,03)".

De acordo com a proposta do sindicato, o salario de um profissional dessa empresa
com 2 anos de tempo de servico sera, em reais,

(A) 7 416,00.

(B) 3 819,24.

(C) 3709,62.

(D) 3 708,00.

(E) 1 909,62.

Proposta de solucao:

O salario de um profissional da € dado pela funcdo exponencial:
s(t) = 1800.(1,03)¢
Como queremos o salario de um profissional dessa empresa com 2 anos de
tempo de servico é:
s(2) =1800.(1,03)?2 = 1800.1,0609 = 1 909,62
(E é a alternativa correta).
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4.2.16 Décima Sexta Questao Selecionada — Enem

Na prova de 2016, temos a questdo 160 do caderno azul (1° aplicacdo) que
envolve logaritmos e suas propriedades, equagdo de 1° grau e niUmeros racionais e

suas operacoes.

Uma liga metalica sai do forno a uma temperatura de 3 000 °C diminui 1% a cada 30
min.

Use 0,477 como aproximacdo para log;,(3) e 1,041 como aproximagdo para
log,,(11).

O tempo decorrido, em horas, até que a liga atinja 30 °C é mais préximo de

(A) 22.

(B) 50.

(C) 100.

(D) 200.

(E) 400.

Proposta de solucao:

A temperatura de uma liga metélica cai 1% a cada 30 minutos, logo o seu
decrescimento é exponencial, entdo:
T(t) = T,.0,992¢
€ a funcdo que nos da a sua temperatura, sendo a temperatura inicial igual 3 000 °C
e a cada 30 minutos cai 1%, ou seja, a temperatura passa a ser apenas 99% da
temperatura na anterior e a funcao exponencial tem a seguinte lei de formacéao:
T(t) = 3000.0,992%¢
Devemos determinar o tempo t para que a temperatura atinja 30 °C, entdo:
30 = 3000.0,99%
30

— 2t
3000 0.99
1
— =0,99%
100
Como a fragdo pode ser escrita como uma poténcia de expoente inteiro, temos:
1072 = 0,99%

Aplicando logaritmo nos dois membros da igualdade, temos:
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log 1072 = log 0,99?%¢
Aplicando as propriedades dos logaritmos nos dois membros da igualdade,
temos:
—2.log 10 = 2t.10og 0,99

99
—2.log10 = 2t.log (ﬁ)

—2.log 10 = 2t. (log99 — log 100)
—2.log 10 = 2t. (log9.11 — log 100)
—2.1log 10 = 2t. (log9 + log11 — log 100)
—2.1og 10 = 2t. (log 3* + log 11 — log 10?%)
—2.log10 =2t.(2.1og3 + log11 — 2.log 10)
Como log,((3) = 0,477, log,,(11) = 1,041, log,,(10) = 1, temos:
—2.1=2t.(2.0,477 + 1,041 — 2.1)
—2 = 2t.(0,954 + 1,041 — 2)
—2 =2t.(0,954 + 1,041 — 2)
—2 =2t.(—0,05)
—2 =2t.(—0,05)
—-2=-0,01¢
Multiplicando ambos os membros da igualdade por 1, temos:
2=0,01¢

2 —
0,01

t =200

t

Logo, D é alternativa correta.



146

Capitulo 5 - Concluséao

A sequéncia didatica aborda as Sequéncias e, em especial, as Progressdes
Geomeétricas que foi constatado como um dos conteldos que 0s alunos apresentam
grande dificuldade para contemplar algumas de suas habilidades, por exemplo: obter
o termo geral de uma sequéncia numeérica a partir da identificacdo da regularidade
existente; reconhecer a existéncia ou ndo de padrdes de regularidades em sequéncias
numeéricas ou geométricas; utilizar a linguagem matematica para expressar a
regularidade dos padrdes de sequéncias numéricas ou geométricas, como foi
verificado nas avaliacdes externas AAP (Avaliacdo da Aprendizagem em Processo —
gue tem por objetivo diagnosticar o nivel de aprendizado dos alunos).

As atividades foram sempre realizadas com grande participacdo dos alunos
durante a sua execucao, principalmente na parte experimental (confec¢ao dos cartdes
fractais, dobra perfeita do papel sulfite, nas medicdes e preenchimento dos dados
obtidos nas tabelas). Contudo a obtencéo dos termos gerais das sequéncias obtidas
nas tabelas preenchidas foram o maior desafio encontrado pelos alunos durante as
atividades.

Avaliamos que foi muito proveitosa a execucédo das atividades devido ao
empenho dos alunos na realizacdo das atividades, a satisfacdo dos mesmos com o
éxito na confeccgédo dos cartdes fractais, o envolvimento durante o preenchimento da
Ficha do Aluno disponibilizada durante as atividades. A dificuldade dos alunos nos
levou a ter uma maior inteiragdo com os mesmos para facilitar a visualizagdo dos
termos gerais das sequéncias encontradas.

Concluimos que as trés primeiras atividades poderiam ser complementadas
com a construcdo de graficos com os dados obtidos durante o preenchimento das
tabelas, a andlise dos mesmos e a associacdo com as fun¢des ja conhecidas, ou seja,
com a funcao exponencial. A Atividade 4 poderia ser complementada com uma anélise

minuciosa dos angulos obtidos nos triangulos semelhante.
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Capitulo 7 — Anexos

7.1 Fichas dos Alunos



7.1.1 FICHA DO ALUNO
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ATIVIDADE 1: EXPLORANDO A MATEMATICA EM UMA FOLHA DE SULFITE

Existem varios tamanhos de papel
sulfite, mas geralmente usamos o
tamanho A4. Ha4 tamanhos maiores e
menores que este. Como é cortada
uma folha de sulfite para originar um
tamanho menor? Qual a matematica

existente numa folha de papel sulfite?

1. Mega as dimensdes da folha de

sulfite A4 que vocé recebeu.

2. Na tabela abaixo, preencha a linha
referente a folha de papel sulfite A4,
considere a maior medida como sendo
0 comprimento e a menor medida, a

largura da folha.

3. Divida a folha de papel sulfite A4 ao
meio, assim vocé obtém uma folha de

papel de tamanho A5.

4. Meca as dimensdes da folha de

sulfite A5 que vocé obteve.

5. Preencha a linha referente a folha de

papel sulfite A5.

6. Divida a folha de sulfite A5 ao meio e

obtenha a folha de tamanho AG6.

7. Preencha a linha referente a folha de
papel sulfite A6.

8. Proceda da mesma forma e
preencha as linhas referentes as folhas
de tamanhos A7, A8, A9 e Al0.

9. Observe o padrdo que vocé obteve
ao preencher as linhas de A4 a A10 e
tente preencher as linhas 4A0, 2A0, A0,
Al, A2, A3 e A4, que sdo maiores que

a folha de papel de tamanho A4.

10. Determine o perimetro e a area de
cada um dos tamanhos de sulfite e

finalize o preenchimento da tabela.

11. Determine a razdo entre o
comprimento e a largura da folha de
sulfite A4.

12. Esta razdo varia nos demais

tamanhos de sulfite?

13. Vocé identifica esse niumero com

algum ja conhecido?




14. Eleve esse numero ao quadrado,

gual o valor obtido?

15. E agora, vocé identifica esse

namero a algum ja conhecido?

16. Observe cada uma das colunas da
tabela preenchida e analise se
representam algum conteudo ja visto.

Qual é este contetido?

17. Qual o tipo de sequéncia obtida em

cada uma das colunas?
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18. Qual o primeiro termo de cada uma

dessas sequéncias?

19. Qual a razédo de cada uma dessas

sequéncias?

20. Qual o termo geral de cada uma

dessas sequéncias?
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Roteiro para a divisdo da folha de sulfite no Geogebra:

C1. Construa um segmento de reta AB
com 29,7 cm de comprimento.

C2. Construa um segmento AC
medindo 21 cm, perpendicular ao
segmento AB.

C3. Construa o retangulo ABDC que
representa uma folha de papel sulfite

de tamanho A4

A B C

D

C4. Construa a seguinte tabela em uma
planilha de calculos e preencha a linha
referente a folha A4, considere que o
comprimento € o maior lado do

retangulo e a largura o menor:

E

Comprimento (cm) | Largura (cm)

Perimetro (cm)

Area (cm?®)

440

240

AD

A1

A2

A3

Ad 297 21,0

L0 T T e T O I S (% I s T

A5

-
=]

AB

—
—

AT

—
M

AB

—
L

AQ

Y
.

A0

C5. Determine os pontos médios E e F

dos segmentos  AB e CD,
respectivamente.

C6. Construa o retangulo AEFC que
representa a folha de sulfite A5.

C7. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite

A5.

C8. Determine os pontos médios G e H

dos segmentos AC e EF,
respectivamente.

C9. Construa o retangulo AEHG que
representa a folha de sulfite A6.

C10. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite

AG.



C11. Determine os pontos médios | e J
dos segmentos AE e GH,
respectivamente.

C12. Construa o retangulo AIJG que
representa a folha de sulfite A7.

C13. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite
AT.

C14. Determine os pontos médios K e
L dos

respectivamente.

segmentos AG e ],

C15. Construa o retangulo AILK que
representa a folha de sulfite A8.

C16. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite
A8.

C17. Determine os pontos médios M e
N dos

respectivamente.

segmentos Al e KL,

C18. Construa o retangulo AMNK que
representa a folha de sulfite A9.

C19. Complete a tabela com as
dimensdes referentes a folha de sulfite
A9.

C20. Determine os pontos médios O e
P dos segmentos AK e MN,
respectivamente.

C21. Construa o retangulo AMPO que
representa a folha de sulfite A10.

C22. Complete a tabela com as
dimensdes referentes a folha de sulfite
A10.

C23. Na coluna F, determine a razéo

entre os comprimentos da folha de
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sulfite A4 e A5, A5 e A6, A6 e A7 e
assim sucessivamente.

C24. Analise as linhas de A4 a A10 e
preencha com as medidas das folhas
de sulfite de tamanhos maiores, de 4A0
a A3.

C25. Determine o perimetro e a area
dos diversos tamanhos de sulfite.

C26. Na coluna G, determine a razao
entre as larguras de uma folha de sulfite
de um tamanho e o seu subsequente na
tabela.

C26. Na coluna H, determine a razéo
entre os perimetros de uma folha de
sulfite de um tamanho e o0 seu
subsequente na tabela.

C27. Na coluna |, determine a razao
entre as areas de uma folha de sulfite
de um tamanho e o seu subsequente na
tabela.

C28. O que vocé observa nestas
razdes (comprimento, largura,
perimetro e area)?

C29. Quais os tipos de sequéncias

formadas?

C30. Qual o primeiro termo de cada

uma dessas sequéncias?
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C31. Qual arazao de cada uma dessas C32. Qual o termo geral de cada uma

sequéncias? dessas sequéncias?
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7.1.2 FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 2: DISTANCIAS A PARTIR DAS DOBRAS DO SULFITE

Vocé sabe qual € a espessura de uma folha de papel sulfite?

Esta é uma informacéo que ndo temos na embalagem, mas podemos obté-la, para
isso faca os seguintes procedimentos:

1. Meca a altura do pacote de papel sulfite. Qual a altura do pacote de papel sulfite
obtida?

2. Qual o numero de folhas de sulfite em seu pacote?

3. Qual a espessura de uma folha de sulfite?

4. Como vocé obteve este valor?

5. Quais os conceitos matematicos que vocé utilizou para determinar a espessura do

sulfite?

Suponha que uma folha de sulfite possa ser dobrada tantas vezes quanto for
necessario e preencha a seguinte tabela:

NUmero de | Altura do sulfite
dobras no | quando dobrado
sulfite (cm)

QB WIN L O
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6. O que vocé observa na sequéncia da primeira coluna da tabela? Qual tipo de

sequéncia esta escrita?

7. O que vocé observa na sequéncia da segunda coluna da tabela? Qual tipo de

sequéncia esta escrita?

8. Qual o primeiro termo da segunda sequéncia?

9. Qual a razdo da segunda sequéncia?

10. Qual o termo geral da segunda sequéncia?

11. Quantas vezes vocé consegue dobrar uma folha de sulfite?

Imagine que Gabriela, uma aluna do 1° ano do Ensino Médio da Escola de Tempo
Integral “Coronel José Levy”, no centro da cidade de Cordeirdpolis, no interior do

estado de S&o Paulo. Suponha que possa dobrar tantas vezes quanto queira a folha
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de sulfite, quantas vezes a folha de sulfite deve ser dobrada para obter a distancia
entre:
a) a carteira em que Gabriela senta-se e a carteira da fila ao seu lado?

(Aproximadamente 60 cm de distancia entre duas filas vizinhas da sala de aula)

b) a escola em que Gabriela estuda e a praca central da cidade, localizada no
guarteirdo vizinho ao da escola (a distancia entre a escola em que Gabriela estuda e
a praca central da cidade € cerca de 70 m)?

c) a escola em que Gabriela estuda e sua casa (a distancia entre a casa de Gabriela
e a escola em que estuda € de 730 m)?

d) a cidade em que Gabriela mora e a cidade de Sao Carlos?

e) a cidade em que Gabriela mora e a cidade de Itajai, em Santa Catarina, para onde

viajou em suas férias?

f) o Brasil e a Itélia?

g) o Brasil e 0 Japao?

h) o planeta Terra e a Lua?

I) o planeta Terra e 0 Sol?




7.1.3 FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 3: FRACTAL GERADO A
PARTIR DO SULFITE - MODELO 1
Nesta atividade vocé trabalhard com os
fractais (forma geométrica que pode ser
subdividida indefinidamente em partes,
as quais, de certo modo, sdo copias
reduzidas do todo), para isso
confeccionard um cartéo fractal.
Estagio 1:

Dobre uma folha de sulfite ao meio, nos
dois sentidos, por duas vezes. Faca as
dobras e os cortes indicados na figura:

—— - - — — b2

— — corar
....... dokrar para dentro
_ . dobrarpara fora

Estagio 2:
Dobre a folha ao meio nhovamente, nos
dois sentidos, e faca as dobras e os

cortes indicados na figura:

— — corar
........ dobrar para dentro
_ . dobrar parafora
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Estagio 3:
Repita as dobras ao meio e faca as

dobras e os cortes indicados na figura:

o roo0 i
CToT T ! ik il
2 e A e T S o T A
SR T S N S S T B (R S A
R —— : R
S SRR
— — cortar
....... dobrar para dentro
_._ dobrar para fora
Estagio 4:
Proceda da mesma forma que no
estagio 4:
"""" r——-" 7
e : -—— -
o r—r l—F_r—V irF_rf— :[Ffrff
[ et Bt e e - P K
R R

_ _ cortar
........ dobrar para dentro
—.— dobrarparafora

Complete a tabela abaixo com as
medidas da largura da folha de sulfite e
dos demais retangulos gerados nos
diversos estigios da construcdo do
cartdo fractal, de seus respectivos

comprimentos, perimetros e areas.
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Estagio | Largura (cm) | Comprimento (cm) | Perimetro (cm) | Area (cm)
0
1
2
3
4
Responda: 7. Qual a medida da largura do

1. Qual conteudo ja estudado vocé
associa a cada uma das colunas da

tabela preenchida?

2. Qual o tipo de sequéncia cada uma
das colunas da tabela preenchida

representa?

3. Qual o primeiro termo de cada uma

das sequéncias?

4. Qual a razdo de cada uma das

sequéncias?

5. Qual o termo geral de cada uma das

sequéncias?

6. Qual a medida do comprimento do

retangulo no 8° estagio?

retangulo no 11° estagio?

8. Qual o perimetro do retangulo

gerado no 12° estagio?

9. Qual a area do retangulo gerado no

15° estagio?

10. O que acontece com as medidas do
comprimento e da largura dos
retangulos gerados nos diversos
estdgios da construcdo do cartdo

fractal?

11. Vocé consegue construir o cartdo

fractal em todos os estagios?

12. Até qual estagio é viavel fazer a

construcao do cartéo fractal?




FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 3: FRACTAL GERADO A
PARTIR DO SULFITE — MODELO 2
Nesta atividade vocé trabalhard com os
fractais (forma geométrica que pode ser
subdividida indefinidamente em partes,
as quais, de certo modo, sdo copias
reduzidas do todo) e, para isso
confeccionard um cartéo fractal.
Estagio 1:

Dobre uma folha de sulfite ao meio, nos
dois sentidos, por duas vezes. Faca as
dobras e os cortes indicados na figura:

_ _ cortar
....... dobrar para dentro
_ . dobrar para fora

Estagio 2:
Dobre a folha ao meio novamente, nos
dois sentidos, e faca as dobras e os

cortes indicados na figura:

— — corar
......... dobrar para dentro
— — dobrarparafora
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Estagio 3:
Repita as dobras ao meio e faca as

dobras e os cortes indicados na figura:

______

— — — cortar
,,,,,, dobrar para dentro
—.—.— dobrar para fora

Estagio 4:
Proceda da mesma forma que no

estagio 4:

— — — cortar
rrrrrrr dobrar para dentro
—.—-- dobrarparafora

Complete a tabela abaixo com as
medidas da largura da folha de sulfite e
dos demais retangulos gerados nos
diversos estigios da construcdo do
cartdo fractal, de seus respectivos

comprimentos, perimetros e areas.
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Estagio | Largura (cm) | Comprimento (cm) | Perimetro (cm) | Area (cm)
0
1
2
3
4
Responda: 7. Qual a medida da largura do

1. Qual conteudo ja estudado vocé
associa a cada uma das colunas da

tabela preenchida?

2. Qual o tipo de sequéncia cada uma
das colunas da tabela preenchida

representa?

3. Qual o primeiro termo de cada uma

das sequéncias?

4. Qual a razdo de cada uma das

sequéncias?

5. Qual o termo geral de cada uma das

sequéncias?

6. Qual a medida do comprimento do

retangulo no 8° estagio?

retangulo no 11° estagio?

8. Qual o perimetro do retangulo

gerado no 12° estagio?

9. Qual a area do retangulo gerado no

15° estagio?

10. O que acontece com as medidas do
comprimento e da largura dos
retangulos gerados nos diversos
estdgios da construcdo do cartdo

fractal?

11. Vocé consegue construir o cartdo

fractal em todos os estagios?

12. Até qual estagio é viavel fazer a

construcao do cartéo fractal?




FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 3: FRACTAL GERADO A
PARTIR DO SULFITE - MODELO 3
Nesta atividade vocé trabalhard com os
fractais (forma geométrica que pode ser
subdividida indefinidamente em partes,
as quais, de certo modo, sdo copias
reduzidas do todo) e, para isso

confeccionaréd um cartdo fractal.

Estagio 1:

Divida o comprimento da folha de sulfite
em trés partes com medidas iguais e
dobre a folha ao meio, duas vezes, no
sentido da largura. Faca as dobras e os

cortes indicados na figura:

— — corar
........ dobrar para dentro
—.—. dobrar para fora
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Estagio 2:

Divida cada uma das trés partes em
trés partes com medidas iguais e dobre
a folha ao meio. Faca as dobras e os

cortes indicados na figura:

; o : | | |
| | ! i | |
| | | | I |
I mom e e
| I | 1 | I
| I | 1 I I
! . !
| | | |
] I I I
,,,,,,,,,,,,, I O
] I I |
| 1 | !
| | | ! i X
I I ] I ] |
L__ 1 [ JE— [
I I ] I | |
| | | |
1 ]
| | | 1
— — — conar

dobrar para dantro

Estagio 3:
Repita o procedimento do estagio 2 e

faca as dobras e os cortes indicados na

figura:
""" 1 o N e
- [ [ At
""" L T I ST
S O Y I bt dobd—— ]
""" I | b [ e e B S C B
F4-+ I e FAt
,,,,, 1 L L] L* 1 I { - [ \ 1 l} . [ [E— [
1 Fofof f

""" 1 I e T e R B T e e I e
F- [ e N e N e FAt
,,,,, 1 lI1 | \ 1 L* 1 [ Lol l} . I \ 1 I * 1 [
F——t4tt+—A e
..... R R [ O A B
-t [ [ At
,,,,, 1 L [ [ [ - [ [N I
777777 cortar

—-—-—- dobrarparafora

,,,,,,, dobrar para dentro

Complete a tabela abaixo com as medidas da largura da folha de sulfite e dos demais

retangulos gerados nos diversos estagios da construcdo do cartdo fractal, de seus

respectivos comprimentos, perimetros e areas.

Estagio

Largura (cm) | Comprimento (cm) | Perimetro (cm) | Area (cm)

0

WIN|PF




Responda:

1. Qual contetudo ja estudado vocé
associa a cada uma das colunas da
tabela preenchida?

2. Qual o tipo de sequéncia cada uma
das colunas da tabela preenchida

representa?

3. Qual o primeiro termo de cada uma

das sequéncias?

4. Qual a razdo de cada uma das

sequéncias?

5. Qual o termo geral de cada uma das

sequéncias?

6. Qual a medida do comprimento do

retangulo no 8° estagio?
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7. Qual a medida da largura do

retangulo no 11° estagio?

8. Qual o perimetro do retangulo

gerado no 12° estagio?

9. Qual a area do retangulo gerado no

15° estagio?

10. O que acontece com as medidas do
comprimento e da largura dos
retdngulos gerados nos diversos
estagios da construcdo do cartdo

fractal?

11. Vocé consegue construir o cartdo

fractal em todos os estagios?

12. Até qual estagio é viavel fazer a

construcao do cartéo fractal?




7.1.4 FICHA DO ALUNO
ATIVIDADE 4: DOBRAS DO PAPEL
SULFITE

Dobre uma folha de papel sulfite ao

meio, como indicado na figura:

Agora, dobre a folha de sulfite em uma

de suas diagonais:

Dobre a folna em uma das diagonais de

um dos retangulos menores.

Marque o ponto A, intersecdo das duas

diagonais feitas.

=
N
|
.
|
|
|
|
|
|

N -7
A
=
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Dobre a folha, passando pelo ponto A,
de modo que esta dobra seja paralela

ao menor lado do retangulo.

\ .
N
——— AT - - = o

\ .
N
B
e
s .

Dobre ao meio a folha j4 dobrada e

tenha as seguintes dobras:

Responda:
1. Quais as dimensdes de cada uma

das trés partes da folha dividida?

2. O que vocé pode dizer sobre os dois
pares de triangulos formados quando

sao feitas as dobras do sulfite?

3. Qual o caso de congruéncia para

vocé classifica-los desta forma?
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7.2 Fichas dos Alunos com respostas esperadas

7.2.1 FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 1: EXPLORANDO A MATEMATICA EM UMA FOLHA DE SULFITE

Existem varios tamanhos de papel
sulfite, mas geralmente usamos o
tamanho A4. Ha tamanhos maiores e
menores que este. Como € cortada
uma folha de sulfite para originar um
tamanho menor? Qual a matematica

existente numa folha de papel sulfite?

1. Meca as dimensdes da folha de

sulfite A4 que vocé recebeu.

2. Na tabela abaixo, preencha a linha
referente a folha de papel sulfite A4,
considere a maior medida como sendo
0 comprimento e a menor medida, a

largura da folha.

3. Divida a folha de papel sulfite A4 ao
meio, assim vocé obtém uma folha de

papel de tamanho A5.

4. Meca as dimensbes da folha de

sulfite A5 que vocé obteve.

5. Preencha a linha referente a folha de

papel sulfite AS5.

6. Divida a folha de sulfite A5 ao meio e

obtenha a folha de tamanho AG6.

7. Preencha a linha referente a folha de

papel sulfite A6.

8. Proceda da mesma forma e
preencha as linhas referentes as folhas
de tamanhos A7, A8, A9 e A10.

9. Observe o padrao que vocé obteve
ao preencher as linhas de A4 a A10 e
tente preencher as linhas 4A0, 2A0, A0,
Al, A2, A3 e A4, que sao maiores que
a folha de papel de tamanho A4.

10. Determine o perimetro e a area de
cada um dos tamanhos de sulfite e

finalize o preenchimento da tabela.

11. Determine a razdo entre o
comprimento e a largura da folha de
sulfite A4.

1,414285714285714

12. Esta razdo varia nos demais
tamanhos de sulfite?

Aproximadamente néo.



13. Vocé identifica esse numero com
algum ja conhecido?

Nao.

14. Eleve esse numero ao quadrado,
gual o valor obtido?
2,000204081632653

15. E agora, vocé identifica esse

namero a algum ja conhecido?

V2

16. Observe cada uma das colunas da
tabela preenchida e analise se
representam algum conteudo ja visto.
Qual é este conteudo?

Sequéncias.

17. Qual o tipo de sequéncia obtida em
cada uma das colunas?

Progressbes Geomeétricas.

166

18. Qual o primeiro termo de cada uma
dessas sequéncias?

Comprimento — 237,6

Largura — 168

Perimetro — 811,2

Area — 39916,8

19. Qual a razdo de cada uma dessas
sequéncias?

Comprimento, largura e perimetro —
V2

Area -2

20. Qual o termo geral de cada uma

dessas sequéncias?

Cn \/fn_l'n =123, ..

L, = 164 =123
n—JTPv”— ,2,3, ...
8112 123
Pn —-\ﬁzn_l,n‘—- ,2,3, ..

39916,8
ap,=———>5—n=1,2,3,..

27’1—1
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Roteiro para a divisdo da folha de sulfite no Geogebra:

C1. Construa um segmento de reta AB
com 29,7 cm de comprimento.

C2. Construa um segmento AC
medindo 21 cm, perpendicular ao
segmento AB.

C3. Construa o retangulo ABDC que

representa uma folha de papel sulfite

C4. Construa a seguinte tabela em uma
planilha de calculos e preencha a linha
referente a folha A4, considere que o
comprimento € o maior lado do

retangulo e a largura o menor:

de tamanho A4

A B C D E

1 | Comprimento (cm) | Largura (cm) | Perimetro (cm) | Area (cm?)
2 4A0 2376 168 811,2 399168
3 2A0 168 118,8 5736 19958 4
4 AQ 118,8 84 4056 9979 2
5 A1 84 594 286 8 4989 6
5 A2 594 42 202 8 2494 8
7 A3 42 297 143 4 1247 4
g A4 297 21 1014 6237
g A5 21 14,85 M7 311,85
10 AB 14,65 10,5 50,7 155,925
1| AT 10,5 7,425 35,85 77,9625
12| A8 7.425 5,25 25,35 38,98125
13 A9 5,25 3,7125 17,925 1949063
14| A10 3,7125 2625 12,675 9745313

C5. Determine os pontos médios E e F
dos segmentos AB e CD,
respectivamente.

C6. Construa o retangulo AEFC que
representa a folha de sulfite A5.

C7. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite

A5.

C8. Determine os pontos médios G e H
dos segmentos AC e EF,
respectivamente.

C9. Construa o retangulo AEHG que
representa a folha de sulfite A6.

C10. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite
AG6.



C11. Determine os pontos médios | e J
dos segmentos  AE e GH,
respectivamente.

C12. Construa o retangulo AIJG que
representa a folha de sulfite A7.

C13. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite
AT.

C14. Determine os pontos médios K e
L dos

respectivamente.

segmentos AG e ],

C15. Construa o retangulo AILK que
representa a folha de sulfite A8.

C16. Complete a tabela com as
dimensoes referentes a folha de sulfite
A8.

C17. Determine os pontos médios M e
N dos

respectivamente.

segmentos Al e KL,

C18. Construa o retangulo AMNK que
representa a folha de sulfite A9.

C19. Complete a tabela com as
dimensdes referentes a folha de sulfite
A9.

C20. Determine os pontos médios O e
P dos segmentos AK e MN,
respectivamente.

C21. Construa o retangulo AMPO que
representa a folha de sulfite A10.

C22. Complete a tabela com as
dimensdes referentes a folha de sulfite
A10.

C23. Na coluna F, determine a razéo

entre os comprimentos da folha de
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sulfite A4 e A5, A5 e A6, A6 e A7 e
assim sucessivamente.

C24. Analise as linhas de A4 a A10 e
preencha com as medidas das folhas
de sulfite de tamanhos maiores, de 4A0
a A3.

C25. Determine o perimetro e a area
dos diversos tamanhos de sulfite.

C26. Na coluna G, determine a razéo
entre as larguras de uma folha de sulfite
de um tamanho e o seu subsequente na
tabela.

C26. Na coluna H, determine a razéo
entre os perimetros de uma folha de
sulfite de um tamanho e o0 seu
subsequente na tabela.

C27. Na coluna |, determine a razéo
entre as areas de uma folha de sulfite
de um tamanho e o seu subsequente na
tabela.

C28. O que vocé observa nestas
razdes (comprimento, largura,
perimetro e area)?

C29. Quais os tipos de sequéncias
formadas?

Progressdes Geométricas.

C30. Qual o primeiro termo de cada
uma dessas sequéncias?
Comprimento — 237,6

Largura — 168

Perimetro — 811,2

Area — 39916,8



C31. Qual arazao de cada uma dessas
sequéncias?

Comprimento, largura e perimetro —
V2

Area — 2

C32. Qual o termo geral de cada uma

dessas sequéncias?
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_B76 .
Cn—\/in_l;n— TR
l, = 104 =123
n_\/in_lln_ )&y
_811,2 123
pn_\/in_l:n ) &y Iy
39916,8
an=?n=1,2,3,...



7.2.2 FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 2: DISTANCIAS A
PARTIR DAS DOBRAS DO SULFITE

Vocé sabe qual € a espessura de uma
folha de papel sulfite?

Esta é uma informacao que ndo temos
na embalagem, mas podemos obté-la,
para isso faca 0s seguintes
procedimentos:

1. Meca a altura do pacote de papel
sulfite. Qual a altura do pacote de papel
sulfite obtida?

Uma resma de papel tem 5 cm de

altura.

2. Qual o numero de folhas de sulfite
em seu pacote?

Uma resma de papel tem 500 folhas.

3. Qual a espessura de uma folha de
sulfite?

0,01 cmou 0,1 mm

4. Como vocé obteve este valor?

500 folhas —5cm
1 folha —x

500 5

x

1
500x = 1.5

500x =5
5

~ 500
x =0,01cm

X
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1cm —10mm
0,0lcm—x
1 10
001 x

1.x =0,01.10
x=01mm

5. Quais 0s conceitos matematicos que
vocé utilizou para determinar a
espessura do sulfite?

Proporcionalidade, regra de trés
simples e propriedade fundamental das

proporgoes.

Suponha que uma folha de sulfite
possa ser dobrada tantas vezes quanto
for necesséario e preencha a seguinte

tabela:

NUmero de Altura do sulfite

dobras do sulfite | quando dobrado
(cm)
0,01
0,02
0,04
0,08
0,16
0,32
0,64
1,28
2,56
512
10,24
20,48
40,96

©O©| 0| N| o g &l W Nl | O

=
o

[
H

=
N




13 81,92
14 163,84
15 327,68

6. O que vocé observa na sequéncia da
primeira coluna da tabela? Qual tipo de
sequéncia esta escrita?

Uma Progressao Aritmética.

7. O que vocé observa na sequéncia da
segunda coluna da tabela? Qual tipo de
sequéncia esta escrita?

Uma Progressédo Geomeétrica.

8. Qual o primeiro termo da segunda
sequéncia?
0,01

9. Qual arazéo da segunda sequéncia?

Tem razao igual a 2.

10. Qual o termo geral da segunda
sequéncia?
a, = 0,01.2"

11. Quantas vezes vocé consegue
dobrar uma folha de sulfite?

Conseguimos fazer 5 dobras.

Imagine que Gabriela, uma aluna do 1°
ano do Ensino Médio da Escola de
Tempo Integral “Coronel José Levy”, no
centro da cidade de Cordeirépolis, no
interior do estado de S&o Paulo.
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Suponha que possa dobrar tantas
vezes quanto queira a folha de sulfite,
qual a quantidade de vezes que a folha
de sulfite deve ser dobrada para obter
a distancia entre:

a) a carteira em que Gabriela senta-se
e a carteira da fila ao seu lado?
(Aproximadamente 60 cm de distancia
entre duas filas vizinhas da sala de
aula)

Devem ser feitas 13 dobras.

b) a escola em que Gabriela estuda e a
praca central da cidade, localizada no
guarteirdo vizinho ao da escola (a
distancia entre a escola em que
Gabriela estuda e a praca central da
cidade é cerca de 70 m)?

Devem ser feitas 20 dobras.

c) a escola em que Gabriela estuda e
sua casa (a distancia entre a casa de
Gabriela e a escola em gque estuda é de
730 m)?

Devem ser feitas 23 dobras.

d) a cidade em que Gabriela mora e a
cidade de S&o Carlos?
Devem ser feitas 30 dobras, pois a

distancia entre as cidades é de 80 km.

e) a cidade em que Gabriela mora e a
cidade de Itajai, em Santa Catarina,

para onde viajou em suas férias?
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Devem ser feitas 33 dobras, pois a h) o planeta Terra e a Lua?

distancia entre as cidades é de 743 km. Devem ser feitas 42 dobras, pois a
distancia entre a Terra e a Lua é de
f) o Brasil e a Italia? 384.403 km.

Devem ser feitas 37 dobras, pois a
distancia entre os paises é de 9.469 i) o planeta Terra e o Sol?

km. Devem ser feitas 51 dobras, pois a
distancia entre a Terra e o Sol é de
g) o Brasil e 0 Japao? 149.600.000 km.

Devem ser feitas 38 dobras, pois a
distancia entre os paises é de 17.340

km.




7.2.3 FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 3: FRACTAL GERADO A
PARTIR DO SULFITE - MODELO 1
Nesta atividade vocé trabalhard com os
fractais (forma geométrica que pode ser
subdividida indefinidamente em partes,
as quais, de certo modo, sdo copias
reduzidas do todo), para isso
confeccionard um cartéo fractal.
Estagio 1:

Dobre uma folha de sulfite ao meio, nos
dois sentidos, por duas vezes. Faca as
dobras e os cortes indicados na figura:

—— - - — — b2

— — corar
....... dokrar para dentro
_ . dobrarpara fora

Estagio 2:
Dobre a folha ao meio novamente, nos
dois sentidos, e faca as dobras e os

cortes indicados na figura:

— — corar
........ dobrar para dentro
_ . dobrar parafora
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Estagio 3:
Repita as dobras ao meio e faca as

dobras e os cortes indicados na figura:

o roo0 i
CToT T ! ik il
2 e A e T S o T A
SR T S N S S T B (R S A
R —— : R
S SRR
— — cortar
....... dobrar para dentro
_._ dobrar para fora
Estagio 4:
Proceda da mesma forma que no
estagio 4:
"""" r——-" 7
e : -—— -
o r—r l—F_r—V irF_rf— :[Ffrff
[ et Bt e e - P K
R R

_ _ cortar
........ dobrar para dentro
—.— dobrarparafora

Complete a tabela abaixo com as
medidas da largura da folha de sulfite e
dos demais retangulos gerados nos
diversos estigios da construcdo do
cartdo fractal, de seus respectivos

comprimentos, perimetros e areas.
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Estagio | Largura (cm) | Comprimento (cm) | Perimetro (cm) | Area (cm)
0 21 29,7 101,4 623,7
1 10,5 14,85 50,7 155,925
2 5,25 7,425 25,35 38,98125
3 2,625 3,7125 12,675 9,745313
4 1,3125 1,85625 6,3375 2,436328
Responda:
1. Qual conteldo ja estudado vocé Comprimento - ¢, = =2,n = 0,1,2, ...

associa a cada uma das colunas da
tabela preenchida?

Sequéncias.

2. Qual o tipo de sequéncia cada uma
das colunas da tabela preenchida
representa?

As sequéncias representam
Progressdes Geométricas.

3. Qual o primeiro termo de cada uma
das sequéncias?

Largura — 21
Comprimento — 29,7
Perimetro —» 101,4
Area — 623,7

4. Qual a razdo de cada uma das
sequéncias?
1
Largura—>5
. 1
Comprimento =3
. 1
Perimetro —» Z

4 1
Area — "

5. Qual o termo geral de cada uma das
sequéncias?

Largura - [, = ;—Tlln =0,123,..

2n

101,4

Perimetro — p,, = o= 0,1,2,..

“ 623,7
Area — a, = 4—n,n =0,1,2,3,..

6. Qual a medida do comprimento do
retangulo no 8° estagio?
cg =0,116015625

7. Qual a medida da largura do
retdngulo no 11° estagio?
l;; = 0,010253906

8. Qual o perimetro do retangulo
gerado no 12° estagio?
p1, = 0,024755859

9. Qual a area do retangulo gerado no
15° estagio?
a;s = 0,000594806

10. O que acontece com as medidas do
comprimento e da largura dos
retdngulos gerados nos diversos
estagios da construgcdo do cartdo
fractal?

As medidas do comprimento e da
largura sdo a metade de suas medidas
no estagio anterior.



11. Vocé consegue construir o cartdo
fractal em todos os estagios?

Nao.
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7

12. Até qual estagio € viavel fazer a
construcado do cartao fractal?

Conseguimos construir o cartdo fractal
até o estadgio 6, no maximo, depois
disso as medidas tornam-se muito
pequenas.



FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 3: FRACTAL GERADO A
PARTIR DO SULFITE — MODELO 2
Nesta atividade vocé trabalhard com os
fractais (forma geométrica que pode ser
subdividida indefinidamente em partes,
as quais, de certo modo, sdo copias
reduzidas do todo) e, para isso
confeccionard um cartéo fractal.
Estagio 1:

Dobre uma folha de sulfite ao meio, nos
dois sentidos, por duas vezes. Faca as
dobras e os cortes indicados na figura:

_ _ cortar
....... dobrar para dentro
_ . dobrar para fora

Estagio 2:
Dobre a folha ao meio novamente, nos
dois sentidos, e faca as dobras e os

cortes indicados na figura:

— — corar
......... dobrar para dentro
— — dobrarparafora
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Estagio 3:
Repita as dobras ao meio e faca as

dobras e os cortes indicados na figura:

______

— — — cortar
,,,,,, dobrar para dentro
—.—.— dobrar para fora

Estagio 4:
Proceda da mesma forma que no

estagio 4:

— — — cortar
rrrrrrr dobrar para dentro
—.—-- dobrarparafora

Complete a tabela abaixo com as
medidas da largura da folha de sulfite e
dos demais retangulos gerados nos
diversos estigios da construcdo do
cartdo fractal, de seus respectivos

comprimentos, perimetros e areas.
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Estagio | Largura (cm) | Comprimento (cm) | Perimetro (cm) | Area (cm)
0 21 29,7 101,4 623,7
1 10,5 14,85 50,7 155,925
2 5,25 7,425 25,35 38,98125
3 2,625 3,7125 12,675 9,745313
4 1,3125 1,85625 6,3375 2,436328
Responda: 29,7

1. Qual contedado ja estudado vocé
associa a cada uma das colunas da
tabela preenchida?

Sequéncias.

2. Qual o tipo de sequéncia cada uma
das colunas da tabela preenchida
representa?

As sequéncias representam
Progressdes Geométricas.

3. Qual o primeiro termo de cada uma
das sequéncias?

Largura — 21
Comprimento — 29,7
Perimetro —» 101,4
Area — 623,7

4. Qual a razdo de cada uma das
sequéncias?
1
Largura—>5
. 1
Comprimento =3
. 1
Perimetro —» Z

4 1
Area — "

5. Qual o termo geral de cada uma das
sequéncias?

Largura - [, = ;—Tlln =0,123,..

Comprimento - ¢, = z_n =0,1,2,..

n

101,4

2n

,n=20,1,2,3,..

Perimetro - p,, =

623,7
4n

n=201,2,..

Area - a, =

6. Qual a medida do comprimento do
retdngulo no 8° estagio?
cg = 0,116015625

7. Qual a medida da largura do
retangulo no 11° estagio?
l;; = 0,010253906

8. Qual o perimetro do retangulo
gerado no 12° estagio?
p1, = 0,024755859

9. Qual a area do retangulo gerado no
15° estagio?
a;s = 0,00000058

10. O que acontece com as medidas do
comprimento e da largura dos
retdngulos gerados nos diversos
estagios da construcdo do cartdo
fractal?

As medidas do comprimento e da
largura sdo a metade da medida do
estagio anterior.
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11. Vocé consegue construir o cartdo Conseguimos construir o cartao fractal
até o estagio 6, no maximo, depois
B disso as medidas tornam-se muito
Nao. pequenas.

fractal em todos os estagios?

12. Até qual estagio é viavel fazer a

construcdo do cartéo fractal?




FICHA DO ALUNO

ATIVIDADE 3: FRACTAL GERADO A
PARTIR DO SULFITE - MODELO 3
Nesta atividade vocé trabalhard com os
fractais (forma geométrica que pode ser
subdividida indefinidamente em partes,
as quais, de certo modo, sdo copias
reduzidas do todo) e, para isso

confeccionaréd um cartdo fractal.

Estagio 1:

Divida o comprimento da folha de sulfite
em trés partes com medidas iguais e
dobre a folha ao meio, duas vezes, no
sentido da largura. Faca as dobras e os

cortes indicados na figura:

— — corar
........ dobrar para dentro
—.—. dobrar para fora

Complete a tabela abaixo com as
medidas da largura da folha de sulfite e
dos demais retangulos gerados nos
diversos estagios da construcdo do
cartdo fractal, de seus respectivos

comprimentos, perimetros e areas.
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Estagio 2:

Divida cada uma das trés partes em
trés partes com medidas iguais e dobre
a folha ao meio. Faca as dobras e os
cortes indicados na figura:

; o : | | |
| | ! i | |
| | | | I |
I mom e e
| I | 1 | I
| I | 1 I I
! . !
| | | |
] I I I
,,,,,,,,,,,,, I O
] I I |
| 1 | !
| | | ! i X
I I ] I ] |
L__ 1 [ JE— [
I I ] I | |
| | |
1 ]
| | | 1
— — — conar

dobrar para dantro

Estagio 3:
Repita o procedimento do estagio 2 e
faca as dobras e os cortes indicados na

figura:
""" LI | rror L e
F4 o FoH Fet
rrrrr [ R S I R
""" 1 I|J ! \ 1 I*] [ r Ill [ \ bk *"] [
R R Pk b Fd
,,,,, I B | Lo L}J } { - [ \ 1 l} - Lo [E— [
1 g f
""" LI | [ I*] !"{ ot \ 1 IIW [ e
- e TN o o o G AN o
,,,,, 1 lI1 | \ 1 L}J - Lo l} - I \ 1 I } 1 [
b —— et
..... 1 I}J l\T I( |.‘ ’~J 1}1 e
FAk Bk Bk FF
,,,,, I B | Lo [S— | — Lo L1 }
777777 cortar
—-—-—- dobrarparafora
rrrrrrr dobrar para dentro
0 21 29,7
1 10,5 9,9
2 5,25 3,3
3 2,625 1,1
Responda:

1. Qual conteudo ja estudado vocé
associa a cada uma das colunas da

tabela preenchida?

| Estagio | Largura (cm) | Comprimento

cmpBeReimetso (cm) | Area (cm) |




2. Qual o tipo de sequéncia cada uma
das colunas da tabela preenchida
representa?

As sequéncias representam
Progressdes Geométricas, apenas o
perimetro ndo representa uma
sequéncia.

3. Qual o primeiro termo de cada uma
das sequéncias?

Largura — 21
Comprimento — 29,7
Area — 623,7

4. Qual a razdo de cada uma das
sequéncias?
1
Largura—>5
. 1
Comprimento — 3

1
Area — z

5. Qual o termo geral de cada uma das

sequéncias?

N>
S

Largura - [, = 21. (;
. n
Comprimento - ¢, = 29,7. (—)

Area - a, = 623,7. (ﬁ)n

6. Qual a medida do comprimento do
retangulo no 8° estagio?
cg = 0,0045276748

7. Qual a medida da largura do

retangulo no 11° estégio?
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l,; = 0,010253906

8. Qual o perimetro do retangulo
gerado no 12° estagio?

Como o0 perimetro ndo € uma
sequéncia com um padréo estabelecido
nao conseguimos determinar o seu
valor em um estagio qualquer.

9. Qual a éarea do retangulo gerado no
15° estagio?

a;s = 0,000000001
10. O que acontece com as medidas do

comprimento e da largura dos
retdngulos gerados nos diversos
estagios da construcdo do cartdo
fractal?

A medida do comprimento é a terca da
medida do comprimento no estagio

7

anterior e da largura € a metade da
medida da largura no estagio anterior.

11. Vocé consegue construir o cartdo
fractal em todos os estagios?

Nao.

12. Até qual estagio € viavel fazer a
construcao do cartéo fractal?

Conseguimos construir o cartao fractal
até o estadgio 4, no maximo, depois
disso as medidas tornam-se muito
pequenas.



7.2.4 FICHA DO ALUNO
ATIVIDADE 4: DOBRAS DO PAPEL
SULFITE

Dobre uma folha de papel sulfite ao

meio, como indicado na figura:

Agora, dobre a folha de sulfite em uma

de suas diagonais:

Dobre a folna em uma das diagonais de

um dos retangulos menores.
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Marque o ponto A, intersecdo das duas

diagonais feitas.
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Dobre a folha, passando pelo ponto A,
de modo que esta dobra seja paralela

ao menor lado do retangulo.
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Dobre ao meio a folha ja dobrada e
tenha as seguintes dobras:

Responda:
1. Quais as dimensbes de cada uma
das trés partes da folha dividida?

Comprimento: 21 cm e largura: 9,9 cm
em cada uma das trés partes.

2. O que vocé pode dizer sobre os dois
pares de triangulos formados quando
sao feitas as dobras do sulfite?

Os triangulos sdo semelhantes, pois
tem um par angulos opostos pelo
vértice e 0s outros dois pares de
angulos séo alternos e internos (a folha
de sulfite tem seus lados paralelos e
suas diagonais sao as retas
concorrentes cortando-as).

3. Qual o caso de congruéncia para
vocé classifica-los desta forma?

Caso AAA (angulo, angulo, angulo).



