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Resumo

Este trabalho aborda os conceitos e resultados sobre sistemas lineares, passando
pela teoria de matrizes e de vetores do R™ como base para um bom entendimento dos
métodos abordados. Serao tratados aqui, as operacoes entre matrizes, entre vetores,
suas propriedades, métodos para resolucao de sistema via eliminacao de Gauss e
por fim apresentaremos a fatoracao LU, a qual fornece uma outra forma de resolver
sistemas que em algumas situacoes pode ser mais vidvel. Para tratar da fatoracao
LU, sao necessarios resultados, principalmente, da teoria de matrizes e vetores, os

quais serao apresentados com suas devidas demonstracoes no decorrer do texto.

Palavras chave: Fatoracao LU. Método de Gauss. Matriz. Operacoes Ele-

mentares. Sistemas Lineares.
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Abstract

This work deals with the concepts and results on linear systems, including matrix
and vectors theory of R™ as the basis for a good understanding of the approaches.
In order to deal with the question LU, we consider the results, mainly, in the case of
operations between matrices, between vectors, their properties, methods for system
resolution through Gauss elimination and finally presentations of resolution LU, Of
the theory of matrices and vectors, which are considered with their due demonstra-

tions.

Keywords: Factoring LU. Gaussian method. Matrix. Elementary Operations.

Linear systems.
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Introducao

A maioria dos estudantes tem, ainda no ensino fundamental, contato com os
sistemas de equacoes lineares. Neste ponto, tais sistemas sao vistos de maneira um
tanto quanto superficial. Além disso, pelo fato de serem tratados apenas sistemas
de porte muito pequeno, em geral, com no maximo trés equacgoes e trés incognitas,
o método mais usado para resolvé-los ¢ o chamado método de substituicao, que
consiste em deixar incognitas em funcao de outras de modo a conseguir, via subs-
tituicao, fazer com que em uma equacao apareca apenas uma incognita e seu valor
possa ser encontrado. Esse método simples funciona relativamente bem quando se
trata de sistema desse porte, mas no caso de sistemas com mais variaveis, ele se torna
inviavel. Na verdade, resolver manualmente sistemas muito grande nao é uma boa
ideia. Um método para tratar sistemas com muitas equacoes e muitas variaveis é
considerado bom se puder ser expresso em uma linguagem de programagao e tornar
possivel obter solucoes de forma rapida e confiavel.

A importancia dos Sistemas Lineares pode ser evidenciada pela enorme quan-
tidade de aplicacoes praticas dos mesmos. Por exemplo, em Algebra Linear com
Aplicacdes [I] os autores dedicam um capitulo inteiro & 20 aplicacdes da Algebra
Linear, que recaem, em sua maioria,a resolucao de sistemas lineares.

Existem muitos métodos programéveis para resolucao de sistemas um dos pri-
meiros e mais popular até hoje é o chamado Método da Eliminacao de Gauss assim

como sua variante Eliminacao de Gauss-Jordan que serao apresentados nesse tra-
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balho. Este método consiste em trabalhar com matriz ampliada do sistema, a qual
contém toda a informacao numérica do sistema, por meio de operacoes elementa-
res. A matriz aumentada é transformada em uma matriz mais simples cujo sistema
associado a ela também serd mais simples de resolver e possui o mesmo conjunto
solucao que o sistema original.

Os registros, como ressaltado em [9], mostram que o método descrito acima,batizado
como método de Eliminagao de Gauss em homenagem a Carl Friedrich Gauss (1777—
1855), ja era conhecido na antiguidade em uma versao preliminar, antes da era cris-
tao, como pode ser visto no livro Nove Capitulos de artes Mateméticas, o qual foi
publicado na China durante o século I da era crista e, conforme [I] (2004, p.243),
"o mais importante dos textos de matematica chineses". Essa obra é constituida de
246 problemas de aritmética e geometria, mas esse trabalho dara atengao a resolu-
cao de Sistemas Lineares. Como curiosidade, cabe ressaltar que as operagoes eram
efetuadas com o auxilio de pequenos gravetos dispostos numa folha de papel, os
quais eram manipulados numa técnica que se assemelhava ao método da eliminacao
de Gauss apresentado somente no século X7X. [10].

Outro método de resolucao de sistemas que serd apresentado aqui se baseia na
chamada fatoracdo LU nome dado pois consiste em transformar uma matriz A em
um produto de duas matrizes uma triangular inferior (Lower) e outra triangular
superior (Upper). Em algumas situa¢oes esse método é bastante viavel, sendo
inclusive melhor do ponto de vista computacional do que o método da eliminacao
de Gauss aplicado a matriz ampliada do sistema, como pode ser visto em [9].

O objetivo desse trabalho é apresentar os conceitos basicos sobre ,vetores, matri-
zes, operacoes elementares, sistemas lineares e métodos de obter solugao de sistemas,
principalmente aquele que faz uso da fatoracao LU de matrizes. Para a obtencao
desta fatoracao, serao apresentados alguns resultados sobre matrizes triangulares e

matrizes elementares considerados incomuns na literatura béasica adotada no Bra-



sil, uma vez que em sua maioria sao deixados a cargo do estudante nas listas de
exercicios.

Por se tratar de um texto bésico e nao de um texto apresentando resultados
inéditos de uma pesquisa, optamos por nao fazer muitas citacoes dentro do texto,
por isso, vamos aqui citar as principais referéncias de cada capitulo.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira:

O primeiro capitulo deste trabalho fara um apanhado geral sobre vetores R" e
matrizes no qual tratamos de vetores em R"™ e matrizes, as principais referéncias
foram [I] [3] e [7];

Para o segundo capitulo, onde tratamos de sistemas lineares e resolugao de sis-
temas, as referéncias sao as mesmas do capitulo anterior e para a parte de matrizes
elementares as principais referéncias foram [4] [2] e [7];

Por fim, no terceiro capitulo, no qual tratamos da fatoracdao LU, as principais
referéncias foram [1I] e [6].

Uma outra referéncia utilizada aqui foram as apostilas de Algebra linear Aplicada
escritas pelos professores Roberto Hugo Bielschowsky, Carlos Leao de Andrade e
José Querginaldo Bezerra, todos do Departamento de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Norte (UFRN), as quais sdo usadas como referéncia
principal nas disciplinas de Algebra Linear ofertadas na UFRN para os cursos de

engenharias e de ciéncias exatas (Fisica, Quimica, etc).
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Capitulo 1

Vetores em R e Matrizes

Nesse capitulo serao abordados os conceitos de Vetor no R™ e Matriz, suas re-
presentagoes, tipos de Matriz bem como operacoes definidas sobre estes para que
possamos ter base para o estudo da resolucao de sistemas via fatoracao LU, onde L
representa uma matriz triangular inferior e a letra L que vem do inglés "Lower” e U
matriz triangular superior e a letra U vem do inglés "Upper”. Os sistemas lineares
e suas solugoes, que serao objeto de estudo do capitulo 2, podem ser discutidos de

modo bastante eficiente usando-se a linguagem das matrizes.

1.1 Vetores em R"

Definicao 1.1.1 O conjunto R™ € o produto cartesiano de n copias do conjunto dos
numeros reais denotado por R. Cada elemento de u € R™ € uma n-upla de nimeros
reais representada por:

u= (U, U, ..., Uy),

onde u; € R sdo as coordenadas v e i € {1,...,n}.



1.1. VETORES EM RY

Por conveniéncia um vetor de R™ pode ser representado por uma matriz coluna:

U1

Exemplo 1.1.1 Abaizo seque um exemplo de um vetor coluna v

1
v =
—12
Definigao 1.1.2 Dois vetores u = (uy, Uz, ..., U,) € v = (v1,02,...,0,) de R" sdo
wguais se e somente se suas coordenadas sao iguais, isto € , u; = v;, para i =
{1,...,n}.
Definigao 1.1.3 Dados os vetores u = (uq,uz,...,u,) e v = (v1,V9,...,0,) €m

R™, define-se a adigcao entre os vetores u e v, denotada por u + v pelo vetor obtido

somando suas componentes correspondentes, ou seja,

u+v=(u+v1,...,u, +v,) €R" (1.1)

Na representacao por matriz coluna, temos:

Ui V1 Uy + V1

U9 (%) U9 + (%)
u+v= + =

Un, Un, Up + Un




1.1. VETORES EM RY

(751 1 w1 0

. . U9 (%) Wa . 0
Propriedades. Sejam u = ,U = JW = e 0= o vetor

Up, Up, W, 0

nulo. Assim temos:
i) u+v=v+u;
(i) v+ (v+w) = (u+v) + w;
(iii) Existe um vetor 0 em R tal que u 4 0 = u;
(iv) Para todo @ € R" existe —i € R, tal que u + (—u) = 0.

As demonstracgoes dessas propriedades sao bastante simples e seguem diretamente
das propriedades dos niimeros reais (comutatividade, associatividade, etc).

Por exemplo, a demonstracao de que u + v = v + u se faz dessa forma:

Prova.
Sejam dois vetores u = (uy,ug,...,u,) € v = (v1,vs,...,0,) onde u;,v; € R
temos:
u+v=(uy +v,us+ v, . .., U, + V)
(v1 + ug,v9 + Uy ...,V FUy) =V Fu
[
Vale mencionar que o elemento neutro da adi¢ao é o vetor 0 = (0,0,...,0) e o
oposto aditivo de (uy, ug, ..., u,) & (—uy, —ug, ..., —uy,)

Definicao 1.1.4 Dado um vetor u em R™ e um escalar o real, a multiplicacao de

u pelo escalar é definida por:

au = (quy, qug, . .., qu,) € R"™.

4



1.1. VETORES EM RY

Uy U1
. . U2 V2
Propriedades. Sejam v = | | ev = | | vetores do R" e os escalares
Up Un
a, € R". Temos:
(i) a(Bu) = (af)u;
(i) a(u+v) = au+ av;
(iii) (a+ B)u = au+ Pu;
(iv) lu = u.
Definicao 1.1.5 Para vy,vs, ..., v, em R™ e cy,co, ...,y escalares o vetor de R™
dado por:
C1V1 + CoVU2 + ... + CpUpm,
é chamado combinagao linear de vy, v, ..., v, com pesos (ou coeficientes) cy, ¢, ..., Cp.

Exemplo 1.1.2 Sejam vy = (1,2,3,4),v3 = (2,4,6,8) e v3 = (3,6,9,12). Temos
que (2,4,6,8) é uma combinacgao linear de vy, vy e v3 com coeficientes c; = 3,c9 = —2
ecy=1.

De fato:
C1U1 + CoUg + C3V3 = 3(1, 2, 3, 4) + (—2)(2, 47 6, 8) + 1(3, 6, 9, 12) = (2, 4, 6, 8)

Exemplo 1.1.3 Verifique se v = (1,1) é combinagdo linear de u = (1,2) e w =
(2,1). Para que v seja combinagao linear de u e w, pela (1.1.5), deverd existir

escalares c1 e co satisfazendo a equacgao:

V= C1U + cow

3



1.2. MATRIZES

(1, ]_) = Cl<1, 2) + 02(2, 1) = (]_, 1) = (01 + 202, 2c1 + Cg).

c) + 202 =1
Ou seja, devemos ter,

261+62:1

. 1
Resolvendo o sistema, achamos ¢; = 3 e Cy =

1

1
3
1) com pesos = e1
) p 3 %3

Logo, (1,1) é combinacao linear de (1,2) e (2

Exemplo 1.1.4 Sejam os vetores u = (1,1),v = (=1, —1),w = (2,4), verifique se
w € combinacao linear de u e v.

Pela defini¢ao (1.1.5) devem existir escalares ¢y e ¢y que satisfazem a equacao:
w = c1u + Cov. (1.2)

Temos,

(2,4) =c1(1,1) + co(—1,-1)
(2,4) = (¢ — c9,¢1 — Ca).

Resolvendo o sistema obtemos 0 = 2 logo nao existe um c; ou co que satisfaca a

igualdade (1.3)) e w nao é combinacao linear de u e v.

1.2 Matrizes

Definicao 1.2.1 Uma matriz pode ser definida por um arranjo retangular de nime-
ros, denominados de elementos ou termos da matriz, dispostos em linhas e colunas.
Uma matriz A com m linhas e n colunas serd denotada por A = (a;j)mxn onde a;; €
chamado termo geral da matriz e m X n representa a ordem da matriz. O conjunto

das matrizes de ordem m X n serd denotado por M,, .

Observacao 1.2.1 .



1.2. MATRIZES

1. As matrizes, cujos termos sao reais, sao chamadas de matrizes reais;

2. As matrizes, cujos termos sao complexos, sao chamadas de matrizes complexas.

O objetivo do nosso trabalho € apenas o estudo das matrizes reais;
3. Uma matriz que possut uma unica coluna é chamada de matriz coluna;
4. Uma matriz que possui uma unica linha € chamada de matriz linha,

5. Se A € uma matriz com o numero de linhas igual ao nimero de colunas, entdao
A recebe o nome de matriz quadrada de ordem. Neste caso diz apenas que A tem

ordem n e o conjunto de todas as matrizes quadradas serd denotado por M, ou

Mysn -

Definicao 1.2.2 Seja A € M,,x,. Seus elementos sao representados por a;; onde 1

representa a linha e 7 a coluna em que o elemento estd localizado.

Assim:
a1; a2 ... Qip
21 929 e Aon
A=
Am1  Am2 oo Qmn

Exemplo 1.2.1 Em sequida mostraremos alguns tipos de matrizes e suas respecti-

vas ordens:
a) Aixs = <1 -2 5 7 0), é uma matriz linha de ordem 1 x 5.

11
i) .

b) Byx1 = , € uma matriz coluna de ordem 4 x 1.
15

16



1.2. MATRIZES

0 7 8
¢c) C3x3= 14 —2 5|, éuma matriz quadrada de ordem 3.
3 -8 1

Observacao 1.2.2 Se A € M,,«n, entdo as colunas de A sao vetores de R™ e as
linhas de A sao vetores de R™. Deste modo, pode-se representar a matriz A € M,,xn

das duas formas segquintes:

A=AV AM) ou A= | i | onde, A; = (ayj...anm;) € R™

1.2.1 Operacoes com Matrizes

Definigao 1.2.3 Duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn $G0 iguais se possuem
a mesma ordem e

CLij = bl]

Definicao 1.2.4 Sejam A = (a;j)mxn € & € R A multiplicagao de A por o, deno-

tada por oA € a matriz cujo termo geral é:

(aa)ij = ozal-j.

8



1.2. MATRIZES

1 5 11 15
. 0 -3 10 13
Exemplo 1.2.2 Sejam Ayxy = e = —2, temos:
0 -2 —4 0
0 3 12 0

0 -6 —-24 0

Definigao 1.2.5 Sejam A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn matrizes de My, . Define-se
a adigao de A e B pela matriz A + B = ¢;; onde definida por:

Cij = aij + bij

a1 +bin aipg+bia ... a, +0bi,
(A+B) = a21‘.|‘b21 agy +bag ... ag, + by
am1 + bml Am2 + bm2 .o Amn + bmn
. 2 -1 0 3 0O -5 0 3
Exemplo 1.2.3 Sejam A = e B = . A soma
10 4 1 6 10 4 12 4
das matrizes A e B é:
2 —6 0 6
A+ B =
20 8 13 8

Teorema 1.2.1 Considere quaisquer matrizes A, B e C' (de mesma ordem) e quais-

quer escalares o e 3. Entao:

(i) (A+ B)+C=A+ (B+C);



1.2. MATRIZES

(ii) Eziste uma matriz O que satisfaz A+0O = O+ A = A, onde O é a matriz com

todos os elementos iguais a 0;

(11i) Para toda A, existe uma matriz —A € My,xr que satisfaz A+ (—A) = (—A) +
A=0, onde —A = (—1)A;

(iv) A+ B =B+ A;
(v) a(A+ B) = aA + aB;
(vi) (a+ B)A = aA + BA;
(vii) (af)A = a(BA);
(viii) 1A = A,

As demonstracoes desse teorema sao bastante simples e seguem diretamente das

propriedades dos niimeros reais (comutatividade, associatividade, etc).

Observagao 1.2.3 Os vetores v = (vq, Vg, ...,v,) € R" podem, sem perda de gene-

ralidade, ser representados por uma matriz linha ou por uma matriz coluna, isto é€,

U1
()
U= <U1 vy ... Un) ouv= | , respectivamente.
Un
Observe que dado uw = (uq,...,uy,),v = (v1,...,v,) € R" e a € R™ as operagoes
u+v = (up +v,U + Vay ... Uy + V) € U = (QUi, Vs, ..., Q) € poT outro
Ul + U1 vy
lado, sao equivalentes a u + v = : equ =
Up, + Up, QUy,

Em geral, escolhe-se a notagao para os vetores de R™ de acordo com a necessi-
dade. Por 1sso, aqui serd adotada a notacao de matriz coluna para representar os

vetores em R™.

10



1.2. MATRIZES

1.2.2 Produto Matriz-Vetor

Definicao 1.2.6 Se cada coluna de uma matriz A € M,,«, € um vetor de R™
representada por AY) e x € R", entdo o produto Az é o vetor do R™ formado pela
combinacdo linear das colunas de A, com pesos x1,Ts, . .., Tn. Se AN AR A0

denotam as colunas de A.

A definicao abaixo mostra como sera realizada a multiplicacao de uma matriz

por um vetor utilizando as decomposicoes dadas na Definicao [1.2.6]

Definicao 1.2.7 Seja Ax a multiplicacao das colunas da matriz A pelo vetor coluna

x, definida por:

x
2
Az = (A0 . aw) _
Tn
Logo:
anx1 + apre + - 4+ Qs
— AW L AR g Al — | @2 T 2T e o
11 + Qoo + -+ Apnln
Se A; representa a i-ésima linha de A, entdo
T
T2
Aim = <ai1 A2 ... am> ] = a1 + QiaTo + ... + i Ty
$n

11



1.2. MATRIZES

Exemplo 1.2.4 Abaizo um exemplo do produto de uma matriz por um vetor:

-1 3 2 2 -1 3 2 1
1 2 =3 —1{=211|-1(2|+3]|-3]=1|-9
2 1 =2 3 2 1 -2 -3

1.2.3 Multiplicacao de Matrizes

Definicao 1.2.8 Sejam A € M,,x, e B € M,y,,. O produto das matrizes A e B,

denotada por AB € a matriz C' de ordem m x n cujo termo geral (¢);; € dado por:

P
Cij = apnbij + aigbgj + -+ + aipbp; = E it byj -
k=1

Observacao 1.2.4 Note que, considerando A e B compostas por vetores linhas e

colunas, respectivamente, entao o termo geral da matriz C = AB serd dado por:

(C)ij = AZB(J) = ailblj + aigsz 4+ ...+ ainbnj-

2 -1
. A, 10 1

Exemplo 1.2.5 Sejam A = = eB=(BMB?)= [0 2
A, 01 —1

1 -1

Pela Definicao temos:
3
(ab)n = Z alkbkl = aubn + algbgl —+ a13b31 =1x24+0x0+1x1=3
k=1

3
(Clb)lg = Zalkbm = CL11b12 -+ a12b22 -+ algbgg =1x (—1) +0x2+1x (—1) = -2

k=1
3

(ab)or = Z aorbrr = a21bin + agobar + aggbs =0 x 2+ 1x 0+ (—1) x 1 = —1

k=1
3

(ab)22 = Z a%bm = CLlelg + (122[)22 + a23632 =0x (—1) +1x2+ (—1) X (—1) = 3.
k=1
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1.2. MATRIZES

Assim:

3 =2
AB =
-1 3
Se A€ My, e B € My,y,, entdo:
ABY A BW
AB = : : , onde
A,BY ... A,B™
b
A, B b
, bo,;
(AB)(j) — - (all a2 ... alp) .]
A,,BYW '
bpj
anblj + ... + alpbpj a1 Q1p1
— by, ..+ by,
amlblj + ...+ ampbpj (0751 Amp
blj
=b; AV 4 b, AP = A 1| = ABY),
bpj

ou seja, a j-ésima coluna do produto AB é o produto da matriz A pelo j-ésimo

vetor coluna BY. Com isso temos a seguinte proposicio:

Proposicao 1.2.1 Se A € M,,x, € B € Mp,y,, entao o j-ésimo vetor coluna do

produto AB € dado por ABY.

De modo semelhante, a i-ésima linha da matriz AB ¢ igual ao produto do i-ésimo

vetor linha A; pela matriz B. E possivel observar que o produto matriz-vetor Az,

13



1.2. MATRIZES

j& definido anteriormente, é exatamente igual ao produto entre a matriz A e o vetor

x, pensando como matriz coluna.

10
Exemplo 1.2.6 Se y = <_3 2 _2> eB=1|-1 2|, entao:
-2 0

yB=-3(1 0)+2(-1 2)-2(-2 o),

Teorema 1.2.2 Sejam A, B e C matrizes. FEntao, sempre que os produtos e so-
mas forem definidos a operacao de multiplicacao de matrizes satisfaz as sequintes

propriedades:
(i) (AB)C = A(BC);

(ii) A(B+C)=AB+ AC;

(iii) (B+ C)A = BA+ CA;

(iv) k(AB) = (kA)B = A(kB);, onde k € um escalar;
(v) OA= 0 e BO = O, onde O é a matriz nula;

(vi) Al = A € LyxmA = A, onde I,x, é a matriz identidade cujo termo geral é

1, se i =7 e 0 caso contrdrio.

Prova.

Para demonstrar a propriedade do item (i), conhecida como propriedade de as-
sociatividade, considere as matrizes A € M,,x,, B € M, x,, € C' € M,,. Para que
se tenha (AB)C = A(BC), pela Defini¢ao basta mostrar que os termos cor-
respondentes sao iguais. Para isso, serd mostrado que a j-ésima coluna das matrizes

(AB)C e A(BC) coincidem, isto é

(AB)C]Y) = [A(BO)Y.

14



1.3. ALGUNS TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

De fato, pela Proposicao Definicao e propriedades do Teorema [1.2.1

tem-se que:
C1j
(AB)C)Y = (AB)CY) = (AB) | ¥
Cpj
= Clj(AB)(l) + CQj(AB)(Q) —+ + ij(AB)(p)
= Clj(AB)(l) + CQj(AB)(Q) + + ij(AB>(p)
= A(e;;BY) + Ae;B®) + + A(c;BY)
= A(CljB(l) + CQjB(2) + + ijB(p))
= A(BC(J')) = A(BC)U)
Logo,

[(AB)C)Y) = [A(BC)|Y)

]
As demais propriedades do Teorema sao demonstradas com a mesma linha

de raciocinio.

1.3 Alguns tipos Especiais de Matrizes

1. Matriz Inversivel

Definig¢ao 1.3.1 Uma matriz quadrada A é chamada de inversivel (ou nao sin-
gular) se existe uma matriz B de mesma ordem satisfazendo AB = BA = I,

onde I é a matriz identidade.

Se existir a matriz B, satisfazendo a Definicao [1.3.1] entdao B é tnica.
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1.3. ALGUNS TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

De fato, se existirem B; e B, satisfazendo as condicoes da definicao, tem-se

AB; = BiA=1¢ ABy; = BobA = I, entao:
Bl == 31[ = Bl(ABQ) - (BlA)BQ - IBQ == BQ.
Isto é Bl = BQ.

A matriz B da Definicao é chamada de inversa da matriz A e a denotamos
por AL,

Observe que se A~! é a inversa de A, entdo A é inversa de A~!, uma vez que

AA ) =Te (A MHA=1T.

Exemplo 1.3.1 Determine a inversa da matriz A =

T T
Suponha que A™! = b

xr3 T4

De acordo com a Definicao as matrizes A e A~ devem satisfazer AA™! =
1. Substituindo as matrizes e utilizando as operagoes de multiplicacao e defini¢cao

de igualdade de matrizes, seque que:

1 2 1 T2 10
11 T3 T4 01
ZE1+2{E2 ZL‘3+2£L’4 10
T+ To T3+ Ty 0 1

16



1.3. ALGUNS TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

(

1+ 229 =1
1+ 29 =0
T3+ 224 =0
\x3+x4:1

Note que a solugcao da primeira e da sequnda equacao é iunica e dada por:
1 =-1exy=1.

Jd a solucao da terceira e da quarta equacao € dada por:
T3 =2exy=—1.

Logo, com os cdlculos anteriores, conclui-se que:

Note que A71A = 1.

Propriedade 1.3.1 Considere A e B matrizes de ordem n X n, inversiveis e o

numero real i # 0. Entao:

1

(i) pA também é inversivel e (nA)~t = —A~Y
v

(i) A1 também é inversivel e (A~ = A;

(1ii) AB também é inversivel e (AB)™' = B~1A™1.
2. Matriz Triangular

Definicao 1.3.2 Uma matriz quadrada A € dita triangular superior se todos os
elementos que estao abaizo da diagonal principal sao nulos, ou seja, a;; = 0 se
1> 7.
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1.3. ALGUNS TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

11 a2 Q1n
0  ax Q2

A=
0 0 Ann

Exemplo 1.3.2 Como exemplo de matriz triangular superior tem-se

1 3 4
B=10 12 5
0 0 1

Definicao 1.3.3 Uma matriz quadrada A € dita triangular inferior se todos os

elementos acima da diagonal principal sao iguais a zero, ou seja, a;; = 0 se i < j.

Exemplo 1.3.3 Como exemplo de matriz triangular inferior tem-se:

a1 0 0
a)A: Q21 Q22 0
Ap1 QAp2 ... Gpp
1 0 0
b) B=13 12 0
4 5 1

Observacao 1.3.1 As matrizes diagonais sao matrizes triangulares simultanea-
mente supertor e inferior, ou seja, tanto acima como abaizo da diagonal principal,

todos os elementos sao nulos.

Teorema 1.3.1 Se as matrizes A e B sao triangulares inferiores, entao AB

também é.
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1.3. ALGUNS TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

Prova.

Sejam A, B € M, «, matrizes triangulares inferiores. Para ¢ < j, temos:
(Gb)i]’ = ailblj + aigbgj + ...+ CLmbnj. (13)

(a) Se k <ientdo k < j= by =0;
(b) Se k > i, entao a;; = 0.

Dessa forma, na soma em ([1.3)), todos os termos sao nulos, logo (ab);; = 0 se

1< 7.

Neste capitulo abordamos conceitos envolvendo vetores, suas operagoes e propri-
edades incluindo suas demonstracoes. Também foi abordado o conceito de matriz,
suas operacgoes e propriedades, bem como algumas demonstracoes pois todos es-
ses conceitos servem como base para abordarmos outros contetidos no decorrer do

trabalho.
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Capitulo 2

Sistemas Lineares e Matrizes

Elementares

Acreditamos que vocé ja tenha, alguma vez, trabalhado com a resolucao de
sistemas de equacoes lineares. Os sistemas de equacoes lineares sao fundamentais
para tudo o que se segue nesse trabalho, e mais ainda em aplicagoes da Algebra

Linear a problemas mais concretos.

2.1 Introducao

Sistemas Lineares ¢ um tema presente no curriculo de matematica do Ensino
Fundamental e Médio e sao utilizados para modelar diversos problemas com dife-

rentes graus de complexidade, como ilustrados no exemplo seguinte

Exemplo 2.1.1 Cldudio usou apenas notas de R$ 20,00 e de R$ 5,00 para fazer
um pagamento de R$ 140,00. Quantas notas de cada tipo ele usou, sabendo que no

total foram utilizadas 10 notas?

Sejam x o nimero de notas de R$ 20,00 e y o de notas de R$ 5,00.

20



2.1. INTRODUCAO

Em relacao ao nimero de notas utilizados temos:
r+y=10 (2.1)
e por outro lado, em relacao a quantidade de notas de cada tipo temos:
20z + by = 140 (2.2)

Como as equagdes (2.1)) e (2.2) devem ser satisfeitas simultaneamente, o problema

recat na resolucao do sequinte problema:

x+y=10

20x + by = 140

Usando o método da substituicao isolando x na 1° equagao temos:
r+y=10

r=10—y (2.3)

Substituindo o valor de x encontrado anteriormente equacao (2.2)) temos:

20z + 5y = 140
20(10 — y) + 5y = 140
200 — 20y + 5y = 140
—15y = 140 — 200
—15y = —60 — (—1)

15y = 60
60

T

y=41
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2.1. INTRODUCAO

Substituindo y = 4 na equacao (2.3), temos:

r=10—y
r=10—-14
:U:

Cada uma das duas equacoes acima é dita linear. Quando procuramos x e y que
satisfazem a ambas simultaneamente, temos um sistema de equacodes lineares. O par
ordenado de nimeros reais que satisfaz ambas as equagoes é chamado de solucao
do sistema. Devemos lembrar que nao existe um método tinico para solucao de um
sistema de equacoes lineares, no entanto, para o caso acima foi usado o método da
substituicao e as solugoes do sistema acima sao pares ordenados de niimeros, ou seja,
pontos do R? . O método usado acima, funciona bem neste caso, porém quando o

nimero de variaveis cresce ele, se torna inviavel.

Uma outra maneira de resolver o problema acima seria usando a regra de Cramer,
usualmente introduzida no Ensino Médio. No entanto, esse método torna-se inviavel
para problemas com muitas variaveis além de ter muitas restri¢oes, servindo apenas
para sistemas lineares com numero de equagoes e variaveis iguais e com matriz de
coeficientes inversivel. Logo, veremos alguns métodos a seguir que sejam eficientes
para sistema maiores. Como o objetivo do trabalho é apresentar métodos possiveis
de serem implementados computacionalmente, neste capitulo, serao apresentados os
conceitos fundamentais da teoria de Sistemas Lineares e métodos de solucao mais

apropriados para tratar sistemas grandes.
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2.2. DEFINICOES BASICAS

2.2 Definicoes Basicas

Definicao 2.2.1 Uma equacao linear nas incignitas xi, 2o, ..., T, € uma equacao

que pode ser escrita na sequinte forma:
a111 + asxs + ... + a,x, = b. (2.4)

onde ay,as,...,a, e b sao constantes. A constante a € chamada coeficiente da
incognita (ou varidvel) xy, e b é chamado termo independente da equagao.
Uma solugdo para a equagio (2.4) € um vetor u = (uy, ug, ..., u,) em R", que

satisfaz a (2.4) tal que:
ajuy + ...+ aju, =b. (2.5)

Exemplo 2.2.1 Alguns exemplos de equacoes lineares e nao lineares.
(a) 4xy — bxy + 2 = 23 € uma equagao linear;
(b) 2xq + 3z = 26 € uma equacao linear;
.. I 4 . o1
(c) x1 + 2\/T3 =6 ndo é uma equacao linear, pois a varidvel x4 tem poténcia 5;

(d) x1x9 + x3 = 4 nao € uma equacao linear, pois na equagao existe produto de

varidvers.

Exemplo 2.2.2 Utilizando o conceito de solucao de equacoes lineares temos:

a) (5,2) é a solugao da equagao 2x — 3y = 4, pois
2(5) — 3(2) = 4,

isto € (5,2) satisfaz a equacao 2x — 3y = 4.
b) (2,4,7) é solucdo da equagio 4x — 3y + 5z = 31 pois
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2.2. DEFINICOES BASICAS

4.2-3.4+45-7=31
8 —12+35 =31
43 —12 = 31,

isto €, (2,4,7) € solu¢io da equagio 4z — 3y + 5z = 31.

Definicao 2.2.2 Um sistema de equacoes lineares é um conjunto de equacoes li-

neares com as mesmas incognitas. Em geral, representamos o sistema da sequinte

forma:
(
a11T1 + Qa12%y + + AipnTy, = bl
211 + Q92X + +  agpTr, = b2
(2.6)
+ + + =
kaml$1 +  GmoTy + + G, = bm

Um vetor s de R™ € solugao do sistema (2.6) quando s é solugcao de cada uma
das equacoes.
O sistema (2.6)) € chamado de sistema m xn . Ele é chamado sistema quadrado

sem =n, ou seja, se a quantidade de equacoes € igual o quantidade de incignitas.

Definigao 2.2.3 Consideremos os vetores (a1, a, . .., 0, b;) de R™™ que repre-
sentam os coeficientes das equagoes do sistema (2.6)) acrescidos dos seqgundos mem-

bros e 0s organizemos como linhas de uma tabela, chamada de matriz ampliada do

sistema (2.6]), como segue:

a2 ... Gip by
21 929 e QAon b2

M = (2.7)
Al Amo -+ Qmn O
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2.2. DEFINICOES BASICAS

Definicao 2.2.4 Quando o sistema de equacoes é homogéneo, a ele associamos a

malriz eliminando a coluna de zeros da direita na matriz.

a1 Q21 ... QAn1
a19 A22 ... Qm2

A= . (2.8)
A1p A2y, ... Qpm

Definicao 2.2.5 A matriz M ¢ chamada matriz ampliada ao sistema linear
pois ela possui todas as informacoes do sistema ou seja 0s coeficientes e 0os termos in-
dependentes de jd a sequnda matriz A , € chamada matriz dos coeficientes
do sistema linear .

O sistema (2.6) pode ser representado pela equagao matricial Ax = b, onde A € a

T by
matriz dos coeficientes das varidveis, | onde x € o vetor varidvel e b =
Tp bn
€ o vetor de termos independentes.
S1
De acordo com essa representacao, um vetor s = | € solucao do sistema se,
Sn,
e somente se, As = b.
(
r+y+z2=06
Exemplo 2.2.3 A tripla (1,2,3) é solugdo do sistema  z — y + 32 = 8 , POS,
—xr—2y+z=-2

\
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2.2. DEFINICOES BASICAS

para x =1,y =2 e z = 3, as equacoes sao todas satisfeitas, isto é:

(

1+24+3=6

1-2+3(3)=38

—1-2(2)+3=—2

\

Em nota¢ao matricial, o sistema do exemplo (2.2.3)) € representado por:

1 1 1 6
1 -1 3 8
-1 -2 1 -2

T+ 19 = 1
Exemplo 2.2.4 O sistema linear , possui unica solucao substi-

$1—$2:O

tuindo x1 = xo oblida da sequnda equacao na primeira obtém-se:

1 1
2ei=1=>20x=-= = —.
T T 5 i) 5
T1+ X9 = 1
Exemplo 2.2.5 O sistema linear nao pode ter solugao, pois caso

201+ 219 =1
tivesse, teriamos 2—1 como seque.

I1:1—1’2:>2(1—I2>+2$2:1:>2:1

Nos dois tltimos exemplos, vimos que é possivel que um sistema tenha uma tnica

solucao ou que nao tenha solucao.

Ha, ainda exemplos de sistemas que possuem mais de uma solucao, como é o
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2.2. DEFINICOES BASICAS

caso do sistema:

ZL‘l—ZEQ—f-lL’g:O

2$1+$2—$3:1

11 14
Not =, -.0)e (5, =
ote aue (5, 5,0) € (5.5,

Caso tenha mais de uma solucao, entao ele possui infinitas solucoes.

1) sao solugoes.

De fato, suponha que o sistema Ax = b tenha as solucoes distintas x; e zo e

defina x¢y = 1 — 9, onde xq é nao nula, assim,

AIOZA(fL‘l—ﬂfQ):Al'l—A(L'QZb—b:ﬁ

Se k é qualquer escalar entao:

A(zy + kxg) = Azy + A(kzg) = Axy + k(Ax)

— —
0 =

b+ k0 =b+0 =0

Isso significa que 1 + kxq é solucdao de Az = b, para qualquer £ € R. Como zq é
nao nula e existem infinitas possibilidades de escolha para k, o sistema Ax = b tem

infinitas solucoes.

Definicao 2.2.6 Um sistema linear homogéneo é formado por equacgoes cujos ter-

mos independentes sao todos nulos, isto €é:

a111 + 199 + ... 4+ A1pTy — 0

a91T1 + ag9ry + ... -+ AonTy = 0
(2.9)

[ Am171 4+ Qmaras + ... + aunrn, =0

— - ..
ou Ax = 0, em notagcao matricial.
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2.2. DEFINICOES BASICAS

Observacao 2.2.1 Todo sistema linear homogéneo possui, pelo menos, uma solu-

¢ao, a saber, (0,0,...,0), chamada solu¢ao trivial.

-~ o " . —
Observacao 2.2.2 Se sq,...,s; sao solucoes de um sistema homogéneo Ax = 0,

entao qualquer combinacao linear de sq,...,s; também é.

De fato, temos:
s - =
Almsi+ ...+ qs) =aAsi+ ...+ qAs;=a10 +... 40,0 = 0.

Um fato importante sobre sistemas lineares que a matriz A € M, «,, é triangular

inferior e ndo tem zeros na diagonal principal, entao Ax = b tem solucao para todo

beR"™
De fato, nessas condi¢oes, Ax = b tem a seguinte forma:

/

a1z = by

9171 + Q99T = by

A(n—1)1T1 + - .. + A(n—1)(n—1)Tn—1 = b1

ap11 + ...+ An(n—1)Tn-1 + Apn®pn = bn

fazendo as consideracoes dos passos abaixo:

Passo 1:
by
S1 = —.
a1
Passo 2: Paral <:1<n-1
b —ansy —...— Qj(i—1)Si—1
S; — .
7
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O vetor s = | ! | é solucao do sistema.

Sn
Os passos acima descrevem de forma algoritmica como resolver um sistema Az =

b com A triangular sem zeros na diagonal principal. Note que esse procedimento
sempre é possivel, pois a; # 0, para todo 7 € 1,...,n.

Com isso, tem-se a seguinte proposigao:

Proposicao 2.2.1 Se A € uma matriz triangular sem zero na diagonal entao o

sistema Ax = b sempre tem solucao.

Teorema 2.2.1 Se A € uma matriz triangular inferior sem 0 na diagonal principal,

entao A € tnversivel.

Prova.

Seja A uma matriz triangular inferior de ordem n e I a matriz identidade de ordem
n. Para mostrar que A ¢ inversivel, pela definicdo (1.3.1), basta mostrar que existe
uma matriz X de ordem n tal que AX =1 e XA = I, neste caso tem-se A~! = X.

Para isso, defina os seguintes sistemas:
Ar =10 e Aty =10 §=1,... n.

Pela proposicao , os sistemas definidos possuem solu¢ao, uma vez que A e A*
sao matrizes triangulares.

Sejam X ¢ Y@ solucoes de Az = I® e de Aty = I respectivamente, para
i=1,...,n. Assim, AX® =10 e AY® parai=1,... n.

Utilizando as solucdes acima, defina as matrizes X = (XM ... X™) eV =
(Y y ™),

Utilizando a proposicao segue que:
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isto &,

AX =1 (2.10)

Do mesmo modo, conclui-se que
AYY =1 (2.11)
Aplicando a transposta em ambos os membros da equacao , segue que:
AY =T= (AY) =Y'A=1.

Utilizando a equacao Y*A = I e multiplicando ambos os membros da equagao ([2.10))

por Y, segue que Y!AX =Y e, conclui-se que:
X=Y" (2.12)

Das equagoes (2.10))(2.12)) conclui-se que:

XA=1. (2.13)

Por fim, das equagoes (2.10) e (2.13) segue que A é inversivel.
Logo,

X =AY

2.2.1 Matriz na Forma Escada

Nesta subsecao serd mostrado que toda matriz pode ser transformada por meio
de uma sequéncia de operagoes elementares sobre linhas numa matriz em uma forma

muito especial, a forma escada, que serd utilizada na proxima secao para resolver
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sistemas de equacoes lineares.

Definicao 2.2.7 Uma matriz m X n esta na forma escada se for nula ou se satisfaz

as condigoes abaizro:

a) Toda linha nula ocorre abaizo de todas as linhas nao nulas;

b) Se Ly,...,L, sao as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da linha

L; ocorre na coluna k; , entao ki < ko < ... < k.

Exemplo 2.2.6 A matriz abaizo € um exemplo de matriz na forma escada. Os
primeiros umeros nao-nulos das linhas py, pa, P3, P4 08 quais sao chamados pivds ou
elementos lideres. Nas demais entradas, representadas por"a”, temos numeros reais

qUALSQUET.

0 pp a a a a a a a a
0 0 pp a a a a a a a
0 0 0 00 p3 a a a a
0 0O O0OO0O 0 O0O0 pg a
00000 0 00 0 O

O método da eliminacao de Gauss, utilizado para resolver o sistema Ax = b, consiste
em substitui-lo pelo sistema equivalente Ux = d, que possui as mesmas solucoes que

o sistema original e cuja matriz ampliada (U|d) na forma escada.

0 24 1 1
Exemplo 2.2.7 A matriz A = |0 0 0 —1 3|, estd na forma escada, pois
000 0 O

todas as condigoes da definicao (2.2.7) sao satisfeitas, mas as matrizes B e C:

0 00 03 1
B=1100;C=1]10 -1
010 00 0
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nao estao na forma escada, pois B nao satisfaz a condicao a, enquanto C' nao

satisfaz a condicao b.

2.3 Transformacao de Matrizes

2.3.1 Operacoes Elementares de Matrizes
Seja A uma matriz m x n. Para cada 1 < i < m, denotemos por L; a i-ésima

linha de A. Definimos as operacdes elementares nas linhas da matriz A como segue:

1. Permutacao das linhas L; e L; , indicada por:

L; < Lj.

2. Substitui¢ao da linha L; por L; somada com um multiplo ¢ da L; , indicada
por:

L; — L; + CLj.
3. Multiplicacao da linha L; por um niimero real ¢ nao nulo, indicada por:

L; — cL;.

Exemplo 2.3.1 Foi feita a operacao elementar onde a 1% linha foi trocada com a

sequnda linha.

1 5 2 300
Ll(—>L2
3 00 1 5 2

Exemplo 2.3.2 Foi feita a operacao elementar onde a 1% linha foi substituida pela
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2.3. TRANSFORMACAO DE MATRIZES

onde a seqgunda linha foi multiplicada por 3 e somada com a 1 linha.

1 5 2 10 5 2
Ly — Ly + 3Ly

300 3 00

Exemplo 2.3.3 Foi feita a operacao elementar onde a 1% linha foi substituida pelo

produto da 1* linha pelo numero 4.

1 5 2 4 20 8
Ly — 41,
3 00 3 0 0

Um fato interessante é que toda operacao elementar nas linhas de uma matriz em
M, «n € reversivel. Isto é, se e é uma operagao elementar, entao existe a operacao
elementar €’ tal que €'(e(A)) = A e e(e'(4)) = A.

De fato, se e é uma operagao elementar do tipo L; <> L; , tome ¢’ =e. Se e é
uma operacao elementar do tipo L; — ¢L;, com ¢ # 0 , tome €’ como a operagao
L; — %Li . Finalmente, se e ¢ uma operacao elementar do tipo L; — L; +cL; ,

tome e’ como a operagao L; — L; — cL,.

Definicao 2.3.1 Dada uma matriz A, se e representa uma das operacoes elemen-
tares e e(A) = B, entao dizemos que B ¢ linha equivalente com A, pois foi obtida

aplicando operacgoes elementares na linha de A. linhas.

Exemplo 2.3.4 As matrizes:

1 0 10
2 1fel0 1
-2 3 0 0
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sao equivalentes por linhas jd que:

1 0 1 0 1 0 1 0
2 1| Ly—Ly—2Ly | 0 1| Ls—Ls+2L; |0 1| Lz — L3—3Ls [0 1

-2 3 -2 3 0 3 0 0

No exemplo acima, quaisquer duas dentre as quatro matrizes sao equivalentes por
linhas.
Note que se A é equivalente por linhas a uma matriz B, entdao B é equivalente

por linhas a matriz A, ja que toda transformacao elementar sobre linhas é reversivel.

Proposicao 2.3.1 Dois sistemas lineares Ax = b e Cx = d, cujas matrizes ampli-

adas sao equivalentes por linhas, possuem o mesmo conjunto soluc¢ao.

Prova.

Devemos mostrar que s é solucao de Ax = b se, e somente se, s é solucao de C'x = d.
Como toda operacao elementar é reversivel, basta mostrar que se s é solucao de
Ax = b, entao s é solucao de C'r = d, pois a reciprocidade serd imediata.

Para isso, basta mostrar que sendo s solucdo de Az = b e a matriz (C|d) é
obtida de (A|b) por meio de uma tUnica operacao elementar, entdo s é solucao de
Cz = d, pois, nesse caso, s serd solucao de cada uma das matrizes "intermediarias”
no processo que transforma (A|b) em (C|d).

Dessa forma, vamos considerar cada uma das operagoes elementares. Se (C|d)
é obtida de (A|b) por meio de uma operacao elementar do tipo L, <+ L;, entao
as equacoes de C'x = d sdo as mesmas de Ax = b, apenas aparecendo em ordem
diferente, portanto é imediato que se s é solucao de Ax = b, serd também solucao
de C'x = d.

No caso de uma operagao do tipo L; — cL;, com ¢ # 0, a tnica diferenca entre

(C|d) e (A]b) (ou entre Cx = d e Ax =b) é a i-ésima linha (ou i-ésima equagio).
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A i-ésima linha de (Cld) é (caﬂ Cajy ... CQip cdi>, e portanto, a i-ésima
equacao de Cx = d é ca;1x1 + capprs + ... + capx, = cd;.

Sendo s uma solu¢ao de Az = b, temos a;181 + ... + ainsp, = d;, logo c(a;1s1 +
oot Qinsy) = cd; = capsy + ...+ capS, = cd;, ou seja, s também ¢é solugao da
i-ésima equacao de C'x = d, e portanto, é solu¢ao de Cz = d.

Do mesmo modo, para a operacao L; — L; +cL;, a i-ésima equagao de Cz = d
é (ain + cajp)ry + ...+ (ain + cajn)z, = d; + cd;.

Sendo s solucao de Ax = b, temos:

;181 + ...+ QinSp = dj € aj151 + ...+ AjpSy, = dj = ca;181 + ...+ cajps, = cd;.

Logo:

ansi+...+ainsy+cajsi+...+cajpns, = di+cd; <= (ain+caji)si+...+ (am+
cajn)Sn = d; + d;, ou seja s é solucdo da i-ésima equagao de C'z = d e portanto, é

solucao de C'x = d.

2.3.2 Meétodo de Reducao Por Linhas Para Obter a Forma

Escada

Aqui vamos mostrar como é possivel, utilizando uma quantidade finita de ope-
racoes elementares, obter de uma matriz nao-nula qualquer uma matriz equivalente
por linhas na forma escada. O método que serd mostrado ficou conhecido como mé-
todo de eliminacao de Gauss, em homenagem a Carl Friendrich Gauss (1777 —1855).
Uma versao preliminar da eliminacao de Gauss apareceu pela primeira vez no livro
chinés Nove Capitulo de Artes Matemética, em torno de 200 a.C. até entao a im-
portancia do método nao tinha sido reconhecido. Em 1801 Carl Friedich Gauss fez
uso do método para poder calcular a érbita do asterdide Ceres com pouquissimas
informacgoes. O trabalho de Gauss ganhou credibilidade quando Ceres reapareceu

na constelacao de virgem, local aproximado aos seus célculos. Mais tarde o método
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foi popularizado quando Willian Jordan (engenheiro aleméo) em 1888 publicou no

seu livro de geodésica intitulado Handbuch der Vermessungskund.

Se A é uma matriz m X n, entdo para obter a matriz equivalente forma escada,

ou simplesmente reduzir a matriz A por linhas, serao aplicados os passos a seguir:
Passo 1. Para k =i.

Seja ¢; a primeira coluna nao nula de A localizada mais a esquerda. Faca a

permutagao necessaria de modo que a entrada a;; da nova matriz seja nao nula.
Passo 2. ara k + 1 < ¢ < m aplique a operacao elementar

aij

QA

Repita os Passos 1 e 2 na matriz assim obtida, ignorando a primeira linha.
Novamente, repita os Passos 1 e 2 nessa nova matriz, ignorando as duas primeiras

linhas etc, até alcancar a tltima linha nao nula.

Note que todos os passos sao possiveis, ja que as tnicas divisoes sao feitas por
pivos nao nulos. Com isso, pode-se concluir que toda matriz nula é equivalente por

linhas a uma matriz na forma escada.

Exemplo 2.3.5 Para ilustrar o método descrito com os passos acima, considere a

00 1 2 3

‘ 11 2 1 -1
matriz A =

2 2 —4 1 1

33 -1 4 3

Para 1 = 1, observe que a coluna c; € nao nula, porem a entrada a;, = 0 iremos
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trocar a primeira linha com a sequnda.

00 1 2 3 11 2 1 -1
11 2 1 — 00 1 2 3
LQ e L1
2 2 -4 1 1 2 2 -4 1 1
33 -1 4 3 33 -1 4 3

Agora para 2 < i < 4 serao aplicadas as sequintes operagoes:

11 2 1 -1
00 1 2 3| Ly Ly—20
92 41 1| Ly—Ly—3L
33 -1 4 3

Em seguida observe que para j > 1 a primeira coluna mais a esquerda contento
entradas a;; # 0 para i > 1 € a terceira. Como a3 # 0, serao aplicadas as sequintes

OPETACOES:

—_
—
[\
—_
|
—_

00 1 2 3| Ly Ls+8L,
00 -8 -1 3| Li—Li+7Ly
00 -7 1 6

Continuamos com o método, para i > 3 € j > 1.

112 1 -1

001 2 3

Ly — Ls— L3.
00 0 15 27
0 0 0 15 27

Como para © > 4 nao existe a;; # 0 com j > i a redugao por linhas estd finalizada e
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a matriz abaixo estd na forma escada:

112 1 -1
001 2 3
00 0 15 27
000 0 O

Para resolver um sistema Ax = b pretende-se utilizar a eliminacao de Gauss aplicada
na matriz A ampliada (A|b) obtendo uma matriz na forma escada (C|d) equivalente
ao sistema C'x = d, e possui o mesmo conjunto solucao de Ax = b.

Ty + 219 — 23 =1
Exemplo 2.3.6 A matriz ampliada do sistema é:

2])1 +4132 —21’3 =0

1 2 -1 1 12 -1 1
Lo — Lo —21,4
2 4 =2 0 00 0 =2

Esta ultima é uma matriz na forma escada para a matriz ampliada do sistema e

xr, + 2332 — T3 = 1
esta € uma matriz ampliada do sistema , 0 qual nao tem

01’1 + OZL’Q — OLL’3 =-2
solucao, logo o sistema inicial nao possui solugao.

Exemplo 2.3.7 Use o método de eliminacio de Gauss para resolver o sistema

Jil—ZEQ—i‘l’g:l

T1+ 29 —23=0

21’1 — 2%2 +x3 = -1
\
Seja a matriz ampliada do sistema dado, aplicando as operagoes elementares a

sequir temos:
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1 -1 1 1
L2—>L2—L1
1 1 -1 0 .
Ly — Ls—2L,
2 -2 1 -1
1 -1 1 1
Como a matriz estd na forma escada temos que, | 0 2 -2 —11,
0O 0 -1 -3

o sistema,
.

T1—To+a3=1

2%2—2.1'3: —1 )

—x3 = —3
\

tem o mesmo conjunto solucao do sistema original e por ser um sistema triangular,

sua solucao € simples:

—-14+6 5 5 1
T3 , T2 7 27951 +2 5

Exemplo 2.3.8 Utilize 0 método de eliminacao de Gauss para solucionar o sistema

£L’1+21‘2+3l’3—$4:0
—2]31—41324‘%’34‘1’4:1

Seja a matriz ampliada do sistema dado temos:

1 2 3 —-10
-2 41 1 1
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Aplicando a sequinte operagdo elementar Ly — Lo + 2Lq, temos:

123 -10
007 —-11

Esta dltima é a matriz ampliada do sistema,

LL’1+2$2+3LL’3—I4:O

7[[’3—I4:1

O modo de resolver esse sistema € colocar as varidveis xi e x3, chamadas pivo-
tais, por terem como coeficientes 0s pivds das duas linhas, em funcao das demais

varidveis, chamadas livres.

Assim temos:

Lty
xr3 = -
T1 = T4 — 279 — 373
gy —op, S0 A7)
_ dry — 14xs — 3
= - .

Assim uma solugao geral para esse sistema € dada por

(41134—14332—3 1+£E4
X
7 y 42y 7

7374)'

Isso significa que para cada atribuicao arbitrdria de valores para xo e x4 encon-
tramos os valores de x1 e x3 e assim, uma solucao do sistema. Portanto, o sistema

possui infinitas solucoes.
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2.3.3 Matrizes Elementares

Definicao 2.3.2 As matrizes elementares sao aquelas obtidas a partir da identidade
mediante a aplicacao de uma unica operacao elementar.

Vamos usar a notagao,

E =e(l,),

para indicar que E € a elementar obtida de I,, por meio da operacao elementar e.

Exemplo 2.3.9 As matrizes abairo sao elementares, pois:

Se fizermos a operacao: Ey = e1(I3) — Ly <— L3, obtemos E;

0 01
Ey=101 0
1 00

Se fizermos a operacao: Eo = ey(I3) — Ly — 7Ly, obtemos F,

700
Ey=10 10
0 01

Se fizermos a operagdo: Es = e3(l3) — L3 — L3 + 31, obtemos F3

100
Es=101 0],
3 01

Um fato importante sobre matrizes elementares é que se elas sao obtidas por meio
de uma operacao elementar L; — cL; com ¢ # 0 ou L, — L; — L; + cL; com
Jj <1, em I, entao elas sao triangulares inferiores e nao possuem zeros na diagonal

principal.
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De fato, se a operagao feita em I, para obter a matriz elementar E foi L; — cL;,
com ¢ # 0, entdo E é diagonal (portanto triangular inferior) e na sua diagonal, o
unico termo diferente de 1 é o ¢ na i-ésima linha, o qual também nao é nulo.

No caso da operagao L; — L; +cLj, com j < 4, temos que a i-ésima linha de [

foi modificada usando uma linha acima desta.

Temos:
f¢=<0 U | R 0>e]j:<0 .1 ... 0... O>,
logo Ii—i—cljz(o A R ()),ondecesténaposigéo 17 € 0 1 na posicao

11, logo a diagonal principal e tudo acima dela nao foi modificado.

Exemplo 2.3.10 A matriz abaizo € uma matriz elementar pois foi obtida a partir
100

da matriz, e da operacao L3 — L3 + cLy.

o o O
= o O O

10
01
0 0

o =
=
o = O O
= o O O

Teorema 2.3.1 Seja e uma operacao elementar sobre matrizes de M, «,,. Consi-

dere a matriz elementar E = e(1,,). Entao e(A) = EA, para todo A € M, «p.

Prova.

Seja I a matriz identidade n X n.
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I

I
Assim I = .2 onde, 11=<1 0 ... 0>,[2=(O 1 ... ())eassimpor

diante.

Sendo A € M,,y,,, temos:

ayr ... Qp
[’LA: (0 o1 0> Qi1 ... Qip = (ail a;9 ...Clip) :Az
Am1 -+ Amn

De modo semelhante podemos provar que al; A = aA;.

Caso 1: Seja a operacao elementar L; <+ L;.

Seja,
5

I
Considere a matriz elementar e(I) = E; obtida pela troca entre a i-ésima linha e a
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j-ésima linha de I. Assim:

Seja,

Temos:
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Fazendo o produto da matriz elementar por A temos:

E A LA

EA LA
EA=| : |=

E;A LA

E,A LA

Caso 2: Li +— cLi. Neste caso, temos:

I

CL;

Seja
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Assim:
Ay

e(A) = cA;

Ay

Fazendo o produto da matriz elementar por A temos:

E A LA Ay
E, A I, A A,

Caso 3: L; < L; + cL;. Temos:

Seja
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Temos:

Fazendo o produto da matriz elementar por A temos:

E A

E,A

1A
([Z + CIj)A

I, A

Ai + CAj

A

Ay

Ay

]ZA + CIjA

An

Corolario 2.3.1 Sejam A e B em M,,,,. Entdao, A ¢ equivalente a B se, e somente

se, existem maltrizes elementares Fy ... Ey de ordem m tais que,

E,...E3E1A=B.
Prova.
Por definicao, A é equivalente a B quando existem operagoes elementares e, ..., e
tais que,

es(... (ealer(A)))...) = B.

Basta tomar E; = ¢;(]), para cada 1 <i < s.

Corolario 2.3.2 Toda matriz elementar é inversivel e sua inversa também é uma

malriz elementar.
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Prova.

Seja E/ uma matriz elementar. Seja e a operacdo elementar tal que E = e(I). Se €’ é

a transformagao elementar inversa de e e se E' = ¢/(I), pelo Teorema ({2.3.1]) temos
=é(e(l))=¢€(E)=€e(I)E=FEFEel=c(e(l)) =e(E) =¢e(l)E' = EFE], logo,

E é inversivel e B~ = F. n

Neste capitulo abordamos conceitos relativos aos sistemas lineares, método de
Gauss, matrizes elementares, bem como as operacoes elementares nas matrizes, tam-
bém abordamos alguns teoremas importantes e suas demonstragoes, no proximo

capitulo iremos finalizar com a abordagem da fatoragao LU.
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Capitulo 3

Fatoracao LU

3.1 Introducao

A fatoracao LU de uma matriz A € M,,, consiste em escrever A como o produto
das matrizes L € M,,x,m € U € M,,«, sendo L uma matriz triangular inferior e U
uma matriz na forma escada. No caso em que A é quadrada a matriz U serd
triangular superior (toda matriz quadrada na forma escada é triangular superior).
Dai vem o nome desta fatoracao, L de lower (inferior) e U de upper(superior).

A fatoragao LU é importante na resolucao de sistemas lineares por tornar esse
trabalho mais facil e viavel de ser executado computacionalmente. Por exemplo para
resolver o sistema Az = b utilizando a fatoragdo LU, deve-se proceder da seguinte
forma:

1° Passo: Reescreva o sistema Ax = b como LUx = b.

2° Passo: Resolva o sistema Ly = b onde y é um novo vetor coluna de incognitas.

3° Passo: Sendo s uma solucao de Ly = b, resolva o sistema Uz = s.

Com os passos acima se s é uma solucao de Uz = §, entao Us = §. Assim, de
LUz = b, segue que (LU)s = L(Us) = Ls = b, isto é As = b e s é solugao de
Ax =b.
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2 6 2 2 0 0
Exemplo 3.1.1 Para A= | -3 -8 0|, asmatrizesL=| -3 1 0| eU=
4 9 2 4 -3 7
1 31

0 1 3|, fornecem uma fatoracio do tipo A = LU. Utilizando a fatora¢ao LU
0 01

2
da matriz A resolva o sistema Ax = b, onde b= | 2
3

Utilizando a fatoragao LU o sistema Ax = b € equivalente a LUx = b para

Y1

y= |y, |, o sistema Ly =10 é:

Y3
.
2y =2
—3Y1 +y2 =2
dyy — 3y2 + Tys = 3
\

Yp=2+3x1=5
Tys =3 —4x1+3x5

ys = 2 =2

Cuja solucao é:

Por outro lado o sistema Ux =y é:
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;

ZL’1+3ZL‘2+J]3:1

$2+3Qf3:5
133:2
\
To=D—3X2=19=-—1

$1:1—3(—1)—2:>I1:2,

onde, a solucao € dada por:

E ¢ também solucao do sistema inicial Az = b.

No exemplo acima, fica claro como é simples a resolugao de um sistema Az = b,
quando A admite uma fatoracao LU. A simplicidade na resolugao ¢ garantida por
serem sistemas que possuem matrizes de coeficientes triangulares. Porém nem toda

matriz possui uma fatoracao LU, como mostra o exemplo abaixo.

1
Exemplo 3.1.2 A matriz A = nao admite uma fatora¢ao LU.
10
De fato, suponha que:
01 z 0 t w
10 Yy 2z 0 u
01 xt TW
10 yt yw + zu
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(

xt =0
Tw =1
yt =1
\yw—kzu:O

De zw = 1, segue que x # 0 e de xt = 0, segue que t = 0, o que contradiz a
equagao yt = 1.

Assim, este sistema (de equagdes nao lineares) nao possui solugao, ou seja, A
nao admite fatoracao LU.

Na proxima secao vamos mostrar que se uma matriz A € M,,,, pode ser levada a
uma forma escada U pelo método de eliminacao de Gauss sem o uso de permutacoes
de linhas, entdo A admite uma fatoracdo LU, onde L é triangular inferior (produto
de matrizes elementares que sdo triangulares inferiores) e U é uma matriz na forma

escada linha-equivalente a A (caso A seja quadrada, U sera triangular superior).

3.2 Obtendo a Fatoracao LU

Seja A € M,,», uma matriz que possa ser levada através da eliminacao de Gauss,
a uma forma escada U sem uso de permutacao de linhas. Sejam Fj ... E} as matrizes

elementares associadas as operacoes elementares que transformam A em U.

Dessa forma, pelo que ja foi visto, temos:
Ey,.. B A=U (3.1)

Como nao ha permutacao de linhas, o tnico tipo de operacao elementar possivel
serd L; — L;+aL; com j < 1. Dessa forma, como ja vimos, as matrizes F ... Ej, sao

triangulares sem zeros na diagonal principal. Como cada uma das matrizes F; ... Ej
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¢ inversivel, de (3.1)) segue:
A=E'...E'U (3.2)

Com isso, a matriz E;'... E, ' é uma candidata a matriz L da fatoragao LU. De-

vemos mostrar que ela é triangular inferior. Como o produto de matrizes triangu-
lares é também triangular inferior, podemos mostrar que cada uma das matrizes

B ,Ek_1 é triangular inferior.

Teorema 3.2.1 Se £ € M,y,, € triangular inferior e nao tem zeros na diagonal

principal, entao E~1 ¢ triangular inferior.

Prova.
Ja vimos pelo Corolario (2.3.2) que E possui inversa. Seja B a inversa de E. Deve-

mos mostrar que b;; = 0, se i < j. Temos (eb);; = 0, para 1 < j, pois EB = I,,xp,

assim:
n
0= (eb)y; = E e1xbr; = e11by;, pois e1p = ... = ey, = 0, ja que E ¢é triangular
k=1
inferior.

Assim, e11b1; = 0 e como ey # 0, temos by; = 0, para todo 2 < 7 < n.

Agora, para 2 < j, temos:
n

0= (eb)y; = Z eorbrj = €2101; + e29byj, POis eg3 = ... = €9, = 0.
Assim e by Ij:leggbgj =0, e expby; = 0, pois by; =0, (1 < 2 < j), agora, by; =0,
j& que ez # 0, ou seja by; = 0, para todo 3 < j < n.
Seguindo assim, prova-se que os termos acima da diagonal principal de cada linha
sao nulos e, portanto, que B ¢é triangular inferior.
[ ]
Com isso, concluimos que a matriz E;'... E_' é triangular inferior e que, nas

condicoes citadas acima, A admite uma fatoragao LU.

Além disso, a argumentacao nos fornece o método para obter a fatoracao LU.
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Note que a matriz L é dada por
L=FE ... E! (3.3)

que é 0 mesmo que El_1 . Ek_ll. Como as matrizes El_l, . ,Ek_1 sao as matrizes
elementares associadas as operacoes reversas aquelas feitas em A para obter U, temos
que, L = Bt ... Ek’lf é a matriz obtida de I por meio das operacoes reversas das
operacoes que levam A em U e feitas na ordem contraria, ou seja, se ey, es,...,€x

foram as operagoes que levaram A em U, ou seja eg(. .. (e1(A))...) = U, entdo,

et (... (ef(1))...) = L.

2 6 2
Exemplo 3.2.1 Encontre uma decomposi¢cao LU da matriz A= | -3 —8 0
4 9 2

Para isso, vamos reduzir A a forma escada por linhas U usando eliminacdo de

Gauss.

A forma escada correspondente a matriz U:

2 6 2
-3 -8 0
4 9 2

Aplicando na matriz A as operacoes elementares necessdrias, temos:

Passo 1:
2 6 2

-3 -8 0 L3—>L3—2L1.
4 9 2
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Passo 2:
2 6 2
-3 -8 0 L2—>L2+2L1-
0 -3 -2
Passo 3:
2 6 2
0 1 3 |Ls— L3+ 3L
0 -3 =2
Entao,
2 6 2
U=101 3
00 7

Por outro lado, aplicando na matriz identidade as operagoes reversas na ordem

contrdria o aplicada para converter, A em U, temos:

1 00
I=10 10
0 0 1
Passo 1:
1 00
01 0 L3—>L3—3L2.
0 0 1
Passo 2:
1 0 O
3
—% 1 0 L2—>L2—§L3.
0 -3 1
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Passo 3:
1 00
—% 1 0 L3—>L3—|—2L1.
0 01
Entao:
1 0 O
L=1-2 1 0
2 -3 1
Assim, como A = LU, tem-se:
2 6 2 1 0 O 2 6 2
-3 -8 0| = —% 1 0 01 3
4 9 2 2 =31 007

Exemplo 3.2.2 Encontre uma decomposicao LU de

6 —2 0
A=10 -1 1
3 7 5

Para obter a decomposicio A = LU, vamos reduzir A a forma escada para obter
a matriz U e em sequida as reversas das operacgoes utilizadas aplicadas em ordem
wmwversa na matriz I fornecerd a matriz L.

Passo 1:

6 —2 0
0 —1 1| Ls— Ls— —.
3 7 5
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Passo 2:

6 —2 0

O -1 1 L3—>L3+8L2.

0 8 5

Passo 3:

6 —2 0
0o -1 1 |=U
0 0 13

Vamos encontrar a matriz triangular inferior L dada por (3.3)

1 00
01 0 L3—>L3—8L2.

0 01
Passo 2:
1 0 0
0 1 0f|Ls— Ls+ %
0 -8 1
Passo 3:

o=
|
oo
—_



3.3. MATRIZ INVERSA VIA FATORACAO LU

Logo:
6 —2 0 1 0 0) (6 —2 0
A=|0 -1 1]=1]10 1 0 0 -1 1
3 7 5 1 -81 0 0 13

3.3 Matriz Inversa via Fatoracao LU

Uma situacao em que precisamos resolver varios sistemas Ar = b é quando
queremos encontrar a inversa de A. Reescrevendo a equacao AB = I, onde [ é
a matriz identidade, utilizando vetores coluna, temos A(BW..B™) = (1M ... 1)
e consequentemente, (ABM .. AB™) = (IW_ ™) ou seja, devemos ter ABY) =
IW . AB™ = ™ Portanto, para encontrar a inversa da matriz A, devemos

encontrar uma solucdo para cada um dos sistemas Az = IV, .. Az = ™.

Abaixo segue um exemplo do calculo da matriz inversa de A via fatoracao LU.

-1 2 3
Exemplo 3.3.1 Vamos determinar a matriz inversa de A = 2 —1 1] va
-1 1 1
fatoragao LU como foi falado acima.
10 0 -1 2 3
Sejam as matrizes L= -2 1 0leU=|0 3 7
1 1
I -3 1 0 0 3
A matriz A decomposta na forma fatorada é dada por:
-1 2 3 10 0 -1 2 3
2 -1 1]1=1-2 1 0 0 3 7
1 1
-1 1 1 I —3 1 0 0 3

Vamos resolver Av = I, Ax = I, Ax = I3 usando a fatoracao LU de A.
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3.3. MATRIZ INVERSA VIA FATORACAO LU

T 1
LU x| =10]| onde Uz = z.
T3 0
Entao,

1 0 0 21 1
—2 1 0 Zo | — 0
1 —% 1 zZ3 0

Resolvendo o sistema obtido temos:

1
21 :1,22:272’3:—5.

-1 2 3 1 1
0 3 7 i) = 2
1 1
O 0 3 T3 -3
Resolvendo o sistema obtido temos:
Ir = 2,.1'2 = 3,1}3 =—1

Por fim obtemos a 1% coluna da matriz A='.

Agora, temos que fazer o mesmo processo na sequnda equacio Ax = I, onde I

serd o vetor da sequnda coluna na matriz identidade.

1 0 0 21 0
-2 1 0 n|l=11
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3.3. MATRIZ INVERSA VIA FATORACAO LU

Resolvendo o sistema obtido temos:

1
21 :072’2:1,2’3: 5

-1 2 3 1 0
0 3 7 i) = 1
1 1
0 0 3 T3 3
Resolvendo o sistema obtido temos:
Ir = —1,1'2 = —2,{E3 =1.

Assim, obtemos a 2% coluna da matriz A~!

Agora, temos que fazer o mesmo processo na terceira equacdo Ax = I, onde I

serd o vetor da lerceira coluna na matriz identidade.

1 0 0\ [z 0
-2 1 0| |=|=1]0
1 —5 1 23 1

Resolvendo o sistema obtido temos:

2’1:0,22:0,23:1.

-1 2 3 T 0
0 3 7 x| = |0
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3.3. MATRIZ INVERSA VIA FATORACAO LU

Resolvendo o sistema obtido temos:

T, = —5,1‘2 = —7,ZL‘3 = 3.

Por fim obtemos a 3% coluna da matriz A~" e a matriz inversa de A é:

2 -1 -5
At =13 -2 -7
-1 1 3
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos uma abordagem para os assuntos matrizes, ve-
tores e sistemas lineares, com o intuito de apresentar formas de resolver sistemas
lineares, que sao importantes nas mais diversas areas do conhecimento. Para isso,
foi trabalhada a formalizagao dos conceitos envolvidos e apresentadas de algumas
demonstragoes dos resultados abordados. Por fim, apresentamos o topico Fatoracao
LU, o qual também é usado para resolver sistemas. Como foi mencionado na intro-
ducao deste trabalho, a resolucao de sistemas via fatoracao LU pode ser vantajosa
do ponto de vista computacional. Com os exemplos feitos, ficou claro que a partir
da fatoragdo LU da matriz A a resolucao do sistema Ax = b, é mais rapido e consiste
em resolver os dois sistemas Ly = b e Uz = s, onde s é solucao de Ly = b. Porém,
para obter a fatoracao LU da matriz A devemos aplicar a eliminacao de Gauss na
matriz A (ndo na matriz ampliada (A|b)). Com isso, o custo computacional para
obter uma fatoracdo LU e depois resolver os dois sistemas pode ser maior do que
aplicar o método de Gauss diretamente na matriz ampliada (A[b) para resolver o
sistemna. Contudo, existem situagoes em que € necessario resolver varios sistemas
Axr = b que possuem a mesma matriz de coeficientes A mas diferentes valores para
o vetor b. Neste caso, em geral, ¢ mais rapido obter a fatoracao LU de A e resolver
os dois sistemas mencionados acima para b do que fazer a eliminacao de Gauss para

A e repetir as operacoes deste processo para cada b, que é o caso da matriz inversa.
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