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Resumo

Este trabalho aborda os conceitos e resultados sobre sistemas lineares, passando

pela teoria de matrizes e de vetores do Rn como base para um bom entendimento dos

métodos abordados. Serão tratados aqui, as operações entre matrizes, entre vetores,

suas propriedades, métodos para resolução de sistema via eliminação de Gauss e

por �m apresentaremos a fatoração LU , a qual fornece uma outra forma de resolver

sistemas que em algumas situações pode ser mais viável. Para tratar da fatoração

LU , são necessários resultados, principalmente, da teoria de matrizes e vetores, os

quais serão apresentados com suas devidas demonstrações no decorrer do texto.

Palavras chave: Fatoração LU . Método de Gauss. Matriz. Operações Ele-

mentares. Sistemas Lineares.
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Abstract

This work deals with the concepts and results on linear systems, including matrix

and vectors theory of Rn as the basis for a good understanding of the approaches.

In order to deal with the question LU , we consider the results, mainly, in the case of

operations between matrices, between vectors, their properties, methods for system

resolution through Gauss elimination and �nally presentations of resolution LU , Of

the theory of matrices and vectors, which are considered with their due demonstra-

tions.

Keywords: Factoring LU . Gaussian method. Matrix. Elementary Operations.

Linear systems.
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Introdução

A maioria dos estudantes tem, ainda no ensino fundamental, contato com os

sistemas de equações lineares. Neste ponto, tais sistemas são vistos de maneira um

tanto quanto super�cial. Além disso, pelo fato de serem tratados apenas sistemas

de porte muito pequeno, em geral, com no máximo três equações e três incógnitas,

o método mais usado para resolvê-los é o chamado método de substituição, que

consiste em deixar incógnitas em função de outras de modo a conseguir, via subs-

tituição, fazer com que em uma equação apareça apenas uma incógnita e seu valor

possa ser encontrado. Esse método simples funciona relativamente bem quando se

trata de sistema desse porte, mas no caso de sistemas com mais variáveis, ele se torna

inviável. Na verdade, resolver manualmente sistemas muito grande não é uma boa

ideia. Um método para tratar sistemas com muitas equações e muitas variáveis é

considerado bom se puder ser expresso em uma linguagem de programação e tornar

possível obter soluções de forma rápida e con�ável.

A importância dos Sistemas Lineares pode ser evidenciada pela enorme quan-

tidade de aplicações práticas dos mesmos. Por exemplo, em Álgebra Linear com

Aplicações [1] os autores dedicam um capítulo inteiro à 20 aplicações da Álgebra

Linear, que recaem, em sua maioria,à resolução de sistemas lineares.

Existem muitos métodos programáveis para resolução de sistemas um dos pri-

meiros e mais popular até hoje é o chamado Método da Eliminação de Gauss assim

como sua variante Eliminação de Gauss-Jordan que serão apresentados nesse tra-
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balho. Este método consiste em trabalhar com matriz ampliada do sistema, a qual

contém toda a informação numérica do sistema, por meio de operações elementa-

res. A matriz aumentada é transformada em uma matriz mais simples cujo sistema

associado a ela também será mais simples de resolver e possui o mesmo conjunto

solução que o sistema original.

Os registros, como ressaltado em [9], mostram que o método descrito acima,batizado

como método de Eliminação de Gauss em homenagem a Carl Friedrich Gauss (1777−

1855), já era conhecido na antiguidade em uma versão preliminar, antes da era cris-

tão, como pode ser visto no livro Nove Capítulos de artes Matemáticas, o qual foi

publicado na China durante o século I da era cristã e, conforme [1] (2004, p.243),

"o mais importante dos textos de matemática chineses". Essa obra é constituída de

246 problemas de aritmética e geometria, mas esse trabalho dará atenção à resolu-

ção de Sistemas Lineares. Como curiosidade, cabe ressaltar que as operações eram

efetuadas com o auxílio de pequenos gravetos dispostos numa folha de papel, os

quais eram manipulados numa técnica que se assemelhava ao método da eliminação

de Gauss apresentado somente no século XIX. [10].

Outro método de resolução de sistemas que será apresentado aqui se baseia na

chamada fatoração LU nome dado pois consiste em transformar uma matriz A em

um produto de duas matrizes uma triangular inferior (Lower) e outra triangular

superior (Upper). Em algumas situações esse método é bastante viável, sendo

inclusive melhor do ponto de vista computacional do que o método da eliminação

de Gauss aplicado à matriz ampliada do sistema, como pode ser visto em [9].

O objetivo desse trabalho é apresentar os conceitos básicos sobre ,vetores, matri-

zes, operações elementares, sistemas lineares e métodos de obter solução de sistemas,

principalmente aquele que faz uso da fatoração LU de matrizes. Para a obtenção

desta fatoração, serão apresentados alguns resultados sobre matrizes triangulares e

matrizes elementares considerados incomuns na literatura básica adotada no Bra-



sil, uma vez que em sua maioria são deixados a cargo do estudante nas listas de

exercícios.

Por se tratar de um texto básico e não de um texto apresentando resultados

inéditos de uma pesquisa, optamos por não fazer muitas citações dentro do texto,

por isso, vamos aqui citar as principais referências de cada capítulo.

O trabalho está organizado da seguinte maneira:

O primeiro capítulo deste trabalho fará um apanhado geral sobre vetores Rn e

matrizes no qual tratamos de vetores em Rn e matrizes, as principais referências

foram [1] [3] e [7];

Para o segundo capítulo, onde tratamos de sistemas lineares e resolução de sis-

temas, as referências são as mesmas do capítulo anterior e para a parte de matrizes

elementares as principais referências foram [4] [2] e [7];

Por �m, no terceiro capítulo, no qual tratamos da fatoração LU , as principais

referências foram [1] e [6].

Uma outra referência utilizada aqui foram as apostilas de Álgebra linear Aplicada

escritas pelos professores Roberto Hugo Bielschowsky, Carlos Leão de Andrade e

José Querginaldo Bezerra, todos do Departamento de Matemática da Universidade

Federal do Rio Grande do Norte (UFRN), as quais são usadas como referência

principal nas disciplinas de Álgebra Linear ofertadas na UFRN para os cursos de

engenharias e de ciências exatas (Física, Química, etc).



Sumário

1 Vetores em Rn e Matrizes 2

1.1 Vetores em Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1 Operações com Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2.2 Produto Matriz-Vetor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.3 Multiplicação de Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3 Alguns tipos Especiais de Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Sistemas Lineares e Matrizes Elementares 20

2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 De�nições Básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.1 Matriz na Forma Escada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.3 Transformação de Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.1 Operações Elementares de Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.2 Método de Redução Por Linhas Para Obter a Forma Escada . 35

2.3.3 Matrizes Elementares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3 Fatoração LU 49

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2 Obtendo a Fatoração LU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.3 Matriz Inversa via Fatoração LU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

xi



Referências Bibliográ�cas 63

1



Capítulo 1

Vetores em Rn e Matrizes

Nesse capítulo serão abordados os conceitos de Vetor no Rn e Matriz, suas re-

presentações, tipos de Matriz bem como operações de�nidas sobre estes para que

possamos ter base para o estudo da resolução de sistemas via fatoração LU , onde L

representa uma matriz triangular inferior e a letra L que vem do inglês "Lower� e U

matriz triangular superior e a letra U vem do inglês "Upper�. Os sistemas lineares

e suas soluções, que serão objeto de estudo do capítulo 2, podem ser discutidos de

modo bastante e�ciente usando-se a linguagem das matrizes.

1.1 Vetores em Rn

De�nição 1.1.1 O conjunto Rn é o produto cartesiano de n cópias do conjunto dos

números reais denotado por R. Cada elemento de u ∈ Rn é uma n-upla de números

reais representada por:

u = (u1, u2, . . . , un),

onde ui ∈ R são as coordenadas u e i ∈ {1, . . . , n}.

2



1.1. VETORES EM RN

Por conveniência um vetor de Rn pode ser representado por uma matriz coluna:

v =


v1

v2
...

vn



Exemplo 1.1.1 Abaixo segue um exemplo de um vetor coluna v

v =

 1

−12


De�nição 1.1.2 Dois vetores u = (u1, u2, . . . , un) e v = (v1, v2, . . . , vn) de Rn são

iguais se e somente se suas coordenadas são iguais, isto é , ui = vi, para i =

{1, . . . , n}.

De�nição 1.1.3 Dados os vetores u = (u1, u2, . . . , un) e v = (v1, v2, . . . , vn) em

Rn, de�ne-se a adição entre os vetores u e v, denotada por u + v pelo vetor obtido

somando suas componentes correspondentes, ou seja,

u+ v = (u1 + v1, . . . , un + vn) ∈ Rn. (1.1)

Na representação por matriz coluna, temos:

u+ v =


u1

u2
...

un

+


v1

v2
...

vn

 =


u1 + v1

u2 + v2
...

un + vn

 .
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1.1. VETORES EM RN

Propriedades. Sejam u =


u1

u2
...

un

 , v =


v1

v2
...

vn

 , w =


w1

w2

...

wn

 e ~0 =


0

0
...

0

 o vetor

nulo. Assim temos:

(i) u+ v = v + u;

(ii) u+ (v + w) = (u+ v) + w;

(iii) Existe um vetor ~0 em R tal que u+~0 = u;

(iv) Para todo ~u ∈ Rn existe −~u ∈ R, tal que u+ (−u) = ~0.

As demonstrações dessas propriedades são bastante simples e seguem diretamente

das propriedades dos números reais (comutatividade, associatividade, etc).

Por exemplo, a demonstração de que u+ v = v + u se faz dessa forma:

Prova.

Sejam dois vetores u = (u1, u2, . . . , un) e v = (v1, v2, . . . , vn) onde ui, vi ∈ R

temos:

u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn)

(v1 + u1, v2 + u2, . . . , vn + un) = v + u

Vale mencionar que o elemento neutro da adição é o vetor ~0 = (0, 0, . . . , 0) e o

oposto aditivo de (u1, u2, . . . , un) é (−u1,−u2, . . . ,−un)

De�nição 1.1.4 Dado um vetor u em Rn e um escalar α real, a multiplicação de

u pelo escalar é de�nida por:

αu = (αu1, αu2, . . . , αun) ∈ Rn.
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1.1. VETORES EM RN

Propriedades. Sejam u =


u1

u2
...

un

 e v =


v1

v2
...

vn

 vetores do Rn e os escalares

α, β ∈ Rn. Temos:

(i) α(βu) = (αβ)u;

(ii) α(u+ v) = αu+ αv;

(iii) (α + β)u = αu+ βu;

(iv) 1u = u.

De�nição 1.1.5 Para v1, v2, . . . , vm em Rn e c1, c2, . . . , cm escalares o vetor de Rn

dado por:

c1v1 + c2v2 + . . .+ cmvm,

é chamado combinação linear de v1, v2, . . . , vm com pesos (ou coe�cientes) c1, c2, . . . , cm.

Exemplo 1.1.2 Sejam v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (2, 4, 6, 8) e v3 = (3, 6, 9, 12). Temos

que (2, 4, 6, 8) é uma combinação linear de v1, v2 e v3 com coe�cientes c1 = 3, c2 = −2

e c3 = 1.

De fato:

c1v1 + c2v2 + c3v3 = 3(1, 2, 3, 4) + (−2)(2, 4, 6, 8) + 1(3, 6, 9, 12) = (2, 4, 6, 8).

Exemplo 1.1.3 Veri�que se v = (1, 1) é combinação linear de u = (1, 2) e w =

(2, 1). Para que v seja combinação linear de u e w, pela (1.1.5), deverá existir

escalares c1 e c2 satisfazendo a equação:

v = c1u+ c2w
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1.2. MATRIZES

(1, 1) = c1(1, 2) + c2(2, 1)⇒ (1, 1) = (c1 + 2c2, 2c1 + c2).

Ou seja, devemos ter,

c1 + 2c2 = 1

2c1 + c2 = 1

.

Resolvendo o sistema, achamos c1 =
1

3
e c2 =

1

3
.

Logo, (1, 1) é combinação linear de (1, 2) e (2, 1) com pesos
1

3
e
1

3
.

Exemplo 1.1.4 Sejam os vetores u = (1, 1), v = (−1,−1), w = (2, 4), veri�que se

w é combinação linear de u e v.

Pela de�nição (1.1.5) devem existir escalares c1 e c2 que satisfazem a equação:

w = c1u+ c2v. (1.2)

Temos,

(2, 4) = c1(1, 1) + c2(−1,−1)

(2, 4) = (c1 − c2, c1 − c2).

Resolvendo o sistema obtemos 0 = 2 logo não existe um c1 ou c2 que satisfaça a

igualdade (1.3) e w não é combinação linear de u e v.

1.2 Matrizes

De�nição 1.2.1 Uma matriz pode ser de�nida por um arranjo retangular de núme-

ros, denominados de elementos ou termos da matriz, dispostos em linhas e colunas.

Uma matriz A com m linhas e n colunas será denotada por A = (aij)m×n onde aij é

chamado termo geral da matriz e m× n representa a ordem da matriz. O conjunto

das matrizes de ordem m× n será denotado por Mm×n.

Observação 1.2.1 .
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1.2. MATRIZES

1. As matrizes, cujos termos são reais, são chamadas de matrizes reais;

2. As matrizes, cujos termos são complexos, são chamadas de matrizes complexas.

O objetivo do nosso trabalho é apenas o estudo das matrizes reais;

3. Uma matriz que possui uma única coluna é chamada de matriz coluna;

4. Uma matriz que possui uma única linha é chamada de matriz linha;

5. Se A é uma matriz com o número de linhas igual ao número de colunas, então

A recebe o nome de matriz quadrada de ordem. Neste caso diz apenas que A tem

ordem n e o conjunto de todas as matrizes quadradas será denotado por Mn ou

Mn×n .

De�nição 1.2.2 Seja A ∈Mm×n. Seus elementos são representados por aij onde i

representa a linha e j a coluna em que o elemento está localizado.

Assim:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amn

 .

Exemplo 1.2.1 Em seguida mostraremos alguns tipos de matrizes e suas respecti-

vas ordens:

a) A1×5 =
(
1 −2 5 7 0

)
, é uma matriz linha de ordem 1× 5.

b) B4×1 =


11

5

15

16

, é uma matriz coluna de ordem 4× 1.
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1.2. MATRIZES

c) C3×3 =


0 7 8

4 −2 5

3 −8 1

, é uma matriz quadrada de ordem 3.

Observação 1.2.2 Se A ∈ Mm×n, então as colunas de A são vetores de Rm e as

linhas de A são vetores de Rn. Deste modo, pode-se representar a matriz A ∈Mm×n

das duas formas seguintes:

A = (A(1), . . . , A(n)), ou A =


A1

...

Am

 onde, Ai = (a1j . . . amj) ∈ Rn.

1.2.1 Operações com Matrizes

De�nição 1.2.3 Duas matrizes A = (aij)m×n e B = (bij)m×n são iguais se possuem

a mesma ordem e

aij = bij.

De�nição 1.2.4 Sejam A = (aij)m×n e α ∈ R A multiplicação de A por α, deno-

tada por αA é a matriz cujo termo geral é:

(αa)ij = αaij.

8



1.2. MATRIZES

Exemplo 1.2.2 Sejam A4×4 =


1 5 11 15

0 −3 10 13

0 −2 −4 0

0 3 12 0

 e α = −2, temos:

αA =


−2 −10 −22 −30

0 6 −20 −26

0 4 8 0

0 −6 −24 0

 .

De�nição 1.2.5 Sejam A = (aij)m×n e B = (bij)m×n matrizes de Mm×n. De�ne-se

a adição de A e B pela matriz A+B = cij onde de�nida por:

cij = aij + bij

.

(A+B) =


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n
...

...
. . .

...

am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn

 .

Exemplo 1.2.3 Sejam A =

 2 −1 0 3

10 4 1 6

 e B =

 0 −5 0 3

10 4 12 4

. A soma

das matrizes A e B é:

A+B =

 2 −6 0 6

20 8 13 8


Teorema 1.2.1 Considere quaisquer matrizes A,B e C (de mesma ordem) e quais-

quer escalares α e β. Então:

(i) (A+B) + C = A+ (B + C);

9



1.2. MATRIZES

(ii) Existe uma matriz O que satisfaz A+O = O+A = A, onde O é a matriz com

todos os elementos iguais a 0;

(iii) Para toda A, existe uma matriz −A ∈Mm×n que satisfaz A+(−A) = (−A)+

A = O, onde −A = (−1)A;

(iv) A+B = B + A;

(v) α(A+B) = αA+ αB;

(vi) (α + β)A = αA+ βA;

(vii) (αβ)A = α(βA);

(viii) 1A = A.

As demonstrações desse teorema são bastante simples e seguem diretamente das

propriedades dos números reais (comutatividade, associatividade, etc).

Observação 1.2.3 Os vetores v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn podem, sem perda de gene-

ralidade, ser representados por uma matriz linha ou por uma matriz coluna, isto é,

~v =
(
v1 v2 . . . vn

)
ou ~v =


v1

v2
...

vn

, respectivamente.

Observe que dado u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn e α ∈ Rn as operações

u + v = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn) e αv = (αv1, αv2, . . . , αvn) e por outro

lado, são equivalentes a u+ v =


u1 + v1

...

un + vn

 e αv =


αv1
...

αvn

 .

Em geral, escolhe-se a notação para os vetores de Rn de acordo com a necessi-

dade. Por isso, aqui será adotada a notação de matriz coluna para representar os

vetores em Rn.

10



1.2. MATRIZES

1.2.2 Produto Matriz-Vetor

De�nição 1.2.6 Se cada coluna de uma matriz A ∈ Mm×n é um vetor de Rm

representada por A(j) e x ∈ Rn, então o produto Ax é o vetor do Rm formado pela

combinação linear das colunas de A, com pesos x1, x2, . . . , xn. Se A
(1), A(2), . . . , A(n)

denotam as colunas de A.

A de�nição abaixo mostra como será realizada a multiplicação de uma matriz

por um vetor utilizando as decomposições dadas na De�nição 1.2.6.

De�nição 1.2.7 Seja Ax a multiplicação das colunas da matriz A pelo vetor coluna

x, de�nida por:

Ax =
(
A(1) . . . A(n)

)

x1

x2
...

xn

 =

Logo:

= x1A
(1) + x2A

(2) + . . .+ xnA
(n) =


a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn
...

...
...

...
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn

.

Se Ai representa a i-ésima linha de A, então

Aix =
(
ai1 ai2 . . . ain

)

x1

x2
...

xn

 = ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn.

11



1.2. MATRIZES

Exemplo 1.2.4 Abaixo um exemplo do produto de uma matriz por um vetor:
−1 3 2

1 2 −3

2 1 −2




2

−1

3

 = 2


−1

1

2

− 1


3

2

1

+ 3


2

−3

−2

 =


1

−9

−3

 .

1.2.3 Multiplicação de Matrizes

De�nição 1.2.8 Sejam A ∈ Mm×p e B ∈ Mp×n. O produto das matrizes A e B,

denotada por AB é a matriz C de ordem m× n cujo termo geral (c)ij é dado por:

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aipbpj =

p∑
k=1

aikbkj.

Observação 1.2.4 Note que, considerando A e B compostas por vetores linhas e

colunas, respectivamente, então o termo geral da matriz C = AB será dado por:

(c)ij = AiB
(j) = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj.

Exemplo 1.2.5 Sejam A =

A1

A2

 =

1 0 1

0 1 −1

 e B = (B(1) B(2)) =


2 −1

0 2

1 −1

 .

Pela De�nição 1.2.8, temos:

(ab)11 =
3∑

k=1

a1kbk1 = a11b11 + a12b21 + a13b31 = 1× 2 + 0× 0 + 1× 1 = 3

(ab)12 =
3∑

k=1

a1kbk2 = a11b12 + a12b22 + a13b33 = 1× (−1) + 0× 2 + 1× (−1) = −2

(ab)21 =
3∑

k=1

a2kbk1 = a21b11 + a22b21 + a23b31 = 0× 2 + 1× 0 + (−1)× 1 = −1

(ab)22 =
3∑

k=1

a2kbk2 = a21b12 + a22b22 + a23b32 = 0× (−1) + 1× 2 + (−1)× (−1) = 3.

12
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Assim:

AB =

 3 −2

−1 3

 .

Se A ∈Mm×p e B ∈Mp×n, então:

AB =


A1B

(1) . . . A1B
(n)

...
. . .

...

AmB
(1) . . . AmB

(n)

 , onde

(AB)(j) =


A1B

(j)

...

AmB
(j)

 =
(
a11 a12 . . . a1p

)

b1j

b2j
...

bpj



a11b1j + . . . + a1pbpj

...
...

...

am1b1j + . . . + ampbpj

 = b1j


a11
...

am1

+ . . .+ bpj


a1p1
...

amp



= b1jA
(1) + . . .+ bpjA

(p) = A


b1j
...

bpj

 = AB(j),

ou seja, a j-ésima coluna do produto AB é o produto da matriz A pelo j-ésimo

vetor coluna B(j). Com isso temos a seguinte proposição:

Proposição 1.2.1 Se A ∈ Mm×p e B ∈ Mp×n, então o j-ésimo vetor coluna do

produto AB é dado por AB(j).

De modo semelhante, a i-ésima linha da matriz AB é igual ao produto do i-ésimo

vetor linha Ai pela matriz B. É possível observar que o produto matriz-vetor Ax,

13



1.2. MATRIZES

já de�nido anteriormente, é exatamente igual ao produto entre a matriz A e o vetor

x, pensando como matriz coluna.

Exemplo 1.2.6 Se y =
(
−3 2 −2

)
e B =


1 0

−1 2

−2 0

, então:

yB = −3
(
1 0

)
+ 2

(
−1 2

)
− 2

(
−2 0

)
.

Teorema 1.2.2 Sejam A,B e C matrizes. Então, sempre que os produtos e so-

mas forem de�nidos a operação de multiplicação de matrizes satisfaz às seguintes

propriedades:

(i) (AB)C = A(BC);

(ii) A(B + C) = AB + AC;

(iii) (B + C)A = BA+ CA;

(iv) k(AB) = (kA)B = A(kB);, onde k é um escalar;

(v) OA = O e BO = O, onde O é a matriz nula;

(vi) AIn×n = A e Im×mA = A, onde In×n é a matriz identidade cujo termo geral é

1, se i = j e 0 caso contrário.

Prova.

Para demonstrar a propriedade do item (i), conhecida como propriedade de as-

sociatividade, considere as matrizes A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×p, e C ∈ Mp×q. Para que

se tenha (AB)C = A(BC), pela De�nição 1.2.3 basta mostrar que os termos cor-

respondentes são iguais. Para isso, será mostrado que a j-ésima coluna das matrizes

(AB)C e A(BC) coincidem, isto é

[(AB)C](j) = [A(BC)](j).
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1.3. ALGUNS TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

De fato, pela Proposição 1.2.1, De�nição 1.2.7 e propriedades do Teorema 1.2.1

tem-se que:

[(AB)C](j) = (AB)C(j) = (AB)


c1j

c2j
...

cpj


= c1j(AB)(1) + c2j(AB)(2) + . . . + cpj(AB)(p)

= c1j(AB)(1) + c2j(AB)(2) + . . . + cpj(AB)(p)

= A(c1jB
(1)) + A(c2jB

(2)) + . . . + A(cpjB
(p))

= A(c1jB
(1) + c2jB

(2) + . . . + cpjB
(p))

= A(BC(j)) = A(BC)(j) .

Logo,

[(AB)C](j) = [A(BC)](j)

As demais propriedades do Teorema 1.2.2 são demonstradas com a mesma linha

de raciocínio.

1.3 Alguns tipos Especiais de Matrizes

1. Matriz Inversível

De�nição 1.3.1 Uma matriz quadrada A é chamada de inversível (ou não sin-

gular) se existe uma matriz B de mesma ordem satisfazendo AB = BA = I,

onde I é a matriz identidade.

Se existir a matriz B, satisfazendo a De�nição 1.3.1, então B é única.
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De fato, se existirem B1 e B2 satisfazendo as condições da de�nição, tem-se

AB1 = B1A = I e AB2 = B2A = I, então:

B1 = B1I = B1(AB2) = (B1A)B2 = IB2 = B2.

Isto é B1 = B2.

A matriz B da De�nição 1.3.1 é chamada de inversa da matriz A e a denotamos

por A−1.

Observe que se A−1 é a inversa de A, então A é inversa de A−1, uma vez que

A(A−1) = I e (A−1)A = I.

Exemplo 1.3.1 Determine a inversa da matriz A =

1 2

1 1

 .

Suponha que A−1 =

x1 x2

x3 x4

.

De acordo com a De�nição 1.3.1, as matrizes A e A−1 devem satisfazer AA−1 =

I. Substituindo as matrizes e utilizando as operações de multiplicação e de�nição

de igualdade de matrizes, segue que:

1 2

1 1

x1 x2

x3 x4

 =

1 0

0 1


x1 + 2x2 x3 + 2x4

x1 + x2 x3 + x4

 =

1 0

0 1


16
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

x1 + 2x2 = 1

x1 + x2 = 0

x3 + 2x4 = 0

x3 + x4 = 1

.

Note que a solução da primeira e da segunda equação é única e dada por:

x1 = −1 e x2 = 1.

Já a solução da terceira e da quarta equação é dada por:

x3 = 2 e x4 = −1.

Logo, com os cálculos anteriores, conclui-se que:

A−1 =

−1 2

1 −1

 .

Note que A−1A = I.

Propriedade 1.3.1 Considere A e B matrizes de ordem n × n, inversíveis e o

número real µ 6= 0. Então:

(i) µA também é inversível e (µA)−1 =
1

µ
A−1;

(ii) A−1 também é inversível e (A−1)−1 = A;

(iii) AB também é inversível e (AB)−1 = B−1A−1.

2. Matriz Triangular

De�nição 1.3.2 Uma matriz quadrada A é dita triangular superior se todos os

elementos que estão abaixo da diagonal principal são nulos, ou seja, aij = 0 se

i > j.
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A =


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

0 0 . . . ann

 .

Exemplo 1.3.2 Como exemplo de matriz triangular superior tem-se

B =


1 3 4

0 12 5

0 0 1

 .

De�nição 1.3.3 Uma matriz quadrada A é dita triangular inferior se todos os

elementos acima da diagonal principal são iguais a zero, ou seja, aij = 0 se i < j.

Exemplo 1.3.3 Como exemplo de matriz triangular inferior tem-se:

a) A =


a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . 0
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

 .

b) B =


1 0 0

3 12 0

4 5 1

 .

Observação 1.3.1 As matrizes diagonais são matrizes triangulares simultanea-

mente superior e inferior, ou seja, tanto acima como abaixo da diagonal principal,

todos os elementos são nulos.

Teorema 1.3.1 Se as matrizes A e B são triangulares inferiores, então AB

também é.
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Prova.

Sejam A,B ∈Mn×n matrizes triangulares inferiores. Para i < j, temos:

(ab)ij = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj. (1.3)

(a) Se k ≤ i então k < j ⇒ bkj = 0;

(b) Se k > i, então aik = 0.

Dessa forma, na soma em (1.3), todos os termos são nulos, logo (ab)ij = 0 se

i < j.

Neste capítulo abordamos conceitos envolvendo vetores, suas operações e propri-

edades incluindo suas demonstrações. Também foi abordado o conceito de matriz,

suas operações e propriedades, bem como algumas demonstrações pois todos es-

ses conceitos servem como base para abordarmos outros conteúdos no decorrer do

trabalho.
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Capítulo 2

Sistemas Lineares e Matrizes

Elementares

Acreditamos que você já tenha, alguma vez, trabalhado com a resolução de

sistemas de equações lineares. Os sistemas de equações lineares são fundamentais

para tudo o que se segue nesse trabalho, e mais ainda em aplicações da Álgebra

Linear a problemas mais concretos.

2.1 Introdução

Sistemas Lineares é um tema presente no currículo de matemática do Ensino

Fundamental e Médio e são utilizados para modelar diversos problemas com dife-

rentes graus de complexidade, como ilustrados no exemplo seguinte

Exemplo 2.1.1 Cláudio usou apenas notas de R$ 20, 00 e de R$ 5, 00 para fazer

um pagamento de R$ 140, 00. Quantas notas de cada tipo ele usou, sabendo que no

total foram utilizadas 10 notas?

Sejam x o número de notas de R$ 20, 00 e y o de notas de R$ 5, 00.
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Em relação ao número de notas utilizados temos:

x+ y = 10 (2.1)

e por outro lado, em relação à quantidade de notas de cada tipo temos:

20x+ 5y = 140 (2.2)

Como as equações (2.1) e (2.2) devem ser satisfeitas simultaneamente, o problema

recai na resolução do seguinte problema:x+ y = 10

20x+ 5y = 140

Usando o método da substituição isolando x na 1a equação temos:

x+ y = 10

x = 10− y (2.3)

Substituindo o valor de x encontrado anteriormente equação (2.2) temos:

20x+ 5y = 140

20(10− y) + 5y = 140

200− 20y + 5y = 140

−15y = 140− 200

−15y = −60→ (−1)

15y = 60

y =
60

15
y = 4
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Substituindo y = 4 na equação (2.3), temos:

x = 10− y

x = 10− 4

x = 6

Cada uma das duas equações acima é dita linear. Quando procuramos x e y que

satisfazem a ambas simultaneamente, temos um sistema de equações lineares. O par

ordenado de números reais que satisfaz ambas as equações é chamado de solução

do sistema. Devemos lembrar que não existe um método único para solução de um

sistema de equações lineares, no entanto, para o caso acima foi usado o método da

substituição e as soluções do sistema acima são pares ordenados de números, ou seja,

pontos do R2 . O método usado acima, funciona bem neste caso, porém quando o

número de variáveis cresce ele, se torna inviável.

Uma outra maneira de resolver o problema acima seria usando a regra de Cramer,

usualmente introduzida no Ensino Médio. No entanto, esse método torna-se inviável

para problemas com muitas variáveis além de ter muitas restrições, servindo apenas

para sistemas lineares com número de equações e variáveis iguais e com matriz de

coe�cientes inversível. Logo, veremos alguns métodos a seguir que sejam e�cientes

para sistema maiores. Como o objetivo do trabalho é apresentar métodos possíveis

de serem implementados computacionalmente, neste capítulo, serão apresentados os

conceitos fundamentais da teoria de Sistemas Lineares e métodos de solução mais

apropriados para tratar sistemas grandes.
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2.2 De�nições Básicas

De�nição 2.2.1 Uma equação linear nas incógnitas x1, x2, . . . , xn é uma equação

que pode ser escrita na seguinte forma:

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn = b. (2.4)

onde a1, a2, . . . , an e b são constantes. A constante ak é chamada coe�ciente da

incógnita (ou variável) xk e b é chamado termo independente da equação.

Uma solução para a equação (2.4) é um vetor u = (u1, u2, . . . , un) em Rn, que

satisfaz a (2.4) tal que:

a1u1 + . . .+ a1un = b. (2.5)

Exemplo 2.2.1 Alguns exemplos de equações lineares e não lineares.

(a) 4x1 − 5x2 + 2 = x3 é uma equação linear;

(b) 2x1 + 3x2 = 26 é uma equação linear;

(c) x1 + 2
√
x2 = 6 não é uma equação linear, pois a variável x2 tem potência

1

2
;

(d) x1x2 + x3 = 4 não é uma equação linear, pois na equação existe produto de

variáveis.

Exemplo 2.2.2 Utilizando o conceito de solução de equações lineares temos:

a) (5, 2) é a solução da equação 2x− 3y = 4, pois

2(5)− 3(2) = 4,

isto é (5,2) satisfaz a equação 2x− 3y = 4.

b) (2, 4, 7) é solução da equação 4x− 3y + 5z = 31 pois
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4 · 2− 3 · 4 + 5 · 7 = 31

8− 12 + 35 = 31

43− 12 = 31,

isto é, (2, 4, 7) é solução da equação 4x− 3y + 5z = 31.

De�nição 2.2.2 Um sistema de equações lineares é um conjunto de equações li-

neares com as mesmas incógnitas. Em geral, representamos o sistema da seguinte

forma: 

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

... +
... + . . . +

... =
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(2.6)

Um vetor s de Rn é solução do sistema (2.6) quando s é solução de cada uma

das equações.

O sistema (2.6) é chamado de sistema m×n . Ele é chamado sistema quadrado

se m = n, ou seja, se a quantidade de equações é igual à quantidade de incógnitas.

De�nição 2.2.3 Consideremos os vetores (ai1, ai2, . . . , ain, bi) de Rn+1 que repre-

sentam os coe�cientes das equações do sistema (2.6) acrescidos dos segundos mem-

bros e os organizemos como linhas de uma tabela, chamada de matriz ampliada do

sistema (2.6), como segue:

M =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bn

 . (2.7)
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De�nição 2.2.4 Quando o sistema de equações é homogêneo, a ele associamos a

matriz eliminando a coluna de zeros da direita na matriz.

A =


a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . am2

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . anm

 . (2.8)

De�nição 2.2.5 A matriz M (2.7) é chamada matriz ampliada ao sistema linear

pois ela possui todas as informações do sistema ou seja os coe�cientes e os termos in-

dependentes de (2.6) já a segunda matriz A (2.8), é chamada matriz dos coe�cientes

do sistema linear (2.6).

O sistema (2.6) pode ser representado pela equação matricial Ax = b, onde A é a

matriz dos coe�cientes das variáveis,


x1
...

xn

 onde x é o vetor variável e b =


b1
...

bn


é o vetor de termos independentes.

De acordo com essa representação, um vetor s =


s1
...

sn

 é solução do sistema se,

e somente se, As = b.

Exemplo 2.2.3 A tripla (1, 2, 3) é solução do sistema


x+ y + z = 6

x− y + 3z = 8

−x− 2y + z = −2

, pois,
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para x = 1, y = 2 e z = 3, as equações são todas satisfeitas, isto é:
1 + 2 + 3 = 6

1− 2 + 3(3) = 8

−1− 2(2) + 3 = −2

Em notação matricial, o sistema do exemplo (2.2.3) é representado por:


1 1 1 6

1 −1 3 8

−1 −2 1 −2



Exemplo 2.2.4 O sistema linear

x1 + x2 = 1

x1 − x2 = 0

, possui única solução substi-

tuindo x1 = x2 obtida da segunda equação na primeira obtém-se:

2x1 = 1⇒ x =
1

2
⇒ x2 =

1

2
.

Exemplo 2.2.5 O sistema linear

x1 + x2 = 1

2x1 + 2x2 = 1

não pode ter solução, pois caso

tivesse, teríamos 2=1 como segue.

x1 = 1− x2 ⇒ 2(1− x2) + 2x2 = 1⇒ 2 = 1.

Nos dois últimos exemplos, vimos que é possível que um sistema tenha uma única

solução ou que não tenha solução.

Há, ainda exemplos de sistemas que possuem mais de uma solução, como é o
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caso do sistema: x1 − x2 + x3 = 0

2x1 + x2 − x3 = 1

.

Note que (
1

3
,
1

3
, 0) e (

1

3
,
4

3
, 1) são soluções.

Caso tenha mais de uma solução, então ele possui in�nitas soluções.

De fato, suponha que o sistema Ax = b tenha as soluções distintas x1 e x2 e

de�na x0 = x1 − x2, onde x0 é não nula, assim,

Ax0 = A(x1 − x2) = Ax1 − Ax2 = b− b = −→0

Se k é qualquer escalar então:

A(x1 + kx0) = Ax1 + A(kx0) = Ax1 + k(Ax0)

= b+ k
−→
0 = b+

−→
0 = b.

Isso signi�ca que x1+ kx0 é solução de Ax = b, para qualquer k ∈ R. Como x0 é

não nula e existem in�nitas possibilidades de escolha para k, o sistema Ax = b tem

in�nitas soluções.

De�nição 2.2.6 Um sistema linear homogêneo é formado por equações cujos ter-

mos independentes são todos nulos, isto é:



a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0

. . .
... . . .

... . . .
... . . .

...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = 0

(2.9)

ou Ax =
−→
0 , em notação matricial.
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Observação 2.2.1 Todo sistema linear homogêneo possui, pelo menos, uma solu-

ção, a saber, (0, 0, . . . , 0), chamada solução trivial.

Observação 2.2.2 Se s1, . . . , sl são soluções de um sistema homogêneo Ax =
−→
0 ,

então qualquer combinação linear de s1, . . . , sl também é.

De fato, temos:

A(a1s1 + . . .+ alsl) = a1As1 + . . .+ alAsl = a1
−→
0 + . . .+ al

−→
0 =

−→
0 .

Um fato importante sobre sistemas lineares que a matriz A ∈Mn×n é triangular

inferior e não tem zeros na diagonal principal, então Ax = b tem solução para todo

b ∈ Rn.

De fato, nessas condições, Ax = b tem a seguinte forma:

a11x1 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a(n−1)1x1 + . . .+ a(n−1)(n−1)xn−1 = bn−1

an1x1 + . . .+ an(n−1)xn−1 + annxn = bn

,

fazendo as considerações dos passos abaixo:

Passo 1:

s1 =
b1
a11

.

Passo 2: Para 1 ≤ i ≤ n− 1

si =
bi − ai1s1 − . . .− ai(i−1)si−1

aii
.
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O vetor s =


s1
...

sn

 é solução do sistema.

Os passos acima descrevem de forma algorítmica como resolver um sistema Ax =

b com A triangular sem zeros na diagonal principal. Note que esse procedimento

sempre é possível, pois aii 6= 0, para todo i ∈ 1, . . . , n.

Com isso, tem-se a seguinte proposição:

Proposição 2.2.1 Se A é uma matriz triangular sem zero na diagonal então o

sistema Ax = b sempre tem solução.

Teorema 2.2.1 Se A é uma matriz triangular inferior sem 0 na diagonal principal,

então A é inversível.

Prova.

Seja A uma matriz triangular inferior de ordem n e I a matriz identidade de ordem

n. Para mostrar que A é inversível, pela de�nição (1.3.1), basta mostrar que existe

uma matriz X de ordem n tal que AX = I e XA = I, neste caso tem-se A−1 = X.

Para isso, de�na os seguintes sistemas:

Ax = I(i) e Aty = I(i), i = 1, . . . , n.

Pela proposição (2.2.1), os sistemas de�nidos possuem solução, uma vez que A e At

são matrizes triangulares.

Sejam X(i) e Y (i) soluções de Ax = I(i) e de Aty = I(i) respectivamente, para

i = 1, . . . , n. Assim, AX(i) = I(i) e AtY (i), para i = 1, . . . , n.

Utilizando as soluções acima, de�na as matrizes X = (X(1) . . . X(n)) e Y =

(Y (1) . . . Y (n)).

Utilizando a proposição (1.2.1) segue que:

AX = A((1), . . . , X(n)) = (AX(1), . . . , AX(n)) = (I(1), . . . , I(n)) = I
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isto é,

AX = I. (2.10)

Do mesmo modo, conclui-se que

AtY = I. (2.11)

Aplicando a transposta em ambos os membros da equação (2.11), segue que:

AtY = I ⇒ (AtY )t = Y tA = I.

Utilizando a equação Y tA = I e multiplicando ambos os membros da equação (2.10)

por Y t, segue que Y tAX = Y t e, conclui-se que:

X = Y t. (2.12)

Das equações (2.10)(2.12) conclui-se que:

XA = I. (2.13)

Por �m, das equações (2.10) e (2.13) segue que A é inversível.

Logo,

X = A(−1)

2.2.1 Matriz na Forma Escada

Nesta subseção será mostrado que toda matriz pode ser transformada por meio

de uma sequência de operações elementares sobre linhas numa matriz em uma forma

muito especial, a forma escada, que será utilizada na próxima seção para resolver
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sistemas de equações lineares.

De�nição 2.2.7 Uma matriz m×n esta na forma escada se for nula ou se satisfaz

as condições abaixo:

a) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas não nulas;

b) Se L1, . . . , Lp são as linhas não nulas, e se o primeiro elemento não nulo da linha

Li ocorre na coluna ki , então k1 < k2 < . . . < kp.

Exemplo 2.2.6 A matriz abaixo é um exemplo de matriz na forma escada. Os

primeiros úmeros não-nulos das linhas p1, p2, p3, p4 os quais são chamados pivôs ou

elementos lideres. Nas demais entradas, representadas por ′′a”, temos números reais

quaisquer.



0 p1 a a a a a a a a

0 0 p2 a a a a a a a

0 0 0 0 0 p3 a a a a

0 0 0 0 0 0 0 0 p4 a

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


O método da eliminação de Gauss, utilizado para resolver o sistema Ax = b, consiste

em substitui-lo pelo sistema equivalente Ux = d, que possui as mesmas soluções que

o sistema original e cuja matriz ampliada (U |d) na forma escada.

Exemplo 2.2.7 A matriz A =


0 2 4 1 1

0 0 0 −1 3

0 0 0 0 0

 , está na forma escada, pois

todas as condições da de�nição (2.2.7) são satisfeitas, mas as matrizes B e C:

B =


0 0 0

1 0 0

0 1 0

 ;C =


0 3 1

1 0 −1

0 0 0


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não estão na forma escada, pois B não satisfaz a condição a, enquanto C não

satisfaz a condição b.

2.3 Transformação de Matrizes

2.3.1 Operações Elementares de Matrizes

Seja A uma matriz m × n. Para cada 1 ≤ i ≤ m, denotemos por Li a i-ésima

linha de A. De�nimos as operações elementares nas linhas da matriz A como segue:

1. Permutação das linhas Li e Lj , indicada por:

Li ↔ Lj.

2. Substituição da linha Li por Li somada com um múltiplo c da Lj , indicada

por:

Li → Li + cLj.

3. Multiplicação da linha Li por um número real c não nulo, indicada por:

Li → cLi.

Exemplo 2.3.1 Foi feita a operação elementar onde a 1a linha foi trocada com a

segunda linha. 1 5 2

3 0 0

L1 ↔ L2

3 0 0

1 5 2

 .

Exemplo 2.3.2 Foi feita a operação elementar onde a 1a linha foi substituída pela
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onde a segunda linha foi multiplicada por 3 e somada com a 1a linha.1 5 2

3 0 0

L1 −→ L1 + 3L2

10 5 2

3 0 0

 .

Exemplo 2.3.3 Foi feita a operação elementar onde a 1a linha foi substituída pelo

produto da 1a linha pelo número 4.1 5 2

3 0 0

L1 −→ 4L1

4 20 8

3 0 0

 .

Um fato interessante é que toda operação elementar nas linhas de uma matriz em

Mm×n é reversível. Isto é, se e é uma operação elementar, então existe a operação

elementar e′ tal que e′(e(A)) = A e e(e′(A)) = A.

De fato, se e é uma operação elementar do tipo Li ↔ Lj , tome e′ = e. Se e é

uma operação elementar do tipo Li −→ cLi, com c 6= 0 , tome e′ como a operação

Li −→ 1
c
Li . Finalmente, se e é uma operação elementar do tipo Li → Li + cLj ,

tome e′ como a operação Li → Li − cLj.

De�nição 2.3.1 Dada uma matriz A, se e representa uma das operações elemen-

tares e e(A) = B, então dizemos que B é linha equivalente com A, pois foi obtida

aplicando operações elementares na linha de A. linhas.

Exemplo 2.3.4 As matrizes: 
1 0

2 1

−2 3

 e

1 0

0 1

0 0


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são equivalentes por linhas já que:
1 0

2 1

−2 3

L2 −→ L2−2L1


1 0

0 1

−2 3

L3 −→ L3+2L1


1 0

0 1

0 3

L3 −→ L3−3L2


1 0

0 1

0 0

 .

No exemplo acima, quaisquer duas dentre as quatro matrizes são equivalentes por

linhas.

Note que se A é equivalente por linhas a uma matriz B, então B é equivalente

por linhas à matriz A, já que toda transformação elementar sobre linhas é reversível.

Proposição 2.3.1 Dois sistemas lineares Ax = b e Cx = d, cujas matrizes ampli-

adas são equivalentes por linhas, possuem o mesmo conjunto solução.

Prova.

Devemos mostrar que s é solução de Ax = b se, e somente se, s é solução de Cx = d.

Como toda operação elementar é reversível, basta mostrar que se s é solução de

Ax = b, então s é solução de Cx = d, pois a reciprocidade será imediata.

Para isso, basta mostrar que sendo s solução de Ax = b e a matriz (C|d) é

obtida de (A|b) por meio de uma única operação elementar, então s é solução de

Cx = d, pois, nesse caso, s será solução de cada uma das matrizes "intermediárias�

no processo que transforma (A|b) em (C|d).

Dessa forma, vamos considerar cada uma das operações elementares. Se (C|d)

é obtida de (A|b) por meio de uma operação elementar do tipo Li ↔ Lj, então

as equações de Cx = d são as mesmas de Ax = b, apenas aparecendo em ordem

diferente, portanto é imediato que se s é solução de Ax = b, será também solução

de Cx = d.

No caso de uma operação do tipo Li −→ cLi, com c 6= 0, a única diferença entre

(C|d) e (A|b) (ou entre Cx = d e Ax = b) é a i-ésima linha (ou i-ésima equação).
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A i-ésima linha de (C|d) é
(
cai1 cai2 . . . cain cdi

)
, e portanto, a i-ésima

equação de Cx = d é cai1x1 + cai2x2 + . . .+ cainxn = cdi.

Sendo s uma solução de Ax = b, temos ai1s1 + . . . + ainsn = di, logo c(ai1s1 +

. . . + ainsn) = cdi ⇒ cai1s1 + . . . + cainsn = cdi, ou seja, s também é solução da

i-ésima equação de Cx = d, e portanto, é solução de Cx = d.

Do mesmo modo, para a operação Li −→ Li+ cLj, a i-ésima equação de Cx = d

é (ai1 + caj1)x1 + . . .+ (ain + cajn)xn = di + cdj.

Sendo s solução de Ax = b, temos:

ai1s1 + . . .+ ainsn = di e aj1s1 + . . .+ ajnsn = dj ⇒ caj1s1 + . . .+ cajnsn = cdj.

Logo:

ai1s1+ . . .+ainsn+caj1s1+ . . .+cajnsn = di+cdj ⇐⇒ (ai1+caj1)s1+ . . .+(ain+

cajn)sn = di + dj, ou seja s é solução da i-ésima equação de Cx = d e portanto, é

solução de Cx = d.

2.3.2 Método de Redução Por Linhas Para Obter a Forma

Escada

Aqui vamos mostrar como é possível, utilizando uma quantidade �nita de ope-

rações elementares, obter de uma matriz não-nula qualquer uma matriz equivalente

por linhas na forma escada. O método que será mostrado �cou conhecido como mé-

todo de eliminação de Gauss, em homenagem a Carl Friendrich Gauss (1777−1855).

Uma versão preliminar da eliminação de Gauss apareceu pela primeira vez no livro

chinês Nove Capítulo de Artes Matemática, em torno de 200 a.C. até então a im-

portância do método não tinha sido reconhecido. Em 1801 Carl Friedich Gauss fez

uso do método para poder calcular a órbita do asteróide Ceres com pouquíssimas

informações. O trabalho de Gauss ganhou credibilidade quando Ceres reapareceu

na constelação de virgem, local aproximado aos seus cálculos. Mais tarde o método
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foi popularizado quando Willian Jordan (engenheiro alemão) em 1888 publicou no

seu livro de geodésica intitulado Handbuch der Vermessungskund.

Se A é uma matriz m× n, então para obter a matriz equivalente forma escada,

ou simplesmente reduzir a matriz A por linhas, serão aplicados os passos a seguir:

Passo 1. Para k = i.

Seja cj a primeira coluna não nula de A localizada mais a esquerda. Faça a

permutação necessária de modo que a entrada aij da nova matriz seja não nula.

Passo 2. ara k + 1 ≤ i ≤ m aplique a operação elementar

Li → Li −
aij
akj

Lk.

Repita os Passos 1 e 2 na matriz assim obtida, ignorando a primeira linha.

Novamente, repita os Passos 1 e 2 nessa nova matriz, ignorando as duas primeiras

linhas etc, até alcançar a última linha não nula.

Note que todos os passos são possíveis, já que as únicas divisões são feitas por

pivôs não nulos. Com isso, pode-se concluir que toda matriz nula é equivalente por

linhas a uma matriz na forma escada.

Exemplo 2.3.5 Para ilustrar o método descrito com os passos acima, considere a

matriz A =


0 0 1 2 3

1 1 2 1 −1

2 2 −4 1 1

3 3 −1 4 3

.

Para i = 1, observe que a coluna c1 é não nula, porem a entrada a11 = 0 iremos
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trocar a primeira linha com a segunda.
0 0 1 2 3

1 1 2 1 −1

2 2 −4 1 1

3 3 −1 4 3

L2 ↔ L1


1 1 2 1 −1

0 0 1 2 3

2 2 −4 1 1

3 3 −1 4 3

 .

Agora para 2 ≤ i ≤ 4 serão aplicadas as seguintes operações:
1 1 2 1 −1

0 0 1 2 3

2 2 −4 1 1

3 3 −1 4 3


L3 → L3 − 2L1

L4 → L4 − 3L1

.

Em seguida observe que para j > 1 a primeira coluna mais a esquerda contento

entradas aij 6= 0 para i > 1 é a terceira. Como a23 6= 0, serão aplicadas as seguintes

operações: 
1 1 2 1 −1

0 0 1 2 3

0 0 −8 −1 3

0 0 −7 1 6


L3 → L3 + 8L2

L4 → L4 + 7L2

.

Continuamos com o método, para i ≥ 3 e j > i.
1 1 2 1 −1

0 0 1 2 3

0 0 0 15 27

0 0 0 15 27

L4 → L4 − L3.

Como para i > 4 não existe aij 6= 0 com j > i a redução por linhas está �nalizada e
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a matriz abaixo está na forma escada:
1 1 2 1 −1

0 0 1 2 3

0 0 0 15 27

0 0 0 0 0

 .

Para resolver um sistema Ax = b pretende-se utilizar a eliminação de Gauss aplicada

na matriz A ampliada (A|b) obtendo uma matriz na forma escada (C|d) equivalente

ao sistema Cx = d, e possui o mesmo conjunto solução de Ax = b.

Exemplo 2.3.6 A matriz ampliada do sistema

x1 + 2x2 − x3 = 1

2x1 + 4x2 − 2x3 = 0

é:

1 2 −1 1

2 4 −2 0

L2 → L2 − 2L1

1 2 −1 1

0 0 0 −2

 .

Esta última é uma matriz na forma escada para a matriz ampliada do sistema e

esta é uma matriz ampliada do sistema

x1 + 2x2 − x3 = 1

0x1 + 0x2 − 0x3 = −2
, o qual não tem

solução, logo o sistema inicial não possui solução.

.

Exemplo 2.3.7 Use o método de eliminação de Gauss para resolver o sistema
x1 − x2 + x3 = 1

x1 + x2 − x3 = 0

2x1 − 2x2 + x3 = −1

.

Seja a matriz ampliada do sistema dado, aplicando as operações elementares a

seguir temos:
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
1 −1 1 1

1 1 −1 0

2 −2 1 −1

 L2 → L2 − L1

L3 → L3 − 2L1

.

Como a matriz está na forma escada temos que,


1 −1 1 1

0 2 −2 −1

0 0 −1 −3

 ,

o sistema, 
x1 − x2 + x3 = 1

2x2 − 2x3 = −1

−x3 = −3

,

tem o mesmo conjunto solução do sistema original e por ser um sistema triangular,

sua solução é simples:

x3 = 3, x2 =
−1 + 6

2
=

5

2
, x1 = 1 +

5

2
− 3 =

1

2
.

.

Exemplo 2.3.8 Utilize o método de eliminação de Gauss para solucionar o sistemax1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0

−2x1 − 4x2 + x3 + x4 = 1

.

Seja a matriz ampliada do sistema dado temos: 1 2 3 −1 0

−2 −4 1 1 1


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Aplicando a seguinte operação elementar L2 → L2 + 2L1, temos:1 2 3 −1 0

0 0 7 −1 1


Esta última é a matriz ampliada do sistema,x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0

7x3 − x4 = 1

.

O modo de resolver esse sistema é colocar as variáveis x1 e x3, chamadas pivo-

tais, por terem como coe�cientes os pivôs das duas linhas, em função das demais

variáveis, chamadas livres.

Assim temos:

x3 =
1 + x4

7
x1 = x4 − 2x2 − 3x3

= x4 − 2x2 −
3(1 + x4)

7

=
4x4 − 14x2 − 3

7
.

Assim uma solução geral para esse sistema é dada por

(
4x4 − 14x2 − 3

7
, x2,

1 + x4
7

, x4).

Isso signi�ca que para cada atribuição arbitrária de valores para x2 e x4 encon-

tramos os valores de x1 e x3 e assim, uma solução do sistema. Portanto, o sistema

possui in�nitas soluções.
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2.3.3 Matrizes Elementares

De�nição 2.3.2 As matrizes elementares são aquelas obtidas a partir da identidade

mediante a aplicação de uma única operação elementar.

Vamos usar a notação,

E = e(In),

para indicar que E é a elementar obtida de In por meio da operação elementar e.

Exemplo 2.3.9 As matrizes abaixo são elementares, pois:

Se �zermos a operação: E1 = e1(I3) 7→ L1 ←→ L3, obtemos E1

E1 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 .

Se �zermos a operação: E2 = e2(I3) 7→ L1 −→ 7L1, obtemos E2

E2 =


7 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Se �zermos a operação: E3 = e3(I3) 7→ L3 −→ L3 + 31, obtemos E3

E3 =


1 0 0

0 1 0

3 0 1

 ,

Um fato importante sobre matrizes elementares é que se elas são obtidas por meio

de uma operação elementar Li −→ cLi com c 6= 0 ou Li −→ Li −→ Li + cLj com

j < i, em I, então elas são triangulares inferiores e não possuem zeros na diagonal

principal.
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De fato, se a operação feita em I, para obter a matriz elementar E foi Li −→ cLi,

com c 6= 0, então E é diagonal (portanto triangular inferior) e na sua diagonal, o

único termo diferente de 1 é o c na i-ésima linha, o qual também não é nulo.

No caso da operação Li −→ Li + cLj, com j < i, temos que a i-ésima linha de I

foi modi�cada usando uma linha acima desta.

Temos:

Ii =
(
0 . . . 0 . . . 1 . . . 0

)
e Ij =

(
0 . . . 1 . . . 0 . . . 0

)
,

logo Ii+ cIj =
(
0 . . . c . . . 1 . . . 0

)
, onde c está na posição ij e o 1 na posição

ii, logo a diagonal principal e tudo acima dela não foi modi�cado.

Exemplo 2.3.10 A matriz abaixo é uma matriz elementar pois foi obtida a partir

da matriz,


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 e da operação L3 −→ L3 + cL1.


1 0 0 0

0 1 0 0

c 0 1 0

0 0 0 1


Teorema 2.3.1 Seja e uma operação elementar sobre matrizes de Mm×n. Consi-

dere a matriz elementar E = e(In). Então e(A) = EA, para todo A ∈Mm×n.

Prova.

Seja I a matriz identidade n× n.
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Assim I =


I1

I2
...

In

 onde, I1 =
(
1 0 . . . 0

)
, I2 =

(
0 1 . . . 0

)
e assim por

diante.

Sendo A ∈Mn×n, temos:

IiA =
(
0 . . . 1 . . . 0

)


a11 . . . a1n
...

. . .
...

ai1 . . . aip
...

. . .
...

am1 . . . amn


=
(
ai1 ai2 . . . aip

)
= Ai.

De modo semelhante podemos provar que αIiA = αAi.

Caso 1: Seja a operação elementar Li ↔ Lj.

Seja,

I =



I1
...

Ii
...

Ij
...

In


.

Considere a matriz elementar e(I) = E1 obtida pela troca entre a i-ésima linha e a
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j-ésima linha de I. Assim:

e(I) = E



I1
...

Ij
...

Ii
...

In


.

Seja,

A =



A1

...

Ai

...

Aj

...

An


.

Temos:

e(A) =



A1

...

Aj

...

Ai

...

An


.
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Fazendo o produto da matriz elementar por A temos:

EA =



E1A
...

EiA
...

EjA
...

EnA


=



I1A
...

IjA
...

IiA
...

InA


=



A1

...

Aj

...

Ai

...

An


= e(A)

Caso 2: Li←→ cLi. Neste caso, temos:

e(I) =



I1
...

cIi
...

In


= E

Seja

A =



A1

...

Ai

...

An


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Assim:

e(A) =



A1

...

cAi

...

An


.

Fazendo o produto da matriz elementar por A temos:

EA =



E1A
...

EiA
...

EnA


=



I1A
...

cIiA
...

InA


=



A1

...

cAi

...

An


= e(A).

Caso 3: Li ←→ Li + cLj. Temos:

e(I) =



I1
...

Ii + cIj
...

In


= E

Seja

A =



A1

...

Ai

...

An


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Temos:

e(I) =



A1

...

Ai + cAj

...

An


= E

Fazendo o produto da matriz elementar por A temos:

EA =



E1A
...

EiA
...

EnA


=



I1A
...

(Ii + cIj)A
...

InA


=



A1

...

IiA+ cIjA
...

An


=



A1

...

Ai + cAj

...

An


= e(A)

Corolário 2.3.1 Sejam A e B emMm×n. Então, A é equivalente a B se, e somente

se, existem matrizes elementares E1 . . . Es de ordem m tais que,

Es . . . E2E1A=B.

Prova.

Por de�nição, A é equivalente a B quando existem operações elementares e1, . . . , es

tais que,

es(. . . (e2(e1(A))) . . . ) = B.

Basta tomar Ei = ei(I), para cada 1 ≤ i ≤ s.

Corolário 2.3.2 Toda matriz elementar é inversível e sua inversa também é uma

matriz elementar.
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Prova.

Seja E uma matriz elementar. Seja e a operação elementar tal que E = e(I). Se e′ é

a transformação elementar inversa de e e se E ′ = e′(I), pelo Teorema (2.3.1) temos

I = e′(e(I)) = e′(E) = e′(I)E = E ′E e I = e(e′(I)) = e(E ′) = e(I)E ′ = EE ′1, logo,

E é inversível e E−1 = E ′.

Neste capítulo abordamos conceitos relativos aos sistemas lineares, método de

Gauss, matrizes elementares, bem como as operações elementares nas matrizes, tam-

bém abordamos alguns teoremas importantes e suas demonstrações, no próximo

capítulo iremos �nalizar com a abordagem da fatoração LU .
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Capítulo 3

Fatoração LU

3.1 Introdução

A fatoração LU de uma matriz A ∈Mm×n consiste em escrever A como o produto

das matrizes L ∈ Mm×m e U ∈ Mm×n sendo L uma matriz triangular inferior e U

uma matriz na forma escada. No caso em que A é quadrada a matriz U será

triangular superior (toda matriz quadrada na forma escada é triangular superior).

Daí vem o nome desta fatoração, L de lower (inferior) e U de upper(superior).

A fatoração LU é importante na resolução de sistemas lineares por tornar esse

trabalho mais fácil e viável de ser executado computacionalmente. Por exemplo para

resolver o sistema Ax = b utilizando a fatoração LU , deve-se proceder da seguinte

forma:

1o Passo: Reescreva o sistema Ax = b como LUx = b.

2o Passo: Resolva o sistema Ly = b onde y é um novo vetor coluna de incógnitas.

3o Passo: Sendo ŝ uma solução de Ly = b, resolva o sistema Ux = ŝ.

Com os passos acima se s é uma solução de Ux = ŝ, então Us = ŝ. Assim, de

LUx = b, segue que (LU)s = L(Us) = Lŝ = b, isto é As = b e s é solução de

Ax = b.
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Exemplo 3.1.1 Para A =


2 6 2

−3 −8 0

4 9 2

, as matrizes L =


2 0 0

−3 1 0

4 −3 7

 e U =


1 3 1

0 1 3

0 0 1

, fornecem uma fatoração do tipo A = LU . Utilizando a fatoração LU

da matriz A resolva o sistema Ax = b, onde b =


2

2

3

.

Utilizando a fatoração LU o sistema Ax = b é equivalente a LUx = b para

y =


y1

y2

y3

, o sistema Ly = b é:


2y1 = 2

−3y1 + y2 = 2

4y1 − 3y2 + 7y3 = 3

y2 = 2 + 3× 1 = 5

7y3 = 3− 4× 1 + 3× 5

y3 =
14
7
= 2

Cuja solução é:

y =


1

5

2

 .

Por outro lado o sistema Ux = y é:
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
x1 + 3x2 + x3 = 1

x2 + 3x3 = 5

x3 = 2

x2 = 5− 3× 2⇒ x2 = −1

x1 = 1− 3(−1)− 2⇒ x1 = 2,

onde, a solução é dada por:

x =


2

−1

2

 .

E é também solução do sistema inicial Ax = b.

No exemplo acima, �ca claro como é simples a resolução de um sistema Ax = b,

quando A admite uma fatoração LU . A simplicidade na resolução é garantida por

serem sistemas que possuem matrizes de coe�cientes triangulares. Porém nem toda

matriz possui uma fatoração LU , como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.1.2 A matriz A =

0 1

1 0

 não admite uma fatoração LU .

De fato, suponha que:

0 1

1 0

 =

x 0

y z

t w

0 u


0 1

1 0

 =

xt xw

yt yw + zu


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

xt = 0

xw = 1

yt = 1

yw + zu = 0

De xw = 1, segue que x 6= 0 e de xt = 0, segue que t = 0, o que contradiz a

equação yt = 1.

Assim, este sistema (de equações não lineares) não possui solução, ou seja, A

não admite fatoração LU .

Na próxima seção vamos mostrar que se uma matriz A ∈Mm×n pode ser levada a

uma forma escada U pelo método de eliminação de Gauss sem o uso de permutações

de linhas, então A admite uma fatoração LU , onde L é triangular inferior (produto

de matrizes elementares que são triangulares inferiores) e U é uma matriz na forma

escada linha-equivalente a A (caso A seja quadrada, U será triangular superior).

3.2 Obtendo a Fatoração LU

Seja A ∈Mm×n uma matriz que possa ser levada através da eliminação de Gauss,

a uma forma escada U sem uso de permutação de linhas. Sejam E1 . . . Ek as matrizes

elementares associadas às operações elementares que transformam A em U .

Dessa forma, pelo que já foi visto, temos:

Ek . . . E1A = U (3.1)

Como não há permutação de linhas, o único tipo de operação elementar possível

será Li → Li+αLj com j < i. Dessa forma, como já vimos, as matrizes E1 . . . Ek são

triangulares sem zeros na diagonal principal. Como cada uma das matrizes E1 . . . Ek
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é inversível, de (3.1) segue:

A = E−11 . . . E−1k U (3.2)

Com isso, a matriz E−11 . . . E−1k é uma candidata a matriz L da fatoração LU . De-

vemos mostrar que ela é triangular inferior. Como o produto de matrizes triangu-

lares é também triangular inferior, podemos mostrar que cada uma das matrizes

E−11 , . . . , E−1k é triangular inferior.

Teorema 3.2.1 Se E ∈ Mn×n é triangular inferior e não tem zeros na diagonal

principal, então E−1 é triangular inferior.

Prova.

Já vimos pelo Corolário (2.3.2) que E possui inversa. Seja B a inversa de E. Deve-

mos mostrar que bij = 0, se i < j. Temos (eb)1j = 0, para 1 < j, pois EB = In×n,

assim:

0 = (eb)1j =
n∑

k=1

e1kbkj = e11b1j, pois e12 = . . . = e1n = 0, já que E é triangular

inferior.

Assim, e11b1j = 0 e como e11 6= 0, temos b1j = 0, para todo 2 ≤ j ≤ n.

Agora, para 2 < j, temos:

0 = (eb)2j =
n∑

k=1

e2kbkj = e21b1j + e22b2j, pois e23 = . . . = e2n = 0.

Assim e21b1j + e22b2j = 0, e e22b2j = 0, pois b1j = 0, (1 < 2 < j), agora, b2j = 0,

já que e22 6= 0, ou seja b2j = 0, para todo 3 ≤ j ≤ n.

Seguindo assim, prova-se que os termos acima da diagonal principal de cada linha

são nulos e, portanto, que B é triangular inferior.

Com isso, concluímos que a matriz E−11 . . . E−1k é triangular inferior e que, nas

condições citadas acima, A admite uma fatoração LU .

Além disso, a argumentação nos fornece o método para obter a fatoração LU .
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Note que a matriz L é dada por

L = E−11 . . . E−1k (3.3)

que é o mesmo que E−11 . . . E−1k I. Como as matrizes E−11 , . . . , E−1k são as matrizes

elementares associadas às operações reversas àquelas feitas em A para obter U , temos

que, L = E−11 . . . E−1k I é a matriz obtida de I por meio das operações reversas das

operações que levam A em U e feitas na ordem contrária, ou seja, se e1, e2, . . . , ek

foram as operações que levaram A em U , ou seja ek(. . . (e1(A)) . . .) = U, então,

e−11 (. . . (e−1k (I)) . . .) = L.

Exemplo 3.2.1 Encontre uma decomposição LU da matriz A =


2 6 2

−3 −8 0

4 9 2

 .

Para isso, vamos reduzir A à forma escada por linhas U usando eliminação de

Gauss.

A forma escada correspondente à matriz U :


2 6 2

−3 −8 0

4 9 2

 .

Aplicando na matriz A as operações elementares necessárias, temos:

Passo 1: 
2 6 2

−3 −8 0

4 9 2

L3 −→ L3 − 2L1.
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Passo 2: 
2 6 2

−3 −8 0

0 −3 −2

L2 −→ L2 +
3

2
L1.

Passo 3: 
2 6 2

0 1 3

0 −3 −2

L3 −→ L3 + 3L2.

Então,

U =


2 6 2

0 1 3

0 0 7

 .

Por outro lado, aplicando na matriz identidade as operações reversas na ordem

contrária à aplicada para converter, A em U , temos:

I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Passo 1:


1 0 0

0 1 0

0 0 1

L3 −→ L3 − 3L2.

Passo 2:


1 0 0

−3
2

1 0

0 −3 1

L2 −→ L2 −
3

2
L3.
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Passo 3:


1 0 0

−3
2

1 0

0 0 1

L3 −→ L3 + 2L1.

Então:

L =


1 0 0

−3
2

1 0

2 −3 1

 .

Assim, como A = LU , tem-se:


2 6 2

−3 −8 0

4 9 2

 =


1 0 0

−3
2

1 0

2 −3 1



2 6 2

0 1 3

0 0 7

 .

Exemplo 3.2.2 Encontre uma decomposição LU de

A =


6 −2 0

0 −1 1

3 7 5

 .

Para obter a decomposição A = LU , vamos reduzir A à forma escada para obter

a matriz U e em seguida as reversas das operações utilizadas aplicadas em ordem

inversa na matriz I fornecerá a matriz L.

Passo 1:


6 −2 0

0 −1 1

3 7 5

L3 −→ L3 −
1

2
.
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Passo 2:


6 −2 0

0 −1 1

0 8 5

L3 −→ L3 + 8L2.

Passo 3:


6 −2 0

0 −1 1

0 0 13

 = U.

Vamos encontrar a matriz triangular inferior L dada por (3.3)


1 0 0

0 1 0

0 0 1

L3 −→ L3 − 8L2.

Passo 2:


1 0 0

0 1 0

0 −8 1

L3 −→ L3 +
1

2
.

Passo 3:

L =


1 0 0

0 1 0

1
2
−8 1

 .
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Logo:

A =


6 −2 0

0 −1 1

3 7 5

 =


1 0 0

0 1 0

1
2
−8 1



6 −2 0

0 −1 1

0 0 13

 .

3.3 Matriz Inversa via Fatoração LU

Uma situação em que precisamos resolver vários sistemas Ax = b é quando

queremos encontrar a inversa de A. Reescrevendo a equação AB = I, onde I é

a matriz identidade, utilizando vetores coluna, temos A(B(1)...B(n)) = (I(1)...I(n))

e consequentemente, (AB(1)...AB(n)) = (I(1)...I(n)), ou seja, devemos ter AB(1) =

I(1), ..., AB(n) = I(n). Portanto, para encontrar a inversa da matriz A, devemos

encontrar uma solução para cada um dos sistemas Ax = I(1), ..., Ax = I(n).

Abaixo segue um exemplo do calculo da matriz inversa de A via fatoração LU .

Exemplo 3.3.1 Vamos determinar a matriz inversa de A =


−1 2 3

2 −1 1

−1 1 1

 via

fatoração LU como foi falado acima.

Sejam as matrizes L =


1 0 0

−2 1 0

1 −1
3

1

 e U =


−1 2 3

0 3 7

0 0 1
3

 .

A matriz A decomposta na forma fatorada é dada por:


−1 2 3

2 −1 1

−1 1 1

 =


1 0 0

−2 1 0

1 −1
3

1



−1 2 3

0 3 7

0 0 1
3


Vamos resolver Ax = I1, Ax = I2, Ax = I3 usando a fatoração LU de A.
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LU


x1

x2

x3

 =


1

0

0

 onde Ux = z.

Então,


1 0 0

−2 1 0

1 −1
3

1



z1

z2

z3

 =


1

0

0

 .

Resolvendo o sistema obtido temos:

z1 = 1, z2 = 2, z3 = −
1

3
.


−1 2 3

0 3 7

0 0 1
3



x1

x2

x3

 =


1

2

−1
3

 .

Resolvendo o sistema obtido temos:

x1 = 2, x2 = 3, x3 = −1

Por �m obtemos a 1a coluna da matriz A−1.

Agora, temos que fazer o mesmo processo na segunda equação Ax = I, onde I

será o vetor da segunda coluna na matriz identidade.


1 0 0

−2 1 0

1 −1
3

1



z1

z2

z3

 =


0

1

0

 .
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Resolvendo o sistema obtido temos:

z1 = 0, z2 = 1, z3 =
1

3


−1 2 3

0 3 7

0 0 1
3



x1

x2

x3

 =


0

1

1
3

 .

Resolvendo o sistema obtido temos:

x1 = −1, x2 = −2, x3 = 1.

Assim, obtemos a 2a coluna da matriz A−1

Agora, temos que fazer o mesmo processo na terceira equação Ax = I, onde I

será o vetor da terceira coluna na matriz identidade.


1 0 0

−2 1 0

1 −1
3

1



z1

z2

z3

 =


0

0

1

 .

Resolvendo o sistema obtido temos:

z1 = 0, z2 = 0, z3 = 1.


−1 2 3

0 3 7

0 0 1
3



x1

x2

x3

 =


0

0

1

 .
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Resolvendo o sistema obtido temos:

x1 = −5, x2 = −7, x3 = 3.

Por �m obtemos a 3a coluna da matriz A−1 e a matriz inversa de A é:

A−1 =


2 −1 −5

3 −2 −7

−1 1 3

 .
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Considerações Finais

Neste trabalho, apresentamos uma abordagem para os assuntos matrizes, ve-

tores e sistemas lineares, com o intuito de apresentar formas de resolver sistemas

lineares, que são importantes nas mais diversas áreas do conhecimento. Para isso,

foi trabalhada a formalização dos conceitos envolvidos e apresentadas de algumas

demonstrações dos resultados abordados. Por �m, apresentamos o tópico Fatoração

LU , o qual também é usado para resolver sistemas. Como foi mencionado na intro-

dução deste trabalho, a resolução de sistemas via fatoração LU pode ser vantajosa

do ponto de vista computacional. Com os exemplos feitos, �cou claro que a partir

da fatoração LU da matriz A a resolução do sistema Ax = b, é mais rápido e consiste

em resolver os dois sistemas Ly = b e Ux = s, onde s é solução de Ly = b. Porém,

para obter a fatoração LU da matriz A devemos aplicar a eliminação de Gauss na

matriz A (não na matriz ampliada (A|b)). Com isso, o custo computacional para

obter uma fatoração LU e depois resolver os dois sistemas pode ser maior do que

aplicar o método de Gauss diretamente na matriz ampliada (A|b) para resolver o

sistema. Contudo, existem situações em que é necessário resolver vários sistemas

Ax = b que possuem a mesma matriz de coe�cientes A mas diferentes valores para

o vetor b. Neste caso, em geral, é mais rápido obter a fatoração LU de A e resolver

os dois sistemas mencionados acima para b do que fazer a eliminação de Gauss para

A e repetir as operações deste processo para cada b, que é o caso da matriz inversa.
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