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Resumo

E evidente a importancia das equacdes diferenciais ordinarias na modelagem de
problemas em diversas areas da ciéncia, bem como o uso de métodos numéricos para
resolver tais equacoes. Os computadores sao uma ferramenta extremamente 1til no
estudo de equacgoes diferenciais, uma vez que através deles é possivel executar algo-
ritmos que constroem aproximacoes numéricas para solucoes destas equagoes. Este
trabalho é uma introducao ao estudo de métodos numéricos para equagoes diferen-
ciais ordinérias. Apresentamos os métodos numéricos de Euler, Euler melhorado e a
classe de métodos de Runge-Kutta. Além disso, com o propésito de colaborar com o
ensino e aprendizagem de tais métodos, propomos e mostramos a construcao de um
applet criado a partir do uso de ferramentas do software Geogebra. O applet fornece
solucoes numéricas aproximadas para um problema de valor inicial, bem como exibe
os graficos das solucoes que sao obtidas a partir dos métodos numeéricos de Euler,
Euler melhorado e Runge-Kutta de quarta ordem.

Palavras-chave: Método de Fuler, Método de Runge-Kutta, Applet, Geogebra,
Métodos Numéricos, Equacoes Diferenciais.



Abstract

Is evident the importance of ordinary differential equations in modeling problems
in several areas of science. Coupled with this, is increasing the use of numerical
methods to solve such equations. Computers have become an extremely useful tool
in the study of differential equations, since through them it is possible to execute
algorithms that construct numerical approximations for solutions of these equati-
ons. This work introduces the study of numerical methods for ordinary differential
equations presenting the numerical Euler’s method, improved Euler’s method and
the class of Runge-Kutta’s methods. In addition, in order to collaborate with the
teaching and learning of such methods, we propose and show the construction of
an applet created from the use of Geogebra software tools. The applet provides
approximate numerical solutions to an initial value problem, as well as displays the
graphs of the solutions that are obtained from the numerical Euler’s method, im-
proved Euler’s method, and fourth-order Runge-Kutta’s method.

Keywords: Euler’s Method, Runge-Kutta’s Method, Applet, Geogebra, Numerical
Methods, Differential Equations.
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Introducao

Diversos problemas da fisica, engenharia, economia, biologia, medicina e em ou-
tras areas da ciéncia sdo modelados por Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs).
Por exemplo, trajetorias balisticas, teoria dos satélites artificiais, estudo de redes
elétricas, curvaturas de vigas, estabilidade de avioes, teoria das vibracoes, reagoes
quimicas e outras aplicacoes estao relacionadas com equacoes diferenciais. Mui-
tos matematicos estudaram a natureza dessas equacoes por centenas de anos e ha
muitas técnicas de solucao bem desenvolvidas. Os precursores no estudo e desen-
volvimento das equagoes diferenciais foram Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), no final do século XVII.

Mesmo que se possa demonstrar que existe uma solucao de uma equacao diferen-
cial, nem sempre somos capazes de exibi-la de forma explicita. Quando isso ocorre,
recorremos aos métodos numeéricos®.

O primeiro método para calcular uma solucao aproximada de uma EDO, a partir
de uma condigao inicial, foi desenvolvido por Leonhard Euler (1707-1783). O método
de Euler, que data de 1768, ainda esta “vivo”, nao s6 porque ele desempenha um
papel de destaque no ensino e na base metodolégica para explicar os métodos mais
complicados, mas também por ainda ser usado para obter uma primeira aproximacao
na solucao de EDOs. Generalizacoes do método de Euler foram desenvolvidas por
Carl Runge (1856-1927) em 1895 e 1908, Karl Heun (1859-1929) em 1900 e por
Martin Wilhelm Kutta (1867-1944) em 1901. Estes pesquisadores contribuiram
para a formulagao dos, hoje bastante conhecidos, métodos de Runge-Kutta. Assim,
os métodos de Euler e Runge-Kutta formam o bloco dos procedimentos de passo
simples (ou passo tinico), isto é, métodos em que para se obter o valor aproximado
Yni1 € necessario apenas conhecer o seu antecessor y,.

O primeiro método de passos miltiplos?, para a resolucao de equacoes dife-
renciais foi apresentado pelo famoso astronomo britanico John Couch Adams (1819-
1892). Adams, com base no método de Euler e utilizando a equacio de Bashforth

30s métodos numéricos correspondem a um conjunto de ferramentas ou métodos usados para se
obter a solugao de problemas matematicos de forma aproximada. Tais métodos podem ser usados
para a obtencao de solucoes numeéricas para problemas quando, por qualquer razao, nao podemos
ou nao desejamos usar métodos analiticos.

4Metodos que utilizam a informacdo de valores anteriores a v, para estima-lo
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(1819-1912), propds uma nova técnica para encontrar solugoes aproximadas para
EDOs, conhecida como método de Adams-Bashforth. Em 1925 o astronomo ame-
ricano Forest Ray Moulton (1872-1952) propo6s uma classe de métodos conhecida
por Adams-Moulton. Tais métodos sao considerados uma melhoria ao método de
Adams-Bashforth. Durante o século XX diversos outros matematicos contribuiram
para o avanco de métodos numéricos para EDOs. Para mais informagoes sugerimos
6]

Nos tltimos anos, o desenvolvimento de computadores com melhor capacidade
computacional viabilizou o aumento de problemas que podem ser investigados, de
maneira efetiva, por métodos numeéricos. Nesse periodo os métodos numéricos para
EDOs comecaram a ser utilizados de forma sistematica. Nos dias de hoje, com todo
o avan¢o computacional, utilizar métodos numeéricos para encontrar solugoes apro-
ximadas de EDOs tem custo computacional baixo e uma elevada precisao. Segundo
Arenales [1]|, embora as soluges analiticas ainda sejam extremamente valiosas, tanto
para solucao de problemas quanto para fornecer uma visao geral, os métodos nu-
méricos representam alternativas que aumentam enormemente 0s recursos para con-
frontar e resolver problemas. Neste trabalho, apresentamos um estudo dos métodos
numéricos de Euler e Runge-Kutta. Os métodos sdo apresentados no contexto o
mais simples possivel, ou seja, uma tinica equacao de primeira ordem. No entanto,
eles podem ser facilmente estendidos para sistemas de equacoes de primeira ordem,
veja [10]. Também propomos um applet, criado no software Geogebra, que fornece
as solucoes numéricas de um PVI a partir dos métodos de Euler, Euler melhorado e
Runge-Kutta de quarta ordem.

No Capitulo 1, apresentamos e demonstramos o Teorema de Picard que trata da
existéncia e unicidade de solugoes de EDOs. No Capitulo 2, estudamos os método de
Euler e Euler melhorado, apresentamos formas alternativas de interpreta-los, além
disso, fazemos uma breve analise dos erros associados a esses métodos. No Capitulo
3, abordamos os métodos de Runge-Kutta de 2%, 3* e 4* ordem e mostramos a
eficiéncia e precisao do método de Runge-Kutta de 4* ordem sobre os métodos de
Euler e Euler melhorado. No Capitulo 4, comentamos sobre a importancia do uso
de applets na aprendizagem matematica e propomos um applet que gera solucoes
numéricas de um PVI utilizando os métodos de Euler, Euler melhorado e Runge-
Kutta de quarta ordem, além disso, mostramos como construi-lo.

Informamos que todos os calculos e graficos do trabalho foram feitos utilizando
o software Geogebra.
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Capitulo 1

Existéncia e Unicidade de Solucoes
de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Neste trabalho, inicialmente, vamos apresentar e analisar alguns métodos numé-
ricos para solugoes de EDOs de primeira ordem na forma

y = [f(zy), (1.1)

em que y é uma fungao real na variavel x € R e y = dy/dx. A equagao (1.1)
pode possuir infinitas solucoes, no entanto, estamos interessados em descobrir uma
solucao particular que satisfaca a seguinte condicao inicial: dados dois ntimeros reais
T € Yo queremos uma solucao para (1.1), tal que

y(z0) = Yo- (1.2)

Quando consideramos a equacdo (1.1) juntamente com a equagao (1.2) temos entao
um problema de valor inicial (PVT).

Duas questoes fundamentais surgem ao considerarmos um problema de valor ini-
cial: a solugao deste problema existe? Se a solucao existir, ela é inica? Embora
existam muitos critérios alternativos para responder estas perguntas de forma sa-
tisfatoria, focamos aqui na condicao de Lipschitz. Isto é especialmente conveniente
porque o mesmo tipo de condicao pode ser usado para estudar o comportamento de
aproximacoes.

De forma geral, mesmo que f(+,-) seja uma func¢ao continua, nao ha garantia que
um PVI possua uma tnica solugao. No entanto, se a funcao f estiver sob hipéteses
adequadas a existéncia e unicidade da solucao do PVI pode ser assegurada. No
Teorema 1.3 (Teorema de Picard') mostraremos esse resultado.

As principais referéncias bibliograficas para a elaboracao deste capitulo foram
[16] e [9].

!Charles Emile Picard (1856-1941), habitualmente referido apenas como Emile Picard, foi um
matemaético francés, nascido em 24 de Julho de 1856, cujas teorias foram importantes para o avango
da pesquisa em anélise, geometria algébrica, e mecénica.



1.1. TEOREMA DE PICARD

1.1 Teorema de Picard

Antes de apresentarmos o Teorema de Picard enunciaremos dois teoremas que
auxiliarao na demonstracao do mesmo.

Teorema 1.1. Dado X C R, se uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge
uniformemente para f : X — R e cada f, é continua no ponto a € X, entao f €
continua no ponto a.

Teorema 1.2 (Teste de Weierstrass). Dada a sequéncia de funcgoes f, : X — R,
seja Y a, uma série convergente de numeros reais a, > 0 tais que |fn(x)| < a,

para todo n € N e todo x € X. Nestas condigoes, as séries > |fn| € D fn sdo
uniformemente convergentes.

As demonstragoes dos Teoremas 1.1 e 1.2 podem ser encontradas em (|12], p.
159 e 163), respectivamente.

Teorema 1.3 (Teorema de Picard). Suponha que f(-,-) seja uma funcio continua
em uma regiago U do plano (x,y) que contém o retangulo

R={(z,y) : [x — x| < h, |y — ol <k},

em que h e k sao constantes. Suponha também que existe uma constante positiva L
tal que

|f(33>y1)—f(337?/2)| §L|yl_y2’a (13)
com (x,y1) e (x,ya) pertencentes ao retangulo R. Considerando

M = sup{[f(z,y)| : (z,y) € R},

suponha que Mh < k. Entdo existe uma unica fun¢io continua e diferencidvel y(z),
definida no intervalo |x — xo| < h, que satisfaz (1.1) e (1.2).

A condigao (1.3) ¢ denominada condigao Lipschitz?, e L ¢ chamado de cons-
tante de Lipschitz para f.

Demonstracao: Considere ¢ : I, — Ji, em que I, = [xg — h,xo + h] e Jp =
[yo — Kk, yo + k], uma fungdo continua qualquer (elas existem, uma vez que a fungao
constante yo o €). Definimos

¥ (z) = o + / ")t Vo e I,

2Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) foi um matemético alemdo que trabalhou em
quase todos os ramos da matemaéatica pura e aplicada de seu tempo. Ficou bastante conhecido por
sua obra intitulada Lehrbuch der Analysis.



1.1. TEOREMA DE PICARD

Mostraremos que ¥* é uma funcao continua definida de I, em Jj.

De fato, 1* esta bem definida em [}, ja que 1 é continua em [, o que implica
que f(x,1(x)) esta bem definida e é continua em I}, e, portanto, integravel. Além
disso, segue da definicao de * e do Teorema Fundamental do Célculo que * é
derivavel em I}, e, portanto, continua.

Resta mostra que ¢¥*(z) € Ji qualquer que seja = € I. De fato, dado t € I,
tem-se que ¢ € Jy, donde (t,1(t)) € R e entdo |f(t,1(t))] < M. Assim, dado x € I,
tem-se que

[V (z) —yo| = y0+/ f(t,(t))dt — yo

< / (L w(e)dE] <

< Mh <k,

Mdt

o

= M|x — x|

o que mostra que *(z) € Jj.
Considere a sequéncia (y,) de funcées y, : I, — Ji, definida recursivamente e
conhecida como [tera¢ao de Picard:

yo(ﬁ) = Yo,
yn(z) = yo+/ flt,yna(t))dt, n=1,2,... .

Observe que vy, é continua em [, de acordo com a discussao acima, levando em
consideracao que gy é uma funcao continua definida de [, em Jx.

Mostraremos a seguir que a sequéncia de funcoes (y,) é uniformemente conver-
gente. Note que

LM

|z —xzo|", Vzel, e n=1,2,..., (1.4)
n!

|yn(x) - yn—l(l‘” <

o que é possivel mostrar por inducao sobre n. Para n = 1 tem-se que

/ (¢, o) dt

Supondo por inducdo que (1.4) é verificada para algum n > 2 e usando a condicdo

1 — | = ‘/ f(t, yo)dt| <
< Mh<E.



1.1. TEOREMA DE PICARD

Lipschitz (1.3), tem-se

yn (@) = Yo ()] =

/ g () — £ty o)

/ Vg () — £t yna(t)) e

<
< [ B = sl = L [ lges(0) = a0
o xo
x Ln—2M
S L/ —'lt—$0|n_1dt
z (n—1)!
Ln—lM .
= ‘ |z — xo|",
n!

isto é, (1.4) também é verificada para n + 1. Isso conclui a prova de que (1.4) se
verifica para todo n € N. Mais que isso,

L h" M
[Yn(2) — Yn_1(z)] < — Veel, e n=1,2,... .
Observe agora que a série
— L"'h"M
— n!
converge para
M
f(@Lh — 1)

Pelo Teste de Weierstrass (Teorema 1.2), tem-se que a série Y~ (y,—Yyn—1) converge
uniformemente em [;. Logo, a sequéncia (y,,) também converge uniformemente em
Iy.
Seja
y = lim y,.

n—oo
Segue do Teorema 1.1 que y é uma funcao continua. Fazendo n — oo nos dois lados
da equacao N

mle) =on+ [ S0

zo

tem-se que

y(r) = yo + / Ft,y(t))dt.

Sendo assim, y = y(x) satisfaz a equagao (1.1) e a condi¢ao (1.2). Mostramos que
existe uma solucao para o PVI (1.1)-(1.2).
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Para mostrar a unicidade da solugao do PVI (1.1)-(1.2), suponha que ¢ : I, — Ji
seja uma dessas solucoes. Ou seja,

o@) = o+ | f(t, o))t

z0
Entao, de maneira semelhante ao que foi feito anteriormente, pode-se mostrar por
inducao que
Lr=thn M
o) = )| < =
para todo n € N. Como
Lr=thn M
n!
quando n — oo, entao y, — ¢, onde a convergéncia ¢ evidentemente uniforme.
Segue da unicidade do limite de (y,) que y = . =

— 0

Exemplo 1.1.1.
Considere a EDO
y' = ay,
a € R*.
Temos que a fungdo f(x,y) = ay é continua e satisfaz a condi¢do de Lipschitz,
uma vez que

|f((y 1) — (2, y2)| = lays — ayo| = [a(yr — yo)| = lallyr — yal.
Sendo assim, pelo Teorema 1.3, o PVI formado pela equacao 3y’ = ay e a condic¢do
inicial y(xy) = o, tem solugao tnica em —oo < x < oo. Por métodos elementares
encontramos a solucao do PVI, que é dada por
() = goe ).
Exemplo 1.1.2.
Considere a EDO
y =9
Mostraremos que f(z,y) = y? satisfaz a condigao de Lipschitz. Observe que
(@, y1) = flay)| = lyi — w2l = [+ ) (y1 — v2)| = [y + wallyr — vl

Para y; e y suficientemente préoximos de gy, temos

Y1, Y2 € [yo — k. yo + k] = y1 + y2 € (=240, 290).
Dessa forma, temos que |y; + yo| < 4yo. Sendo assim, para L = 4y, e y suficien-
temente proximo de y a fungao f(z,y) = y? satisfaz a condigao Lipschitz. Conse-
quentemente, pelo Teorema 1.3, concluimos que existe uma tnica solugio y(z), em
algum intervalo (zg — h,xo + h), satisfazendo v = y2, y(zo) = 0.

3
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Exemplo 1.1.3.

Counsidere o PVI
y =3y, y(0)=0.

Claramente y(z) = 0 é uma solugdo do PVI. Utilizando métodos elementares, ob-
temos uma segunda solugao para o PVI, a saber y(z) = x*. Portanto, temos duas
solucoes para o PVI.

Note que a f(z,y) = 3y
temos que

2/3 n3o satisfaz a condicdo Lipschitz, pois tomando y, = 0

[f(zoyn) = fla,ye)] = | f (@) — f(z,0)] = 3y;"°,
Dessa forma,
3y, 0] 3
=0 A

Para y; — 0, tem-se que
3

1/3
had

Sendo assim, a relacao

|f(x,y1) — f(2,0)] < Ly — O

nao ¢ satisfeita em torno de (0,0).



Capitulo 2

Método de Euler

Dentre os métodos numéricos, amplamente divulgados na literatura especiali-
zada, para resolucao de PVI’s, o método mais simples é o método de Euler. O
método foi desenvolvido por Euler e publicado em 1768 na obra intitulada Instituti-
ones Calculi Integralis. O método de Euler é considerado um dos primeiros métodos
numéricos avancados utilizado nos dias de hoje. Neste Capitulo, apresentaremos os
métodos de Euler e Euler melhorado.

As principais referéncias bibliograficas para a elaboracao deste capitulo foram
A, 171, 18], [14] e [18].

2.1 O método de Euler

No que segue, descrevemos o método: suponha que queremos aproximar a solucao
do PVI (1.1)-(1.2) em = = x; = 29 + h, em que h é pequeno e é chamado de passo.
A ideia por tras do método de Euler é usar a reta tangente a curva da solucao do
PVT através de (xg,yo) para obter tal aproximagao. Veja Figura 2.1.

Sabemos que a equagao da reta tangente a uma curva em (xg, 7o) é dada por

y(x) = yo +m(x — x0),

em que m é a inclinagdo da curva em (xg,%0). Da equacdo (1.1), temos que m =

f(zo,y0), entao
y(r) = yo + f(z0,y0)(z — 70). (2.1)

Fazendo z = x; na equagdo (2.1) encontramos a aproximacao de Euler para a
solucao exata em xq, ou seja,

y1(z1) = yo + f (o, yo) (71 — 70),

que pode ser escrita como
= yo + hf(zo,yo).

7
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Y

Reta tangente a curva
da solugao que passa por (z1,41)

Reta tangente a ™\ Curva da solucgdo que passa por (z1,y1)

solugao exata do PVI em (z0,yo)

ne-——-——="-="-="=-=—--—-=---

Solucao exata para o PVI

Yo

Figura 2.1: Método de Euler para determinar solucoes proximas da solucao exata
do PVI (1.1)-(1.2).

Agora suponha que desejamos encontrar uma aproximagao para a solugao exata
do PVI (1.1)-(1.2) em x5 = x; + h. Podemos usar a mesma ideia, s6 que agora
tomamos a reta tangente a curva da solucao de (1.1) em (z1,y;). Neste caso, a
inclinagdo da reta tangente é f(x1,y;), entdo a equagao da reta tangente é

y(x) =y + f(z1,3)(z — 21).

Fazendo x = x5 temos a aproximacao desejada

Yo =11 + hf(z1, 1),

em que h = x5 — x;. Continuando este procedimento, determinamos uma sequéncia
de aproximacoes

Yn+1 :yn+hf($n7yn)> n:0717"'
para a solu¢ao do PVI (1.1)-(1.2) nos pontos z,4+1 = x,, + h.

Dessa forma, o método de Euler para uma aproximagao da solu¢ao do PVI (1.1)-
(1.2) através do pontos z,+1 = x9+nh (n=20,1,...) é dado por

Yn+1 :yn+hf(xnayn)a n:()al . (22)
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Exemplo 2.1.1.
Considere o problema de valor inicial
y=x—y—1, y(0)=1.

Usando o método de Euler com A = 0.1 e h = 0.05, obtemos uma solugao aproximada
para o PVI em [0, 1] com 5 casas decimais. Os valores da solugao aproximada estao
apresentados nas Tabelas 2.1 e 2.2, respectivamente. Ainda nas Tabelas 2.1 e 2.2,
apresentamos a solucao exata do PVI que é dada por

y(x) =3e "+ —2

e o erro absoluto que ¢ definido por |y(x,) — yn|.

Tabela 2.1: Resultados do método de Euler com A = 0.1 aplicado ao PVI do Exemplo
2.1.1.

n I, Yn Solucao exata Erro absoluto
1 01 0.8 0.81451 0.01451
2 02 0.63 0.65619 0.02619
3 0.3 0.487 0.52245 0.03545
4 04 0.3683 0.41096 0.04266
5 0.5 0.27147 0.31959 0.04812
6 0.6 0.19432 0.24643 0.05211
7 0.7 0.13489 0.18976 0.05487
8 0.8 0.0914 0.14799 0.05659
9 0.9 0.06226 0.11971 0.05745
10 1 0.04604 0.10364 0.05760

Comparando os valores das aproximacoes apresentados nas Tabelas 2.1 e 2.2,
vemos que o menor passo levou a uma melhor aproximacao. Na verdade, quando
aplicamos o método de Euler com h = 0.05, o erro absoluto foi praticamente reduzido
a um quarto na comparacao do erro com h = 0.1. Na Figura 2.2 é possivel perceber
que a solucao gerada pelo método de Euler com h = 0.05 é mais proxima da solucao
exata do PVI do que a solugao aproximada com h = 0.1.
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Tabela 2.2: Resultados do método de Euler com A = 0.05 aplicado ao PVI do
Exemplo 2.1.1.

n Ty Un Solucao exata Erro absoluto
1 0.05 0.9 0.90369 0.00369
2 0.1 0.8075 0.81451 0.00701
3  0.15 0.72213 0.73212 0.01

4 0.2 0.64352 0.65619 0.01267
5 0.25 0.57134 0.5864 0.01506
6 0.3 0.50528 0.52245 0.01718
7 0.35 0.44501 0.46406 0.01905
8 0.4 0.39026 0.41096 0.02070
9 0.45 0.34075 0.36288 0.02214
10 0.5 0.29621 0.31959 0.02338
11 0.55 0.2564 0.28085 0.02445
12 0.6 0.22108 0.24643 0.02535
13 0.65 0.19003 0.21614 0.02611
14 0.7 0.16302 0.18976 0.02673
15 0.75 0.13987 0.1671 0.02723
16 0.8 0.12038 0.14799 0.02761
17 0.85 0.10436 0.13224 0.02788
18 0.9 0.09164 0.11971 0.02807
19 0.95 0.08206 0.11022 0.02816
20 1 0.07546 0.10364 0.02818

AY
— Curva da solugao exata y(z,)
1.0 o— Solugao aproximada y,, com h = 0.05

—e— Solugao aproximada y,, com h = 0.1

0.81

0.6 1

0.4 1

0.2 4
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Figura 2.2: Solucao exata do PVI do Exemplo 2.1.1 e solugoes aproximadas pelo
método de Euler com A = 0.05e h = 0.1.
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No Exemplo 2.1.1 vimos que reduzir o tamanho do passo pela metade ocasionou
uma reducgao consideravel do erro absoluto. Podemos continuar reduzindo o tama-
nho do passo até chegar numa precisao razoavelmente boa, porém a quantidade de
calculos necessarios serd muito grande. Note que, se tomarmos h = 0.001 no Exem-
plo 2.1.1, precisamos de 1000 passos para atravessar o intervalo [0,1]. Veremos
na Secao 2.4 uma derivacao do método de Euler, em que é possivel obter melhor
precisao para o PVI, que a do método de Euler, para o mesmo tamanho de passo.

2.1.1 Formas alternativas

Nesta subsecao, mencionamos algumas formas alternativas de interpretar o mé-
todo de Euler. Algumas delas ajudarao na analise do erro e também na construcao
de métodos mais precisos.

Primeiro, vamos escrever a equacao (1.1), em x = z,,, na forma

W)t 0(2)) 2.3)

Dessa forma, aproximando-se a derivada da equagao (2.3) pelo quociente de diferen-
cas correspondente, obtém-se

O(Tny1) — ()

Tny1 — Tp

= f(n, (2n)).

Por fim, substituindo ¢(z,.1) e ¢(x,) pelos seus respectivos valores aproximados
Yn+1 € Yn, € resolvendo-se para y,41, obtém-se a formula de Euler (2.2).

Outra forma para se chegar na formula de Euler ¢ integrar (2.3) entre x,, e ;1.
Ou seja,

[ wan = [ st

n n

— Glran) = B+ / " e, b)) (2.4)

Note que podemos interpretar geometricamente a integral na equacao (2.4) como
sendo a area sob a curva na Figura 2.3 entre x,, e z,,,1. Fazendo uma aproximacao
do integrando em (2.4) por seu valor em = = x,,, estaremos aproximando a area real
pela area do retangulo sombreado. Sendo assim, temos que

O(Tnt1) = O(wn) + f(Tn, ¢(00)) (Tn1 — 20)
= ¢(zn) + hf (T, ¢(z0))- (2.5)

11
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Substituindo ¢(z,) pelo seu valor aproximado y, na equacao (2.5), obtemos
a aproximacao y,.1 para ¢(x,,1). Desse modo, chegamos na formula de Euler
Yn+1 = Yn + hf(xn, yn). Uma terceira forma de se obter a formula (2.2) é supor que

f(x7za¢(x7z)) [~ y/ = f(qus(‘r))

\ B3]

T Tn+1

Figura 2.3: Deducao integral do método de Euler.

a solucao y = ¢(x) tem uma série de Taylor em torno do ponto x,. Logo,

2

B + 1) = 6(ea) + ¢ (w)h+ ¢ () +

ou
2

O(Tni1) = P(xn) + f(xn, o(xn))h + qb”(:cn)% +e (2.6)

Truncando-se a série apds o termo em h, substituindo ¢(z,.1) e ¢(x,) pelos seus
valores aproximados y,11 € yn, respectivamente, obtemos a formula (2.2). Se forem
usadas mais parcelas na série, obtém-se uma formula mais precisa. Além disso,
usando uma série de Taylor com resto ¢ possivel estimar o tamanho do erro na
formula. Isso sera discutido na préxima secao.

12



2.2. ERROS EM APROXIMACOES NUMERICAS

2.2 FErros em aproximacoes numéricas

Ao utilizar métodos numéricos, como o método de Euler, na busca de solucoes
aproximadas para um problema de valor inicial, devemos estar cientes dos tipos de
erros existentes nessa aproximacao. Antes de aceitar a solucdo numérica aproximada
como satisfatoria, algumas questoes devem ser respondidas. Uma dessas questoes é
quao pequeno deve ser o tamanho do passo h para que se obtenha precisao desejada
sem desprender um grande esforco computacional? A anélise dos tipos de erros que
surgem no método de Euler nos dara uma ideia de qual é a melhor escolha para
o tamanho de h, afim de que se tenha uma melhor precisao. Dois tipos de erro
surgem ao se resolver um problema de valor inicial numericamente, sao eles: erro de
truncamento e erro de arredondamento.

2.2.1 Erro de truncamento global

A diferenga E,, entre a solucao exata y(x,) do problema de valor inicial (1.1)-
(1.2) e seu valor numérico y,, com todas as casas decimais, ¢ chamada de erro de
truncamento global. Temos, pois,

E, = !/(xn) — Yn-

Para calcular este erro é necessario conhecer a solucao exata e ainda nao ter casas
decimais arredondadas. Este erro tem duas causas: primeiro, em cada passo usamos
uma féormula aproximada para determinar y,.1; segundo, os dados de entrada em
cada etapa estao aproximadamente corretos, ja que, em geral, y(x,) ndo é igual a

Yn-

2.2.2 Erro de truncamento local

A dnica diferenca do erro de truncamento local para o global é que tanto
y(x,) quanto y, sao usados com valores arredondados com um ntimero finito de casas
decimais. Este erro é o mais viavel e utilizado em nossas contas quando sabemos a
solucao exata, assim:

€n = y(xn) — Yn,

em que y(z,) e y, possuem um numero finito de casas decimais arredondas.

2.2.3 Erro de arredondamento

Como em todas as iteracoes temos um nimero finito de casas decimais, em certo
momento comecard a acontecer arredondamentos feitos pelos computadores. Entao,

13



2.3. ERRO DE TRUNCAMENTO LOCAL PARA O METODO DE EULER

se 1, for o valor numérico de fato, com todas as casas decimais, e Y,, for o valor com
arredondamento, o erro de arredondamento A,, sera dado por:

O erro de arredondamento é claramente de natureza mais aleatéria. Depende
do tipo de computador utilizado, da ordem em que os calculos sao efetuados, do
método de arredondamento e assim por diante. Por ser mais acessivel, vamos usar
daqui para a frente o erro de truncamento local como nossa medida principal de
precisao de um método numeérico e para comparar métodos numéricos diferentes. O
erro absoluto definido no Exemplo 2.1.1 e apresentado nas tabelas deste trabalho é
um erro de truncamento local. Para saber mais sobre erros decorrentes de métodos
numéricos, veja as referéncias [1] e [14].

2.3 FErro de truncamento local para o método de
Euler

Para analisarmos o erro de truncamento local do método de Euler vamos utilizar
a formula de Taylor com resto, dada por

(l‘ _ a)r+1

r—a
1!

(x —a)

rl

y(z) = y(a) +y'(a) +- 4y (a) +y" () (2.7)

em que y(x) é uma fun¢ao n+ 1 vezes derivavel no intervalo (a, z) e v é algum ponto
entre a e x. Considerandor =1, a =z, e * = x,41 = T, + h, obtemos

h h?
Y(Tnt1) = y(zn) + ?/(%JF + y/,(V)a'
Como ¢/ (z,) = f(zn,y(z,)), entdo temos
h2
Y(@ni1) = y(@n) + hf(zn, y(zn)) + y//('y)a' (2.8)
Subtraindo (2.2) da equacao (2.8), vemos que
2
Y(@nt1) = Y1 = [Y(@n) = ynl + hlf (@0, y(2n)) = (@0, yn)] + V. (2.9)

2!

Para calcular o erro de truncamento local, aplicamos a equacao (2.9) a solucao exata
y(x), ou seja, tomamos ¥y, como sendo y(x,). Dessa forma, vemos de imediato, a
partir da equagao (2.9) que o erro de truncamento local do método de Euler é

hz

o (2.10)

ent1 = Y(Tnt1) — Y1 = ¥" (V)

14
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em que z, < vy < T,+1.- Note que o erro de truncamento local para o método de Euler
é proporcional ao quadrado do tamanho do passo h, e o fator de proporcionalidade
depende da derivada segunda da solugao exata y(z).

Normalmente o valor de v em (2.10) é desconhecido, entdo o erro ezato nao pode
ser calculado, mas podemos determinar um limite superior para o moédulo do erro.
Sabemos que y(z) ¢ duas vezes derivavel em [x,,x,11], logo existe o méaximo de
y"(z) neste intervalo e denotaremos esse maximo por

M = mazx|y" ()], x € [Xn, Tni1].

Dessa forma, se estivermos calculando o valor da solugao y(x) em um intervalo
limitado, teremos

h2

A partir da equagao (2.11) é possivel estimar um intervalo de tolerancia para h
de maneira que o erro de truncamento local nao ultrapasse um nivel de tolerancia
dado. Por exemplo, supondo que o nivel de tolerancia para o erro seja 9, teremos

da equagao (2.11) que
20
h<\/—. 2.12
<\l3 (2.12)

Sendo assim, a equagao (2.11) pode ser usada para estimar o intervalo de variacao
do erro de truncamento local para x, < v < x,41. Por exemplo, considerando o
problema de valor inicial do Exemplo 2.1.1

y=x—-y—1, y(0)=1,

que tem como solucao exata

Vemos que

y'(x) = 3e™".
Logo, pela equagao (2.10), temos
3e 7h?
€ni1 = 9 s com x, <v<Tpti-

Entao, para h = 0.1, o erro no primeiro passo é

~ 3e77(0,1)?
B 2
Note que e; é positivo, além disso e~ < €°. Entdo, segue que

e1 =0,015¢77, com 0<~vy<O0.1.

15
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e; < 0,015e77 < 0.015¢° = 0.015.

Temos ainda que e %! < ™7, logo

e; > 0,015 > e %1 =0.01357.

Assim, o erro de truncamento local no primeiro passo é estimado no intervalo
0.01357 < e; < 0.015. De fato, de acordo com a Tabela 2.1 o erro é 0.01451.

Ao discutir os erros decorrentes do uso de métodos numéricos, é comum usar a
notagdo O(h™) para indicar a ordem do erro. Dizemos que o erro de truncamento
local tem ordem n, se existe uma constante M e um ntimero inteiro positivo n tal
que o médulo do erro seja menor ou igual a MAh"™ para h suficientemente pequeno.
Assim, o erro de truncamento local para o método de Euler tem ordem 2, ou seja,
O(h?). Dessa forma, se h for reduzido por um fator de 1/2, entéo o erro é reduzido
por um fator de 1/4, e assim por diante.

2.4 Meétodo de Euler melhorado (Método de Heun)

O método de Euler melhorado ou método de Heun! é um exemplo do que chama-
mos de método preditor-corretor?. A ideia é usar a formula do método de Euler
para obter uma primeira aproximacao para a solu¢ao y(z,.1) do PVI (1.1)-(1.2).
Denotaremos esta aproximagao por y,_ |, entao

Yni1 = Yn + Pf (20, Yn).

Agora, melhoramos (ou corrigimos) esta aproximacao aplicando mais uma vez o
método de Euler. Mas desta vez, usamos as médias das inclinacoes das curvas das
solugoes através de (2, Yn) € (Tny1,¥h, ). Ou seja,

1 *
Yn+1 = Yn + Eh[f(xny yn) + f(xn+1a yn+1)]'

A Figura 2.4 ilustra como obter a solucao aproximada y; pelo método de Fuler
melhorado.

Dessa forma, o método de Euler melhorado para encontrar solucoes proximas da
solugao exata do PVI (1.1)-(1.2) nos pontos x,.1 = x¢g +nh (n=0,1,...) é

1 *
Yn+1 = Yn + ih[f(xm yn) + f(xTH-h yn+1)]7 (213)

LA férmula tem esse nome em homenagem a Karl Heun (1859-1929).

2Um método preditor-corretor ¢ um método multi-passo para calcular a solucdo numérica de
um problema de valor inicial para uma equacao diferencial ordinaria. Duas férmulas sao usadas
em conjunto, primeiro para “predicar” um novo valor da variavel dependente, entao para “corrigir”
a predigao.
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Solucéo exata para o PVI

(w1, y(w1))

Reta do método de Euler
melhorado que aproxima y; de y(x1)

cm r = Iy \

(51?41, .’/u)

Reta tangente a curva
da solugao que passa por (z1,y7)

:Reta tangente a
jsolugao exata do PVI em (x, yg)

h

I
|
I
|

4
I
|

He- — ¢— — — — —
S

xy

Figura 2.4: Método de Euler melhorado para determinar solugoes proximas da so-
lugao exata do PVI (1.1)-(1.2).

em que
Yror =Yn+hf(xn,yn), n=0,1,....

Exemplo 2.4.1.

Aplicando o método de Euler melhorado com h = 0.1 para encontrar uma solucao
aproximada do PVI

y/:x_y_la y(O):l,
no intervalo [0, 1], obtemos os valores descritos na Tabela 2.3.

Comparando os resultados das Tabelas 2.1 e 2.3, vemos que o método de Euler
melhorado tem captado, pelo menos, uma casa decimal de precisao quando h = 0.1.
Isto é um indicativo de que o erro no método de Euler melhorado se comporta com
ordem h? enquanto que o comportamento do erro no método de Euler tem ordem
h. Na Figura 2.5 eshocamos a solucao exata do PVI do Exemplo 2.4.1 e a solucao
aproximada pelo método de Euler melhorado com h = 0.1. O erro de truncamento
local para o método de Euler melhorado ¢ O(h?). Este resultado ¢ obtido de forma
semelhante ao que foi encontrado no erro de truncamento local para o método de
Euler.
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Tabela 2.3: Resultados do método de Euler melhorado com h = 0.1 aplicado ao PVI
do Exemplo 2.4.1.

n o T, Yn Solucao exata Erro absoluto
1 01 03815 0.81451 0.00049
2 0.2 0.65708 0.65619 0.00088
3 0.3 0.52365 0.52245 0.00120
4 04 0.41241 0.41096 0.00145
5 0.5 0.32123 0.31959 0.00164
6 0.6 0.24821 0.24643 0.00178
7 0.7 0.19163 0.18976 0.00187
8 0.8 0.14993 0.14799 0.00194
9 09 0.12168 0.11971 0.00197
10 1 0.10562 0.10364 0.00198

—— Curva da solugao exata y(z,)
1.0

—e— Solucao aproximada y, com h = 0.1
0.81
0.6 1

0.41

0.2

LS

02 04 06 08 10

Figura 2.5: Solucao exata do PVI do Exemplo 2.4.1 e solucao aproximada pelo
método de Euler melhorado com A = 0.1.
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2.4. METODO DE EULER MELHORADO (METODO DE HEUN)

2.4.1 Forma alternativa

Outra forma de obter a formula do método de Euler melhorado é utilizando a
equagao (2.4). Novamente, vamos considerar que a aproximacao de y(z,+1) para o
PVI (1.1)-(1.2) pelo método de Euler é

Yni1 = Un + hf (20, Yn).

Seja y = ¢(z) a solugao do PVI (1.1)-(1.2). A formula do método de Euler
melhorado pode ser obtida aproximando o integrando na equagao (2.4) pela média
de seus valores nas duas extremidades, a saber,

P(Tns1) = d(an) + /MH L/ (@, d(xn)) + ch(xn+17¢(x"+l))]dx.

Tn

Isso é equivalente a aproximar a area embaixo da curva na Figura (2.6) entre z = z,,
e T = x,41 pela area do trapézio sombreado. Além disso, se substituindo ¢(z,) e
&(xn11) pelos seus valores respectivos 4, € Y,11, obtemos

Uit = Un + hf(xn7yn) + g(xn-i-la yn-‘rl) ) (214)

Note que a incognita y,,+1 aparece como um dos argumentos de f na equagdo (2.14).
Sendo assim, y,,11 é definido de forma implicita. Dependendo da natureza da funcao
f pode ser bem dificil resolver a equagao (2.14) para y, 1. Essa dificuldade pode
ser sanada substituindo y,11, em f(z,41,Yn+1), na equacao (2.14) por yi.,. Dessa
forma, obtemos a equacao do método de Euler melhorado

1 *
Ynt1l = Yn + §h[f(xn7 yn) + f(xn+17 yn+l>]'
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2.4. METODO DE EULER MELHORADO (METODO DE HEUN)

f(:l;n+lﬂ ¢(wn+1))
J(@n, @) [--

™\ = Sz, 6(x))

| B3]

Tn Tp41

Figura 2.6: Deducgao integral do método de Euler melhorado.
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Capitulo 3

Métodos de Runge-Kutta

Na Secao 2.1.1 mostramos que o método de Euler pode ser obtido a partir da
formula de Taylor, tomando-se todos os termos até o termo em h. Perceba que a for-
mula de Taylor fornece aproximagcoes arbitrariamente boas, contanto que calculemos
as derivadas necessarias. Em outras palavras, os métodos que usam a féormula de
Taylor apresentam o inconveniente computacional de operar simultaneamente com
as derivadas da funcdo f. Aqui, apresentamos os métodos de Runge-Kutta de
1% a 4* ordem, cuja precisao é equivalente aos métodos da formula de Taylor, porém
sem o inconveniente de se calcular derivadas.

As principais referéncias bibliograficas para a elaboracao deste capitulo foram
31, [4], 171, [13], [14] e [18].

Basicamente, todos os métodos de Runge-Kutta sao generalizacoes da férmula
de Euler (2.2), em que a fungao inclinagao f é substituida por uma média ponderada
de inclinagoes ao longo do intervalo x,, < x < x,,1. Ou seja,

m
YUne1 = Yo + 1Y wicy, (3.1)
k=1
em que os pesos wy, k = 1,2,--- ,m, sao constantes satisfazendo Zwk =1, e
k=1
cada ¢, k =1,2,--- ,m, é a funcao f avaliada em um ponto selecionado (z,y) tal

que r, < x < x,41. O numero m é chamado de ordem do método. A média
na equagao (3.1) nado é formada de maneira aleatéria, mas seus parametros sao
escolhidos comparando (3.1) com um polinémio de Taylor conveniente de grau m.

Note que se tomarmos m = 1, w; = 1 e ¢; = f(z,,y,) em (3.1), obtemos a
formula de Euler y,, 11 = v, +hf (2, yn). Dizemos, portanto, que o método de Euler
¢ um método de Runge-Kutta de primeira ordem.
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3.1. RUNGE-KUTTA DE SEGUNDA ORDEM

3.1 Runge-Kutta de segunda ordem

Fazendo m = 2 em (3.1), temos

Yn+1 = Yp + h(wicr + wacs). (3.2)

Considere ¢1 = f(xy,yn) € co = f(zn+ ah, Yy + Bhf(x,, yn)). Sendo assim, devemos
encontrar wy, wq, cv, € [ de modo que (3.2) seja igual ao polinomio de Taylor de y de
grau 2. Para isso, expande-se c; numa série de Taylor de duas variaveis, em torno
de (z,,y,), abandonando-se todos os termos a partir do termo em h?, ou seja,

Of (T, Yn) Of (T, yn)

Co = f(xrwyn) + Oéh ax ay

+ Bhf (@, yn) +O(h).  (3.3)

A partir daqui, vamos desprezar o resto O(h?), pois desejamos que ele seja suficien-
temente pequeno para desconsidera-lo. Substituindo (3.3) em (3.2), obtém-se

Of (T, Yn)

Yot = Yo+ Bl + w0) fln, )] + B una =

Of (wn, ?/n)} .

+ w2ﬁf(xn7yn) ay

(3.4)

Agora, expandindo y(x) em torno de z,, até o termo em h?, temos que
h / h’2 !
Yl + 1) = ylan) + 119/ (o) + 2oy ()

Como

Of (v, y(7,))
ox

Of (v, y(w,))

Y (n) = f@n,y(zn)) e y'(zn) = + f @ ylan)) =5 —

entao

B2 10f (@n, y(xn))

Of (n, y(xn))
2! ox )

dy

(3.5)
Como z,, + h = xp41, fazendo y(x,) = y, em (3.5) podemos comparar os temos de
mesma poténcia, com relagao a h, das equagdes (3.5) e (3.4), ou seja,

y(en+h) = y(en) +hf(wn, y(en)) + + [ (n, y(2n))

f(xna yn) = (wl + wZ)f(xmyn)

) 2L ] [ O O]

Of (s Yn)
ox ’

+w2ﬁf(xmyn> ay



3.2. RUNGE-KUTTA DE TERCEIRA ORDEM

Das igualdades acima, obtém-se o sistema

wp + wy = 1
wea = 1/2 (3.6)

O sistema 3.6, claramente possui infinitas solucoes, uma vez que é formado por
quatro incognitas e trés equagoes, e uma das incognitas pode ser tomada arbitrari-
amente. Escolhendo wy = 1/2, tem-se w; = 1/2, « = 1 e f = 1. Sendo assim, por
(3.2), temos

h
Yn+1 = Yn + 5(01 + 02)1

como ¢ = f(xn,Yn), co = f(xy + ah,y, + Bhf(Tn,yn)) € T + h = 2,41, entao

h
Yn+l = Yn T 5 [f(xna yn) + f(anrh Yn + hf(xna yn))] :

Considerando v, | = yn + hf(2n, yn), temos que

h
Ynt1 = Yn + 5 [f(xna yn) + f(anrl? y:;-i-l)] (37)

é a formula do método de Euler melhorado, visto na Secao 2.4. Dizemos que o
método de Euler melhorado é um método de Runge-Kutta de segunda ordem.
E obvio que o sistema (3.6) possibilita a obtencdo de uma infinidade de métodos de

Runge-Kutta de segunda ordem. No entanto, todos eles possuem o mesmo erro local
3

. h . . .
de truncamento, ou seja, —'y’”(’y), Tp <7 < X,y1 € sa0 equivalentes em precisao ao
método de Euler melhorado.

3.2 Runge-Kutta de terceira ordem

Os métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas sao obtidos de modo se-
melhante ao de segunda ordem. Ou seja, para obter os métodos de Runge-Kutta de
terceira ordem, facamos m = 3 em (3.1). Dessa forma, obtemos

Yni1 = Un + h(wic) + wace + w3cs),

em que c1, Cp e c3 aproximam derivadas em varios pontos no intervalo [z,,z, 1],
com

G = f(xnayn)a
Cy = f(xn_{—alhvyn_’—ﬁlhcl)a
cs = [f(an+ ash,yn + Pahcs + (g — Ba)her).
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3.3. RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

A fim de determinar wq, we, w3, a1, a9, 51 € P, expandem-se ¢y e c3 numa, série
de Taylor de duas variaveis em torno de (x,,,y,). Além disso, expande-se y(z) numa
série de Taylor em torno de z,. Procedendo de forma anéloga ao que foi feito
no desenvolvimento do método de Runge-Kutta de segunda ordem, s6 que agora,
comparando os coeficientes de mesma poténcia de h até h3, chega-se a um sistema
com mais incognitas do que equagoes, que também terd infinitas solugoes. Nao
nos atentaremos a resolucao de tal sistema de equacoes. Porém, informamos ao
leitor interessado que os célculos desta resolugdo podem ser encontrados em [7]. Os
métodos de Runge-Kutta de terceira ordem tém erro de truncamento local de O(h?)
e fornecem resultados exatos se a solugao for uma funcao cibica.

Os métodos de Runge-Kutta de terceira ordem, mais populares, sao:

h
Ynt1l = Yn + 6[01 + 4co + ¢,

em que
i = f(xmyn)a
h h
Coy = f($n+§ayn+501)v
c3 = f(xn+hayn+2h62_hcl)a
(&
h 3
Ynt1 = Un + —[c1 + =(c2 + c3)],
4 2
onde
GG = (mmyn):
2 2
C = f(ﬂfn—|—3h yn 3h61)
2 2
3 = f(xn—i_3h yn+3hc2)

que é conhecido como método de Nystrom.

3.3 Runge-Kutta de quarta ordem

Dentre todos os métodos de Runge-Kutta, o de quarta ordem é o mais conhecido
e utilizado. Ele também é conhecido como método classico de Runge-Kutta.
Considerando m = 4 em (3.1), o método de Runge-Kutta de quarta ordem consiste
em encontrar os parametros da féormula

Ynt1 = Yn + h(wicr + wacoy + wics + wacy),
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3.3. RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

com as constantes ¢y, ¢o, c3 € ¢4 dadas por:

1 = f(xrmyn)v

o = flan+ arh,y, + frher),

cs = f(zn+ agh,y, + Bohcr + PBshes),
(

ca = f(xn+ ash,y, + Bahcy + Bshes + Behes).

Ao proceder de forma analoga ao que foi feito para o método de Runge-Kutta de
segunda ordem, obtém-se um sistema com 11 equacgoes e 13 incognitas e, conse-
quentemente, possui infinitas solucoes. A solucao mais conhecida deste método, de
acordo com Boyce e DiPrima [4], é dada por:

h
Yn+1 = Yn + 8[61 + 202 + 203 + 04)],

em que

¢ = f(xrmyn)v

h h
C = f(xn + ann + Ecl)v

h h
c3 = f(xn+§7yn+502)a
ca = f(xn+ h,yn+ hes).

Este método tem erro de truncamento local proporcional a h°. Assim, ¢ duas
ordens de grandeza mais preciso do que o método de Euler melhorado e trés ordens
de grandeza mais preciso que o método de Euler.

Exemplo 3.3.1.

Aplicando o método de Runge-Kutta de quarta ordem com h = 0.1 para encontrar
uma solucao aproximada do PVI

y/:.f—y—l, y(O):l,

no intervalo [0, 1], obtemos os valores descritos na Tabela 3.1.

Analisando a Tabela 3.1, descobrimos o motivo do método de Runge-Kutta de
quarta ordem ser tao popular. Pois, se desejamos uma solucao com precisao de
5 casas decimais, os resultados da Tabela 3.1 nos mostram que nao é necessario
reduzir o tamanho do passo. A comparacao do erro absoluto nas Tabelas 2.1, 2.3 e
3.1, ilustra a eficiéncia do método de Runge-Kuta sobre os métodos de Euler e Euler
melhorado. A Figura 3.1 mostra a poligonal da solucao do PVI do Exemplo 3.3.1.

De acordo com Ruggiero [14], os métodos de Runge-Kutta, apesar de serem auto-
iniciaveis (pois sdo de passo simples) e ndo trabalharem com a derivada de f(x,y),
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3.3. RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

Tabela 3.1: Resultados do método de Runge-Kutta de 4* ordem com h = 0.1 apli-
cado ao PVI do Exemplo 3.3.1.

n o T, Yn Solucao exata Erro absoluto
1 0.1 0.81451 0.81451 0.00000
2 0.2 0.65619 0.65619 0.00000
3 0.3 0.52246 0.52245 0.00001
4 0.4 0.41096 0.41096 0.00000
5 0.5 0.31959 0.31959 0.00000
6 0.6 0.24644 0.24643 0.00001
7 0.7 0.18976 0.18976 0.00000
8 0.8 0.14799 0.14799 0.00000
9 0.9 0.11971 0.11971 0.00000
10 1 0.10364 0.10364 0.00000
Ay

1.0

0.81

0.6 1

0.41

0.2

—— Curva da solugao exata y(z,)

o— Solugao aproximada ¥, com h = 0.1

LS

0.2

04 0.6

0.8 1.0

Figura 3.1: Solucao exata do PVI do Exemplo 3.3.1 e solucoes aproximadas pelo
método de Runge-Kutta de 4* ordem com h = 0.1.

apresentam a desvantagem de nao haver para eles uma estimativa simples para o
erro, o que inclusive poderia ajudar na escolha do passo h. No entanto, existem
algumas adaptagoes dos métodos de Runge-Kutta que sao usadas para a estimativa
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3.3. RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

de erro e controle do tamanho do passo h. Mais detalhes sobre a estimativa do erro
nos métodos de Runge-Kutta podem ser encontrados na referéncia |7].

Diversos outros conceitos podem sem utilizados no estudo de métodos numeéricos
para EDO. Por exemplo, conceitos como convergéncia, estabilidade e consisténcia
sao importantes na andlise do comportamento do método. Nao exploramos tais con-
ceitos neste trabalho, contudo indicamos as referéncias [7] e [10] ao leitor interessado
em aprofundar o conhecimento sobre métodos numéricos para EDO.
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Capitulo 4

Applet no Geogebra para solucoes
numéricas de PVlIs

Realizar calculos, de forma manual, dos métodos de Euler, Euler melhorado e
Runge-Kutta de quarta ordem ¢é tedioso e oneroso. Contudo, estes métodos podem
ser implementados, através de rotinas, em diversos softwares, tais como Maple, Ma-
tlab, Mazima e Mathematica. No entanto, é necessario ter nogoes de programacao
para a implementacao de tais métodos nos referidos softwares. Neste Capitulo é
apresentado um applet que de forma interativa e dinamica fornece a solucao exata
de um PVI, bem como as solu¢des numeéricas pelo método de Euler, método de Eu-
ler melhorado e pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. O applet também
exibe o erro absoluto e a poligonal da solucao aproximada para cada método. Além
disso, é possivel escolher qual solucao se quer exibir ou até mesmo todas elas. O
applet foi criado no software de geometria dinamica Geogebra 5.0 e esta disponivel
em https://geogebra.org/m/xTz9CaRY.

4.1 O Geogebra

O Geogebra € um software de Matematica dinamica, amplamente utilizado em
situagoes de ensino e aprendizagem de matematica em todos os niveis de ensino. Ele
possui a grande vantagem de ser gratuito e utilizar multiplas representacoes graficas
de objetos matematicos. Com o Geogebra é possivel combinar geometria, algebra,
tabelas, graficos, estatistica e célculo numa tnica aplicagdo. O Geogebra surgiu em
2001 a partir da Tese de Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburgo. Para
Download do Geogebra acesse https://geogebra.org.

Este capitulo nao tem por objetivo ensinar a utilizar o Geogebra e tampouco
servir de manual para utilizacao do mesmo. O proposito aqui é apresentar um
conjunto de comandos e a¢oes via teclado e mouse na interface do Geogebra de modo
a produzir um material interativo e didatico, com uma boa aparéncia, facilidade de
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4.2. USO DO APPLET

uso e que apresenta solucoes aproximadas de PVIs a partir de trés métodos numéricos
bastante conhecidos na literatura.

4.2 Uso do applet

De acordo com Deitel [11], applet ¢ um software que é executado no contexto de
outro programa. (eralmente, os applets apresentam algum tipo de interface para
usuario e possuem a vantagem de serem executados diretamente em uma pagina
web. Além disso, se caracterizam por:

e Serem programas relativamente pequenos;

e Serem configuraveis;

e Serem interativos;

e Na sua maioria, estarem disponiveis na internet gratuitamente.

De modo geral, applets sao programas leves, necessitam de pouco tempo para car-
regar no computador, notebook, smartphone ou tablet e sao de facil utilizacao.

Diversas pesquisas sobre o uso de applets na aprendizagem Matematica, também
conhecidos como Mathlets', tém sido realizadas ([2], 5], [15], [17]). De acordo com
Barcelos et al. [2], o uso correto dos applets nas aulas de Matemética permite inves-
tigacoes e experimentagoes, o que possibilita o estabelecimento de conjecturas sobre
determinado conceito e a construcao do mesmo, de forma consistente. Ao gerar um
applet e a sequéncia didatica para uso deste recurso, o professor também constroi
conhecimentos, o que contribui para sua pratica docente (Santos, [15]). Dessa forma,
é importante que o professor de Matematica tenha, por exemplo, oportunidade de
aprender a elaborar e modificar applets, utilizando ambientes de Matematica dina-
mica ou outros recursos.

Ao iniciar os estudos e pesquisas, para a elaboracao deste trabalho, referente aos
métodos de Euler, Euler melhorado e os métodos de Runge-Kutta, percebemos a
necessidade de uma ferramenta didatica, interativa, dinidmica e com uma interface
agradavel, que pudesse colaborar para o ensino e aprendizagem de tais métodos.
Foi entao que surgiu a ideia de se criar um applet no software Geogebra, uma vez
que o Geogebra permite a construcao de applets dispensando conhecimentos prévios
de programacao, ¢ de facil manipulacao e configuracao e dispoe de uma pagina
web onde os applets ficam hospedados. Na Secao 4.3 mostraremos como o applet

1Um Mathlet é uma pequena plataforma independente e interativa para o ensino de Matematica.
Por esta definicao, podemos considerar aplicacdes desenvolvidas exclusivamente para a internet ou
nao, em qualquer linguagem de programacao, em qualquer plataforma. (SANTOS, 2008, p.16).
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4.2. USO DO APPLET

intitulado Métodos numéricos para EDO (Figura 4.1) foi construido. A vantagem de
conhecer como é feita a construcao do applet é poder fazer modificagoes que forem
convenientes para quem quer utilizd-lo no ensino de métodos numéricos para EDOs
de primeira ordem. Ou seja, do applet apresentado neste trabalho podem derivar
diversas outras versdes mais sofisticadas.

No applet da Figura 4.1, um usuério entra com uma EDO de primeira ordem
y' = f(z,y) e uma condigdo inicial (zg,yo), entdo, ao pressionar Enter a solugio
exata do PVI surgira na janela de visualizacao. O usuario pode optar por visualizar
a solugao aproximada do PVI pelo método de Euler, FEuler melhorado ou Runge-
Kutta de quarta ordem. Além disso, ele pode escolher o tamanho do passo h. Como
resposta, o usuario visualizara a poligonal, com dez passos, do método selecionado e
uma tabela contendo as solucoes aproximadas, as solugoes exatas e os erro absolutos.
Escolhemos exibir dez passos, por acreditar que, didaticamente, essa quantidade seja
suficiente para o entendimento da relagao existente entre os métodos e o tamanho do
passo h. Durante a construcao do applet é possivel alterar a quantidade de passos
que se quer exibir.

Solugdes numeéricas para um (Euler) | Salucio Biro E. melhorado) | Solucio Erro

Exata Ab:
0

PVI n ||y Solugae | Exata Absoluto
i 0 [0 I
Entre coma EDO (de 1-ordem) 11051

| 0.03820

soluto

L0Z [ 2.1f
e a condig@o inicial 153

¥ = ycosix

2
3

3 4 [204 ]
5 -
6

1.08492 | 0.01704

(@o, g0) = (0, 1) 25

0.66006 | 0.01462

9| 4.59 | 0.23055 7 14000
1051 [0.2162 | 0.39621 | 0.18001

Selecione o tamanhe do passo h 2

h=051

@ 15

044637 | 0.0173

64
21 [ 0.01023

Selucde

4 . : Exata
Selecione o método desejado

|=

Erro
Absoluto
0

— Wiy 0.51 | 1.62003 1.62934 | 0.00032 |
| Eiler - 102 2.34458 | 0.00064
= 153 2.71602 | 0.00078
V| Euler methorado os ) 2.43063 | 0.00073
= 755 i 1.74662 | 0.0006

Wi 306 1.08492 | 0.00018

357 0.66006

0.00006

| 4.08 0.44637
459 0.37064
Sl [0 gane 0.39621

O = e e =
o
s
-

Figura 4.1: Applet: Métodos numéricos para EDO. Disponivel em https://
geogebra.org/m/xTz9CaRY.

Vale ressaltar que, neste trabalho, nao apresentamos uma sequéncia didatica que
utilize o applet no ensino e aprendizagem dos métodos numéricos de passo simples.
Contudo, o professor pode criar atividades que permitam o uso do apllet de forma
didatica, ludica e dinamica. Por exemplo, utilizando o applet, podem ser trabalhadas
atividades que buscam: relacionar o tamanho do passo e os erros gerados pelos
métodos numéricos, facilitar a concepcao da representacao visual dos métodos de
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4.3. CONSTRUCAO DO APPLET

Euler e Euler melhorado, compreender as diferencas entre os métodos e comparar
as precisoes dos mesmos para um passo de tamanho fixo.

4.3 Construcao do applet

Nesta se¢ao apresentaremos o roteiro para a construcao do applet.

4.3.1 Passo 1 - Criando ponto inicial e controle deslizante

Ao abrir o Geogebra, na barra de menus, selecione a op¢ao Fribir e em seguida

a opgao Planilha (Figura 4.2).

»
€7 GeoGebra

:
b Janela de Al B

& ®e

<EbI

@

Janela de Algebra

Planilha

Janela CAS

Janela de Visualizacio

Janela de Visualizacdo 2
Janela de Visualizacdo 3D
Protocolo de Construgio
Calculadora de Probabilidades

| Teclado

Campo de Entrada
Layout ...

Atualizar Janelas

Recalcular Todos os Objetos
I

Arquive Editar Opcies Ferramentas Janela Ajuda

Cirl+Shift+A
Ctrl+Shift+3

2

S

o

Ctri+Shift+ |

Cirl+Shift+1
Cirl+Shift+2
Cirl+Shift+3
Cirl+Shift+L
Cirl+Shift+P

Cirl+F
Cirl+R

Figura 4.2: Exibindo a planilha.

Apés a planilha aparecer, clique com o botao direito do mouse em qualquer

célula, em seguida, clique na opgao =~ OpsiesdaPlaniha.. o depois desmarque a opcao

Exigir =" Antes dos Comandos

Agora, digite na célula A2 o ponto (0, 1), como na Figura 4.3.
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Apos pressionar Enter o ponto A2 surgird nas janelas de

7 GeoGebra lﬂlﬂ
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1l z) o
b lanelade Algebra (4 | » Janelade Visua | * Planilha |
o003 DEEE =R '
Al 8 [ c [ o E Fo
1 s
2 (o) %J R
3 E|
—a i
5 |
5 |
L] 4
8
El
10|
41 |
12
% = &
14
15
16 |
17 -
424 | 4L i, »

Figura 4.3: Criando o ponto inicial.

visualizacao e de al-

a=2

gebra. Em seguida, na barra de ferramentas, clique na ferramenta 3 Controle
Deslizante. Ao clicar em qualquer lugar da janela de visualizacao surgird uma caixa
para a configuracao do controle deslizante. Configure o controle deslizante de acordo

com a Figura 4.4. Apo6s pressionar OK, o controle deslizante aparecera na janela de
visualizagao (Figura 4.5).

Contrale Deslizante I}

=)

p MNome
@ Nimero
~ Angulo i

) Inteiro

Intervalo i_li_:gmrole Deslizante ! Animagiol

min: 0 max: |2 Incremento: |0.01
OK | Cancelar ‘

Figura 4.4: Configurando o controle deslizante.
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€7 Geolcbra N o
Arquivo Editar Exibir OpcGies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
NEERNEE -l
Jlle A2l A e =
¥ Janelz de Algebra | » Janela de Visualizagio [ | = Planilha ()
. Nimero h= 1 VALRRENENE]=) ek
® n=1
2
~ Ponto = B A | B | G
@ A2=(0,1) 1 &]
5 2 ©1) =|
3
4 4
5
<
e &
[ ] T
. 8
4 2 o 2 4 & 8 10 1z 14 w o
9
2 10
"
4 12
13
) 14 i
4| L3
Entrada;

Figura 4.5: Controle deslizante h.

4.3.2 Passo 2 - Obtendo a solucao exata do PVI

No Campo de Entrada, digite a EDO y' = y x cos(x). Em seguida, digite g(z) =
Resolver EDOJy', A2]. A solugdo exata g(x) aparecera na janela de algebra e seu

grafico surgird na janela de visualizagdo, como na Figura 4.6. Escolhemos a EDO

y' = y * cos(x) por conveniéncia, contudo na constru¢ao pode ser usada qualquer

outra EDO de primeira ordem.

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo X
Funcdo &

L@ g(x) = =N

- Funcdo de Varias Varidveis

t@ y'(x.y) = y cos(x)
Mdmera

L@ h=1
Ponto

@ A2=(0,1)

=
i

Figura 4.6: Solucao exata.
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4.3.3 Passo 3 - Implementando o método de Euler

Com o controle deslizante fixado em h = 0,51, digite na célula A1 da planilha a
palavra Pontos. Na célula A3, entre com a formula do método de Euler (x(A2) +
h,y(A2) + h* v/ (x(A2),y(A2))) (Figura 4.7).

* Planilha

Sln 0 |EIEE O B

A L

Pontas

1
2 (a, 1y
3 |=(x{A2) + h,y(A2) + hy'(x(A2), Y(M))‘JU
4

be

Figura 4.7: Método de Euler.

Agora, clique na alga de preenchimento (canto inferior direito da célula) da célula
A3 e arraste até a célula A12. Note que uma sequéncia de pontos surgird na janela
de visualizagao (Figura 4.8).

» Janelade Algebra < | » Janela de Visualizagao (% | = Planilha \'
Fung3o ; =081 Lln ) |BEEE|E ‘E"_
® g(x) = <0 10 P = | B 2
FungZo de Vérias Variaveis Pontos -
"
® y(x.y) =y cos(x) 8
Nimero
~@® h=051
Paonto ¥
~@ A2=(0,1)
~@ AJ3=(0.51,1.51)

(0, 1)
(0.51, 1.51)
(1.02,218)
(1.53,276)
2.04,2.82)

-@ Ad=(1.02,2.18)
-@ A5=(1.53,2.76) (2.55,247)
-@ AG=(2.04,2.82)

- @ AT=(2.55,2.17) (306, 1.25)
-@ A8=(3.06,1.25) (3.7, 0.62)
: ﬁfg_::?:j;'sln;i;} -4 -2 o 2 4 8 8 10 12 14 18 10 (4.08, 0.33)
-@ A11={(458,0.23) 1 (4,59, 0.23)
-@ AM2=(51,0.22) 2 12 (5.1,0.29)

Texto = _

= A1="Pontos" ,13

Figura 4.8: Pontos do método de Fuler.

Selecione da célula A2 até a célula A12, pressione o botao direito do mouse e

clique na opgio ™' EMBIFRAMIO 1o que os rotulos dos pontos na janela de visuali-
zacao desaparecam. Pressionando o botao direito do mouse nas células selecionadas,
clicando em Propriedades e em seguida na aba Cor é possivel escolher a cor dos pon-
tos. Os procedimentos para esconder o rotulo e para escolher a cor sao realizados
de igual forma para qualquer objeto do Geogebra. Escolhemos a cor azul para os
pontos A2, A3, ..., Al2.

Agora, digite no campo de entrada o comando CaminhoPoligonal[A2, A3, A4, A5,
A6, AT, A8, A9, A10, A11, A12]. Este comando cria uma poligonal dos pontos A2,
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A3, ..., A12. Depois mude a cor do caminho poligonal para a mesma cor dos
pontos, veja Figura 4.9.

» Janela de Visualizacio X

Figura 4.9: Poligonal do método de Euler.

Ao mover o controle deslizante podemos notar que a poligonal de Euler muda
conforme os valores de h se alteram.

4.3.4 Passo 4 - Criando a tabela do método de Euler

Na planilha, nomeie a célula B1 de n e nas células B2:B12 digite 0,1,...,10,
respectivamente. Em seguida, nomeie a célula C1 de x,, e na célula C2 digite 2(A2).
Logo apos, clique na alca de preenchimento da célula C2 e arraste até a célula C12.
Nomeie a célula D1 como Euler solugdo e na célula D2 digite y(A2). Logo apds,
clique na alca de preenchimento da célula D2 e arraste até a célula D12. Entre
com o texto Solugdo exata na célula E1, na célula E2 digite a formula g(z(A2)),
em seguida, estenda a formula para as demais células da coluna E até a célula E12.
Digite o texto Erro absoluto na célula F1, e na célula F2 digite a formula |D2 — E2.
Logo apos, estenda a formula até a célula F12.

Dessa forma, criamos uma tabela que apresenta a solugao numérica do PVI (pelo
método de Euler), a solugio exata e o erro absoluto para 10 valores de x definidos
a partir do ponto inicial A2 e do tamanho do passo h, veja Figura 4.10.
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AN EEE = B>

A [ 8] ¢ | D E F

1 Pontos n *n Euler solugio | Solucdo exata | Erro Absoluto
T2 | 1) 0 0 1 1 0
T (0.51,1.51) 1 051 1.51 1.62934 0.11934
T (1.02,2.1821) 2 1.02 21821 2.34458 016248
T (1.53,276454) 3 153 276454 2.71602 0.04852
T (2.04,2.82204) 4 204 282204 243983 0.38221
T (2.55,217125) 5 255 217125 1.74662 0.42463
T (3.08, 1.2521) i} 3.06 1.2521 1.05482 016719
T (3.57,0.61565) 7 357 0.61585 0.66006 0.04441
T (4.08, 0.33005) a8 408 0.33005 0.44837 011632
T (4.59, 0.23055) 9 459 0.23055 0.37064 0.14009
T (5.1, 0.2162) 10 51 0.2162 0.39621 0.18001

13

Figura 4.10: Tabela do método de Euler.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas D e E. Além disso, centra-
lizamos todos os elementos das células preenchidas, selecionando-as e clicando em
centralizar =. O nimero de casas decimais dos valores da tabela também podem
ser escolhidos, para isso, veja Figura 4.11. Apresentamos os valores com 5 casas
decimais.

Arquivo Editar Exibir Ferramentas Janela Ajuda

H (1.2} Arredondamento ) 0 Casas Decimais
1.2
% I:[ﬂ] A | 1 Casa Decimal

= Rotular )

b Janela de Algebra 2 Casas Decimais
|Al Tamanho da Fonte ' 3 Casas Decimais

& 1dioma L 4 Casas Decimais

. © 5Casas Decimais
& Avancado ..

10 Casas Decimais

[®] Gravar Configuragies 15 Casas Decimais

Restaurar Configuracio Padrio
3 Algarismos Significativos

5 Algarismos Significativos
10 Algarismos Significativos

15 Algarismos Significativos

Figura 4.11: Arredondamento.

4.3.5 Passo 5 - Implementando o método de Euler melhorado

O objetivo nesse passo é criar a poligonal do método de Euler melhorado. Na
célula H2, digite A2. Na célula H3, entre com a férmula do método de Euler (z(H2)+
h,y(H2)+h=y'(x(H2),y(H2))). Em seguida, na célula I1 digite o texto pontos, na
célula 12 digite A2 e na célula I3 entre com a féormula do método de Euler melhorado
(x(H2) + h,y(H2) + h/2 % (v (x(H2),y(H2)) + v'(x(H3),y(H3)))) (Figura 4.12).
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Loon | |
Pontos
(0, 1) (0, 1)
(0.51,1.51) |'I><(H2) *+ 0, y(H2) + 12 (), yH2) + yx(H3), y(HI)) ’L\&J

Figura 4.12: Formula do método de Euler melhorado.

Agora, na célula H4 digite a formula de Euler atualizada (z(H3) + h, y(I13) + h
Y (x(H3),y(13))) e na célula 14 a formula de Euler melhorado atualizada (x(H4) +
hoy(13) + h/2 % (3 (o(H3), y(I3)) + y'(x(H4), y(H1)))) (Figura 4.13).

| Ho | |
Paontos
(0, 1) (0, 1)
(0.51, 1.51) (0.51, 1.591085)

(1.02, 2.29923) | (x(H4), y(13) * h/ 2 (y'(x(H3), y(13) + y'x(H4), y(H4)))

Figura 4.13: Formula do método de Euler melhorado atualizada.

Logo apds, clique na célula H4 e arraste até a célula H5, faca o mesmo com as
células 14 e I5 (Figuras 4.14 e 4.15). Repita esse processo com as células da coluna
H e da coluna I, nesta ordem, até as células H12 e 112, respectivamente.

W ! |

H | I
Pontos Pontos
(0, 1) 0,1) (0, 1) (0, 1)
(0.51, 1.51) (0.51, 1591085) 051 1:1 ,;,]51'15'91,]5_.
(1.02, 2.29923) (1.02, 2.25199) (1,02, 2.20923) 102 2.25199)
(1.53,2.85308) (1.53, 2.85308) (1.53, 2.58221)
Figura 4.14: De H4 para H5. Figura 4.15: De 14 para I5.

Ao final do procedimento teremos os valores da Figura 4.16.
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» Janela de\‘ﬂsual\zagﬁo = W[~ Planiha |
Se| N 1 E My |
| H | I J K
4 h=051 el Pontas e
@ . [ 2 | 1) ®,1)
| (0.51 1.51:. {0.51, 1.59105)

o

(1.02, 2.29923) (1.02,225199)
(1.53, 2.85208) (1.53,258221)
(2.04, 2.63592) (2.04,2305
354) (2.55,1
(3.06, 0.95955) (3.06,1 }
(357, 0.52507) (3.57, 0.67468)
(4.08, 0.36169) {4.08, 0.46367)

(4,59, 0.3239) | (459, 0.3837)

(5.1, 0.35981) (5.1, 0.40643)

(2.55

Figura 4.16: Método de Euler melhorado.

Note que os ponto H2:H12 também surgem na janela de visualizagao. No entanto,
sO queremos que os pontos [2:112 aparecam, uma vez que eles sao os pontos do
método de Euler melhorado. Sendo assim, selecione da célula H2 até H12, clique

com o botdo direito do mouse na selecdo e clique na opcao =~ EADIFObEDL Hara que
os pontos H2:H12 desaparecam da janela de visualizacao. Em seguida, esconda o
rotulo dos pontos 12:112, assim como fizemos com os pontos A2:A12. Em seguida,
mude a cor dos pontos 12:112 para a cor verde.

Para criar a poligonal do método de Euler melhorado, digite no campo de entrada
CaminhoPoligonal[I2,13,14,15,16,17,18,19,110,111,112]. Logo apos, esconda
o rotulo do caminho poligonal e altere sua cor para verde. Com isso, teremos a
construcao da Figura 4.17.

» Janela de Visualizagio = [ |~ Planiha
SN BEE B | H
I H \ I
g h=0.5 1 Pontos
& - B | ©.1) 6.1
Ed (0.51,151)
3 I (1.02, 2.29923)
5 (153, 285308)

[
@

9 (257, 0.62507)

10 | (408, 0.35169)
. 11 (459,0.3239)
b 12 (51,035081) (51
13
14
1] 15
o 1 2 2 4 5 | —
16

Figura 4.17: Poligonal do método de Euler melhorado.
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4.3.6 Criando a tabela do método de Euler melhorado

Na planilha, nomeie a célula J1 de n e nas células J2:J12 digite 0,1,...,10,
respectivamente. Em seguida, nomeie a célula K1 de x,, e na célula K2 digite z(12).
Logo apés, clique na alga de preenchimento da célula K2 e arraste até a célula K12.
Nomeie a célula L1 como Euler melhorado solugao e na célula L2 digite y(12). Logo
apos clique na alga de preenchimento da célula L2 e arraste até a célula L12. Entre
com o texto Solu¢do exata na célula M1, na célula M2 digite a formula g(z(12)), em
seguida, estenda a férmula para as demais células da coluna M até a célula M12.
Digite o texto Erro absoluto na célula N1, e na célula N2 digite a formula |L2 — M2|.
Em seguida, estenda a féormula até a célula N12.

Dessa forma, criamos uma tabela que apresenta a solugao numérica do PVI (pelo
método de Euler melhorado), a solucdo exata e o erro absoluto (Figura 4.18).

£ln (BEEI=- |E-
]

Pontos

K | L M N |

J

n Xn Euler melhorado solugio | Solucdio exata | Erro absoluto
0 0 1 1 0

1 0.51 159105 162934 0.03829
2 1.02 2.34458 0.09259
3 153 271602 0.13381
4 204 243983 01347
5 255 174662 0.08268
i 3.08 1.05492 0.01704
7 357 0.66006 0.01452
8 4.08 0.44637 0.0173
9 459 0.37064 0.01306
0 51 0.40643 0.39621 0.01023

-
=1

-
jury

-
[X]
oy

-
™)

Figura 4.18: Poligonal do método de Euler melhorado.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas L e M.

4.3.7 Passo 6 - Implementando o método Runge-Kutta de
quarta ordem

Com o objetivo de criar a poligonal do método de Runge-Kutta de quarta or-
dem, nomeie as células P1, Q1, R1, S1 e T1 de Pontos, ki, ko, k3, ki, respecti-
vamente. Na célula P2 digite A2 e nas células Q2, R2, S2, T2 digite as féormulas
Y (x(P2),y(P2)), ¥ (x(P2)+h/2,y(P2)+Q2xh/2), y'(x(P2)+h/2,y(P2)+R2xh/2)
e y'(z(P2) + h/2,y(P2) + S2 % h), respectivamente, como na Figura 4.19.
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| P | a | R s T
Pontos ki ka ks ky
A2 YiX(P2), y(P2)) | vix(P2)+hi2 y(P2)+0Q2h/2) Yix(P2)+hi2 y(P2)+RZh/Z) Yix(P2) +h y(P2)+ 32 h)

Figura 4.19: Definindo os parametros.

Em seguida, na célula P3 digite a formula do método de Runge-Kutta de quarta
ordem (x(P2) + h,y(P2) + (h/6) * (Q2+ 2% R2+ 2 % S2 + T2)) (Figura 4.20).

| P |
Paontos
0, 1)

|Ex(F'2)+h,y(F'2) +h/6(Q2+2R2+ 252 +T2)‘_I-J

Figura 4.20: Féormula do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Para obter os parametros ki, ko, k3, k4 da linha 3, clique na célula Q2 e arraste
até a célula Q3, faca o mesmo para as células R2, S2, e T2. Depois que os valores
de k1, ko, k3, k4 da linha 3 forem obtidos, faremos o mesmos procedimento para
encontrar os valores das células P4, Q4, R4, S4 e T4, ou seja, clique na célula da
linha de cima e arraste. Realizando esse procedimento em todas as linhas até a linha
12, na ordem P, Q, R, S e T, obtém-se os valores da Figura 4.21.

» Janela de Visualizagdo \ZI ~ Planilha
AN BEEISY | E
B [ a [ r s | 7t ]
N =051 1 Pontos Ky K ks kg
(0, 1) 1 1.21442 126733 1.43683
(0.51, 1.62903) 142172 1.43668 1.43943 1.23679
(1.02, 2.34394) 1.22674 0.77445 0.74083 0.11101
(1.53, 271525) 0.11074 -058318 -0.54557 -1.10196
(2.04, 2.43911) -1.10291 -1.42967 -1.37446 -1.44274
(2.55, 1.74602) -1.44929 -1.29921 -1.33534 -1.06146
(3.06, 1.08474) -1.08113 -0.79691 -0.8683 -0.58389
(3.57, 0.66012 -0.60047 -0.39314 -0.42414 -0.25931
(4.08, 0.4464) -0.26386 -0.1397 -0.15137 -0.04507
(4.59, 0.37066) -0.04525 0.04748 0.05061 0.14986
(5.1, 0.39623) 0.14977 0.26034 027724 0.42033

Figura 4.21: Pontos do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Agora, assim como fizemos no método de Euler e no método de Euler melhorado,
esconda os rotulos dos pontos P2:P12 e altere sua cor para marrom.

Para criar a poligonal do método de Runge-Kutta de quarta ordem, digite no
campo de entrada CaminhoPoligonal[P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11, P12].
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Logo apos, esconda o rotulo do caminho poligonal e altere sua cor para marrom.
Assim, teremos a construgao da Figura 4.22.

b Janela de Visualizacdo [ | = Planilha
Slw ¢ |BEE =~ O
P \ Q | R s | ot |

Pontos ky ka ks ky

(01 1 1.21442 1.26733 1.43683
(0.51, 1.62903) 142172 1.43668 1.43943 1.23679
122674 077445 0.74083 011101
011074 -0.58318 -0.545857 -1.10198
-1.10281 -1.420967 -1.37446 -1.44274
-1.44928 -1.28921 -1.33534 -1.06146
-1.08112 -0.79691 -0.8683 -0.58389
-0.60047 -0.38314 -0.43414 -0.25931
-0.26386 -0.1397 -0.15137 -0.04507
-0.04525 0.04743 0.05061 0.14986
0.14977 0.26034 027724 042033

4 h=0.51

N

=

“a
c|j

w

=

c
.
-
.
-
| 3

=

Figura 4.22: Poligonal do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

4.3.8 Passo 7 - Criando a tabela do método de Runge-Kutta

De forma anéloga a construcao das tabelas do método de Euler e do método de
Euler melhorado, nomeie a célula Ul de n e nas células U2:U12 digite 0,1, ..., 10,
respectivamente. Em seguida, nomeie a célula V1 de x,, e na célula V2 digite z(P2).
Logo apos, clique na alca de preenchimento da célula V2 e arraste até a célula V12.
Nomeie a célula W1 como R-K solugdo e na célula W2 digite y(P2). Logo apds,
clique na al¢ca de preenchimento da célula W2 e arraste até a célula W12. Entre
com o texto Solu¢do exata na célula X1, na célula X2 digite a formula g(x(P2)),
em seguida, estenda a formula para as demais células da coluna X até a célula
X12. Digite o texto Erro absoluto na célula Y1, e na célula Y2 digite a formula
W2 — X2|. Logo apos, estenda a formula até a célula Y12. Assim, criamos uma
tabela que apresenta a solugao numérica do PVI (pelo método de Runge-Kutta de
quarta ordem), a solucdo exata e o erro absoluto (Figura 4.23).
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SN EEESY B
P | Q | R s | 1 [u] v w X ¥
1 Pontos Ky ks ks ky n *n R-K\ solucdo | Solugio exata | Erro absoluto
T (0, 1) 1 1.21442 1.26733 1.43683 0 0 1 1 0
3 [(0.51,1.62903) 1.42172 1.43668 1.43943 1.23679 1 0.51 162903 1.62934 0.00032
T (1.02, 2.34394) 1.22674 0.77445 0.74083 011101 2 1.02 234304 234458 0.00064
0.11074 -0.58318 -0.54557 -1.10196 3 153 271525 271602 0.00078
6 [(2.04, 2.43011) -1.10291 -1.42967 -1.37446 -1.44274 4 204 243911 243083 0.00073
T |2 1.74602) -1.44929 -1.29921 -1.33534 -1.06146 5 255 1.74602 1.74662 0.0006
T G, 1.08474) -1.08113 -0.79691 -0.8683 -0.58389 i} 3.06 108474 1.05482 0.00018
T 1. 6E012) -0.60047 -0.39314 -0.43414 -0.25931 7 357 066012 0.66006 0.00006
? (4.08, 0.4454) -0.26386 -0.1397 -0.15137 -0.04507 a8 4.08 0.4454 0.44537 0.00004
11 [(4.59, 0.37066) -0.04525 0.04748 0.05061 0.14986 9 459 0.37064 0.00002
? (5.1, 0.39623) 0.14877 0.26034 027724 0.42033 10 51 0.39621 0.00002
13

Figura 4.23: Poligonal do método de Euler melhorado.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas W e X.

4.3.9 Passo 8 - Transferindo as tabelas para a janela de visu-
alizacao

Neste passo, vamos transferir as tabelas da planilha para a janela de visualizacao.
Selecione da célula B1 até a célula F12, em seguida, clique com o botao direito do
mouse e selecione a opgao Criar, depois clique na op¢ao Tabela (Figura 4.24). Dessa
forma, a tabela selecionada aparecera na janela de visualizacao.

8] ¢ | D [ E | F

1 n Xn Eulersolucio  Solucio exata  Emro Absoluto
T2 | o 0 1 1 0
IEE 051 151 162934 011934
fa || 2 102 21821 234458 0.16248
5 || 3 153 276454 271602 0.04852
6 | 4 204 282204 2430983 0.38221
7| s 2ss 217125 174662 0.42463
‘8 || & 306 12521 108492 0.16719
o || 7 357 0.61565 0.66006 0.04441
T |8 ams 0.33005 044637 0.11832
| e 459 0.23055 0.37064 0.14009
12 [0 51 02162 0.39621 018001 |

13 B1:12
T4 |

15 Copiar
T Colar
17| Cortar
Ty /7 Apagar Objetos
_ Lista Criar M
. Lista de ponios Exibir Objeto
. Matriz. .

Gravar para a Planilha de Calculos
Tabela

CaminhoPoligonal ~ [5# Propriedades ..

Tabela de Operagio

Figura 4.24: Transferindo a Tabela.
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Repita o procedimento para as tabelas que vao da célula J1 até a célula N12 e da
célula Ul até a célula Y12. Dessa forma, as tabelas do método de Euler, do método
de Euler melhorado e do método de Runge-Kutta de quarta ordem irao surgir na
janela de visualizacao, como na Figura 4.25.

b Janela de Visualizagdo \ZI

Solugao exaia | Erro Absoluto n | i Fuler melhorado solueao | Solugs
0
0.11931

0. lf:H—K

Euler solugio Erro absoluto
0

| 0.03829
0.089259
0.13381

8 il

=|en |
| Ef|3| =]

| 1.73662

[0.1347

0.08205

lnh")’

1.08442

001704

1.GEO0G

[)-1-]41

u\nﬂnu

0.01462

bl Do ol Pl o] o e

J 11632
0.14009

0.0173

001306

0.30621

018001

0.01023

Erro absoluto

1]

0.00032
0.00064
0.00078
0.00073
00006

0.00018
000006

0.00004°
N.00D02
D02

\l 30621

Figura 4.25: Tabelas na janela de visualizacao.

4.3.10 Passo 9 - Abrindo outra janela de visualizagao e cri-
ando textos

Nesta etapa da construcao abriremos uma outra janela de visualizagao e nela
inseriremos alguns textos.

Na barra de menus, clique em Ezibir e depois na opcio # Janela de Visualizagio 2

Uma nova janela de visualizagao surgird. Em seguida, clique no controle deshzante
com o botao direito do mouse, logo depois, clique em Propriedades, clique na aba
Avancado, desmarque a opcao Janela de Visualizagao e marque a opcao Janela de
visualizagao 2. Seguindo esses passos o controle deslizante desaparece da janela de
visualizacao e aparece na janela de visualizacao 2.

. . ABC Texto
Para criar textos, selecione a ferramenta na barra de ferramentas. Em

seguida, clique na janela de visualizacao 2. A caixa da Figura 4.26 surgira. Digite

o texto da Figura 4.26, marque a op¢ao ¥ FormulaLateX o 1600 depois clique em OK.
O texto Solugoes numéricas para um PVI aparecerd na janela de visualizacao 2.
Marcar a opcao Formula LaTex, na caixa de texto, permite que textos e féormulas
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sejam digitados usando os mesmos comandos e a mesma sintaxe do Latex. Para
configurar o texto, alterando cor, tamanho e tipo da fonte, clique com o botao
direito do mouse em cima do texto e selecione a opcao Propriedades.

r@ Texto Iﬁw

Editar
‘mbox{Solucles numéricas para um PVI}

Fdrmula LaTeX | Simbolos » | Objetos «

B

Vigualizar

Solughes munéricas para um PVI

Figura 4.26: Caixa de texto.

Todos os textos do applet, ja configurados e posicionados convenientemente, fo-
ram criados da mesma forma e estao na Figura 4.27.
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b Janela de Visualizagio 2 1

Solugoes numéricas para um PVI

Entre com a EDO (de 1"ordem)

e a condicao inicial

’
y=

(To:wo) =

Selecione o tamanho do passo h

h=10.51

Selecione o método desejado

Euler
Euler melhorado

Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 4.27: Textos do applet.

Vale lembrar que em todos os textos sao marcados a opgao Posicao absoluta na
tela, clicando sobre os mesmos com o botao direito do mouse e selecionando esta

OpCcao.

4.3.11 Passo 10 - Criando campos de entrada e caixas para
exibir e esconder as poligonais e tabelas

Vamos criar dois campos de entrada: um para a EDO e outro para a condi-

cao inicial. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta 7! SemeeceEnmsa = Ty

seguida, clique em qualquer local da janela de visualizagdo 2. A caixa da Figura
4.28 aparecera. Digite iy’ como legenda para o campo de entrada e vincule o objeto
y'(z,y) = ycos(x), como mostra a Figura 4.28
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£3 Campo de Entrada @

Legenda: |y

Objeto Vinculado: [ =]
f=7.16024 -
i=6.62987
j=6.83722

gix) = e*sen(x)
B10=8

B11=9 -

Figura 4.28: Configurando o campo de entrada.

Ao criar o campo de entrada na janela de visualizacao, clique nele com o botao
direito do mouse e selecione a opcao Propriedades, na aba Bdsico, desmarque a
opcao Fxibir Rotulo e na aba Estilo, digite 10 para o comprimento do campo de
texto. Também é possivel configurar a cor da fonte e a cor de fundo do campo de
entrada na aba Cor.

Crie outro Campo de entrada, da mesma forma que o anterior, com a legenda
(x0,%0) e vinculado ao objeto A2. Aplique as mesmas configuragoes do campo de
entrada anterior a esse segundo campo. Em seguida, posicione-os conforme a Figura
4.29.

Solucgoes numeéricas para um PVI

Entre com o EDO (de *ordem)

e a condigao inicial

¥ =y cos(x)

(g, yu) — (O. 1)

Figura 4.29: Campos de entrada.

Agora, para criar as caixas que permitem a exibi¢do (ou nao) das poligonais e

L J
. v .
tabelas, selecione a ferramenta caneparaBNnIrEsconer oS o clique em qualquer local da

janela de visualizagdo 2. Ao clicar na janela de visualizacao 2, surgird uma caixa
na qual pode-se escolher os objetos que se deseja exibir/esconder. De acordo com a
Figura 4.30, digite Fuler para a legenda e Selecione os objetos: CaminhoPoligonal
f, os pontos A2:A12 e o texto2 que corresponde a tabela do método de Euler.
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- y
aixa ra loirfesconaer etos
Caixa para Exibir/Esconder Obj =5

Legenda: Euler

Selecione os objetos na construcio ou escolha-os de uma lista

-

CaminhoPaligonal f

Ponto A10: (x(A9) + h, y(A9) + h y(x(AS), y(A9)))
Ponto A12 E
Paonto A2

Ponto A3: (x(AZ) + h, y(A2) + h V{X(AZ), y(AZ)))
Ponto Ad: (x(A3) + h, yiA3) + h y{x(A3), y(A3)))
Ponto AS: (x(Ad) + h, y(Ad) + h y{x(Ad), y(A4)))
Ponto AB: (x(A5) + h, y(AS) + h y{x(AS), y(AS)))
Paonto A11

Ponto AT: (x(AB) + h, y(AB) + h y{x(AG), y(AG)))
Ponto AB: (AT) + h, yIAT) + h Y{(AT), yIAT)))
Ponto A9: (x(AB) + h, y(AB) + h ¥(x(AB), y(AB)))
Texto

[ Aplicar{l\]‘?’ Cancelar |

Figura 4.30: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método Euler.

Ao clicar em Aplicar a caixa que Exibe/esconde a poligonal e a tabela do método
de Euler aparecerd na janela de visualizacao 2. Em seguida, esconda o rétulo da
caixa e a posicione de acordo com a Figura 4.31.

Selecione o método desejado

h\/‘ Euler

Euter methorado

Runge — Kutta de guarta ordem

Figura 4.31: Caixa para Exibir/esconder a poligonal e a tabela do método Euler.

Quando a caixa estiver marcada a poligonal e a tabela do método de Euler serao
exibidas na janela de visualizacao. Crie mais duas caixas de acordo com as Figuras

4.32 e 4.33, em seguida, oculte os rotulos destas caixas e as posicione de acordo com
a Figura 4.34.
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- -
ama ra 1DIr/Esconder etos
Caixa para Exibir/Esconder Obj [

Legenda: |Euler melhorado

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista

-

CaminhoPoligonal i
Ponto 110

Ponto 112 E
Ponto 111

Ponto 12: A2

Ponto 13

Ponto 14

Ponto 15

Ponto 16

Ponto I7

Ponto 12

Ponto 19

_

ot |
L

Figura 4.32: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método Euler melho-
rado.

i B
7 Caixa para Exibir/Esconder Objetos ﬂ

Legenda: R_K

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista

-

CaminhoPoligonal j -

Ponto P2: A2

Ponto P12 E
Ponto P11
Ponto P10
Ponto P3

Ponto P4

Ponto P5

Ponto PG

Ponto P7

Ponto P&

Ponto P9

Texto textod <

Aplicar Cancelar

m

Figura 4.33: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método de Runge-Kutta
de quarta ordem.
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Selecione o método desejado

J FEuler
J Fuler melhorado

J Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 4.34: Caixa para Exibir/esconder as poligonais e as tabelas dos métodos de
Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de quarta ordem.

Por fim, clicando com o botao direito do mouse em qualquer local da janela de
visualizacao e selecionando a opcao Propriedades é possivel alterar a cor de fundo
da janela. Da mesma forma, pode-se alterar, cor, fonte, tamanho, localizacao, etc ...
de qualquer objeto das janelas de visualizacao. Sendo assim, é possivel configurar a
interface do applet de diversas formas. A versao final, do applet apresentado neste
trabalho, é a da Figura 4.1.

4.3.12 Passo 11 - Disponibilizando o applet na web.

Apos a finalizacao do applet, para que seja possivel disponibilizd-lo na web,
é necessario criar uma conta no site oficial do Geogebra em https://accounts.
geogebra.org/user/create/expiration/129600/clientinfo/website. Logo apos,
na barra de menus do arquivo da construcao do apllet, clique em Arquivo, em se-
guida7 selecione a OpQZNlO Exporta ) Clique e [ Pianina Dindmica como PAgina WEB (html) .. Cri+Shift-w |
Ao abrir a janela da Figura 4.35, edite o titulo e as descricoes do applet.

£ Upload para GeoGebra [

Titulo: |Metodos nimericos para EDO

Texto acima da construgéo:

Texto abaixe da construcdo:

# Ajuda ‘ | Upload | ‘ Cancelar

Figura 4.35: Upload do applet.
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Ao clicar em Upload o applet sera, de fato, criado e estard disponivel na web,
no site de materiais do Geogebra. Para fazer modificacoes no applet criado, basta
abrir a construgao (arquivo .ggb), fazer as alteragbes necessarias e salva-las. Estas
modificacoes aparecerao, automaticamente, quando o applet for aberto, uma vez que
o mesmo estd associado a construcao feita no Geogebra. No applet é possivel realizar
acoes diversas, mas, ao fecha-lo esse retornara ao seu estado original, ou seja, nao
é possivel salvar modificacoes, diretamente, no proprio applet. Contudo, qualquer
usuario pode fazer o download do arquivo .ggb, do applet, e assim, modifica-lo ou
melhora-lo.
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Consideracoes finais

Neste trabalho fizemos uma introducao ao estudo de métodos numéricos de passo
simples que sao utilizados na resolucao de problemas de valor inicial. Apresentamos
o método de Euler de aproximacao por meio da reta tangente a curva da solugao
exata da equacao diferencial ordinéria, por integrais e, até mesmo, através de uma
série de Taylor truncada. Utilizando a série de Taylor, analisamos o erro de trun-
camento local do método de Euler. Vimos que o erro esti diretamente relacionado
ao tamanho do passo. Mostramos que, realizando um pequeno ajuste na féormula
do método de Euler, se obtém o método de Euler melhorado. Através da anélise
do erro de truncamento local do método de Euler melhorado, concluimos que esse
método é mais preciso, comparado ao método de Euler para um mesmo tamanho
de passo. Apresentamos os métodos de Runge-Kutta de segunda, terceira e quarta
ordem. Mostramos que o método de Runge-Kutta de segunda ordem equivale ao
método de Euler melhorado. Através de um exemplo, comparamos os métodos de
Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de quarta ordem e percebemos o quao mais
eficiente ¢ o método de Runge-Kutta comparado com os demais. Propomos um
applet, construido no Geogebra e disponibilizado na web, que mostra as solugoes
numéricas de um problema de valor inicial utilizando os métodos de Euler, Fuler
melhorado e Runge-Kutta de quarta ordem. Mostramos passo a passo a construgao
do applet. Esperamos que o applet seja uma ferramenta ttil no ensino e aprendi-
zagem de métodos numeéricos e que este trabalho possa motivar professores a criar
applets, ou melhorar o aqui apresentado, de forma conveniente.
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