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Resumo

A Geometria é vista como uma ciéncia de natureza légica e dedutiva, sendo formulada
por postulados, axiomas e nog¢oes comuns a todos. Assim Euclides formulou e organi-
zou todo o conhecimento sobre Geometria de sua época em seus Elementos. Euclides
comecou o desenvolvimento do seu trabalho utilizando cinco postulados. O quinto pos-
tulado, porém, conhecido como postulado das paralelas, causou grande polémica. Muitos
afirmavam que se tratava de um teorema e buscavam uma demonstracao. Grandes ma-
tematicos se aventuraram no estudo do quinto postulado e o problema que parecia simples
tornou-se uma dificil busca por séculos. Em meio As tentativas de prova-lo foram des-
cobertas novas geometrias nas quais a soma dos angulos internos de um triangulo nao
seria mais 180° e sim um valor variando entre 180° e 540°, por dois pontos distintos nao
passaria uma reta, mas infinitas e etc. Assim iniciava-se uma série de resultados novostao
consistentes quanto a Geometria Euclidiana. Esses resultados, apesar de diferentes e dis-
tantes de alguns resultados da Geometria Euclidiana, possuem um encadeamento légico e
pratico correto, motivando assim a escrita da presente dissertacao, que tem por objetivo
determinar a distancia entre dois pontos na superficie terrestre.

E interessante que os professores de Matematica tenham conhecimento da existéncia
e possiveis aplicagoes das geometria nao euclidianas e compartilhem com seus alunos
algumas informacoes e curiosidades a esse respeito uma vez que nas escolas a geometria

ensinada nao ¢é suficiente para resolver certos problemas de natureza mais real e pratica.
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Introducao

No presente trabalho pretendemos desenvolver o estudo da esfera e seus elementos
explorando sua associacao com o globo terrestre. Conceitos geograficos como parale-
los, meridianos, latitude, logitude e fuso-horarios estao baseados em importantes idéias
geométricas que, quando trabalhadas neste contexto conduzem o aluno a uma melhor
compreensao e aprendizagem da trigonometria esférica.

As relagoes entre as coordenadas geograficas e as coordenadas cartesianas constituem a
fundamentagao matematica necessaria para o entendimento de alguns modernos sistemas
de navegacao por satélites, em especial o GPS.

A utilizacao do globo terrestre com suas consequentes questoes envolvendo, por exem-
plo, calculo de distancia e angulos sobre a esfera abre o caminho para um interessante

trabalho interdisciplinar entre a Matematica e a Geografia.

Viil



Capitulo 1

Geometria dos Triangulos

Chama-se de triangulo retangulo ao triangulo que possui um angulo reto.

C

Figura 1

Destacamos os seguintes elementos de um triangulo retangulo:

e B(C' é a hipotenusa do triangulo retangulo;
e AB e AC sao as hipotenusas do triangulo retangulo;

e Be C sao os angulos agudos do triangulo retangulo. Como em todo triangulo a

soma dos angulos internos é 180°, temos que
B+C+90°=180° = B+C = 90°,

ou seja, os angulos agudos de um triangulo retangulo sao complementares;

e Os pontos A, B e C' sao os vértices do triangulo.
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1.1 Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo

Definicao 1.1 O seno de um angulo agudo de um triangulo retangulo é a razao entre
a medida do cateto oposto ao angulo e a medida da hipotenusa. Assim, para o triangulo

retangulo da Figura 10 acima temos que

~ b s C

sen B = — e sen(C' = —.

a a
Definigao 1.2 O cosseno de um angulo agudo de um triangulo retangulo é a razdao entre
a medida do cateto adjacente ao angulo e a medida da hipotenusa. Assim, para o triangulo

retangulo da Figura 10 acima temos que

~ c A
cos B = — e senC' = —.
a a
Definicao 1.3 A tangente de um dangulo agudo de um triangulo retangulo € a razao
entre a medida do cateto oposto ao angulo e a medida do cateto adjacente ao angulo.

Assim, para o triangulo retangulo da Figura 10 acima temos que

i b b _snB
& C/CL cos B

c_ c/_a ~ sen C'
b b/a cosCA"

tgéz

Definicao 1.4 A cossecante de um angulo agudo de um triangulo retangulo € a razao
entre a medida da hipotenusa e a medida do cateto oposto ao angulo. Assim, para o

triangulo retangulo da Figura 10 acima temos que

. 1 1 A 1 1
CSCBZE:—Z - e CSCC:gz—: —.
b bla senB ¢ cla senC

Definicao 1.5 A secante de um angulo agudo de um triangulo retangulo € a razdo en-
tre a medida da hipotenusa e a medida do cateto adjacenteo ao angulo. Assim, para o

triangulo retangulo da Figura 10 acima temos que

. a . a
secB=—=—= e sechZ:—:

O
O
~
Q

Q
]
w0
ool
=
—~
S
Q
@}
w0
Y



Definicao 1.6 A cotangente de um angulo agudo de um triangulo retangulo € a razao
entre a medida do cateto adjacente ao angulo e a medida do cateto oposto ao angulo.

Assim, para o triangulo retangulo da Figura 10 acima temos que

~ ¢ 1 1
t B = - = — =
€8 b blc tg

11
c/b tg

A b
e ctgC=-=
c

SeB
<

1.2 Principais Relacoes Métricas no Triangulo Re-

tangulo

Consideremos o triangulo retangulo ABC' (Figura 11) retangulo em A. Neste triangulo

podemos destacar as seguintes relagoes:

Figura 2

Proposicao 1.7 Em todo triangulo retangulo o quadrado de um cateto é 1gual ao produto

de sua projecao sobre a hipotenusa pela hipotenusa, ou seja,
V’=ma e c*=na. (1.1)

Demonstracao: Como os triangulos AA;C' e ABC sao semelhantes, temos que

m
=— =0 =ma

a b
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= C =na

ISHNe

Proposicao 1.8 Em todo triangulo retangulo o quadrado da altura relativa a hipotenusa

¢ 1gual ao produto das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa, ou seja,
Demonstracao: Como os triangulos AA;C' e AA; B sao semelhantes, temos que

m
h

Proposicao 1.9 Em todo triangulo retangulo o produto dos catetos € igual ao produto da

hipotenusa pela altura relativa a hipotenusa, ou seja,
bc = ah. (1.3)
Demonstracao: Como os triangulos AA; B e ABC' sao semelhantes, temos que

:E:bc:ah.
a

Sl ey

Teorema 1.10 (Teorema de Pitigoras) Em todo triangulo retingulo o quadrado da

hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos, ou seja,

a’=b%+ 2.

Demonstracao: De (1.1) temos que

bV’ +ct=ma+na=a(m+n).



Como m +n = a o resultado segue. ]

Corolario 1.11 (Lei dos Cossenos) Em um triangulo ABC' tem-se

AB =AC" + BC - 2A4C-BC cosC

Demonstracao: (¢) O angulo C é reto: Entdo a afirmacao acima é exatamente o

Teorema de Pitagoras.

(i) O angulo C' é obtuso:

Figura 3

Tracemos por A uma reta que seja perpendicular a reta que contém os pontos C' e B.

Assim, formamamos os triangulos retangulos ACD e ABD. Neste caso,

AC'=CD +AD" (1.4)

AB’ = (BC+CD) +AD . (1.5)

De (1.4) e (1.5) temos que

AC"-CD'-4B -(BC+CD)’

AC -CD =AB -BC -2BC-CD-CD°

AB° =AC" +BC +2BC-CD. (1.6)
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No triangulo AC'D temos que cos (1800 - C’) = i:g, isto é,
C_D=ECOS(1800—O)=—ECOSO. (1.7)

Substituindo (1.7) em (1.8) segue que

AB = AC" + BC -2AC -BC cosC.

(iii) O angulo C' é agudo:

Figura 4

Tracemos por A uma reta que seja perpendicular a reta que contém os pontos C' e B.

Assim, formamos os triangulos retangulos AC'D e ABD. Neste caso,

AC" =AD +CD" (1.8)

AB =AD +BD". (1.9)

De (1.8) e (1.9) segue que

AC°-AB°=CD" -BD’

AB =AC +BD -CD" (1.10)



Como BC =CD + BD, temos que BD = BC - CD e, consequentemente,

BD =(BC-CD) =BC -2BC-CD+CD'". (1.11)

Substituindo (1.11) em (1.10), obtemos

AB° =AC" +BC' -2BC-CD. (1.12)

Mas, cosC = ——, ou se€ja,
AC

CD=AC cosC. (1.13)

Substituindo (1.13) em (1.12), obtemos

AB =AC +BC -2A4C -BC cos(.

Proposicao 1.12 Se uma reta € tangente a um circulo entdo ela € perpendicular ao raio

que liga o centro ao ponto de tangéncia.

Figura 5

Demonstracao: Consideremos um circulo de centro O e uma reta m que lhe seja
tangente. Seja T o ponto de tangéncia. Designemos por P o pé da perpendicular baixada
do ponto O a reta m. Gostariamos de concluir que P e T" coincidem. Suponhamos entao

que P e T sejam pontos distintos. Entao OT é a hipotenusa do triangulo retangulo
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OPT. Portanto, OP < OT. Como OT é um raio, temos que P é um ponto interior ao
circulo. Tomemos entdo um ponto T’ sobre a reta m, tal que PT = PT’, com T # T".
Por congruéncia de triangulos, concluimos que OPT = OPT’. Portanto, OT = OT". Mas
entao 7" também pertence ao circulo. Logo, a reta m nao é tangente. Contradicao! Assim,

P e T coincidem, OT' é perpendicular a m e a proposicao fica demonstrada. [



Capitulo 2

A Superficie Esférica e Seus

Elementos

2.1 Notacao e Terminologia

Definicao 2.1 A esfera de centro O e raio r é o conjunto de todos os pontos do
espaco cuja distancia ao ponto O € menor do que ou igual a r. Em outras palavras, ¢ a

reuniao de todos os segmentos de reta de origem em O e comprimento r.

Figura 6

Para efeitos de calculos consideramos a Terra como esférica, conforme figura abaixo

e nela destacamos os pontos N e S chamados, respectivamente, de polos norte e sul. A

9
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reta definida por N e S é chamada de eixo polar.

N

S

Figura 7

Definicao 2.2 O plano do equador ¢é o plano que passa pelo centro da esfera e é
perpendicular ao eixo polar. A intersecdo do plano do equador com a superficie esférica

¢ chamada de linha do Equador ou, simplesmente, Equador.

Figura 8

Definigao 2.3 Um hemisfério é cada uma das duas regioes de uma superficie esférica
determinadas por um plano que passa por sua origem. O plano do Fquador divide a

superficie terrestre em dois hemisférios: o hemisfério norte (que contém o polo norte) e
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o hemisfério sul (que contém o polo sul).

Figura 9

Definicao 2.4 Chama-se de paralelo qualquer intersecao da superficie terrestre com um

plano paralelo ao plano do equador.

Figura 10

Definicao 2.5 Chamamos de meridiano a qualquer semicircunferéncia determinada

pelos polos norte e sul através da intersecao da superficie terrestre com um plano que
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contém o eizo polar.

Figura 11

O globo terrestre serve para localizar um determinado ponto ou regiao da Terra. O

aluno devera ter acesso a um para efetuar esta localizacao.

H4 vérias razoes praticas para se ultrapassar o estagio da localizagao ingénua, isto
é, apontar o dedo para o local e dizer “é aqui”, sendo necessario criar um istema de
coordenadas para dar a localizacao precisa de um ponto no globo. Para isso utilizamos

as chamadas coordenadas geograficas: latitude e longitude.

A latitude de um ponto P é a medida do arco de meridiano que passa por P situado
entre o paralelo que contém P e o Equador. Ela é expressa em graus, minutos e segundos

e se mede de 0 a 90° N (norte) ou de 0 a 90° S (sul).

A longitude de um ponto P é a medida do arco de paralelo que passa por P situado
entre o meridiano que contém P e o meridiano de Greenwich. E expressa em graus minutos

e segundos e se mede de 0 a 180° E (leste) ou 0 a 180° W (oeste).

Na figura a seguir, temos que 6 = EOP ¢ alatitude de P enquanto que @ = GMP é a

longitude de P. Pontos sobre um mesmo paralelo possuem latitudes iguais e pontos sobre



13

um mesmo meridiano possuem longitudes iguais.

Figura 12

O GPS (Global Positioning System - Sistema de Posicionamento Global) é um equipa-
mento que teve sua origem no departamento de defesa dos Estados Unidos. Sua fungao é
a de identificar a localizacao de um aparelho chamado de receptor GPS. Os aparelhos re-
ceptores sao capazes de dar a posigao de qualquer ponto na superfifie terrestre em funcao

principalmente da longitude e latitude do ponto dado.

Se um plano passa pelo centro de uma esfera S ele a divide em dois hemisférios. A
intersecao desse plano com S é chamada de grande circulo ou circulo maximo. Neste
caso, o raio de um grande circulo é igual ao raio r de S. Qualquer outro circulo contido

em S cujo raio é menor do que r nao é um grande circulo.

nao ¢ um grande circulo

grande circulo

Figura 13

Definicao 2.6 Um diedro é a reunidao de dois semiplanos de mesma origem nao contidos

num mesmo plano. A origem comum aos dois semiplanos € a aresta do diedro e os



Determinacao da Superficie Esférica 14

semiplanos sao suas faces.

Sejam « e  dois semiplanos de mesma origem r. Para se obter a medida do angulo
formado por estes planos (o0 angulo diedro ou angulo diédrico) pode-se tomar um ponto
P sobre a aresta r do diedro arf e fazer dele a origem de duas semiretas perpendiculares a
aresta r tais que uma esteja contida no plano « e a outra no plano . Desta forma, tem-se

que a medida do angulo arf formado pelas semirretas é a medida do angulo diedro.

Figura 14

Definicao 2.7 Dadas trés semirretas V,, Vi, e V. de mesma origem V', nao coplanares,

consideremos os semi-espacops E1, Fy e F3 como seque.
Ey, com origem no plano (bc) e contendo Vy;
Esy, com origem no plano (ac) e contendo Vj;

Es, com origem no plano (ab) e contendo V.

2.2 Determinacgao da Superficie Esférica

Teorema 2.8 Existe um tunico ponto equidistante de quatro pontos A, B, C' e D nao

coplanares.
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Demonstracgao:

Figura 15

Sejam 1y e ro retas conforme a figura abaixo, tais que r; é perpendicular ao plano que
contém os pontos A, B e D e passa pelo circuncentro do triangulo ABD e ry é perpen-
dicular ao plano que contém os pontos B, C', e D e passa pelo circuncentro do triangulo
BCD. As retas r e 75 sao coplanares, pois estdo no plano mediador de BD e néo sio
paralelas pois A, B, C' e D nao sao coplanares. Logo, r; e ry sao concorrentes. Seja O o

ponto de concorréncia. Entao,

O ery =dist (0, A) =dist (O, B) =dist (O, D),
O ery = dist (O, B) =dist (O, C) =dist (O, D),

ou seja, o ponto O é equidistante de A, B, C' e D.

Seja O um ponto equidistante de A, B, C' e D. Neste caso,

dist (01, A) = dist (O1, B) =dist (01, D) = Oy €14,
dist (01, B) = dist (O1,C) =dist (O, D) = O1 € 15.

Como Op €11, O1 €19 e 11 N1y = {0} segue que O = 0. ]
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Note que, em outras palavras, o Teorema 2.8 acima afirma que se A, B, C' e D sao
quatro pontos nao coplanares, entao existe uma tnica superficie esférica que contém estes

quatro pontos.

Definicao 2.9 Quando dois grandes circulos de uma esfera se intersectam em um ponto
P, formam entre si um dangulo esférico. A medida de um angulo esférico € igual a
medida do angulo plano entre as retas tangentes em P aos arcos que formam o angulo
esférico. Deste modo, se estas retas possuem vetores diretores v e w, como na figura a

sequir, o angulo entre os vetores v e w € o angulo esférico.

>

Figura 16

Segue da definicao que a medida de um angulo esférico a é menor do que ou igual a

180°.

A3

Teorema 2.10 O volume de uma esfera de raio r € igual a

Demonstracao: Consideremos um cilindro reto de altura 2r cuja base é um circulo

de raio r. Imaginemos que a esfera dada repouse sobre o plano horizontal, no qual esta
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contida a base do cilindro.

Figura 17

Cortando a esfera por um plano horizontal que dista h do centro, obtemos um circulo
cuja dreao mede 7 (2 —h?). O mesmo plano determina (entre as paredes do cone e do

cilindro a direita) um anel circular cuja drea também mede 7 (12 — h?).

Com vértice no ponto médio do segmento que liga os centros dos circulos basicos
(superior e inferior) do cilindro, construamos dois cones interiores ao cilindro, com bases
naqueles dois circulos que limitam o cilindro. Consideremos o sélido T' que é limitado

exteriormente pela superficie lateral do cilindro e interiormente pelos dois cones.

O volume desse sélido T é igual a diferenga entre o volume do cilindro (2773) e o

. 273 )
volume dos dois cones — ) ou seja,

23 Aqrd
-3

vol (T') = 2773 -

Assim, o Teorema estard provado se provarmos que o volume da esfera é igual ao volume
do solido T'. Para isso, em virtude do principio de Cavalieri, é suficiente mostrar que a
esfera S e o solido T' determinam IIn S e IInT de igual areal em cada plano horizontal
I1. Dado o plano II, seja h sua distancia ao centro da esfera ou ao vértice comum dos dois
cones. Entao I[1nS é um circulo de raio /7?2 — h? enquanto IIn7T é um coroa circular cujo
raio externo € igual a r e cujo raio interno é igual a h. Segue-se que a area de IIn .S vale

7w (r? —h?) e a drea de [InT também e isso conclui a demonstragao do teorema. |
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Definigao 2.11 Uma cunha esférica é a intersecao de uma esfera com um diedro (ou

setor diedral) cuja aresta contém o diametro da esfera.

Figura 18

O volume da cunha esférica pode ser obtido por uma regra de trés simples e o auxilio

do teorema anterior. Sendo « a medida do angulo diedral e r o raio da circunferéncia

temos
3
(1) Com « em graus, o volume da cunha esférica é dado por 7;0(3.
Demonstracgao:
Amrd
3600 - — B
3 = vol (cunha) = TR
a — vol(cunha) 0
]
93
(2) Com « em radianos o volume da cunha esférica é dado por ra
Demonstracgao:
43
2r - 2r3q
3 = vol (cunha) = .
a — vol(cunha)
|

Ao contrario do cilindro e do cone, a esfera nao possui uma superficie desenvolvivel,

isto é, nao é possivel fazer cortes nela e depois aplica-la sobre o plano sem dobrar nem es-
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ticar. Por isso, para calcular a area de uma superficie esférica, devemos devemos procurar
métodos diferentes daquele utilizado nos casos do cilindro e do cone. Para tal precisaremos

dos dois lemas a seguir.

Lema 2.12 A drea lateral do tronco de cone € igual ao produto da geratriz pelo compri-

mento da circunferéncia média.

Demonstracao: A “circunferéncia média” é a que tem raio

R+r

, (2.1)

m =

A semelhanga entre o menor e o maior triangulo retangulo na figura abaixo nos fornece

R Il+y
r y
isto é,
Ry =rl+ry,
ou ainda,
rl=Ry—-ry
N
// ! \\
N
7/ 1 N
// ! \\
SNy
/// : \\\
’ ! \

Figura 19
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Somando Rl a ambos os membros desta igualdade e multiplicando o resultado por T,

resulta

mrl+ 7Rl =Ry —mry + mRI
ml(R+r)=7R(y+1)-7ry. (2.2)

Mas, da relacao (2.1) segue que R +r = 2m e, portanto, substituindo este valor em (2.2)

ficamnos com

2tml =7 (R +r) — mry = drea lateral do tronco de cone.

]
O proximo lema fornece outra expressao para a area lateral do tronco de cone, a qual

se presta melhorao propésito de determinar a area da esfera.

Lema 2.13 A drea lateral do tronco de cone € igual ao produto 2wah do comprimento

2ma da circunferéncia que tem como raio a apotema pela altura h do tronco de cone.

Demonstragao:

Figura 20

O triangulo retangulo de hipotenusa a e cateto m ¢é semelhante ao triangulo retangulo
de hipotenusa [ e cateto h como indica a figura acima, pois a é perpendicular a [ e m é

perpendicular a h. Logo,

m
a

!
h?
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ou seja,

ml = ah. (2.3)

Multiplicando ambos os membros da equagao (2.3) por 27, temos

2mml = 2wah = area lateral do tronco de cone.

Teorema 2.14 A drea da superficie esférica de raio r € igual a 4mwr?.

Demonstracao: A ideia é considerar a superficie esférica como obtida pela rotacao de
uma semicircunferéncia em torno do seu diametro. Inscreve-se nessa semicircunferéncia
a metade de um poligono regular de 2n lados. Rotacionando essa poligonal em torno do
diametro considerado, obtemos uma superficie formada por n — 2 troncos de cone mais
um cone no topo e outro cone na base (ver Figura 21). Todos estes cones e troncos de
cone tém geratrizes de mesmo comprimento [ (medida do lado do poligono inscrito. A
area desta superficie inscrita é uma aproximacao para a area da esfera. Aumentando
indefinidamente o nimero de lados do poligono regular inscrito obtém-se, no limite, a

area da esfera.

>

Figura 21

Pelo lema anterior e levando em conta que a soma das alturas dos cones e troncos de cone

é 2r, temos que a area lateral assim obtida é igual a 27a - 2r = 47war, onde a é o apétema
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do poligono. Quando o nimero n de lados cresce indefinidamente, a tende para r e a area

calculada tende para a drea da superficie esférica que é, portanto, igual a 4mr2. [

Definigao 2.15 Um fuso € a interse¢io de uma superficie esférica com um diedro (ou

setor diedral) cuja aresta contém o diametro da esfera.

Equivalentemente, um fuso é uma regiao da esfera compreendida entre dois circulos
méximos. Esses circulos tém dois pontos (diametralmente opostos) em comum chamados
os vértices do fuso. O angulo do fuso é, por definigao, o angulo « entre os dois circulos

maximos que constituem os lados do fuso.

Figura 22

A area do fuso pode ser obtido por uma regra de trés simples e o auxilio do teorema

anterior. Sendo a a medida do angulo diedral e r o raio da circunferéncia temos

Tar?
(1) Com « em graus, a area do fuso é dada por 900
Demonstracgao:
3600 — 4mr? 2
= A (fuso) = WO”; .
a — A(fuso) 90

(2) Com « em radianos a area do fuso é dada por 2ar?.
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Demonstracgao:

o - Amr?

a - A(fuso)

= A (fuso) = 2ar?.

Definigao 2.16 Um triangulo esférico é uma por¢ao da superficie esférica delimitada

pelos arcos de trés circulos mdzrimos que se interseptam dois a dois.

A

Figura 23

Os arcos acima sao chamados de lados e os vértices dos trés angulos esféricos também
sao os vértices do triangulo esférico. Designam-se usualmente os vértices por A, Be C e

os lados opostos correspondentes por a, b e c.

Ligando-se os vértices A, B e C' de um triangulo esférico ao centro da esfera, forma-se
o triedro O-ABC (Figura 24 abaixo). Os lados a, b e ¢ do triangulo esférico tém assim a

mesma medida das faces BOC, COA e AOB daquele triedro. Os angulos A, BeC do

triangulo esférico sao medidos pelos angulos diedros formados pelos planos que contém as
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faces do triedro.

Figura 24

O angulo A ¢ medido pelo angulo diedro B-OA-C, o angulo B é medido pelo angulo
diedro A-OB-C' e o angulo C' é medido pelo angulo diedro A-OC-B.

No presente trabalho, os triangulos esféricos a serem considerados serao, apenas, aque-

les cujo lado e angulo sejam menores que 180°.

Para tais triangulos valem os resultados que seguem.

Teorema 2.17 A soma das medidas de quaisquer dois lados de um triangulo esférico é

mator do que a medida do terceiro lado.

Demonstracao: O teorema é obviamente verdadeiro se os trés angulos das faces sao

iguais. Suponha que a¢ seja o maior do triedro V (a,b,c). Vamos porvar que ac < ab + be.

Para isto, construamos em aV ¢ um angulo bV e tal que

be=be. (2.4)
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Tomando-se um ponto B em b e um ponto B’ em V' tais que VB = VB’ e considerando

uma se¢ao ABC' como indicado na figura abaixo temos

Figura 25

(i) Da congruéncia dos triangulos B'VC' e BV C' vem que

B'C'=BC.

No triangulo ABC, pela desigualdade triangular temos que

AC < AB + BC
e, como B e AC temos que
AB'+ B'C' = AC.
De (2.5) e (2.6) segue que
AB'+ B'C < AB + BC,

Mas, uma vez que de B’C' = BC, temos que

AB'+ BC' < AB+ BC = AB’' < AB.

Decorre entao que

ab’ < ab.

(2.8)
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De (2.4) e (2.8) temos que

ab' +b'c < ab+ be.
Mas ac = ab’ + b'c, o que conclui nossa demonstracao. [

Teorema 2.18 A soma das medidas dos trés lados de um triangulo esférico € menor que

360°.

Demonstracao: Sendo (579, ac e be as medidas das faces de um triedro V (a,b,c),
provemos que

ab + @c + be < 360°.

Com efeito, considerando semirreta V A’ oposta a V' A, observemos que V (a’,b,c) e
be < ab + ac (2.9)

de acordo com a figura abaixo.

Figura 26

Os angulos ab e a’b sao adjacentes suplementares, o mesmo ocorrendo com ac e a’c. Entao,

ab+ ac+a'b+ a’c=360°
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e, de (2.9) segue que

ab + ac + be < 360°.

]

Sejam A, B e C os vértices de um triangulo esférico; construam-se trés circulos
maximos tendo tais vértices como pdlos. Designem-se por A’ a intersecao dos circulos
maximos que possuem B e C' como polos e situados no mesmo hemisfério ou lado de BC),
por B’ a intersecao dos circulos maximos que possuem A e C' como pdlos e situados no
mesmo hemisfério ou lado de AC e por C’ a intersecao dos circulos maximos que pos-
suem A e B como polos e situados no mesmo hemisfério ou lado de AB. O triangulo
esférico A’B’C" é chamado de triangulo polar ou triangulo suplementar de ABC.

Designaremos por a/, b’ e ¢’ os lados do triangulo polar (ver figura baixo).

Figura 27

O teoremas fundamentais relativos aos triangulos polares sao:

Teorema 2.19 Se A’B'C" € o triangulo polar de ABC, entao ABC € o triangulo polar
de A'B'C".

Demonstragao: Uma vez que A é o pélo de B'C" ¢ C o pélo de AB, B’ est4 a distancia
de um quadrante (90°) de AC. Entdo B’ é o polo de AC. De modo similar verfifica-se
que A’ é 0 polo de BC e C' é o pdlo de AB. Entao o triangulo ABC' é um dos oito
triangulos formados pelos circulos maximos cujos polos sao A’, B’ e C'. Para que ABC

seja o triangulo polar de A’B’C" é necessario que A e A’ estejam do mesmo lado que B'C",
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que B e B’ estejam do mesmo lado que A’C" e que C' e C’ estejam do mesmo lado que
A'B’. Por definicao, B e B’ estao do mesmo lado que AC' e D estd a menos de 180° que
qualquer ponto sobre AC. Entao, uma vez que B’ (p6lo de AC”) estd a 90° de qualquer
ponto sobre A'C’, B e B’ estao do mesmo lado que A’C". Analogamente, verifica-se que

A e A’ estao do mesmo lado que B’C’ e que C' e C" estao do mesmo lado que A’B’. =

Teorema 2.20 Seja A’B'C' o triangulo polar de ABC'. Entao,

A=180°-a’ B=180°-1 C=180°-¢
A=180°-a B'=180°-b ('=180°-¢
Demonstragao: Para os triangulos polares ABC e A’B’C’ (Figura 28) provaremos que

A’ = 180° — a. Prolonguem-se A’B’ até que encontrem BC em D e E, respectivamente.

Entdo, DE é a meida do angulo A’. Agora,
BE+DC=BC+DE=a+A’

e, uma vez que B é o pélo de A’E’ e C o de A’D, BE = DC' = 90°. Assim, a = A + 180° e

A" =180° - a e, analogamente, demonstra-se as demais expressoes. [

2.3 Trigonometria Esférica

A trigonometria esférica estabelece relagoes convenientes entre os seis elementos de um
triangulo esférico (3 lados e 3 angulos) tornando possivel o célculo de tras deste elementos

quando forem conhecidos os outros trés.

Definicao 2.21 Um triangulo quadrantal ou esférico retangulo é aquele que tem

um lado igual 90°.

Teorema 2.22 (Lei dos Cossenos para Triangulos Esféricos) O cosseno de um lado
¢ igual ao produto do cosseno dos outros dois lados mais o produto dos senos dos mesmos

lados pelo cosseno do angulo por eles formado.
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Demonstracao: Consideremos o triangulo esférico na figura abaixo.

Figura 28

Do triangulo OAN temos que

ON AN
cosb = i senb = OA" (2.10)

Do mesmo modo, consderando o triangulo OAM cuja hipotenusa é OA (que é o raio da
esfera) obtemos

OM AN
cosc = e  senc—- (2.11)

OA OA

Observe que os triangulos ONP e OM P possuem OP como hipotenusa. Considerando

estes triangulos e escrevendo M OP=ae NOP = [ temos que a+ [ =a e

cosa = OO—AP4, (2.12)
sen o = %, (2.13)
cos 3 = (O)—JIX, (2.14)
sen 3 = % (2.15)

Podemos entao escrever

OM =OPcosa. (2.16)
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Substituindo (2.16) na expressao (2.11) acima para cos ¢, temos

OM =0OAcosc=0Pcosa=0Pcos(a-[3)

=OP (cosacosf +senasenf3).

Logo,

OAcosc= OP(O—Cosa+ Esena)

OoP OP
=0ONcosa+ NPsena

=(0QAcosacosb+ NPsena.

Precisamos agora encontrar uma expressao para N P. Usando o triangulo AN P (retangulo

em P e com hipotenusa AN), temos:
NP = AN cos(N = AN cos sC = OAssenbcos C

onde N é o angulo, com vértice em N, entre os segmentos AN e NP. Mas este angulo é
igual ao angulo C' do triangulo esférico, ou seja, o angulo entre os planos OAC e OBC.

Substituindo na expressao anterior temos entao:

OAcosc=A0cosbcosa+ NPsena

=(0QAcosbcosa+ OAsenbcosC sena.

Resulta finalmente em

cosc=cosacosb+senasenbcosC.

Esta férmula também é conhecida como férmula dos 4 elementos, em que os 3 lados do
triangulo esférico sao associados a um de seus angulos. Note que o lado cujo co-seno

aparece no lado esquerdo é aquele oposto ao angulo que entra na férmula. Analogamente,

cosa = cosbcosc+senbsenccos A,

cosb = cosacosc+senasenccos B.
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Teorema 2.23 (Férmula dos Quatro Elementos - Angulos) Em todo triangulo

esférico de lados a, b e ¢ e angulos internos A, B e C valem as sequintes relacoes:

cos A =-cosBcosC +sen Bsen(C'cosa;
cos B =—-cos AcosC +sen Asen C cosb;

cosC = —cos Acos B +sen Asen B cosc.

Demonstracao: Considere o triangulo polar A’B'C" de ABC'. Pelo Teorema 2.20 temos
que

o =180°- A, ¥ =180°-B, ¢ =180°-C.

Aplicando a Lei dos Cossenos para triangulos esféricos ao triangulo A’ B’C"> obtemos que
cosa’ = cosb' cosc +send sen cos A’

Assim,

Ccos (1800 - fl) = COS (1800 - B) Ccos (1800 - C’) +sen (1800 - B) sen (1800 - é) cos (a + 1807)

e, portanto,

—cos A = (—COSB) (—COSC’) +sen BsenC (- cosa),

donde

cos A =—cos BcosC +sen BsenC cosa.

As demais férmulas seguem de modo analogo. ]

Teorema 2.24 (Lei dos Senos para Triangulos Esféricos) Em um triangulo esférico

A

de lados a, b, ¢ e angulos internos fl, B, C, vale a sequinte relacao:

sena  senb senc

senA senB sen(C
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Demonstracao: Seja ABC' um triangulo esférico qualquer como na figura abaixo.

Figura 29

Pelo ponto C' foi tracado um circulo maximo que é perpendicular a AB e encontra este
arco em D. Seja CD = h. No triangulo ACD, levando em conta que D = 90° segue da Lei
dos Cossenos que

senh =senbsen A.

No triangulo retangulo BC'D,

senh =senasen B.

Das duas igualdades acima temos que
senasen B =senbsen A,

ou seja,
sena  senb

senA senB

De modo andlogo, fazendo-se passar um circulo maximo por B, perpendicular a AC,

obtemos
sena  senc

senA senC

e o resultado segue. ]

Corolario 2.25 Dois lados de um triangulo esférico sdo iguais se, e somente se, 0S

angulos opostos aos lados em questao sao iguais.

Demonstracao: Sejam a, b e ¢ os lados de um triangulos esférico opostos, respectiva-

mente, aos angulos internos fl, B e C deste triangulo. Suponha que a = b. Entao, pela lei
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dos senos para triangulos esféricos, temos que

b 1 1 N A
senci = SenA < ~ = ~ < sen A =sen B. (2.17)
senA senB senA senB

De cosa = cosb segue da lei dos cossenos para triangulos esféricos temos que

cosbcosc+senbsenccos A = cosacosc+senasenccos B

=cosbcosc+senbsenccos B

de onde obtemos

senbsen ccos A = senbsen ccos B <> cos A = cos B. (2.18)
De (2.17) e (2.18) segue o resultado. |

Definicao 2.26 Dado um ponto qualquer x em um esfera, seu antipoda ¢ o unico ponto

x' tal que o segmento de reta xx' contém o centro da esfera.

Definicao 2.27 Dado um fuso ¢ na esfera, o conjunto formado pelos antipodas dos pon-
tos de ¢ € um fuso @' chamado de fuso antipoda de ¢. A reuniao ® = pu '’ é chamada

de fuso completo.

Figura 30

Teorema 2.28 Seja ® um fuso completo, cujo angulo mede v radianos. Qualquer plano

que passe pelo centro da esfera a decompoes em dois hemisférios H e H'. As partes R e
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R do fuso contidas em cada um desses hemisférios tem a mesma drea 2ar?, onde o € o

angulo do fuso e r o raio da esfera.

Demonstragao: Basta mostrar que R e R’ tém a mesma area porque

area de ® = (drea de R) + (4rea de R')

= 2 (4rea de R) = 4ar?.

Ora, R e R’ sao figuras antipodas, isto é, cada ponto de R’ é o antipoda de algum ponto de
R e vice-versa. Mais precisamente, R = sut é a reuniao de dois triangulos esféricos com um
vértice em comum e R’ = s’ut’ é a reuniao dos triangulos antipodas de s e t. Basta entao
mostrar que um triangulo esférico e seu antipoda possuem a mesma area. Consideremos,
sem perda de generalidade os triangulos ¢ e t'. Observamos que t e t’ tém angulos iguais
e lados congruentes dois a dois, mas ¢ e ¢ nao sao congruentes pois nao possivel, por um
movimento rigido, mover um deles no espaco até sobrepor-se exatamente sobre o outro,
a menos que t e, consequentemente t’, seja isésceles. As figuras abaixo mostram duas
tentativas de sobrepor t e t/. Numa delas faz-se coincidir os trés vértices e na outra faz-se

coincidir um angulo de ¢ com outro angulo igual de ¢'.

<= &

Figura 31

Na segunda tentativa, observamos que se t e, portanto, ¢’ for isdscles entao ¢ é congruente
ao seu antipoda t’. Logo, estes dois triangulos esféricos tém a mesma area. No caso geral
procede-se do modo a seguir. Os vértices A, B e C' de t determinam um pequeno circulo
e, portanto, uma calota esférica que contém o triangulo ¢t. Seja P o pdlo dessa calota (P é
o ponto de intersecao da calota com a perpendicular do plano ABC' que passa pelo centro

do circulo). Os arcos de circulo maximo PA, PB e PC tém o mesmo comprimento. Logo,
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os triangulos esféricos PAB, PBC' e PAC' sao isosceles. Se o pélo P estiver no interior

do triAngulo ¢ = ABC, teremos
area de t = (drea de PAB) + (drea de PBC') + (drea de PAC).

Uma construgao absolutamente andloga pode ser efetuada com o triangulo antipoda ¢’ =
A'B'C", decompondo-o como reuniao justaposta dos triangulos isésceles P’A’B’, P'B'C’

e P’A'C’, cada um deles antipoda do seu correspondente em t. Segue-se que

4rea de t = drea de t'.

Figura 32

A figura acima mostra que o pélo do triangulo ABC pode estar dentro ou fora de ABC'.

Pode ocorrer, entretanto, que o pélo P esteja situado fora do triangulo t. Neste caso,
drea de t = (drea de PAB) + (drea de PAC') — (4rea de PBC').

Uma situagao analoga ocorre com t’ e concluimos, do mesmo modo, que t e ¢’ possuem a

mesma, area. u

Teorema 2.29 Se «, ey sao os angulos internos de um triangulo esférico medidos em

radianos entao

St
a+f+y=m+—,
r
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onde St € a drea do triangulo esférico e r o raio da esfera que contém o triangulo.

Demonstracao: Consideremos um hemisfério H que contenha o triangulo dado. pro-
longando nos dois sentidos os lados que formam o angulo « até encontrarem o bordo do
hemisfério H, obtemos uma regiao R, ¢ H cuja drea mede 2ar? de acordo com o teorema

anterior.

Figura 33

A parte hachurada representa a regiao R,. Fazendo o mesmo com os angulos 3 e ~
obtemos regides Rz e R, cujas dreas medem, respectivamente, 26r% e 2yr2. A reunido
dessas trés regides é o hemisfério H, com o triangulo dado sendo contado trés vezes.
Segue-se que a soma das dreas das regioes R,, g e IR, ¢ igual a drea do hemisfério H

mais duas vezes a area St do triangulo esférico dado, ou seja,
20r? + 212 + 2yr? = 2mr? + 25t.
Dividindo ambos os membros desta igualdade por 2r2, obtemos
St

()4+/3+’}/=7T+ﬁ,

como queriamos demonstrar. [

Teorema 2.30 A soma dos trés angulos internos de um triangulo esférico € maior que

180° e menor que 540°.
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Demonstracao: Sejam «, [ e v os angulos internos, em radianos, de um triangulo

esférico contido em uma circunferéncia de raio r. Do teorema anterior segue que
St=(a+p+y-7)r?

Como St > 0, temos que o+ 3+ > 7. Utilizando a notacao usual para os angulos internos

em graus temos que

A+ B+C>180° (2.19)

Da definicao de triedro, cada diedro é menor que 180° e como cada angulo do triangulo é

medido pelos diedros do triedro, temos

A < 180°
B<180° + = A+ B+ C <540°. (2.20)
C < 180°

De (2.19) e (2.20) segue o resultado. |
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